JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

PAUL GUIEYSSE
H. AIRY

De la propagation des marées dans les rivieres

Journal de mathématiques pures et appliquées 3¢ série, tome 1 (1875), p. 399-450.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1875_3_1_ 399 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1875_3_1__399_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

DE LA PROPAGATION DES MAREES DANS LES RIVIERES. 399

De la propagation des marées dans les riviéres.

Traduit et extrait des Tides and Waves de M. Amy, Astronome royal d'Angleterre,
Associé étranger de FAcadémie des Sciences (Institut de France);

Par M. Pavr. GUIEYSSE,

Ingénieur hydrographe de la Marine, Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

4. M. Airy a publié, dans le cinquiéme volume de UEncyclopedia
metropolitana [*], un Mémoire intitulé Tides and Waves (Marées et
Vagues), qui contient une théorie complétement nouvelle de ces phé-
noménes, théorie que nous croyons trés-peu connue en France et
méme A Pétranger, d’aprés les recherches que nous avons faites sur
cette question, et qui lui a permis de pousser les résultats théoriques
beaucoup plus loin que ne le permet la théorie statique de Newton ou
la théorie dynamique de Laplace, surtout au pointde vue de I'influence
des fonds et de la forme des coOtes sur les marées locales. Nous en
extrayons la partie relative 2 la propagation des marées dans les ri-
viéres, qui contient des éléments propres 4 apprécier I'influence sur le
régime de la portion maritime des fleuves, des travaux faits ou a faire
pour en améliorer le cours.

2. Un observateur placé sur le bord d’une riviére 2 marée constate-
rait les phénoménes suivants : dans le cours d’une des deux marées qui
se produisent a peu prés dans les vingt-quatre heures, I'eau de la mer
produit une élévation jusqu’a une certaine distance de I’embouchure,
accompagnée d’un courantdit de flot, qui généralement persistequelque
temps apreés la haute mer, et s’'abaisse en formant un courant dit de
jusant, qui dure aussi quelque temps aprés la basse mer. La durée de
la baissée est plus grande que celle de la montée; cette différence varie
suivant les stations d’observation le long de la riviére; elle est presque

{*1 Londres, 1845.
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nulle & I'embouchure, ou les courants de flot et de jusant persistent
longtemps aprés la haute et la basse mer (trois heures 4 ’entrée de la
Tamise), et elle augmente & mesure que ’on remonte en riviére, tandis
que I'heure de la renverse du courant se rapproche de plus en plus
de celle de la phase correspondante de la marée. La courte durée du
flot dans la partie haute de la riviére est une des causes des barres ou
mascarets que ’on observe quelquefois, et produit aussi, mais assez
rarement, deux et méme trois ondes de marées distinctes; mais ceci
s’observe beaucoup plus fréquemment pendant la baissée, & cause de
sa longue durée. Nous verrons que ce phénoméne devrait théorique-
ment se présenter partout, mais il arrive le plus souvent que les ondes
secondaires sont beaucoup trop faibles pour étre observées facilement.
Enfin les marées sont plus hautes au fond des estnaires qu'en
pleine mer; mais, quand la marée est réellement entrée en riviére, sa
hauteur va en diminuant, et le courant de jusant, méme en ne tenant
pas compte du courant propre dela riviére, est plus fort que le courant
de flot. ,

Ce phénomeéne de la marée ne consiste pas en un apport de la
masse des eaux de la mer dans la riviére : la vitesse de propagation des
différentes phases le prouve; mais, du reste, 'expérience directe
le montre, puisqu'un flotteur 4 la surface d’une mer agitée ne pos-
séde qu'un trés-faible mouvement de translation, tandis que les vagues
courent avec une grande vitesse; le mouvement apparent que I'on ob-
serve n’est que le mouvement d’une forme, et I'on sait, par la théorie
des divers mouvements ondulatoires, que des mouvements trés-petits
des molécules produisent un mouvement continu de 'onde dans une
méme direction; en particulier, le mouvement des vagues sur la sur-
face de la mer est le résultat de petits mouvements des molécules d’eau
qui passent successivement 4 la créte ou au creux des vagues avec des
vitesses en avant ou en arriére, selon qu’elles sont au-dessus ou au-
dessous de leur hauteur moyenne. (Poir n° 8.)

‘3. Chaque molécule d’eau est donc animée d’un petit mouvement
horizontal et vertical; si nous comptons alors les abscisses dans le
sens de la longueur du canal, 3 partic d’un point fize, et les ordon-
nées dans le sens vertical, 4 partir d’un certain plan horizontal, en
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appelant x, y les ordonnées d’une molécule & I’état de repos et x',
ces mémes ordonnées quand le canal est traversé par une vague, nous
aurons la relation

() ) x’:x;;-X, ' =y+Y, N

ou X et Y sont des fouctions de x, y et ¢ (le temps £ est compté 4
partir d’une certaine époque arbitraire).

Le caractére de la vague, c’est qu’'une molécule, dont I'abscisse est
2 + vt' (v étantla vitesse de la vague), aura le méme mouvement, au
bout du temps £ + #, que la molécule dont Pabscisse est x au bout du
temps £, ce que nous pouvons exprimer par -

X=¢(x,t) =9({x + v, t +¥);

d’ou, en développant et nous arrétant i la premiére puissance de ¢,
nous avons 'équation anx différentielles partielles -

dy (=, £)ot’ + de(z, )t

dz dt =0
dont ]a solution générale est
oz, )= q{(vt — )
ou, en posant
(2) b=,
(3) X = g(a, £) = y(nt — ma),|

ou ¢ et y sont des fonclions arbitraires variant suivant la question, et
m et n des constantes. .

Nous exprimerons que les molécules d’une méme ordonnée verti-
cale ont des déplacements horizontaux différents en prenant

(4) j X = Py, (nt — mx),

P étant une fonction de y, et que ces déplacements en outre ne sont

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — Novexere 1875, 51
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pas simultanés, en prenant
(5) . X = Py, (nt — mx — Q),

Q étant encore une fonction de y seul.

Dans ce qui suit, nous ne nous occuperons que de mouvements
oscillatoires, et 'on sait que de pareils mouvements peuvent toujoursse
représenter par une somme de termes en sinus ou cosinus : la forme
la plus générale d’un des termes de X sera donc

(6) X =P cos(nt — mx — Q).

Nous ne noussommes occupé encore que de la fonction X : c’est que,
dans chacun des problémes que nous traiterons; la fonction Y s’en dé-
duit au moyen d’une équation ‘meitant en évidence une des pro-
priétés fondamentales des liquides, 1a continuité; une autre équatioh,
basée sur I'égalité des pressions en tous sens, nous donnera une rela-
tion entre les forces agissantes et les déplacements.

4. Des vagues dans lesquelles les déplacements des molécules
sont trés-petits.

(a) Equation de continuité. — Sotent 00 une section longitudinale
faite dans le fond d’un canal de largeur uniforme, abc et ABG les sur-

y BE & —
e 41

f‘_; b V/
of 0

faces de 'eau a Iétat de repos et de mouvement; supposons l'eawr di-
visée en colonnes verlicales élémentaires, puis en tranches horizon-
tales minces, et soient

OBC et PS ce que deviennent obe et ps au bout du temps £
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x et y les coordonnées du point p;
x'=x + X ety =y + Y celles da point P;
pq =k, pr=1¢t bo' = k la profondeur du canal a I'état de repos.

Les coordonnées du point S sont
dx. aY
z+h+X4+—h et y+I1+Y+ 2‘;1’

et comme, en vertu de la continuité, les aires ps et PSsont égales, nous
aurons, aux infiniment petits du second ordre prés,

' kl:k(;+%)z(x+g),

ax
=

d’oil
7 =0
-+ — =

et, en intégrant,

Y=— [ Zdr+fix),

Pintégration commencant du fond du canal; ou, si nous appelons & la
valeur de X pour le fond du canal au pointo, et y Pordonnée de ce

. . dn
point, nous aurons évidemment & —~ pour la valeur correspondante

de Y : Véquation de continuité est donc
. o dy Y dX
(a) o Y=E82- fn =Y

Dans le cas d’une profondeur uniforme, en comptant les ordonnées a
partir du fond du canal, elle devient

A ) S
() | Y=_fo X dy-

(&) Equation du mouvement. — Soit K la valeur de Y pour un point
de la surface : prolongeons pg en TV, et considérons la colonne TMNY;
les longueurs TM et TB, VN et VC ne différent que d'un infiniment
petit du second ordre ; nous pouvons donc prendre les points M et N

51..
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au lieu de B et C dans P'évaluation correspondante de K., Svient main-
tenant p la pression en un point, mesurée par Paccélération qu’elle
produit en agissant sur I'unité de volume par P'unité de surface, et g’
lacceleratlon variable de Ia pesanteur : deux éléments de TM, égaux

a l'unité de surface et ayant pour ordonnées _y' et '+ dy', supporte-

ront des pressnons en sens inverse p et P —|— d]’ , dont la dlfference,

agissant sur une colonne de hauteur dy’, produu-a une acceleratlon,

dp

Z qui. § a]outera 3 celle variable de Ia pesanteur; nous aurons donc
ary' dp ’
="y 8

ou, comme )’ =y + Y et que y est indépendant de ¢,

a:y

ap
T =Ty 6

==-fgd7 fd,,

Pour avoir lapression jusqu’a la surface, nous devons intégrer de y'=y

2

d’on

'k +K; ik ¢
ay +K; mais, comme —— 3 estune quantité trés-petite, nous pour-

rons, dans les limites de notre approxxmatlon, faire la seconde inté-
grale par rapport y au lieu de y' et prendre % au lieu de & + K pour
limite supérieure ; nous.aurons donc, pour la pression en T, celle 4 Ia
surface étant nulle,

Si maintenant nous considérons I'élément de longueur TV =¥, les
pressions sur ses faces extérieures sont, en vertu de la transmission des

Pressmns en tous sens, p et - —E F'; nous avons donc, comme précédem-

ment, et en appelant F 1’accelératmn due aux forces extérieures que
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nous supposons horizontales [*],

dx’ dp
2= =F—5
ou
&X d ' k py
(%) W=F'—E[§'(/f+1§—f)+/; "',},—df]'

Cette équation, jointe 4 I'équation (a), contient la théorie compléte du
mouvement de I'ean dans un canal de largeur uniforme et de profon-
deur variable : elles nous permettent de déterminer la force nécessaire
pour entretenir un mouvement donné X, ou de trouver les mouvements
X et Y produits par une force horizontale donnée F; dans le cas le plus
général, ol la pesanteur peut éire considérée comme constante, I'équa-
tion (&) devient ' :

(¥) F=F—z(ex+ [Ha).

Ces équations sont générales, quels que soient les mouvements hori-
zoplaux et verticaux, pourvu qu’ils soient petits; dansle cas, ot nous
resterons désormais, d’'un mouvement oscillatoire, X étant de la forme
A cos (nz — B), oi A et B sont des fonctions queleonques de x et y, et
Y étant nécessairement de la méme forme d’aprés I'équation de conti-

'3

nuité, I’équation du mouvement devient
2 | a4 2 [F |
n X=—F+Tz(gK—n'£ Yd]')-

8. Quand les forces qui ont donné naissance 4 un mouvement-oscil-
latoire viennent & cesser brusquement, un nouvel éfat oscillatoire a
lieu. Nous allons rechercher s'il est possible qu’il se maintienne dans
un canal de largeur unifornie et de profondeur variable; nous pren-

[*] Nous verrons (17) que, dans la question des mardes, nous n'avons besoin que
de considérer la composante horizontale des forces; dans le cas, plus général, o les
forces ont une composante verticale, celle-ci s’ajoute i g’ dans I’équation (&)

26 %
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drons pour cela les équations

. _,’_:dn T X
(I) 7 Y—-..az;"“ .y 7‘;(1

et
. d , . [
n-X=d—x(gI&—-n-‘£ Ydj)

. dK Eay
(2) u-X:g%—n’ f -

ou

puisque les limites de I'intégrale sont indépendantes de x'; différentiant
Péquation (1) successivement par rapporta y et x et équation (2) par

: . , a*y . 3
rapport & x et y, nous avons, en égalant les valeurs de — 7 quisen
déduisent,

axX | A?X
&) 2 T = T

équation aux différentielles partielles dont la solution générale est

4 AX=sa(w+f\/~—r)+¢(w—,f\/'——1),

ol1 ¢ et § sont des fonctions arbitraires, ou

X=yle+rV—1} + glz—gyv—1)
. R _
+—\/:'=P[Q(J‘+x\/— 1) — oz —ry=1)],
% et ® ne contenant dans leur forme aucune imaginaire. Il nous reste
4 voir si nous pouvons déterminer ces fonctions de maniére 4 satisfaire
4 Péquation (2), dans laquelle nous aurons remplacé Y par sa valeur

tirée de I’équation (r); il nous suffit de considérer un seul des termes
de X, un calcul identique s"appliquant 4 I'autre, et nous poserons

X = (5 + #y=7) + 7 (& — yy=7),

en considérant ¢ comme la dérivée d’une fonction ¢; en formant donc
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e dX . . dE dY
chacune des quantites f —* & pour avoir Y, puis — et | —=

pour avoir X, nous aurons, aprés réductions,

(WK =ty —g) i [v (n+xy=1) o (n—2y=1)]
— g [0 (Bt V=7) + v(E— xy—T1)]
+ n2[o' (K+ 2 =1)+¢ (E—xy=1)]=0;

x et y étant des variables indépendantes, cette équation nécessite les
deux suivantes :

2o (n+ 2y =T) + oln — 2y=D)] =0,

) g (B+ 2= 1) + (K~ 2y =7)]
| — n? [v’(K+ xyy—1)+vV(B—=x \/:_[)] =o.

La premiére nous montre que, lorsque » est variable ou fonction de x,
il n’est pas possible d’y satisfaire par une fonction quelconque de ¢;
le mouvement oscillatoire que nous avons supposé ne peut exister, et
donnera naissance & des brisants au lieu de vagues continues.

Des mouvements ondulatoires soustraits & Uaction des forces
extérieures.

r

6. Des vagues dans un canal de largeur et de profondeur con-
stantes. — Nous sommes donc conduits, par ce qui précéde, quand il
n’y a plus de forces extérieures, 4 considérer le mouvement ondula-
toire dans un canal de profondeur constante; nous allons étadier les
diverses circonstances de ce mouvement.

Nos équations sont

(I) Y=— —Ed)’,

_ aw _ dE o [7dY
(2) nX.—g;;-i—nﬁZ;dj,
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d’oil ’

da*X d:X ) .
(3) . dy? + dx? =o. :

Nous supposons un mouvement uniforme oscillatoire, et nous pren-
drons X de la forme

(%) ' ' X = P cos(nt — ma — Q),

ot P et Q sont des fonctions de y. La substitution de X dans nos équa-
tions nous permettra, tout en déterminant ces fonctions, de vérifier
P'exactitude de notre hypothése. ‘

Si nous posons P cosQ =R et PsinQ = §, nous aurons

X = R cos (nt — mx) -+ 8sin(nt — mx)

et, substituant daos (3),
@R 2R — ‘ d*s 1Q
F_mﬂ—-o et F—"l S—-O,

d’olr : :
R=Ce¥”+De™ et S=Ce&¥+De™,

G, C,DetD désignant des constantes ; nous aurons donc pour X
(5) X=(Ce”-+De™ ) cos (nt—max)+- (C'e™+ D'e™™ ) sin(nt— mx);
nous en déduisons successivement o
Y=—(Ce"—De™— C+ D)sin(nt — mx)
+ (Ge™” —D'e™ — '+ D')cos(nt — mx),
K =— (Ce™—De™ — C+D)sin(nt — mx)
+ (C'e™ — D'es™ — '+ DY) cos(nt — ma),
% = m(Ge”— De™ — G+ D)cos(nt — mx)
C4m(Ce™ —D'e™ — G+ D')sin(nt — mx),
&
f %d)ﬁ_—_ —[Ce™ +De ™ — Ge™ — De™
7 +m(y — k) — G+ D]cos(nt — mx)
_ [Glem_r 4+ D™ — Cle™ _Dfemk
+m(y — k) — C'+ D'] sin(nt — mx),
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et, substituant dans I’équation (2), nous avons

n? (Ce™ -+De™™) cos(nt — max)+ n? (C'e™ + D'e™ ) sin (né — m x)
= mg(Ce™ —De™ — G+ D)cos(nt — mx) )
+mg(Ce™ — D'~ — €'+ D') sin(nz — mx)
-+ n*[Ge™ 4 De ™ —Ce™-—De ™ +m( y—k)-— C-+-D]cos(nt — mx)
+n[Ce? +De™ —Cle™ — D'e ™ +m(y — k)—C +D[sin(nt —mx);

réduisant et égalant séparément i zéro les coefficients de cos(nt — mx)
et sin(nf — mx), en remarquant que y est indépendant de k, nous

obtenons
D=C e D=CC

et -
mgC (e™ — ™) 4+ n*C (™ + e™) =0,

mgcr(emk_ e—mk) -+ nﬁcl(emk_l_ e—mk) =0,
equations qui ne déterminent que el et exigent, pour etre compaubles,

la relation

mk nk
. 5 ___ K e g™
(6) . ne= ”Ig e e—-mk'

I’équation (5) devient
X = (™ + ¢} [Ccos(nt — mx) + C' sin (nt -+ ma)]

ou, en posant A = y/C*+ C"* et tangB = %,
(7 X = A(e™ + 7)) cos(nt — mx — B),

d’oti Pon déduit
= — A(" — ) sin(nt —~ mx —B).

Ces ‘expressions nous montrent la simultanéité du mouvement des
molécules situées primitivement sur une méme verticale, et nous per-
mettent, par un changement de T'origine du temps, de faire disparaitre

Journ. de Blath. (3¢ série), tome 1. — DEceunaE 1875. 52
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la constante B. Nous avons donc finalement, pour les composantes
des déplacements du mouvement ondulatoire,

(8) X = A(e"™ + &) cos(nt — mx)

et

Y =— A(e™ — e™)sin(nt — mx),
oll A est une constante et ol m et z sont liées par la relation (6).
nt — mx est ce que 'on appelle la pkase de la vague; nous voyons
que X et Y ne changent pas quand 7t et ma varient respectivement
‘d’un multiple pair de 27; le mouvement est donc le méme au méme

- . - 2 . .
instant en des points distants de 7;—', et repasse en un méme point par

A y . 2w
la méme valeur, 4 des intervalles de temps 7"'
27 . it
— =\ est la longueur ou amplitude de la vague.
27 P )
— = v est sa période.
z

Sa wvitesse est donnée par % (3) ou 27 et, en tenant compte de (6),

elle est
. [glet =)
v= m (e e—m)’

pour une profondeur donnée, elle varie avec la largeur et la période

de 1a vague. et, pour une largeur ou une période donnée, elle varie
s et g s

avec la profondeur.

7. Les vagues que nous rencontrons le plus souvent dans la nature
sont de deux sortes, ou des vagues trés-courtes par rapport 4 la profon-
deur de P'eau, comme celles qui animent la surface de la mer ou des
riviéres, ou des vagues trés-longues, appelées vagues-mardes (voirn® 17),
dont la période est liée au mouvement des astres, et qui produisent les
marées dans les riviéres et les canaux resserrés.

La relation (6) peut s’écrire -
2l e b1

Ak

o
o —_
et —1

»
= .
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s e \ N . 2mh g)
Dans les vagues ordinaires, ot Aesttrés-petit, 7°= Meto= \/ £ la
g 27
vitesse est proportionnelle & Ia racine carrée de la longueur.
. 1S -— .
Dans les vagues-marées, 1°* = prs et v=\/gk; la vitesse est pro-

portionnelle 4 la racine carrée de la profondeur.
Nous voyons aussi, d’aprés les équations (8), que les plus grands dé-
placements horizontaux et verticaux d’une molécule sont A(e™'+-¢™™)

a% T, 2%

Ty

2=
et A (€™ —e™™),ou sout proportionnels & et et ether —er7.
Au fond de Veau Y=o et X =2A; dans les lames courtes, les dépla-
cements horizontaux et verticaux sont 4 pen prés égaux, excepté pres
du fond, et insensibles parrapporta ceux de la surface, 4 partir d’une
certaine profondeur; 4 une profondeur simplement égale a2, ce rap-

I
port est de 535"

Dans les vagues-marées, au contraire, le déplacement horizontal est
i trés-peu prés le méme au fond et 4 la surface; le déplacement ver-
tical varie comme la hauteur et est beaucoup plus faible que Uhori-
zontal, puisque leur rapport, pour une assez grande valeur de 2,

frk
est PO

8. Les valeurs de X et Y peuvents’écrire

X= A (e_,ﬁ+ e—fy) cos(nt —mx)= Gceos (nt—mx),
Y=—4A (eT'y - e_—.*;y) sin (it —max) = — C'cos(rt — mx);

la courbe décrite par un point quelconque x, y est donc

équation d’uneellipse ayant pour centre le point considéré, qui est
trés-allongée daus le cas de la vague-marée, et qui devient un cercle

2w
- 2 1. —5¥
dans les vagues assez courtes pour qu’on puisse négliger ¢ **; dans ce

52..
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dernier cas, en appelant § I'inclinaison d’un rayon quelconque,
tang§ = — cot(nt — mx) ou @ ::E + nt — ma;

donc les molécules se meuvent uniformément autour de leur position
de repos, ayant leur plus grande vitesse en avant ou en arriére quand
elles sont au point le plus haut ou le plus bas de la circonférence; nous
avons du reste, en général, :

dX . C
I=-—-7z.Csm(mf—m.at':) =ngY;

la vitesse horizontale a sa plus grande valeur absolue au moment de
Ia haute ou de la basse mer, et est nulle 3 mi-marée, ou quand I'eau

est & son niveau moyen.

9. Reprenons les équations (1) et (2); puisque nous les avons satis-
faites par le groupe des valears (8), nous les satisferons egalement par
le groupe des valeurs

(9)

{ X = A(e’""'—{—.e"'”") cos(nt + max),
Y=—A(e™— e™)sin(nt + mz),

qui- correspondent 2 une vague égaled la premiére, mais parcourant le
canal avec une vitesse égale et de sens contraire.

De plus, d’aprés la forme de nos équations différentielles, si nous les
satisfaisons par. un certain nombre de fonctions X', X”, X",..., Y,
Y’,Y",..., nous les satisferons également par une combinaisun linéaire
quelconque de ces fonctions; nous voyons donc que des vagues en
nombre quelconque peuvent exister sur une surface liquide, et que la
dépression ou V'élévation de T'eau sera la résultante arithmétique des
dépressions ou élévations partielles.

Prenons, par exemple, les vagues représentées par les équations (8)
et (g), et supposons-les exister simultanément: nous aurons

X = 2A (™ + e~™)cosntcosmx,

(ro)

Y = 2A (e™ —e™™)cosnt sinmx.

Puisqu’il n’y a pas de terme'en n¢ —ma, U'eau est animée d’un mou-



DE LA PROPAGATION DES MARKES DANS LES RIVIERES. 413

P . - - . X

vement ondulatoire et stationnaire; pour un point donné, le rapport T
est constant; donc chaque molécule se meut en ligne droite, le

maximum de X a lieu pour les points oti mx est un multiple de §= etY

y est nul; celui de Y a lieu pour ceux ou mz.est un multiple de =, et
X y est nul.

Théorie des longues vagues quand la profondeur du canal
est sensiblement modifiée par [’élévation de la marée.
Le phénoméne dont nous allons étudier les lois est des plus impor-
tants et se présente journellement dans toutes les riviéres ot la marée
se fait sentir. .

10. Nous allons d’abord supposer que la largeur est uniforme et la
profendeur constante, et que le canal n’a pas de courant vers la mer.
Nous venons de voir (n® 7) que, pour la vague-marée, le déplacement
vertical est extrémement petit par rapporta ’horizontal, et par suite né-
gligeable, et que toutes les molécules d'eau d’une méme file verticale
ontdes déplacements horizontaux égaux, de sorte que, pour I’estimation
de la pression en un point, nousn’avons 2 tenir compte que dela hau-
teur de la colonne d’eau au-dessus de ce point; nous allons établir les
équations de continuité et de mouvement d'aprés ces nouvelles condi-
tions, et nous pourrons pousser plus loin I'étude de la question.

(a) Equation. de continuité. — Soient x et x -+ k les abscisses de
deux files verticales de molécules, et £ Ia profondeur de I'eau au repos;
au bout du temps ¢ la distance des deux files sera

k(r—l—%):

. et k sera devenu :
V=k+K,

d'otr

bk:k(x—!—%)v,
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et

(1) V= ax
dz

pour la relation cherchée. :
(8) Equation du mouvement. — Les colonnes d’eau agissahit sur les

pointsdontles coordonnées sont y et x+Xet yete+X+F ( I+ ‘Z—}—:)
av oy .
_ont pour hauteur V—y et V+ W——7; donc I’élément horizontal de
= -

longueur ?’ |+d—X— est soumis 4 une pression — 12V, nous avons
g dx pres g dz’

alors, pour notre équation, en remarquant que x est indépendant
de ¢,

&X__ _av_1
7T T84T _4X
14—
dr
ou, en vertu de (1),
X
X dz*
(2) == =8k ax\

Nous résoudrons cette équation, qui nous donne la solution du pra-
bléme, par approximations successives, pour les vagues-marées, v* =g&;
développant le dénominateur, nous obtenons
&KX LK ,dX dx dx\*
(3) ‘—1‘7—'0 E-—V F[—?’x—*—ﬁ(z})—l—n- .
Premiére approximation. — En négligeant le deuxiéme membre,
nous avons simplement ’
2% __ LK
de dz’
équation bien cownnue, que Pon résout en posant ¢f —x=1u, et
vE + x = w, d’otr '
&X ) S
Todw =0 @@ (w) et X=o(u)+¢(w)

ou : .
X =o(vt—x)+ ¢ (vt+x),
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¢ et ¢ étant des fonctions arbitraires & déterminer, d’aprés les condi-
tions du probléme; or {§ (vz -+ ) représente une vague se mouvant en
arriére, et, comme nous n’en observons pas dans le phénoméne en ques-
tion, nous n’aurons pas de terme de ce genre dans X; de plus, la
théorie des marées nous apprend qu’a 'embouchare d’une riviére, en
mer libre, le mouvement de I'eau ne dépend que de termes de la forme
cos(nt -+A), o1 n et A sont des quantités indépendantes du temps; nous
prendrons donc X de la forme a cos(nt— max — A)ou, en déplagant

Porigine du temps et nous rappelant que ¢ = ’% (3),
(4) X = acos(myt — mx).

X pourra d’ailleurs se composer d’'une somme de termes en sinus ou
cosinus de (mvt — max), dont chacun se traitera- de la méme maniére.
Seconde approximation. — Substituant dans le second membre

dX &X ,,, .
de(3) les valeurs de —— et = déduites de (4) et nous bornant au pre- -
mier terme, nous avons

arX » 22X 3
74 -
de? 2 2

a**m®sin (2mpt — 2mx).

En traitant cette équation comme la précédente, nous aurons pour
solution

X=9p(vt—2)+ (vt +x)— ;?2—., a*in®(vt + x) cos(2myt — 2mx);

les fonctions ¢ et ¢ doivent étre choisies de maniére que X satisfasse
aux lois de la marée 4 I'embouchure et contienne le méme terme en a
que la premiére valeur approchée; il faut donc déiruire le terme
vt cos(2myt — 2mx), qui impliquerait une marée croissant constam-
ment avec le temps; nous poserons done

o(vt — ) + ¢(vt + x)
= acos(met — mx) + 736 a*m® (vt — x) cos(2myt — 2mx)

+ ca® eos(2myt — 2mx) + c'a’ sin(2met — 2mx);
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d'oti
_ . 3
X =acos(myt — mx) — ga’m'x cos(2myt — 2mx)
( 5) ; 8
+ ca® cos(myt — 2mx) + ¢'a’ sin(2myt — amx),
o1 ¢ et ¢’ vont étre déterminés d’aprés la loi de la marée a Yembou-
dX 1.4 -
chure. Portons la valeur de = déduite de (5) dans I'expression deV;

développons le dénominatenr, en nous arrétant aux termes en a’, et
remplacons les puissances des lignes trigonométriques par leurs valeurs
en-fonction des multiples de ces arcs ; nous aurons

V= Ic[r ~ am sin(myt — mx) + i;ﬁ
6) 3 . 4 T
+z @' mxsin (amyt —amx)— aa*me sin(2mot—2mx)

\ ) :
+ a? (2mc’—- %) cos(amvt — 2ma:];

Cest la hauteur de Peau i endroit ou se trouvent actuellement les
molécules dont Tabscisse était primitivement x5 si nous voulons cette
hauteur pour les points dont V'abscisse actuelle est o', nous remarque-
rons que &' = x + X; d’ot1, en nous bornant & la premiére approxi- -
mation, )

% = o' — X' = &' — a cos(myt — mx’).

Substituant dans (6), le terme en a devient

sin [mvt — max' + ma cos(met — mx')]

= sin(myt — mx') + '%5 + '-’;—a cos(amyt — amx');

les termes en a? ne changent pas avec notre degré d’approximation, et

nous avons

V= Iz[x — am sin(myt — mx’)

+3 a2ms ' sin (2myt — 2mx’) —2a*mec sin(2met — 2m’)

i 2
+a® (2mc’ — 5—21-) cos{2myt — 9.m’.1:)]-
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Prenons pour origine des abscisses le point o1t le canal débouche en
mer; d’aprés les lois de la marée, V ne peat dépendre que de sinme:;
donc, pour &' = o, les termes en (2mvt — 2ma) doivent disparaitre,
ce qui nous donne ‘

et la valeur de V devient, en posant am = b,

{ V__ k b N ! 3 2 ol of V4
{7) =g} 1— sm(mat—mx)—l—zb mx'sin(2mvt — 2amx’) |3
d’ott, pour Pélévation au-dessus du niveau moyen,

(8) K =-—bksin(mot — mx') + % b*ma’ sin(amvt — 2mx’).

Le premier terme est semblable 4 celui que nous avons trouvé (6);
le second terme, entiérement différent, contient un facteur x’ en
dehors de la fonction périodique : on peut le considérer comme repré-
sentant une vague dont la longueur augmente & mesure qu’elle re-
monte le canal.

Si on construit les courbes représentées par(8), en prenant K pour
ordonnée et successivement x' et £ comme abscisses, on obtient la
forme de I'onde 4 un moment donné, et la loi de la marée en un point
donné; ces courbes mettent trés-bien en évidence les faits énoncés
au n°2.

11. Nous pouvons, du reste, calculer le temps de la montée et de
la baissée ; I’expression de K peut s’écrire

— bk| sin(myt — mx') — cos(mot — mx') gbmx' sin (mot — ﬁzx’)] )
ou, le second terme étant pelit par rapport au premier,
K = — bksin [mvt —mx — -ii bm ' sin(mvt — mx’)]-

Les phases de la basse mer s’obtiendront en donnant au sinus sa

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. — DicEuBRE 1873, 53
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-

plus grande valeur positive, ou en faisant
o 3 , . , ™
mvt — mx' — = bma’ sin(myt — mx') = aqm + -
2 - 2
Prenons comme premiére approximation

MYt — mx' = 2qW 4 =y
2
substituant,
3
myt — mx' — = bma’' =<,
B . 2 2
d’ot, pour les mers basses successives,
I
t, = ( +mx' + = [mzx)
my
k4
T, = — ( + ma' 4~ bmx),----
me

nous aurons de méme, pour les mers hautes,

t1—_ 3Tr—lﬁ—mm --—/)m:x.
m” 2

’

t,= — (7Tr+ mx' - 3 bmx'>1---:
me 2_
d’ot, pour l'intervalle d’'une mer basse 42 une mer haute,
, X ,
ti_it'_ma (TE 36"11‘)
et d'une mer haute 2 une mer basse
! X
ty — ;= — (= + 3bma').

" La baissée dure donc plus que la montée de I'intervalle de temps
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662 . & . ,
——>ou — e:st le temps vgmploye par la vague-marée pour se propager

de Pembouchure au point considéré, et b, d’aprés (8), estle rapport de
la hauteur maximum de la marée & la profondeur moyenne.

Ainsi, en riviére, les moments de la haute et de la basse mer et la
différence de la durée des phases correspondantes dépendent de la dis-
tance de la station considérée 4 'embouchure et pour une méme
station de la grandeur de la marée, ce qu'apprend ’observation.
Nous pouvons encore tirer de nos formules d’antres résultats con-
formes encore A V'observation; en effet, la haute mer ayant lieu au

. 3 . .
point x’, au temps < (—f 4+ mx — 3 bm:r:’), a lieu au point & + X,
me \ 2 2
1 [3= , 3 R .
an temps nTa[_{ + m(x + ay) — 7 bm(x' + x,)], donc le temps em

. . 2 36 .
ployé & parcourir Pespace x, est - (I,— —-2—) , et la vitesse de propaga-

tion est approximativement v(t —l—?’—f) ou \gk(1-+35); pour la

vitesse de la basse mer, nous trouverions de méme Vgk(x — 36). Or
les vitesses de la vague-marée en mer libre, pour des profondeurs
répondant 2 la haute et & la basse mer, seraient respectivement
Vgkh(1 + b) et ygk (1 —b); donc la vague-marée se propage 4 haute
mer plus rapidement que dans une mer libre de méme profondenr et
moins rapidement & wer basse. Quant & la vitesse du courant, nous
avons, en remplagant les constantes par leurs valeurs dans (5),

X = a cos(myt — mx) — % a*m?x cos(2myt — 2mx)

(9) 5
2 s
+ 1 ma sin(2mot — ama),
et
A % = amv[— sin(myt — mx) + %am’x sin(amot —ama)
(ro) N\

5 i 14
-+ g ma sin (2mot — 2mx)]

Pour avoir la vitesse en &', nous y remplacerons, comme dans la va-

53..
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leur de V, & par 2/ — a cos{mpt — ma'), et nous aurons

ma

f cos(2mot — 2ma’}

(’&‘J = amv[—-— sin(mof — ma'y — ’% -+

(1x)

+ % am®x'sin(2myt — 2 m:z:)] H

a haute et 4 basse mer, nous avons

\ 55 , 55
'K?,:bv(l—-—g—> et OI:—bv(I—i—s)-

Ces valeurs répondent i trés-peu prés aux maxima de la vitesse
dans les denx sens de la riviére, et nous vérifions que le courant de
Jjusant est plus fort que le courant de floz. : '

Nous pourrions procéder 4 une troisiéme approximation, qui sera
quelquefois néeessaire dans la pratique; en procédant exactement

comme plus haut et en partant de la valeur (g) de X, nous obtien-
drions : : '

V= kg I — bsin(mpt — ma’)
35, _ "
+ [4b sin(2mvz — 2ma’)
-+ gba cos(mvt — ma') 7
— :—; b® cos(3mot — 3m.7c')] mx*

+ 392- b sin (myt — ma')

— 2L B® sin (3met — 3m:}c’)] m?x'? }
32 )

On discuterait de méme les valeurs des durées de la montée et de Ia
baissée, de la vitesse des courants de flot et de jusant; mais, les résul-
tats de la deuxiéme approximation n’étant pas modifiés dans leur ca-
ractére essentiel, et représentant le phénoméne que nous avions en
vue avec une assez grande exactitude, nous ne nous y arréterons pas
davantage.
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12. Etudions maintenant les modifications apporiées aux résultats
précédents, si lean du canal est animée vers la mer d’un courant,
dont nous représenterons par ¢ la vitesse moyenne.

Les équations du probléme resteront les mémes qu’au n° 10; mais,
pour tenir compte des nouvelles circonstances, nous prendrons pour
la premiére approximation

X = acos(myt — max) — et; ‘
pour la deuxiéme, nous aurons encore

X=9pWt —x)+ §(vi+x) — ;%cﬁm’(vt—l—x) cos{2mpt — 2mx).

Mais les fonctions arbitrairves ne seront plus les mémes; car, d’un coté,
nous- devons comprendre dans X la premiére valeur approchée, de
l'autre, comme, au bout d’un certain temps, toutes les molécules arri-
vent & la mer, nous ne pouvons avoir de terme contenant le facteur x,
autrement la loi de la marée & I'embouchure dépendrait de x, ce qui
est impossible; elle ne peut non plus dépendre de 7; nous introdui-
rons donc un terme f(vf — x) cos(2met — 2mx), et nous prendrons
finalement ' .

X = acos(myt — mx)— et
(5 - %a’m"’x cos(2met — 2mx) + ca®cos(2mot — 2max)
+ c'a*sin(2mot — 2mx) + f(vt — &) cos(2myt — mx),
d’ou

arm?,
2

!V=k§ 1 — amsin (myt — mx) +

- [2ca2m + 2 fmot — (afm + %azma)x]

7

(6)
< sin{amyt — 2mx)
+(ac’a’m+f+ %azmz) cos(2mol — 2ma) %

C'est la hauteur au point dont I'abscisse primitive était ; si nous

27%
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la voulons pour le point dont I’abscisse est " = x + X, nous avons,
en nous borhant 4 la premiére approximation,
x =x' —acos(mvt — mx) + et
d’oti, par-approximation successive et partant de x = x' + ef,

. " X =x"+el— acos(mvt — met —mx'). .

Remplacant & par cette valeur dans (6'), en nous contentant de
x = x’ + et pour les termes en a*, nous avons ' :

V= k( 1 — am sin(myt — met — mx")
—-l-{ —2ca’m+[—— 2fm{v—e) —'i-%azmse]t

(7 - : -|—(2fm +Z—a’m’) .'I."E
X sin(2mot — 2met — ama’)

l\ -+ (2c'a2m o f— gzﬁ m’) cos(amvt — 2met — amx’)}

A la mer, ou &' = o, la marée est représentée par’
? £ .

— kam sin (v — e)mt,
- d’otx
5¢—8e m

3 .., €
= =z — et = —
¢=o0, f g M p—e 16’

et, en posant am = b, nous obtenons, pour K =¥ — £,

K = — bksin(myt — met — mx’)

(8)

+ %b’kpo: ma’ sin(amyt — 2met — 2ma’).

Nous pourrions continuer, comme dans le probléme précédent, I'étude
des valeurs de K, ce qui sera nécessaire dans la pratique, mais le point
qui offre le plus d’intérét est celui de la durée de la montée et de la
baissée de I'eau; en procédant comme au n° 11, nous trouverions,



DE LA PROPAGATION DES MAREES DANS LES RIVIERES. 423

our les époques successives de la basse et de la haute mer, .
p poq )
1 ™ , 36 ¢ AU
ty=————\ = +max’+ max')>
(v—e)m\ 2 2 v—e .
= 1 5n +mx,+3b * mx):
2T (v—e)m\ 2 2 v—e :
et
’ X 3= , 3b ¢ ;
=+ mx — mx')
- \p—ejm\ 2 2 v—e
£ = — '—7-71+mx’—§—b —~_mx')»
27 (p—e)m\ 2 2 v—e

d’ott, pour la durée de la montée,
1 — ' (=30 L ma
£, t.__("__e)m(n 35 .— mx)

et, pour celle de la baissée,
fy— by —(n+38 2 max');
2T T (v—e)m e ?

(r—e)

quand il n’y a pas de courant, elle est 6bx’ %

m Lfm 2
s OU,COMME ¥ — &=—3 6bx +e——;);

la différenceest 6 bx’ - -

Nous voyons donc que I'un des effets du courant est de multiplier

par (I + -enﬂ) la différence de la durée de la baissée et de la montée.

15. Les recherches précédentes ont supposé que le canal avait une
profondeur constante dans sa section transversale; nous pouvons étu-
dier le cas ot la vague-marée se propage dans un canal dont la section
transversale sera toujours coustante, mais de profil quelconque.

Soit = ¢(y) I'aire de cette section jusqu’a la hauteur y (les or-

r 7 . . du
données étant comptées du point le plus bas), de sorte que 72 =z,
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z représentant une ordonnée horizontale perpendiculaire 4 la direction
du canal. En raisonnant absclument comme au n° 10, et conservant
les mémes notations, nous trouvons

. k)
(1) v(V) #UE)
14—

dr

pour I’équation de continuité, et

#X_ AV

F——gﬂ—_*_dx
R~

. ‘ ‘ Y1
pourI'équation de mouvement; ou, en éliminant 7

d*X
EX _ gh(h) Ao
(2) : T Y X
- (%)

Cette équation se résoudra, comme les équations analogues que nous
avons déja rencontrées, par approximations successives.

dX
Comme premiére approximatien, prenons V= ket neghgeons =

dx
qui est fort petit: nous avons

(3) d’X _ gk #X
=V &

ou, en P(£) K et o2—ok
posant ‘!‘,(“-— et ¢ —=gn,
EX __ adX
dar TV d’

dont Ia solution (10) est X = y (v’ — &) + o (¢¢ + x), ce qui nous

montre que la vague se propage avec la méme vitesse ¢’ = g que si
B(Fy o PUE)

on +—=. Dans

V(&) T 9(R)

le cas d’ une section triangulaire, par exemple, ¢(y) =z2=ay, et

le canal avait une profondeur constante, égale & 77—

() _—-_--—, d’oti £ = é, et la vitesse est la méme que dans un canal
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rectangulaire de hauteur égale 4 la moitié de celle du triangle; dansle
3 . . _ 2

cas d’une section parabolique, ¢(y) =z :\/af-, Y (r)=3zvay® et

K= -2?; en général, il suffit de transformer le profil quelconque donné

en un rectangle de méme aire et méme largeur et dont la hauteur dé-

terminera la vitesse par la relation v = \/g#.
Pour une seconde approximation, nous développerons I'équation (i)

$IV) = (k) + ¢ (k) (V — k)= § () — (k) o

d’ou
Bk <X
V e k —— m ‘—1‘;7
puis
r r 4 {7 L. i l‘ tix'
YY) = iR + ¢ (B — &) = () — HOEE s
d’ot, remplagant dans (2) j,((—% par la valeur déduite de ces relations,

nous obtenons

X gY(F) l"l _ YA — $(E )" (%) ﬁ]( X

X
(4) EARETON! Yy ]

_ Cette équation, aprés y avoir remplacé ¢(k) et ¢/ (k) par leurs va-
leurs déterminées dans chaque cas ‘particulier, se traitera absolument
comme Véquation (3) du n®40. Cette discussion suppose évidemment
que le mouvement daus Ia direction des z est insignifiant par rapport &
eelui dans le sens des x, et tout an plus comparable au mouvement
vertical; nous ne pourrons donc appliquer ees formules que dans le
cas d’une riviére ou d’un canal encaissé dans ses rives, et elles se-
ront en défaul quand, 2 mer basse, la riviére se réduit 4 de petits bras
“coulant au milieu de larges banes de sable.

Des mouvements ondulatoires sous Uaction des fo:ces extérieures.

14. Canal delargeur constante et de profondeur variable. — Nous
avons trouvé pour les équations générales, dans le cas oti nous consi-

Journ. de Math. (3* séric), tome I — Décevere 1875. 54
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dérons Paction des forces extérieures (4),
dn 7 dX
P “‘f” =

&X d - rRkey
(2) , W=F"z(g5+f,7,7-f)’.

et nous avons vu (3) que ces équations iepouvaient étre satisfaites dans
e cas d’une profondeur variable, quand la force extérieure est nulle.

Nous ne pourrons donc appliquer avec une entiére exactitude les
résultats que nous avons obtenus dans le cas d’'une profondeur con-
stante; mais comme, dans ce qui suit, nous supposerons que la pro-
fondeur varie lentement, nous conserverons la forme trouvée pour les
déplacements, ce qui nous permettra d’apprécier encore trés-exacte-
ment Peffet de la variation de profondeur d’un canal sur les circon-
stances générales des vagues. Nous avons trouvé (6)

fxx

() Y=

X = A (e +e ™) cos (nt — mx),

ot m et n sont reliés par la relation

k mk
= mg e
en comptant les ordonnées 4 partir d'un plan horizontal & une dis-
tance constante  du fond, il faudrait y changer y en 3 — . Concevons
notre canal divisé en sections assez petites pour que nous puissions y .
considérer les profondeurs comme constantes; les valeurs de X et de r*
auront pour chacune d’elles la méme forme que plus haut; nous pou-
vons donc raisonnablement conclure que la méme chose aura lieu
pour le canal entier, en y considérant y comme variable, et m comme
une fonction de a (n dont dépend la période de la vague est inva-
riable). A deviendra aussi une fonction de z, dont la forme sera & dé-
terminer, et dans cos (¢ —mx), mx, qui représente la décroissance
de la phase pour l'espace x, sera remplacé par fmdx = M; nous
prendrons donc '

(3) X=A [em0— et N] cos ‘nt — M}
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et

a_ en{k—n) . gn(x—k)
(4) =g o

ot y est une fonction de &, m une fonction implicite de  donnée par

. aM . T .
la relation m= -0 et A une fonction 4 déterminer.,

Calculons Y; nous aurons d’abord
E =2A cos(nt—M) (valeur de X pour le fond du canal, o1 3 = 1),

et
dX _ dA

X B [emorn 4 g cos (ne — M)

+ A %(y — ) [emr—M — g7} ] cos (nt — M);
d’ot
dA 1 . .
Y=—— ;-[e”“" ) — ™"} cos (nt — M)
~ A L9 (y— ) [0+ "] cos (nt — M)

1 dm
+AGE

[ em(r—-ﬁ)_ mn117 cos (nt — M)
P A
—A [.emo._m . m(‘n—])lsin (nt—— M),

ou

(5) Y=— {%[e""’"’”—-—e”“"‘”}cos(nt—M)g.

d
dz
Les variables x, 3 et ¢ étant indépendantes, nous pouvons, dans Ia
valeur de F, tirée de I'équation (2),
X d o kay
F= W”ra(é%“*“f, d—tzdf)’

- sers — s e . . d
accomplir la différentiation et l'intégration sous le signe ;3 mous

54 .
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avons donc

‘P_Y_. a { .’ié [e"’(r""l)_ emm‘f)] cos (nt__M) i N

de = dz | m
&
f dstY;d =___?;.l_z: %[GMU‘—M.'_em(’l“”]cos(nt——}}I) %

%% 'i:_‘f [ent=m + g™tk cos (nt — M )2:
2\ gAr mpm) o gmin-h)

gK:“EE;?[e +e ]cos(nt——M)i

et
d_:% = _n2A [em(r—'n) 4 emm—y)] cos (n£ —M);

d’ot1, en tenant compte de la relation (4),

F =— n?A[em0—" 4 emtr] cos (nt — M)
— % {':f [¢n— + emt9] cos (nt — M) -

Pour faciliter la différentiation du second terme, nous remarque-
. dn . dm dA .
rous que, Ia profondeur variant lentement, —— et par suite - et - qui

en dépendent, sont des quantités assez petites pour que nous puissions
en négliger les puissances, les produits et les différentielles secondes;

si done nous posons

WA T omir-n) emorn] =P,

22

(1 - d°P
nous neghgerons ——» et nous aurons

dx?
iy nt— M)]= Qcos(nt—-M)+Pm sin(nt—M
—[Pcos(nt — M) |= Z= _ )
d? MY = dp Pdm sin(nt— M) 2P
L Peos(nt — 1 )]—-(221;m+ E)”"\" — M) — m?*Pcos(nt — M)
et

dp dm\ . zd AR
F=— (2715"1'*'1) E) sin(nt—M)= — 2m2-‘E(Pm2)sm (m—-M),
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ou

i -3
(6) F=—an® m’-;—xg Am *[emr- 4 g™ ]sin (nt—M) %

Nous voyons déja qu'en faisant la différentiation nous aurions un

dA . . .
terme en A etun autre en <o et que par suile nous pourrions toujours

T dA . . ,
trouver une valeur de ;- — qui annulerait F pour une valeur donnée

de y, mais non quel que soit y; il faudra donc toujours une force, peut-
étre extrémement petite, pour maintenir le mouvement ondulatoire.
En nous reportant au n° 8, nous voyons qu’une des hypothéses les
plus plausibles que nous puissions faire pour déterminer A, c’est que
la résultante des forces horizontales qui agissent du fond 4 la surface
est nulle,
En développant la valeur (6), nous avons

F = P R dA 1 [ mr—m _ emm—;)]
e

— an®A '_ _ﬂ (J‘—n) [emfr—-n)_ )]

dm
ap LM
—|—3 A— i

<+ 2112A. [em(r-r) — mm—ﬂ] % sin (nt _ M),

[emtr-m 4 gmta]

dx ne

3
f Fdy = g—— an? 22 1 — [tk — gmin-A]
7

2 dm e . _k
— on2A ."? =1 (k -n) {em( "l)_{_e"l("l )]’

1 dm e e

+ 5n*A - (Tz: [em( . g )]

-+ 2n’A —= [em(k—m + emtrh]

AL B ] e —
4n Am o fsm {nt — M)
i £
= — an®*m? @A m‘i[em(k—m__ emm—k)]
. dz

+ A %im -%[e"""“"’ — emn-h] }

+ 2Am” il ] sin(nt—M)
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et, en égalant les termes entre crochets a zéro,

df = 2
Ei m 2 [e"'(Mi_.gn(n—k)] g —om? %

- ?

-5
m 2 [em(k—n) —_ eﬂh—i)]

dA
dz

bl

d’oti, pour la valeur de A,

5
—_ sz * o
(7) A= =) ga(n—h) €%
Q étant donné par
2 dn
(8 dQ _ iz
( ) e el gn(nB

D’aprés la relation (3), le- coefficient du déplacement horizontal i la
surface est

(o) A, = A [emtn emm—k)]':% m? el

d’aprés la relation (5); K sera de la forme Bsin(nt—M)-+&cos(nt—M) ou,
en posant% = tanga, \/B®+ b? sin (nz — M + a); comme b est trés-

petit par rapport 4 B, nous pouvons négliger 5* sous le radical, et
le coefficient du déplacement vertical 4 la surface est

(10) Ag=A[emt- — mirh] = Cm‘g' Y

11 ne nous reste donc qu’a déterminer la fonction Q, ce que nous ne
pourrons faire en général; mais les limites suivantes donneront une
idée de la valeur générale de cette fonction :

1° Si nous avons des vagues Irés-courtes pour leur profondeur,
comme cela a lieu le plus souvent pouI"I la mer ou les riviéres (7), A est

Q

trés-petit ou m est trés-grand; donc —= est trés-petit, et e?=1; les

AR |
coefficients A, et A, sont proportionnels 21" % et 7%, et Ton peuts’as-
surer que cette proportion est encore trés-rigoureuse, méme quand la
profondeur n’est que la moitié de la longueur de la vague.
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2° Dans les vagues-marées, A est trés-grand et m trés-petit; donc
ik _ gmin—H) k R oo —1.(k e —k
e —é =am(k —un) et & dr= k—=n) ou e®=k—n;

I

et, en tenant compte de la relation (4), qui devient m = e »

‘/g(’“—n)?

. L Ly ed Y

nous voyons que A, et A, sont ici proportionnels 2 A2 et 172,
45. Canal de profondeur constante et de largeur variable. —

Nous pouvons, d’une maniére tout  fait semblable, étudier les mouve-
ments des vagues dans un canal étroit de profondeur constante, mais

de largeur variable. Soit §§ la largeur variable; elle devient 8 + B au
- dx
bout du temps Z, et nous aurons, pour exprimer la continuité,

pri=p (13 LX) b (1+F) 1 (x+F)

ou
_ 148 dX ' dY
o ——E;Z;}K-F'Z;-+‘Z?:
et
- Trd% - X df
e Y= [(E+5%)

sera 'équation de continuiré.
I’équation de mouvement est toujours

42X d{ kay

En procédant comme dans la question précédente, nous verrons que
nous serons amené & premdre

(3) X =A(e"+ e™)cos(nt — mx)

avec

ek . p—mk

(4) nt=mg

ek -+ e e
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A étant une fonction de ; en calculant les quantités qui entrent dans
nos équations, nous trouvons

5 s Y=—{e¥— &™) [7;— fl—i cos(nt — mx) -+ Asin(nt — mx)
3 -
( -+ % % cos(nt — mx)]

I
m

et

; - \ ? dA * A d
16) F=—(eW+ g™ (2—” 242 g

w m T wE 2;) sin(nt — mx).

Cette expression est constamment nulle on le mouvement peut conti-
nuer sans force extérieure si %‘3 -l—% %—i =oouA= -\-/%, C étant une
constante; ¢est-3-dire qu’il faudrait que le coefficient du déplacement
horizontal fiit en raison inverse de la racine carrée de la largeur; le
coefficient de déplacement vertical i la surface différe trés-peu de
— A (e — e™k), et ainsi la hauateur des vagues sera, dans ce cas, en
raison inverse de la racine carrée de la largeur du canal.

Dans le cas d’un canal de largeur et de profondeur constantes, nous
avons vu (8) que les maxima de vitesses en avant ou en arriére ont
lieu pour les points situés aux parties supérieures et inférieures des
trajectoires circulaires ou elliptiques des molécules; il n’en est plus de
méme dans les deux derniers cas ol le maximum et le minimum de Y
ne répondent plus aux maxima absolus de x; et I'on voit, en formaut
Iexpression de K, que, lorsque des vagues se propagent dans une ri-
viére ot la profondeur et la largeur vont en diminuant séparément, ou
simultanément, ce qui a lieu le plus souvent, le niveau de I’eau ala fin
du courant de flot est plus élevé que le niveau moyen, et plus bas 4
la fin du courant de jusant.

16. Des vagues-mardes dans un canel de largeur et de profondeur
variables. — Nous pourrions combiner les résultats des deux questions
précédentes; mais nous pouvons arriver beancoup plus facilement la
solution dans le cas des vagues-marées, qui est [e plus imporfant pour
fa pratique. :
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Soient z = o(y, x) I'équation du profil du canal et z = (7, 2)
son aire; la profondeur étant variable, nous prendrons (14)

(1) X = A cos(nt — M),

ou M = [mdzx. Or, d’aprés le n° 13, la vague qui traverse un canal
de section uniforme dont I’aire est ¢(£) est représentée par

’ ; &
X=yx{vt—x)=x [nt—nx g%%];
nous avons donc pour M
gk, z) de,
(2) =" \/gv(l )
Nous formerons I'équation de continuité, comme nous P'avons déja

fait dans le cas des longues vagues; le volume A¢(#4,x), compris
entre les deux sections qui sont distantes de % A I'état de repos,

dev1ent, dans le mouvement, % I+dX V, x + X); et, comme
\

d‘W 4z ¢ (%, x), nous avons ’

Rk, )= (x + ﬁ) [q,(/s, x) -+ o(ky ) (V — k) + %"—i)x]

d’ou 7
1 d .

Pour I'équation de mouvement, nous prendrons simplement

X _av

@ T8 &
d’otr

d’X

(4) =8 d_,,{ k) ,1‘,[ ¢ (%, 1)]‘

et, en tenant compte des relations (r) et (2),

— nA cos(nt — M)=g% iW;:_@—) %[Alp k, x)] cos{nt — M)

+ nA \ / ;;((k sin (7t — M)$

Journ. de Math. (3¢ série), tome I. -~ DECEMBRE 1895. 55
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Comme les fonciions ¢ et ¢ varient lentement, nous négligerons les
termes du second ordre, dot

d. Ak, )
Vo 4 mx )dv[ ‘P(’ Hd%(kw)w:

= sm(nl ~— M) — n*4A cos(nt — M)

—n*A cos(nt — M) =nyg

et, en posant Aq:(k x)y=v et \/gu (k, )Y (k, x) =

) ds 2o on 2P _1d_,
rl.dzz_l_("cy._‘ vde pdr !

équation dont Vintégrale est "—; = G2, C étant une constante; d’ou
, 2 1

(5) A=Cy(k, ) Tp(k,z)F

pour le coefficient de déplacement horizontal.

Le déplacement vertical est K = V — £{3) ou

K= — ;ﬁ[!—;{; A (k, x)cos(nt — M)

- k,z
-+ AY(k, x)sin(nt —M)n ;qf(k 2)]

nous-pouvons sans grande erreur négliger le premier terme devant le
second, d’onr -

K= — Vié_’A 'j((/f’, i; sil?(nt— M),

et le coefficient du déplacement vertical est, en vertu de (5),

6y B———‘P(’f x) %o (k, x) ..

17. Dans tout ce qui précéde, nous avons supposé que les forces
extérieures n’agissaient que dansla direction horizontale du wouve-
ment; or, les marées étant un phénomeéne périodique produit par I'at-
- traction des astres et principalement de la Lune, mous devons étudier
maintenant la nature du mouvement ondulatoire produit par des
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forces périodiques, agissant dans une direction quelconque; nous nous
bornerons du reste au cas du mouvement dans un canal de largeur et
de profondeur uniformes.

Soient donc Hsin(it —max) et Gcos(it —mx) les accélérations
dans le sens horizontal et dans le sens vertical ; nous devons prendre
les équations générales du n°4, qui sont dans le cas actuel, en ajoutant
I’accélération verticale a celle de la pesanteur,

Y dX
(1) Y=— A a‘dfa

et

X

— = Hsin(it —mx)

d . ‘rhax
— 7| [§+ G cos(it —max)](k — y +K) +fy ﬁ@'go
Or les forces agissantes sont assez faibles; K, d’apres I'observation, est
. . d . . P
toujours,_assez petit, et - g(k — y)=o0; cette équation se réduit
donc a
arX

ar

(2)

= H sin(it — mx)
d . kpy
—_ Z;[gli + (k — 7)Gcos(it — mx) +‘[,: —Edf]-

1l est évident que X dépend de sin(iz — mx); posons donc

{3) X =g"{y)sin{it — mx);
en considérant ¢” comme la dérivée seconde d’une fonction g, alors
(& . Y = m[¢'(y) — ¢'(0)]cos (it — mx);

d’ot, en effectuant les opérations indiquées dans I'équation (2),
— i29"(y) sin (it — mx)
= Hsin(it — mx)— gm*[¢’ (k) — ¢’ (0)] sin (i — mx)
—m(k— y)Gsin (it — mx)
+ 2m*[g(k) — ¢(r) — ¢'(0)(k —r)]sin (it — mzx).

55.
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Pour satisfaire & cette équation, égalons d’abord 4 zéro les termes
en y; il vient

2o (y)=Emo(y ) et m(k— y)G -+ i*m*q¢'(0)(k — y):ro;
la premiére de ces conditions donne
O(y)=Ae™ + Be;

la seconde se réduit a

G+ itmy/(0) =0, &
Remplacant dans la partie restante de Péquation g, ¢ et ga par leurs

valeurs
G

* m’

mr’ B

o(r)=A(e"+ )+

#17) = AV — ) = e,
¢"(r) =meir)

nous avons

e
+ zzrn?[A(e’"k—l- € F(ri ek | = o;
d’ou ‘
~-u+86— ( + j‘{,’,ﬁ)ec-mk
= Em(et - o) — gmd (eF— )
et - .
. ——H—i—-gmG—l—(x—-g;?)Gc"*
z’m’(c"“—i— ) — gm¥(e"F— e )
puis
—H+ 2= g G— ( -{-I)Ge-’"‘
-7) i’(é""+ ek — am( gk gk} e
—H+86— (5’% — x)Gcmk
+ : ! e

2 (emk+ e—mk)__ gm(emk_ e—'—mk)
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ot
—H+ g;f’:{Gr — (g; +I>Ge-"”‘
m?'(f) = #(eF - e-mF)— gm (o — k)
—a+&e— (%? —-I)G’e”‘l‘

T et e—""’)— gm (et — eF)

m
e,

e,

Nous pouvons ainsi former nos valeurs de X et de Y, et nous recon-
naissons déji que I'ean est animée d’un mouvement ondulatoire tout 2
fait semblable 4 ceux que nous avons étudiés jusqu’ici.

La vague définie par ces valeurs de X et de Y est une de ces vagues
que nous avons déja souvent mentionnées sous le nom de vagues-ma-
rées ; celle-ci dépend entiérement de la continuité d’action des forces
extérieures, et nous ’appellerons vague-marée forcée; il existe conjoin-
tement avec elle d’autres vagues, appelées vagues-marées libres, résul-
tant de la valeur antérieure des forces, et de toute cause venant 4 mo-
difier le mouvement, comme la réflexion sur un obstacle ou la
variation périodique de la grandeur des forces attractives. Ces vagues
peuvent avoir méme période et longueur différente, ou méme lon-

-gueur et période différente, et différent essentiellement de la vague
forcée, parce que leurs longueurs et périodes sont alors liées par la
relation que nous avons établie (6), quand il n’y avait pas de forces

agissantes
e!ll‘_ e—ml’

=G ok

C'est a ces vagues qu'est due complétement la marée dans les riviéres
ou bras de mer étroits, et la presque totalité de la marée en mer libre
dans les latitudes un peu élevées. .

Si nous formons les valeurs de X et de Y a la surface, nous obte-
nons pour la vague forcée -

A —H(e"‘+r”‘*)+G%"z (e — 9 - k)

X, = sin(it — ma)

#(emk 4 k) — gm ¢t — ek}
et :
— H(e™— k) 4 G (™ — 2 4-eF)

K= #{emk+ gk) — am (et — k)

cos(it — mx),
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et, en tenant compte de la relation entre zz et m, nous avons, pour une

vague libre de mémelongueunr,

: . mk _mk
nte® —e %
g mk _mk

—H+6Z

ez -+ e - s
X, = P sin (it — max)

et
mk o _mk
n? e? —e 2
Bt Cgm
. e? 4e 2 .
K, = — - - cos(it = mx).

it nt

Or, dans les vagues-marées, & I'équateur, la longueur de la vague
afleint 25000 kilométres, et les plus grandes profondeurs de 'Océan ne
dépassent guére 8ooo-métres; le produit mk est-donc trés-petit, et Fon
peut écrire ' '

2
— & G%Tf A
X, = s sin(it — mx),
et
—E e on
K, = i_n, £ 2 cos(it — mx).

Comme H et G sont des grandeurs de méme ordre, nous veyons
que Peffet des forces vertieales est comple(emem: insignifiant devant
celui des forces horizontales, et nous sommes ainsi justifié de n’avoir,
dans tontes les questions que'nous avons traitées précédemment sur
la hauteur de la marée en riviéres, considéré que des forces exté-
rienres horizontales. Nous ne rious étendrons pas davantage sur les
conséquences trés-importantes qu'a tirées An'y del'étude des vagues-
marées, au point de vue de la théorie générale de la marée, et nous
coutinuerons par V'examen d’un des cas qui se presentent le plus fre-
quemment d'ms la pature.

18. Etude du monuvement ondulatoire qui se produit dans un canal
dont les eaux sont soumises & Pattraction lunaire, elc., et qui, _ferme
& Dune de ses extrémités, communique & I'autre avec une mer libre &
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marée [*]. — Rappelons d’abord que, lorsque’on a une éguation diffé-
rentielle & second membre, une solution z de cette équation, et des
solutions z,, z,,... de I’équation sans second membre, la combinaison
linéaire @z + a,3, +a,%,,... sera une solution de Péquation com-
pléte. )

Or nous avons trouvé (17), pour Ia solution de 1'équation

(1 %:F—%(gK+£k‘§;dy)

dans Ie cas qui nous occupe, une valeur de laforme X = Gcos (it — mar).
et nous avons aussi (6), pour solution de ’équation

i &% d kay '
(2) ‘ 7;r=“z(g1‘**‘f; =)
des valeurs de X de la forme
Acos(nt—mx +a), Bceos(nt+max—+b), ...,

ou m et 7 sont lides par la relation

ek . g—mk
(3) ni=mg

La somme de ces valeurs satisfera 4 Féquation (1); de plus, comme
toutes les parties du canal, & un instant quelcongne, sont soumises
aux mémes influences, les quantités 7, n,... sont les mémes; la solution
la plus générale de ’équation (1) est donc

{4) X = Gcos(nt— px)+ Dcos(nt— mx +E) -+F cos(nt +mx +G).
Nous en déduisons immédiatement

K = —Gpksin(nt — px)
~Dmk sin(nt — max + E)-+ Fmk sin(nt +max +G 5

(5)

[*] Lieffet d’un rétrécissement brusque est pen prés celui d’un barrage pour la
partie en aval, tandis que Ia marée se propage dans la partie en amont, comme s’il n’y
avait plus de force extérieure.
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mais, si nous désignons par A sin(nt -+ B) la loi de hauteur de la
marée 2 I'embouchure, et a la distance du barrage 2 cette embou-
chure, nous devons avoir X=o0 pour xr=a, quel que soit ¢, et
K = A sin(nt + B) pour x = o, c'est-a-dire

— Cpksinnt— Dmk sin (n1+E) +Fmk sin (nt+G) =A sin(nt+B)
et .
C cos(nt— pa)-+D cos(nt — ma4E)+F cos(nt+ma-+G)=o.
Développant et identifiant les termes en sinnt et cosnf, LOUS aVONS

— Cpk — mk DeosE + mkF cosG = A cosB,
— mADsIinE + mkFsinG = Asin B,

Ccospa + cosma DcosE + sinmaDsinE
+ cosmaFcosG — sinmaFsinG = o,

Csinpa —cos maDsinE + sinmaD cosE
— cosma FsinG — sinmaFcosG = o.

Tirant de 14 la valeur des constantes D, E, F, G, nous obtenons

A . . : -

] $X= ocama Sin (nt+B)sin(ma—mx)+Ccos(nt —px) -

( ) ’ T cp . - . G
+ — sinnt sin(ma—ma,— cos{nt —pa) cosma
- mcosma cosma .
et
A i .

) K = ——sin(nt+B)cos(ma— max)— Cpk sm-(nt— px)

(7) Com

Cpk . & .

+ sin nf cos(ma — mx)— ———cos(nt—pa)sinmx.
cosma . cosma

Nous voyons que ’élévation de I'ean n’est plus une expression

simple comme celles que nous avons trouvées jusqu’ici, et qu’elle peut

étre considérée comme due i la combinaison d'une vague-marée

forcée (le terme en nt —px) et de trois vagues libres stationnaires (9).
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Pour calculer les phases de la marée, nous pouvons mettre K sous

Ia forme K == P sinnz —Qcosn¢ et, en posant% = tang 6,

K = yP*+ Q?sin(nt — §),

expression dans laquelle

P = AcosBeos(ma —mz} cp L cosp-x
cosma :
Cpk cos(ma—ma)  Cmksin pasinmz
cosma cosma
et
Q=— AsinBcos(ma—mz) Cphsin px -+ Cmk cospasinma
cosma cos ma

La hauteur totale de la marée est donnée pour K, =12 yP*+Q*: le

P .
moment de la haute mer par nt — 6 = zou tangmt = — 5 et celui de
, P . -
la basse mer par nt — 0 =— 7—; ou tang nt = g Ces expressions, ainsi

que celle de la propagation de la phase t—?g, dépendant de x, sont fort

complexes et ne peuvent étre étudiées facilement qu'au moyen de
courbes pour des valeurs données de x.

19. Mais dans les riviéres, excepté peut-étre quelques-uns des
grands fleuves des régions équatoriales, on peut considérer I'attraction
lunaire sur leurs eaux comme insensible, et les valeurs de X et de K

deviennent, en supposant G = o,

3 r__ A . .
(6) X'= ————sin(nt + B) sin(ma — mx)
et
(7) K =C05A”m sin(nt -+ B) cos(ma —mx).

Nous voyons que toutes les oscillations aux différentes stations le long
de la riviére ont lieu simultanément, ou qu'il y a haute ou basse mer

56
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en tous les points au méme moment; la marée totale est

' 24 ’
| = ——— cos(ma — mx);
cos ma

, . ki3
et comme, dans les vagues-marées, on a toujours ma < _» la hauteur

de la marée angmente de I'embouchure au barrage, out elle atteint son
2A
cosma
horizontal a lien au méme moment que le plus grand vertical, et di-
minue de I'embouchure au barrage, ot il est nul; les courants de flot
" et de jusant donnés par

maximum . Nous voyons aussi que le plus grand déplacement

dX’ nA

(8) C o = mEoosma €08 (nt + B) sin (ma — mx)

ont leurs maxima au moment de la haute et de la basse mer, et dimi-
nuent d'intensité de 'embouchure au barrage.

20. Nous pouvons du reste pousser la question plus loin et étudier,
comme au n° 10, 1e cas ot la profondeur de lariviére est sensiblement
modifiée par la marée : I'équation du probléme est

R , R .
” £X ‘,a‘ix_‘,z_l_3_+6 -— ......|, ou vz.._.'—"gk.
(I ) dg dx* dx? dz (da:) -

Nous prendrons comme premiére valeur approchée

X =

= —r———sin (myt -+ B) sin (ma — mx),

et nous procéderons comme au n° 10, en substituant cetie valeur
dans le second membre de (1) et nous arrétant d’abord au terme en

j%; d'ott

X’ sin (ma — mx)sin (myt + B)

" mk cosma

Y 3 . (
T oosms | 76 sin(2ma — ama)

(6”)
6
| -+ @(vt — &) + $(vt + ).

3
+ == x cos(2ma — 2mx) cos(2mot + 23)]
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Nous en déduirons, pour I'élévation & une station distante de x' de
Pembouchure du canal, :

Faw_ A .
K= cos(ma — mx') sin(myt + B)
cosma B
cos?m
3 A
Bk cos’ma

2
{7) +;§A = —[cos(2ma — 2mx’) — cos2ma]
mx’ sin(2ma — ama’) cos(2myt -+ 2B).

Laloide la montée et de la baissée est maintenant différente de la pré-
cédente pour chaque station de Ia riviére, sauf 4 Fembouchure; mais
Ia haute et la basse mer auront encore lien partout simultanément. Ie
second terme de 1’expression est constant pour une station donnée; le
premier et le troisiéme sont de la forme

Csin(mot -+ B) + D cos(2myt 4 2B).

De Uinfluence du frottement sur le mouvement ondulatoire.

2]. Le frottement des molécules d’eau entre elles, et surles bords et
le fond d’une riviére, modifie beaucoup tous les résultats auxquels
nous sommes arrivés; les effets ne pouvant toujours en étre compléte-
ment analysés, nous allons seulement étudier, dans quelques-uns des
cas traités précédemment, Ia nature des modifications éprouvées.

De la propagation des vagues-marées dans un canal dont Ueau est
soumise & U'attraction lunaire, etc.,en tenant compte des frottements.
(Foir n° 47.) Nous nous bornerons 2 'examen du-cas our les mouve-
ments dus 4 la marée sont petits relativement 4 la profondeur du canal.
LE’équation du mouvement se réduit alors 2

&'X d*X

r =F+¢* prd
ot v* = gk, k étant la profondeur du canal, et F comprenant Ia force
périodique horizontale H sin (i¢ — mx) et la résistance due au frotte-
ment; comme les vitesses sont toujours assez faibles, nous supposerons
le frottement proportionnel 4 la simple vitesse, et nous aurons pour

56.
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I’équation générale du probléme

X

(1) E—;:Hsin (it— mx) — f %—l—vﬂpx

e

Le mouvement sera périodique et de méme période que laforce; nous
prendrons donc pour X la forme la plus générale qui satisfasse 4 cette -
équation

(2) X = A cosit + Bsinit,

A et B étant des fonctions de & & déterminer. En substituant dans (1),
nous aurons une équation ‘

—i*Acosit—i*Bsinit=Hcosmaxsinit—Hsinma cosit-+ fiAsinit |

. . a2 Y.
— fiBcosit+v* d;} cosit-+v* - sinit,

qui doit étre satisfaite quel que soit £, ce qui donne

(a) —i2A=—Hs'inmx—ﬁB+v"‘%%,
&) - — i*B=Hcosmx +fiA+92§;

pour éliminer B, nous tirons de(a)

. @B L d'A | . dPA N
(c) B fz@—_v T T tm Hsinmx,

puis nous ajoutons ces trois équations multipliées respectivement par
i3, fietv?: e o

' diA LA .
(3) v o 2V P (B A

+ (v*m?— i) — Hsinmx + fil cosma = o.
Si nous désignons par == p == g y/— 1 les racines de I'équation

O-iz“_;_ 202i222+(-i4+f2ié)=0,
ou

i FRy e a Ry 2y
]1‘—:—2—91'-]— T et q=2—".‘;+\/ % s
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et si nous posons M = (¢* m? — i*) Hsinmax + fiH cos mx, I'intégrale
de P'équation différentielle précédente est

cos*qx

. d. lz )
A=— f;eP‘cosqxf-—f—fe*”’“”cos”qxdx s fe“cosqx Mdzx,
] o €os*q 7

chaque intégration amenant une constante arbitraire; mais, sanseffec-
tuer ces calculs, nous pouvons remarquer que la_portion de I'inté-
grale fotale dépendant des constantes arbitraires est de la forme

CeP*cosqx + C'eP*singx + C'e?*cosqx + C" e singx,

et que la substitution de sinma et cosmx dans les trois pre-
miers termes de (3) donpera un terme en sinmx et cosmx avec
(m*e* — am?¢*i* + f2i%) en facteur; la solution la plus générale de
'équation sera donc '
(2—vm?) H . Sid
= ~ - SIN M — . p
S ms—o2mE ot E -1 - 2R A m' — atmiit-- i -
+ CeP? cosqax + C'eésinpx + C'e? cosqx + C"e P singa.

cosmx

A

Pour trouver B, nous remplacerons A par cette valeur dans (a), en re-
marquant que ’

& .
2 z 2 HPT
0* - (eP*cosqx) + e cosqxr

= e[ (p?vi— ¢*v*+i?)cosgx — 2¢”pgsingx] =—fieP*singx,
en tenant compte des valeurs de p et de g, et nous aurous

cosma — CeP* cosqx

B= =/ nmax— 0 (#—rm)H

(i’ . o’m',‘-l—-f’i‘ i — g3 )z+fz ]

+ C'eP=cosqx + C'eP*singx — G e¥*cosgx,
et équation (2) nous donnera la valeur de X.

99. Mais nous avons déja vu (19) que, en général, nous pourrions,
dans les riviéres, négliger la force attractive des astres.
Supposons donc une riviére de longueur inddfinie communiquant

avec une mer 4 maree.

2%
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T.a valeur de X se réduit &

X = eP*[Ccos (it + qx+ C'sin (it +qx)]
+eP=[C’ cos(it — qa) —C” sin (it — qx) ,

et, comme lamarée se propage depuis la mer sans rencontrer d’obstacle,

cette expression ne doit pas contenir de termes en (i -+ qx), d’at, en

définitive, - '

(r) X = eP*[C" cos(it — qx) — C"sin(it — qx)],

et

K= _kﬁ _'.lie—pz[( Cr— Gm) COS(it-—~ x C"+pC"sin(it
=—kg = pC'—q gx)—(qC"+pC-)sin(i—qx)].

1.a loi de la marée étant toujours représentée par A sinnt, il en résulte

i= n, PC”— qcﬂr: o, qC”_(_PCm: A,

d’ou
(2; K = Aer=sin(nt —qx),
C//: — qA- " PA
k(p*+q7)? k(p*+q*)
et enfin
(1Y X= 4 eP*[psin(nt — gx) — q cos(nt — qx)].

&p*+q*)
Ces valeurs montrent que la marée diminue constamment en re-

montant la riviére, et cessera en un certain point donné par la valeur
de @, qui annulerait X. La vitesse du courant est donnée par

dX nA

(3) = We"”[g sin(nt — qx) + g cos(nt — qx);

4 mer haute -

nt — q.z' = 1_r" ax nA
2

L e —DPL s 0
il s R
a hauteur moyenne '

dX nA

n—qr=mx, =

— e —Px
de Hprp© ©
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Ainsi le courant de] ]usant se forme plus promptement aprés le moment
de la haute mer que s'il n’y avait pas eu de frottement; Pinverse a lieu
apres la basse mer; on peut du reste étudier la durée de la montée et
de la baissée comme nous I'avons fait au n® 11.

23. Supposons maintenant que la riviére soit barrée 2 une dis-
tance @ de ’embouchure. (#oirn°11.)
Nous aurons une vague réfléchie et nous conserverons alors la va-

leur générale de X,
X =e[C cos(it -+ qx) -+ Csin(it + qx)]
+ e7*[C" cos (it — ga) — C"sin (it — qx)],

(1) ;

avec
(2) { K = — 4e**[(pC + qC')cos(it +qx) + (— gC+ pC)sin(it— g x)],
—hke P (— pC”+ qC")cos(it — qx)+-(q C"-+pC")sin(it — qx)];
pour x = o, k
K,= — ¥ (pC + qC’) cosit + (—¢C + pC/)sinit]
© — E[(—pC+qC") cos:t + (qC” + pGC)sinit),

et nous en déduirons, d’apreés la loi de la maréea I’ embouchure,
_ i=n, pC+ qC — pC'+qC"=o, k{gC—pC — qC'— C”f) = A.
La condition relative au barrage est que X soit nul pour = 4, quel
que soit £, d’ou
¢"*(C cosga + C'singa) + e(C" cosqga + C"singa) = o,
e (— Gsinga + G cosqa) -+ e?*((”singa — C" cosqa} = 0;
les quatre derniéres équationé déterminent les constantes, et la valeur
de K devient
, .
K= [eP’“P“ sin (zt +gx — E)

(2’). ) Ve’l"‘+ c—’l"‘+ 2c08292 ‘ L
-+ ePPrsin(it — g + F)], :
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expression danslaquelle-

-~ sin2qa o sinaga - .
A -tangE—- - coszqt_i’ tangF = e+ coszqa o
- - dor T
: E+F=2qa’-'r

La quanﬁte enfre erochets peut se mettresous la forme B

cositfep""i’“sin (gx —B)— er-Prsin Cq:e F)I
-+ sin#t[eP* % cos(gx — E) -+ eP“‘P”cos(qx ~F)] e
= Pcosit+Qsini¢ = - I .
" ou, en posant g.—tangD S

ye? Qﬁ eo,s(tt - D), N

¢3#T—2p3 | g?P—PF | 3 cos(2qa — 2¢ )
et ¢ 2005294

d’ou

K=A cos(zt——D) :

- Nous voyons que ]a marée totale n'augmente ici,  mesure gque Fon -
- remontedansla riviére, que sifgsin taqa—apx)= ap(ere-*r=—e¥ =Ty, .
- ‘guand on'ne considére pas le frottement ele augmente tou;ours de -

Fembouchure au barrage.” . - -
E3 u

Le moment dela haute mer est = :—-, et nous represeme hn- S

verse de la vitesse- de propaganon de la phase de. Ia- haule mer—, SR
.o.en - . : ;
dp - d.t Q dx . ,--; S
: o 7 i; —pr_;_—qr—_f RIROREE
odletr . . o
ot S qfeP'-’P‘-—e’P'—’P‘)-!~2p sm(z’ga-—nq&*)
a’r'-’f-'-r- e ] cos(zga — zqa:)

1 1
T —
v i

" "Cette quantité est toulours posmve, ce qu il est facnre de voir; nous
“avons done toujours une vague progressant en: reémontant lariviére,
ce qui peut ne pas avoir lieu quand on ne consndere pas. Ie frot-.
lement. ‘
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En traitant la valeur de X, comme nous Pavons fait pour K, nous-
trouverons

P
(v) kP +.q* Ve L e~pa 1 neosaga )
% X [ Ficos (it + qx — G) — PP os (it — gr— H)]

ou - E

i tane G . — P — e cosaqa -+ qePesin 2qa

18 = 4+ petsinaga - qe?icos2qa
o tan'_ H = -pePt - pePt eos 2. qut - qePtsinzga
T B = —ge*r* - pe'Pesin aga — getecus2ga

et '

R — G=—2qn.

La quantité entre crochets est

cosit[e"* P cos(gar — Gj — > 7= cos (g + H)]
— sinit[eP* P sin(gax — G)+ ¢~ sin(qx + B)],

et peatse mettre sous Ia forme

P’cosrt — Q‘smzt = \/2'2-1- Q2 cos(zt-f—Df) ou tangD’ S{;

nous aurons alors pour X,

X ___ A [t gprpe . acos(2ga—24.5)
- ," Ep g7 )6+ e - 2ens2ga)

cos{it + DY),

L2 mioment ol Peau a son plus grand déplacement herizontal, ou
Finstant ot l’e flot cesse pour faire place au jusant; est ¢’ = — 2 ; nons -

. voyons donc que la fin du flet a lieu i un temps — (D+ D) apres

12 haute mer, ﬁa}culons cette quanute- BOUS avons

tang(l)-!—- D") = PP'Q+€g'

- [ eeres . ppr-apey +2sm(2qa-—-zq.t)lang(E G)
(e — et tang(E—G) -+ 2sin(2qa— 2¢9x) ’
onm. de Matk. (3¢ sme), tome §. — Dicrusz 1875. 5"
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or
tang(E——G) = Ié,

d’ou
g( (pe—tps _ wpz-2pe) — o psin{2qa —2q.x)
p(e#— P |- 2.q5in (294 — 247)

—tang(D+D)=

Le second membre étant toujours positif, la fin du flot a lieu aprés la
haute mer; cet intervalle, qui est trés-grand prés de Pembouchure,
diminue beaucoup. prés du barrage. Ces résultats, complétement d’ac-
cord avec I’observation, sont, comme on le voit, bien différents de ceux
que nous avons obtenus au n° 18, ot nous avions négligé le frotte-
ment; ceux-ci cependant, ainsique tous cenx que nous avions obtenus
précédemment, doivent éire étudiés en premiére analyse comme don-
nant le caractére général de la marée dans chaque cas considére, le
frottement s’y introduisant pour ainsi dire comme terme de correction,
sans en modifier le caractére essentiel. T




