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Sur une propriété des systèmes qui ont un plan invariable ; 

PAR M. H. RAI)AL. 

Lorsqu'on aborde l'intégration des équations différentielles de la 
dynamique, certaines simplifications, basées sur la nature particulière 
de ces équations, s'offrent comme d'elles-mêmes. En premier lieu, si 
les forces sont indépendantes du temps, on peut exclure la différen-
tielle dt des 6« équations du premier ordre qui représentent le mou-
vement de η points matériels, et les réduire ainsi à 6« — 1 équations 
simultanées entre 6n variables. Le temps s'obtient alors par une qua-
drature après l'intégration du système de 6n — 1 équations. 

Ensuite, dans les problèmes où les forces ne dépendent que des dis-
tances mutuelles des mobiles, on peut faire abstraction de la position 
absolue du système par rapport à un point fixe dans l'espace, et se 
contenter d'en considérer la configuration autour d'un point mobile, 
lié au système. On peut, par exemple, prendre l'origine des coordon-
nées au centre de gravité, en le supposant fixe; cela ne change rien à 
la forme des équations du mouvement, seulement on gagne ainsi trois 
équations de condition entre les coordonnées, et trois équations sem-
blables entre les vitesses, de sorte qu'on peut éliminer six variables et 
diminuer de six le nombre des équations différentielles. En outre, le 
mouvement de translation du centre de gravité est connu par trois 
intégrales, qui nous apprennent qu'il est rectiligne et uniforme. 

Au lieu de rapporter tous les points du système au centre de gravité, 
on peut aussi les rapporter à un des points que j'ai appelés points 
canoniques. Ce sont des centres de gravité de deux masses fictives, 
l'une égale à la racine carrée de la masse totale du système et située 
au centre de gravité réel, l'autre égale à la racine carrée de la masse 
de l'un des corps et prenant la place de ce corps. Ce dernier se trouve 
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dès lors exclu des équations différentielles; le mouvement des τι — ι 
planètes a lieu autour du point canonique comme autour d'un centre 
d'attraction fixe (en ce sens que la fonction des forces renferme main-
tenant les distances des planètes à l'origine des coordonnées). En ré-
sumé, quand les forces et les liaisons des points ne dépendent que des 
distances mutuelles de ces derniers, le nombre des équations différen-
tielles se réduit à 6n — 6, ou bien à 6n — 7, si nous éliminons dt. 

Toutes les fois que les forces en jeu dans le système sont les dérivées 
partielles d'une fonction qui ne renferme pas le temps, nous avons 
une intégrale indépendante des équations de condition : l'intégrale des 
forces vives. Elle existe pour les systèmes libres ou sollicités par les 
attractions de centres fixes, et elle permet d'abaisser le nombre des 
équations différentielles d'une unité. 

Quand les forces et les liaisons du système n'éprouvent aucun chan-
gement par une rotation d'ensemble de tous les points autour d'une 
droite fixe, que j'appellerai Y axe polaire, nous avons toujours une 
intégrale des aires : la somme des vitesses aréolaires autour du pôle 
fixe est une constante. Ceci s'applique au cas où nous avons une ligne 
droite contenant des centres fixes. Dans le cas d'un système libre, le 
théorème a lieu pour une droite fixe quelconque, ce qui donne trois 
intégrales des aires. J'appellerai ici axe polaire celui qui correspond 
au maximum de la somme des aires, c'est-à-dire la normale au plan 
invariable. Pour un axe quelconque situé dans le plan invariable la 
somme des aires est nulle. 

Je montrerai qu'une intégrale des aires et l'intégrale des forces 
vives valent ensemble trois intégrales, en ce sens qu'elles permettent 
d'éliminer trois variable», ou de réduire de trois unités le nombre des 
équations différentielles du problème. S'il existe une seconde intégrale 
des aires, on sait que la troisième existe aussi, puisque (α, β) = y, si 
nous désignons par α, β, y les sommes des vitesses aréolaires autour 
de trois axes rectangulaires, et par (α, β) la fonction de Poisson. Nous 
pouvons alors éliminer cinq variables, et le nombre des équations 
différentielles tombe de 6n — 7 à 6« — 12, si le principe du centre 
de gravité s'applique également. 

Celte propriété curieuse des iutégrales des aires peut s'énoncer géo-
métriquement comme il suit. Toutes les fois qu'un système a un pôle 
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invariable, c'est-à-dire que les forces et les liaisons des points sont 
indépendantes de l'orientation du système autour d'une droite fixe, 
on peut rapporter le mouvement à un méridien mobile avec le sys-
tème. La position absolue du plan mobile par rapport à un méridien 
fixe se détermine par une quadrature après coup, si l'on parvient à 
intégrer les équations différentielles du mouvement relatif. Or ces 
dernières renferment deux variables de moins que les équations du 
mouvement absolu, car le méridien mobile se détermine par une 
équation de condition, f= o, entre les coordonnées, et cette équation 

en donne une seconde, ~ — o, qui existe entre les coordonnées et les 

vitesses. Ces deux équations permettent d'éliminer une coordonnée et 
une vitesse; on peut, par exemple, faire passer le méridien mobile 

par l'un des corps du système, ce qui donne y
0
 = ο, ~ — ο. En 

échange on n'introduit qu'une seule variable nouvelle, la rotation du 
méridien mobile, qui s'élimine par l'intégrale des aires. En effet, 
prenons l'axe polaire pour axe des z, le plan invariable pour plan 
des x, y, et l'intersection de ce plan avec le méridien mobile, 011 la 
ligne des nœuds, pour axe des x\ soit Ω la longitude du nœud, ou 

l'angle que le méridien mobile fait avec un méridien fixe, et soit Ω' — -

sa vitesse de rotation autour du pôle. Les trois composantes de la vi-
tesse d'un point matériel libre seront 

x' — yÛ', j'+ χΩ', ζ', 

et la force vive du système deviendra 

2T = 2m(x' - yi'l'Y 4- lm(y'-l· .rii')2 + Imz'2. 

Sans modifier cette expression d'une manière essentielle, nous pourrons 
supposer que les variables ont été réduites au plus petit nombre pos-
sible. Au lieu de prendre l'origine au centre de gravité et d'éliminer 
les coordonnées de l'un des corps, on peut par exemple en exclure un 
directement, en prenant pour origine des coordonnées un point cano-
nique ; cela ne changera rien ni à la forme de T, ni à la situation du pôle 

Tome XIV (2· série).— MAI 1869. 22 
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invariable. Pour déterminer le méridien mobile, on a l'équation j = o, 
qui donne l{f

x
.x' -+- f'

y
.f 4- f

z
z') = o, et si nous éliminons une 

coordonnée et une vitesse à l'aide de ces deux équations, Τ reste tou-
jours une fonction homogène du second degré des variables x',y\ z\ Q'. 
La variable Ω n'existe ni dans T, ni dans la fonction des forces U. Par 
conséquent, si l'on fait 

Τ - U = H, 
dj __ di _ άΊ _ <ιτ_ 
dx' f' dy' dz' ' dû' 1 

et qu'on remplace dans Τ les variables χy', ζ', Ω' par les variables 
p, q, r, K, on aura, par la méthode d'Hamilton, le système canonique 
d'équations différentielles : 

dx rfH dp _ «fH 
de dp ' de dx ' 
dy RFH dq d H 

d( dq de dy 

dz __ d H dr _ dm 
dt dr ' dt dz 

da _ rfH d Κ dïi 
dt — rfK' ~dt ~ ' la ~ °" 

L'équation ̂  = ο donne l'intégrale R = const.; c'est l'intégrale 

des aires. En prenant les dérivées partielles de H par rapport aux va-
riables x, y, z, p, q, r, on traite déjà R comme une constante; on ne 
changera donc rien aux équations différentielles du mouvement, si 
l'on prend de suite pour R la constante des aires. Ces équations se 
réduisent alors à 6n — 8 équations différentielles entre les variables 
r, γ, ζ, p, q, r, avec la quadrature 

da _ dm 
~dt — rfK' 

Deux autres intégrales des aires, l'intégrale des forces vives, H = const., 
et l'élimination de dt réduisent ensuite le nombre des équations à 
6n — 12. 
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Il est donc démontré que l'on peut, former les équations du mouve-
ment en faisant abstraction non-seulement de la translation dans l'es-
pace d'un point mobile, fonction des coordonnées, mais encore de la 
rotation d'un plan mobile qui fait également partie du système. 

Cette idée se trouve déjà énoncée à la dernière page du Mémoire de 
M. Sylvester, intitulé On the motion of a rigid body acted on by no 
external forces [*]. « Le problème qui vient d'être traité, dit M. Syl-
vester, constitue peut-être le cas le plus simple d'une classe bien dé-
finie de questions de dynamique auxquelles s'applique une méthode 
spéciale qui consiste à renvoyer la recherche du déplacement absolu 
après la détermination du déplacement autour d'une droite fixe. Les 
trois problèmes qui offrent les exemples les plus importants de ce 
genre de questions, et qui forment pour ainsi dire un groupe naturel, 
sont : celui de la rotation d'un corps libre, celui d'un corps attiré 
par deux centres fixes, et le problème des trois corps. Dans le pre-
mier et le troisième, la droite fixe est la normale au plan invariable; 
dans le second, c'est la ligne qui joint les centres fixes— Dans le 
problème des trois corps, on comprend à priori que, pour recourir 
aux procédés de déformation employés par Jacobi et tous ceux qui 
sont venus après lui, on pourrait gagner, c'est-à-dire économiser une 
intégrale, en formant un système d'équations d'où la position absolue 
de l'intersection du plan des trois corps avec le plan invariable serait 
exclue. Ce résultat équivaudrait, par le fait, à ce qu'on appelle avec 
Jacobi Y élimination des nœuds ; mais, dans la méthode de Jacobi, la 
ligne des nœuds est l'intersection de deux orbites instantanées qui se 
coupent dans^le plan invariable, tandis qu'ici c'est l'intersection du 
plan invariable avec le plan des trois corps.... 

» Le procédé par lequel l'élément relatif à la position absolue est 
pour ainsi dire écarté dès le principe n'est pas un procédé d'élimina-
tion à proprement parler-, ou, du moins, nous ne sommes pas obligés 
de le reconnaître pour tel. On appelle élimination l'opération qui con-
siste à chasser une variable d'un système d'équations où elle était déjà 
entrée; mais ce qu'il y a à faire dans le cas actuel, ce n'est pas de 

[*] Philosophical Transactions, 1866. 

22 . 
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faire disparaître une variable, mais de l'exclure dès le commencement : 
c'est, pour le dire en un mot, un procédé d'ab-limination qui s'ap-
plique ici. » 

M. Sylvester termine par l'annonce d'un Mémoire dans lequel il se 
propose de traiter à ce point de vue le problème des trois corps; mais 
il n'a rien publié sur cette question. 

La méthode de Jacobi à laquelle M. Sylvester fait allusion dans ce 
passage consiste à substituer aux trois corps réels deux corps fictifs et 
à introduire comme variables les inclinaisons des orbites que ces corps 
décrivent autour du centre de gravité du système. Les orbites se cou-
pent dans le plan invariable, la longitude du nœud se détermine par 
une quadrature, et les équations finales de Jacobi ne représentent au 
fond que six équations du premier ordre. Il dit lui-même : cinq du 
premier et une du second ordre, mais on s'assure facilement que son 
système peut être mis sous la forme de six équations du premier ordre 
seulement. Il ne paraît pas que Jacobi ait jamais essayé de généraliser 
ce résidtat. Son Mémoire date de 1842. 

L'élimination du nœud du plan des trois corps a été obtenue qua-
torze ans plus tard (en i856) par Edmond Bour. Ce dernier prend 
pour point de départ la transformation de Jacobi, et une analyse fort 
compliquée le conduit à deux systèmes canoniques de huit variables, 
dont chacun peut servir à déterminer le mouvement des deux corps 
fictifs dans le plan des trois corps. Dans le second figurent les rayons 
vecteurs (<7,, q2) et les vitesses radiales (p,, p

2
)

3
 les azimuts [q

3
, q

4
) des 

vecteurs, comptés à partir du nœud, et les vitesses aréolaires dans le 
plan des trois corps (p

3
, p

A
). Dans le premier système, de Bour, les 

variables q
3

, q,
n
 p

3
, p

t
 sont remplacées par leurs sommes et différences 

(n
3

, «4, l
3

, /4), c'est-à-dire par l'angle compris entre les vecteurs, 
l'azimut de la bissectrice de cet angle, la différence des vitesses aréo-
laires et leur somme, qui dépend du cosinus de l'inclinaison. Ce sont 
les variables ω, φ, q, cosô, de M. Brioschi, qui arrive au même sys-
tème en considérant la bissectrice de l'angle ω comme un axe mo-
bile et en éliminant le nœud par les intégrales des aires; seulement, 
M. Brioschi ne s'aperçoit pas que les variables φ, cos0 sont conjuguées [*]. 

[*] Note présentée à l'Académie des Sciences le 6 avril 1868. 
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I. 

Je ferai voir, dans ce qui suit, comment avec une seule intégrale 
des aires l'élimination des noeuds peut s'obtenir directement, en déter-
minant un méridien mobile par une équation quelconque f = o. Je 
montrerai ensuite comment, lorsqu'on dispose de trois intégrales des 
aires, on peut employer trois axes mobiles déterminés par trois équa-
tions finies : par exemple, les trois axes principaux d'inertie. Les trois 
équations de condition permettent d'éliminer six variables : trois 
coordonnées et trois vitesses ; en échange, on n'introduit que cinq va-
riables nouvelles : deux angles et trois vitesses angulaires, qui expri-
ment les rotations autour des axes mobiles. Trois de ces variables 
s'éliminent par les intégrales des aires; il en reste deux, qui sont con-
juguées : le cosinus de l'inclinaison du plan des χ, y et l'azimut de 
l'axe des χ dans ce plan. Ces deux variables prennent la place des 
six qui ont été éliminées par les équations de condition; nous avons 
par conséquent quatre variables de moins après avoir épuisé les inté-
grales des aires. On arrive ainsi de nouveau à 6n - ta équations dif-
férentielles du premier ordre, ou à un système canonique de 6« — 10 
équations dont on connaît une intégrale, H = const. 

Reprenons l'expression de la force vive qui renferme la rotation d'un 
méridien mobile 

2 Τ = lm(x'— yù')2 + lm[y' ■+- riî')s4- Imz'2. 

Le méridien est déterminé par une équation J(xyz) = o, qui donne 

y
t
 = 2>W

x
+ffy + </!-) = °-

Je supposerai que ce sont là les seules équations de condition, soit que 
le principe du centre de gravité n'ait pas lieu, soit qu'il ait lieu, mais 
qu'on ait pris pour origine un point canonique (ce qui a pour effet 
d'éliminer un des corps, sans changer la forme de T, comme je l'ex-
pliquerai plus loin). On pourrait maintenant éliminer deux variables, 

par exemple, y
0
 et y'

0
, à l'aide des deux équations j = 0,^=0; 
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Τ resterait une fonction homogène du second degré des vitesses, et on 
pourrait y appliquer la méthode d'Hamilton, comme nous 1 avons 

fait plus haut. Mais il vaut mieux différentier l'expression Τ -+- α dt 

où α est un multiplicateur qui se détermine par la condition que 

~ o. On trouve de cette maniéré 

Ρ = = m{x'- y Q!) ■+■ 

q = ~ = m ι, f + χΩ') -f- uf,, 

r = d7 = 'nz "W*. 

Κ. — ^7 = lm(xy' — yx') -l- iï2m(x~ -hj'2)· 

Il s'agit maintenant de remplacer dans Τ les variables x', y, y ω' 
par les variables />, q, r, K. On a d'abord 

2 '.<ix - pjr) = K ), 
d'où 

— _ K — ~vix - py). 
z(.r/;.-r/;.)' 

ensuite 

»T=ïi[(p - «/,)·+ (V, - <)»+ (<■— a/.i'J. 

expression dans laquelle nous pouvons supposer l'une des variables 
p, q, r, par exemple q

0
, égale à zéro, à cause du multiplicateur indé-

terminé; en même temps, nous pouvons éliminer la variable conju-
guée y

0
 par l'équation f = o. La méthode d'Hamilton donne ensuite 

le système canonique d'équations différentielles 

doc d H dp d H 

dt dp dt doc ' 

.............................. 

avec la quadrature — = et l'intégrale R = const., qui nous per-
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met de prendre pour Κ la constante des aires. La formule qui donne a. 
ne cesse pas d'être vraie, si nous prenons j' — y

0
 = o, d'où y

0
 = ο 

et q„ = o. En effet, elle repose sur l'équation 

1 d(y\ œaa'Y d) „ 

qui subsiste pour y
0
 == o. Dans ce cas, les dérivées partielles de j 

sont nulles, à l'exception d'une seule, qui est égale à l'unité. Nous 
avons, par suite, en supposant y0 = 0, q0 — o, 

!T=2-V+O* + H) + - Æ-iifriôy.M tìì a V Xa J 

Si le principe du centre de gravité a lieu, on peut encore éliminer six 
variables, soit directement, en rapportant les coordonnées à un point 
canonique (ce qui permet d'exclure l'un des corps), soit indirectement, 
en prenant l'origine au centre de gravité et en ajoutant à Τ l'expres-
sion β

{
 Imx' + j322mjr'-t- βχΣτηζ', les multiplicateurs β

{
, β

2
, β„ de-

vant être choisis de manière que trois des variables p, q, r s'évanouis-
sent identiquement. On trouve alors 

ρ = m[x' — β<) + 

q = m (y + χΩ' -h β2 ) + aj \ , 
r = m(z' -i- β3) 
Κ = Σιη (xyr — y χ' ) -+- Ω' 2 m (χ2 -h y'2 ), 

et, en tenant compte des équations 

Σιηχ = o, 2 my = o, Σιηζ o, 
Σιηχ' = o, Σ/ny' — ο, Σιηζ' — o, 

il vient 

Σ^χ - py) = K-+- «Σ{χ/
γ-yj'

x
), 

Σρ — β, Σιη + a2/'
t

, 
Σq = β

2 Σιη -+- αΣ)'γ , 
2r jS3 Σιη -t~ αΣ/'

ζ
 : 
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enfin 

αΤ==Σ~(ρ- '"β< ~ + ■■ · > 

où il faut mettre pour a, β,, β
2

, β
3
 les valeurs données par les équa-

tions ci-dessus. Pour prendre un exemple, supposons que le méridien 
mobile est un plan nul, d'après l'expression de M. Haton de la Gou-
pillière, c'est-à-dire que f — Ση/xy = o. Alors j'

x
 — my, J'

y
 = mx, 

s: = O, 2f
x
 = Σ/\. = lf

z
 = o. 

Par suite, 

Σρ--β, Σ/η, Ση — β
2

Σιη, Σι=β
3

Σηι, 
Σ{ηχ — py) — Κ -+- αΣηι{χ- —y2). 

On tire de là 

2 Τ = 2 - (ρ2 + q2 4- r2) -

— 2α Σ^χ -+- py ) -+- α2 Σ ιη(χ2 -t-y2 ), 

ou bien, après quelques réductions, 

2
τ
 =

 z?l±vL±il _ (Σ/?)ΐ+ (Σ?)'+(ςγ)' 
m Σ m 

t
 Imx'CK. -I- 2 ΐρχ)' -+- Σ my'{Κ — 1 Σ qx)' — Σιη{χ% -f- χ')[Ζ{ρχ -+- <]·ν)\ 

[Ϊ,7Γ(^-Γ7τ|]Γ 

Dans cette expression, il est permis de supposer identiquement 
nulles les variables p

0
, q

0
, r

0
 etp, ; en même temps on doit éliminer les 

variables conjuguées x
0

, y
0

, z
0

, χ,, à l'aide des équations 

Σιηχ = o, Σmy — ο, Ση/ζ = ο, Σ/ηχγ = o. 

On forme ensuite les 6n — 8 équations 

dx (/H dp d H 
dt dp* dt dx ' ' 

dont on connaît trois intégrales (deux intégrales des aires et l'inté-
grale H = const.), et d'où l'on peut encore éliminer dt. 
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Si nous avions pris pour origine un point canonique, nous aurions 

pu exclure dès le principe le corps m0, et nous aurions trouvé 

2 Τ = 2 p + q
m

 + r— 2 a.2(qx -+- py) ■+■ aa2/n(xs -\-y*)· 

En supposant ρ, = ο, il faudrait éliminer xt par l'équation 

2 mxy — o, 

puis différentiel· Ή comme précédemment. 
Les deux intégrales des aires dont nous n'avons pas fait usage peu-

vent s'écrire comme il suit, en supposant que l'axe des ζ est l'axe 
polaire, 

Σιη{ζχ' — xz') — ΰ'Σιηγζ = ο, 
Σιη{γζ' — zy') — Ω'2 mxz = ο, 

ou bien, 
Σ{ρζ ~ rx) = αΣ(ζ f

x
 — xf

z
 ), 

2(ry - qz) = *Σ{γ f\ - zfi ). 

Quand le méridien mobile est un plan nul, nous avons Σιηχγ = ο, et 

Σ(ρζ — rx) — αΣιηχζ, 
2(ry ~ qz) = — a2mzx, 
2(<7x — py) = αΣτη{χa — y2) -+- R. 

L'élimination de α donne deux équations entre les variables x,y, z, 
p, q, r. La forme de ces intégrales est d'ailleurs la même, que l'on 
prenne pour origine le centre de gravité ou un point canonique. 

II. 

C'est ici le lieu de dire quelques mots de la transformation orthogo-
nale par laquelle on peut réduire le mouvement d'un sytème libre de 
η ι corps à un mouvement de η corps autour d'un centre d'attrac-

Tome XIV (a* série). — MAI 1869. 23 
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tion fixe. Cette transformation fait l'objet d'un Mémoire qui a paru 
dans les Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieurej je me 
bornerai à en citer quelques résultats. 

On sait qu'une substitution orthogonale laisse intacte la forme qua-
dratique 2x2, qui devient Σξ2 lorsqu'on introduit les variables ξ à la 
place des variables x. Cela tient aux équations de condition qui existent 
entre les coefficients de la substitution et qui ont pour effet de faire 
disparaître de l'expression 

Σχ2 = Σ(α0ξ0 + α,ξ,+... )*, 

tous les produits ξβξ,,... qui ne sont pas des carrés. Plus générale-
ment, on aura Σχγ = Σξ/j, si la même substitution orthogonale a lieu 
entre les variables^?, ξ, et entre les variables jr, yj, puisque la forme 

Ixj — Σ(«0 ξ0
 -+- a, ξ, +... ) (a

0
 yj

0
 + a, vj, + ...) 

a les mêmes coefficients que la forme Σχ2. Enfin, il est évident que 
l'on pourra ici remplacer les variables x,y par leurs dérivées, et que 
l'on pourra ajouter ensemble plusieurs équations telles que Σχ2 = Σξ2, 
Σγ2=· Ση2,.... On peut donc dire que la substitution orthogonale, ap-
pliquée simultanément à plusieurs systèmes de variables x

0
, .r,,..., 

y
0

i Jii····: Z01 2,,·.·, laisse intacte la forme quadratique Σ((#)), où le 
symbole ((x)) représente à volonté un produit ou une somme de pro-
duits tels que · 

xy, x2, y2, a:2-t-j2, x2 -+-j2 -h z2 

xdx, x dj — ydx, 
dx2, dx2 -+- dj2 -4- dz2, 
d2xùx -4- d2j'ây -+- d2zâz, 
............................. 
DJ + Ώ; + DJ, 

......................... 

Si nous écrivons φηχ à la place de χ, \J μ.ξ à la place de ξ, l'équa-
tion symbolique qui représente le résulta! de la substitution orthogo-
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nale devient 

Σιη((χ)) = Σμ((ξ)), 

où Σ m ((a?)) peut représenter les moments d'inertie, la force vive, le 
mouvement aréolaire, la variation de la fonction des forces : 

âO — 2rn(d2x άχ + d2y èy d2 zùz)
H 

les paramètres différentiels : 

Δ® = Σ ± (D® + D® + Ό!) et v = Σ ̂  (D, D, + D
r

D„ + D.D.b 

ou d'autres formes analogues. 
Nous pouvons maintenant spécialiser la substitution orthogonale en 

introduisant la condition que soit la somme des η -+- ι niasses m
0

, 
et que ξ

0
, vj

0
, ζ0 soient les coordonnées du centre de gravité de ces 

masses. J'ai trouvé que les coefficients de cette substitution spéciale du 
degré η + ι peuvent être formés, suivant une loi très-simple, au moyen 
des coefficients de la substitution générale du degré n. Nous avons, 
dès lors, en désignant par M la somme des masses m, et par Χ, Y, Ζ 
les coordonnées de leur centre de gravité, 

Σ,η,((*,-)) - M((X)) + ΣΜ&))· ο ι 

De cette formule on tire la suivante : 

(0 
S = - 3Ch)) 

= Σιη,· ((.r,·)) - M((X)) = îm,· ((.r, - X)) = Σμ, ((ξ,·)). 
•Ο ΟΙ 

Le seul aspect de cette formule symbolique nous apprend que la 
force vive, le mouvement aréolaire, les moments d'inertie, le plan 
invariable, les axes principaux d'inertie, énfin la variation dU, sont 
les mêmes pour les η corps fictifs μ,, μ

2
, .., dont les coordonnées 

23., 
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sont Jes ξ, ïj, ζ, et pour les η -t- ι corps donnés m
0

, m,,..., ces der-
niers étant rapportés à leur centre de gravité par les coordonnées 
χ — X, jr — Y, ζ — Ζ. Les formules de transformation nous permet-
tent d'exprimer ces 3 η -t- 3 coordonnées par les 3« variables ξ, yj, Ç; 
on peut donc exprimer U en fonction des mêmes variables. Dès lors, 
l'équation 

dt2dU = Σμ(ά*ξ άξ -t- d2Yi c3Vj + ίΡζάζ) 

nous donne 

d'l _d\\ dH _ £U d'Ç __ d U 
^ dë ~ ~d%' Pdr~~dï' dt- — dz' 

équations semblables à celles qu'on a pour les variables χ, γ, z. Le 
même raisonnement s'applique à la forme canonique des équations 
différentielles du mouvement, et l'on voit qu'elle a lieu pour les n 
corps fictifs comme pour les η -t- ι corps réels. 

On peut d'ailleurs réduire cette transformation à un simple change-
ment d'origine. En effet, la formule (t) montre que la somme S se 
réduit à η termes et qu'elle devient 

η 
S - Imiii Xi)), 

si nous prenons pour origine un point canonique, défini par la condi-
tion, que 

m
0
((x

0
)) = M((X)),. 

ou bien 
\im0xt

 ± y/MX = o. 

Gela ne change pas la valeur de S, puisqu'elle ne dépend que dès dif-
férences des coordonnées. Le mouvement des η planètes m,, m

2
,... a 

donc lieu autour du point canonique comme autour d'un centre fixe, 
car nous avons 

D'X RFU 

m dt7 dx ' ' 



PURES ET APPLIQUÉES. i 8 I 

en remplaçant dans U les coordonnées oc
0

, y
0
, z

0
 par des fonctions 

linéaires des autres coordonnées. Si nous prenons le signe supérieur 
et rn0 — ι, il vient 

■To— 1= 2 111; OC;, 

Les intégrales des forces vives et des aires ont lieu sans changemen t 
pour les η planètes rapportées au point mobile qui vient d'être défini, 
et les constantes H, Κ sont les mêmes que lorsqu'on rapporte les η -+- ι 
corps à leur centre de gravité. Le plan invariable et les axes princi-
paux d'inertie sont aussi les mêmes dans les deux cas. Enfin, la trans-
formation s'étend à l'équation aux dérivées partielles dont la solution 
complète fournit les intégrales du problème. J'appellerai premier para-
mètre différentiel du système le symbole déjà défini 

v +\dï) + W ]' 

c'est-à-dire la demi-somme des carrés des paramètres différentiels du 
premier ordre dans la notation de M. Lamé. L'équation dont il s'agit 
peut alors s'écrire 

V.w = u + H. 

Or, la formule (i) montre que 

=■ fΓ, \liï) + Ur) +(«-).+ a l(,3x) + {tt) + hz) _ ' 

d'où il suit que l'équation aux dérivées partielles qui définit la fonc-
tion caractéristique W devient 

+(£)■]· 

Le symbole ne comprend plus que 3η termes au lieu de 
3η -+- 3, et les dérivées partielles de W par rapport aux trois coordon-
nées Χ, Y, Ζ du centre de gravité ne figurent ici que comme des con-
stantes, puisque U ne renferme pas les variables X, Y, Z. 
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Pour trois corps, la formule (i) donne encore cette relation cu-
rieuse : 

(2) (( *1 )) = Σ,η> {(*· - X))> 

OÙ 

X, — X2 —
 L
r3î χ2 — X3 — , x3 ,τ, — χ2, m2 =— 

Il existe donc une substitution orthogonale entre les variables 
\ί»>> 

et — X), c'est-à-dire entre les coordonnées relatives de trois 
masses et leurs coordonnées rapportées à leur centre de gravité. La 
substitution est la suivante : 

X, = χ2 — ce3 -+- ™ Σ rrii (χέ — X), 

χ2— χ, =r χ, - — 2x,·, 

9 

et les neuf coefficients sont 

m, y'm, m, -+- m
2
 M m, — \Jm

2
 M 

M' M ' M ' 
........................................ 

Si, dans la fonction des forces U, nous remplaçons les différences 
des coordonnées x, — x

2
, jr, — /s» · ·· Par des expressions de cette 

forme 
X

3
--2X, y

3
-
¥

2y,..., 

nous avons 

m2 —■ = m, —j m2 —, - = m, 

La transformation orthogonale par laquelle on se débarrasse des 
équations de condition 2mjr = o,... du centre de gravité, existe 
entre les coordonnées de même nom d'un certain nombre de points 
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matériels ; elle est indépendante de la direction des axes coordonnés. 
Les points μ sont déterminés par les points m, en vertu d'équations 
analogues à celles qui déterminent les centres de gravité. Au contraire, 
la transformation orthogonale dont on se sert ordinairement ne dé-
termine que la direction des axes; elle laisse intactes les expressions 
de la forme 

XiXh^-yijh 4- ZiZk, 

où l'on peut remplacer les variables par leurs dérivées, si les coeffi-
cients de la transformation sont des constantes, c'est-à-dire si les axes 
restent fixes dans l'espace. 

III. 

Avant d'aller plus loin, il sera utile de rappeler quelques formules 
qui servent à la transformation des coordonnées. Considérons deux 
systèmes d'axes rectangulaires, l'un fixe, l'autre mobile, ayant même 
origine; soient x, y, z les coordonnées fixes, et x,y, Z les coordonnées 
mobiles d'un point animé d'un mouvement indépendant. Désignons 
par a

t
, ù

in
 c, ; a

2
, c

2
 ; a

3
, ù

3
, c

3
 les coordonnées mobiles des points 

d'intersection des axes fixes avec une sphère de rayon égal à l'unité, 
qui a l'origine pour centre; les coordonnées fixes des points d'inter-
section des axes mobiles avec la même sphère seront a,, o

2
, α

3
γ 

ù2, b3-, c,, c2, c3
. On aura les formules connues : 

χ =: n
t
 χ 4- ù, y 4- c{

 z, 
y = a2 χ -l· b2y 4- c2 ζ-, 
ζ = α

3
 χ b

3
y 4- c3

 ζ, 

χ = a, χ -+- «2 y 4- a3 ζ, 
y — b, χ -4- è

2
 y + b

3
 z, 

% w==- Cj x —Cr, y —Cj z,-

b, z — c, y = n
3
 y — «

2
 z, 

c, χ — a, z — b
3
y — ù

2
 z, 

n
t
y — h

K
 χ = c

3
 y — c

2
 z, 

et ainsi de suite. En remplaçant les coordonnées γ, z, x, y, z par les 
coordonnées des points d'intersection de la sphère avec les axes, on 
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aura 
a\ -f- b\ -h c\ =. ., 
a, a2 -f- b, b2 -+- c( c2 — o, 
........................... 

a\ + a\+ a\ — i, 
α ι bi -t- ct2 b2 ~h a3

 b
3
 — o, 

.................................... 

- — £a c3 

Â | Î7
3
 C 2 Cl 2 , 

.............................. 

Je désignerai toujours par des lettres accentuées (Λ·', JT',·· ·) 'es déri-
vées des variables prises par rapport au temps. Les composantes de la 
vitesse d'un point (xyz, xyz) seront représentées par des lettres sur-
montées d'un point x, j, ζ, x, y, z) ; pour les axes fixes on aura donc 
x'= x, y'= y, z' = z. Enfin, je me servirai d'un exposant ο (j°, y°, z°, 
x°, y0, z°) pour désigner les rotations autour des axes, c'est-à-dire les 
composantes de la rotation du système mobile. Les vitesses étant con-
sidérées comme des longueurs prises dans la direction du mouvement, 
les rotations comme des longueurs portées sur l'axe de rotation, les 
aires ou vitesses aréolaires comme des longueurs portées sur la normale 
à l'orbite, on peut les projeter sur les axes coordonnés comme les 
rayons vecteurs et les distances; nous aurons 

x = a, x ■+- b, y + c, z, 
x° = a{ x° -+- b, j° -+- c, z°, 
............................. 

χ = α, x -+- at y -+- a3 ζ, 
= a{ x° -f- a2 y0 + a3 z°, 
.................................. 

comme pour les coordonnées. Nous prendrons les rotations dans le 
sens indiqué ci-après : 

γ z m-* χ »-»· y, 

-t-X° -+- Y° -4- Z° 

Alors 

c, δ', H- c2 + c3 b'3 — — b, c\ — b2 c2 — b3 c'3, 

γ° — a, c', + c'
2
 + a

3
 c

3
 = — c, a\ — c

2
 α

3
 — c

3
 a'

3
, 

z° = b
{
 d

i
 b

2
 a\ -f- b

%
 d

3
 = — a, b\ — a

2
 b'

2
 — a

3
 è

3 
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De même 

x° = a
2
 d

3
 + b2 b'3 -4- c2

 c'3 = — a
3
 a,, — b

s
 — c

3
 c'

2
, 

y° = t>
3
 α', -i- /;

3
 b\ 4- c

3
 c\ — — a

K
 d

3
 — b, b'

3
 — c, c'

3
, 

z° = a, «'
2
 4- ù, ù'

2
 4- c, c'

2
 = — a

2 «'i — — c
2
 c'

(
. 

Pour les vitesses absolues d'un point [x, y, z) dans les directions des 
axes mobiles, on aura 

(3) 

oc — x'-hy° ζ — z°y, 
y — y' 4- z° χ — x°z, 
ζ — ζ' 4- x°y —y°x. 

Ces vitesses étant nulles pour les points des axes fixes dont les coor-
données mobiles sont a, b, c, nous avons 

ο — d 4- y°c — z°b, 

et ainsi de suite, ou bien 

d
i
=-z°b

x
 — y°-c, =y°a

3
 — z°a

2
, 

B
i — x° c, ~ z° a, = y° bs — z° b2, 

c\ —· y° a, — x°b
{
 — y0 c

3
 — ζ°c

2
, 

............................ 
On tire de là 

(4) 
x° a

t 4-y0b\ 4- z°c'
i
 = o, 

x°d2 4-y
ab'2 4- z°c2 — o, 

■^° a
3

->ry0b'
3
 + z°c'

3
 = o, 

et 
x° d

l 4- y°d
2 4- ζ°a

3
 = o, 

......................... 
d'où 

dn° — a, dx° 4- b, dy° -+- c, dz°, 
............................. 

Enfin nous avons 

x° = a,\° — b
t
 c\ 4- c

{
 b\ = a

3
y° — c'

2
 4- c, δ'

2
 = «

3
z°— 6, 4- c, ù'3, 

J" = 4, x° — c, α, 4- c'j = è
3
 y° — e

2
 a'

2
 4- a

2
 c'

2
 = b

3
 z° — c

3 fl
'
3
 4-

 f
,

3 c
\, 

z° = c, x° — u, b\-\-b, d
±
 —c

3
 y° — β

2
 A'

2
 4- 6

2
 e'

2
 = c, z° — a

3
 b\ 4- h3 d.., 

Tome XIV (2e série). — MAI 1869. 2Î 
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formules qui expriment les trois rotations autour des axes mobiles par 
la rotation autour d'un axe fixe et par les dérivées des cosinus qui dé-
terminent cet axe fixe par rapport aux axes mobiles. Les trois cosinus 
d'un axe ne représentent que deux variables indépendantes, les neuf 
cosinus d'une transformation orthogonale n'en représentent que trois. 
On les exprime ordinairement par l'inclinaison I du plan des χ, γ sur 
le plan des x, y, et par les angles Ω, ψ que l'intersection de ces plans 
lait avec les axes des χ et des.r; j'appellerai û la longitude du nœud, 
et ψ l'azimut de l'axe des x. Nous aurons 

a
3
 — sinl siny, x° = Ω' sin I sin ψ -t- I' cos©, 

h
3
 = sinl cos©, y° = Ω' sin I cos© — Γ sin ©, 

c
3
 — cosl, z° = Ω' cos I ■+- φ', 

z° = Ω' -ΐ- φ'cosl. 

En prenant le nœud pour axe des a:, on aurait ψ = ο, et 

Λ;·° = Γ, j"==0'sinl, 2° = Ω'cosl, z° = Ω'. 

On voit que les rotations dépendent en général de deux angles et de 
trois vitesses angulaires. On peut encore les exprimer d'une manière 
assez élégante par les longitudes Ψ,, Ψ

2
, Ψ

3
 des intersections du plan 

des x, y avec les trois plans desjy, z, des ζ, χ et des x,y. Je ferai 

Τ2-Ψ3 = 5,, Ψ
3
-Ψ, = 9

2
, ψ,-ψ

2
=:0„ 

d'où 
0, -t- 52 -t- — o. 

Alors, en désignant encore par I,, I
2
, J

3
 les inclinaisons des trois 

plans : 

χ — xsinl, sinT, +■ j'sinl
2
 sinT

2
 ζ sinl

3
 sinT

3
, 

y = — xsinl, cosT, — γ sin I, cosvF
2
 — zsinl

3
 cosT

3
, 

ζ = .rcosl, -+- ycosI2 ζ cosl,, 
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on bien, en faisant 

Θ2 = — 2sin0, sin 0
2
 sin0

3
 = - (sin 20, 4- sin 202 -+* sin 20

s
) 

et 

Φ2 = tang0, tang02 tang03. 

χΘ = χ y/siii20, sin Ψ, 4- y y/sin2 0
2
 sin Ψ

2
 4- ζ y/sin2 0

3
 sin T

3
, 

y Θ = — χ \jsin 2 0, cos Τ, — γ \js\n ·ιθ
2
 cosT

2
 — ζ y/sin 2 0

3
 cos^Fj, 

ζΦ = xy'tangô, 4-y ̂ tang-4Zv'tang0
3

. 

Soit maintenant 

l, = Ψ\ sin
2

1, = Ψ, — - ~ Ψ'( -^hr, 

de même 
/

2
 = ψ'

2 sin2I2, /3 — ψ'3 sin21,, 
on aura 

2 '/Ρ — /, -f- /
2
 -+- /3, 

2cosl, x° = — /, 4- /2 4- /„, 

2COSI2 J° = 4- — /2 4- /3, 

2 cosl 3 Z° = +- /1 4" /2 — /3, 

et les angles I
0
 I

2
,1

3
, compris entre les axes mobiles et l'axe fixe des ζ, 

s'expriment par les longitudes des trois nœuds à l'aide des formules 

cos2I, = cotang0
2
 cotang0

3
, sin2l, = 9|,

t
— 

On voit que les rotations dépendent ici des trois vitesses angulaires 
, Ψ'

2
, Ψ'

3
, et des trois différences 0,, 0

2
, ô

3
, lesquelles ne représentent 

que deux variables, puisque leur somme est nulle. Nous pouvons écrire 

0
 ψ', sinaS, -4 Ψ7, sin ad, 4- Ψ'3

 sinad, 
sin20,-h sinadj-4 siiiad, ' 

ψ', sinaS, — ψ'
2
 sin a 0, — sinad

3 

sin δ, y sin 2 θ2. sin a 5, 
sin δ, y sin 2 θ2. sin a 5, 

24.. 
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IV. 

La force vive d'un système de points matériels s'exprimera mainte-
nant par la formule 

a Τ — Σιη(χ2 -|-y"* -t- z1) 
----- Σ m [x' +y"z — z°y) --γΣιη (y'-hz°x — x°z)'2 -4- Σ m (z' -Kr°y — > ·υχ ,'1. 

Le double de l'aire qu'un rayon vecteur décrit dans l'unité de temps 
peut se projeter sur les trois plans mobiles, ce qui donne les trois 
composantes 

jz — zy, zx — xz, xj — yx, 

que nous pouvons nous figurer comme des longueurs portées sur les 
axes mobiles des x, y, z. Je les supposerai toujours multipliées par les 
masses, et j'appellerai mouvement aréolaire autour de l'axe des z la 
somme 

lm(xy —yx). 

Les mouvements aréolaires sont les dérivées partielles de la demi-
force vive par rapport aux rotations; en effet 

^ + Jd?) = 1,n^r-?χ)· 

On aura d'ailleurs 

~ = lrn[yz' — zy') -f- x"lm{y2 -t- z2) — y0 hnxy — z° Imzx, 

~ = Σιη(ζχ' — xz'] χ" Σι η [ζ2 -ι-χ2) — ζ" Σ my ζ — χ°Σηι χγ, 

™ = Σηι'.τγ' —yx') -h ζυ Σιη(χ2 -ι— ) —χ°Σιηζχ — y"Σ/ιιγζ. 

Dans le cas où les plans mobiles sont les plans principaux d'inertie, 
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on aura, en désignant par A, B, C les moments d'inertie principaux, 

(5) 

g = lmi JZ' ~ Zf) + ^°Α< 

g = lm(zx' - xz') + 

-g = 2m{xf -yx') + z°C. 

Si nous prenons pour axe des ζ l'axe polaire, c'est-à-dire la nor-
male au plan invariable, les intégrales des aires nous apprennent que 
le mouvement aréolaire autour de cet axe est égal à une constante K, 
et qu'il est nul autour d'un axe quelconque perpendiculaire au pre-
mier. Il s'ensuit que le mouvement aréolaire autour d'un des axes 
mobiles sera égal à la projection de Κ sur cet axe, K. étant une lon-
gueur portée sur l'axe polaire, et que les intégrales des aires pour-
ront s'écrire 

(6) r- = Kfl, y- = Kff, — = Rc, 

où «, b, c sont les trois cosinus de l'axe polaire. 
La force vive étant une fonction homogène du second degré par 

rapport aux vitesses apparentes x', y\ z' et aux rotations x°, γ°, 1", 
on aura 

I — — ( Χ' yy -f- Y ~y~~t ^ ~T~t ) ~T~ Υ ~~Γ7> ^ ~T~n — ^ ' 

et en prenant les différentielles totales 

dT = 2
{
x

'
d
^

 +
 ···- Txdx -■·■)+ x°d<ii -

+
--' 

ou bien, en faisant 

d Τ _ d Τ _ dT 

rfT= l(x'dp +... - grfr + wg + 
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Si les intégrales des aires ont lieu, nous pouvons remplacer les déri-

vées^i-·· par Κα,..., et alors 

d'Y = Σ Çr'dp - ~ dx^j h... 4-- Κ {x°da + fdb -+- z°dc \ 

Si, d'un autre côté, nous éliminons les variables x', j\ z', x°, j°, z°, 
à l'aide des relations linéaires 

d T T, rfT 

la force vive devient une fonction homogène du second degré des va-
riables ρ, r, α, A, c; elle renferme en outre les variables x,jr, ζ. Il 
s'ensuit que, sous cette forme, 

rfT- l{^)dp + l{^)dx+.. d-(^)da +.... 

Cette expression doit être identique à la première, puisque l'une se 
déduit de l'autre par une simple transformation littérale; donc 

*=(£)■ £=-(£)■ *-■=(£)· 
.................................. 

pour toutes les variables employées. On peut d'ailleurs remarquer 
qu'en vertu des intégrales des aires le dernier terme de d T, qui dé-
pend des rotations, s'évanouit, en supposant que les rotations soient 
exprimées en fonction des trois cosinus a, b, c. En effet, si nous dé-
signons par z° la rotation autour de l'axe polaire, les formules (4) 
donnent 

ax° + bj° -t- cz° = z°, 
x°da -t-y°db +■ z°dc = o. 

On tire de là 

aT = Σ(μχ'-h <fj'+ rz') 4- Kz°, 

et 

d Τ = Σ(.χΊίρ -4-j'd<j + z'dr) — ς(^~ dx + ~ dj + ^ dzj-
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Par conséquent aussi 

(£)M§)<MS)*=o. 
On a d'ailleurs 

a} 4- b2 4- c2 — ι, ada -f- bdb 4- cdc =. ο, 

et, à cause des relations 

a' = bz° — cj°,... 

que nous avons démontrées plus haut, 

^Î=i(î)-e(S)· 

*2='(£)-«(£)· 

*2 = «(*)-'(£)· 

Des deux premières de ces équations on déduit 

Κ (a'b- ab>) = («» + b*) (§) - «c (^) - be (£). 

Or, si l'on pose 

a = \Jι — c2 sin ψ, b — yT — c2 cosy, 

on aura 

</« ac db be dtf a' b — ab' 
de a' -h b'' de a- 4- b2 ' dt a2

 4- b'' 

Par conséquent 

dt \ de J \ da J de db ) de 

— il 
de 
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D'un autre côté, la troisième équation donne 

dt 7 \ <ί cos<p/ 1 \a sinv f 

_ dT 
dy 

On voit que l'azimut φ de l'axe des χ et le cosinus c de l'angle 
compris entre l'axe des ζ et l'axe polaire sont des variables conju-
guées. Le nœud Ω n'est point entré dans les équations. Pour compléter 
le système des équations différentielles, nous écrirons les équations du 
mouvement sous la forme adoptée par Lagrange : 

rtp __ rf(T+U) 
dt dx 

11 faut ici supposer que les coordonnées .r, j, ζ ont été réduites au 
plus petit nombre possible à l'aide des équations de condition, ce qui 
n'empêche pas Τ d'être une fonction homogène des x', y, z', et n'a, 
par conséquent, aucune influence sur le raisonnement qui vient d'être 
présenté. Les équations ci-dessus sont d'ailleurs évidemment indépen-
dantes du choix des variables par lesquelles on remplacera les rota-

tions ,r", z°, et, puisque — = — (^)'
 e

N
es donnent 

dp _ (dH\ 

où H = Τ — U. Si nous supprimons les parenthèses, nous avons le 
système canonique 

(7) 

d.r dtl dp d\\ 
de dp dt dx ' ' 

dy dq rfH 
de de] ' dt dy ' ' 
dz_ _ rfH __ _ eiït 
dt dri dt dz ' ' 

dt de dt do 
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Les équations du centre de gravité et les trois équations de condition 
qui déterminent les axes mobiles réduisent le nombre des variables 
x,y, ζ à 3/2 — 6; le nombre des équations ci-dessus n'est donc que de 
6« — ia + 2=6n — 10. Nous avons, eu outre, l'intégrale H = const.; 
donc, si nous éliminons la différentielle du temps dt

t
 notre système 11e 

représente en définitive que 6/2 — 12 équations du premier ordre. 
La constante Κ n'entre dans Τ que multipliée par a, b, c; par con-

séquent 

(S) = 2 i (S) = ax° + bf°+=z°, 

ou bien 

(8) z ί/κ' 

' Quand on n'a qu'une seule intégrale des aires, il faut faire coïn-
cider l'axe des ζ avec l'axe polaire, ce qui donne 

ûc°=r°~o, z°Ω', -, = K. 

Dans ce cas, nous avons une seule équation entre les coordonnées (elle 
détermine l'axe mobile des +); le nombre des équations différentielles 
est alors de 6/2 — 2, elles représentent 6« — 4 équations du premier 
ordre en comptant l'intégrale H = const., et l'élimination de dt. La 
seule inconnue que l'on introduise par l'emploi des axes mobiles est 
ici la longitude Ω ; elle se détermine par la quadrature 

Ω'=^· 

Si nous exprimons les rotations par trois angles ψ
2

, ψ
3
 et trois 

vitesses angulaires ψ',, ψ'
2

, ψ'
3

, la différentielle dT renfermera le terme 

2(ψ7/
π
-^ψ), 

qui devra s'annuler par les intégrales des aires. Néanmoins, si nous 
Tome XIV (àR série). — MAI 1869, 23 
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éliminons ce', γ', ζ',..., ψ' par les relations linéaires 

d Τ dl 
p~~dx''""' π~ιΐγ' 

nous pourrons raisonner comme précédemment en comparant les 
deux expressions de dT obtenues avant et après l'élimination. Nous 
aurons 

dT = 2 [oc'dp — ïldx^+... + Σ f^'dn - ̂  ί/ψ) 

~
 2
 (^)

 dp + 2
 (S)

 dx + + 2
(S)

 dn + 2
 (^) ̂

; 

d'où 

Λ \dp )' dx \dxj ' 

Ψ \ Î/τγ j ' ί/ψ \<*Ψλ 

Les équations de Lagrange donnent ensuite 

dt y dx ) ' ' dt \ dty ) ' 

On tirerait de là le système canonique 

dx d H dp d H 
dt dp ' dt dx ' 

· « · · * * · y 
dJι d H dv d H 
dt dn ' dt dif ' 

............................... 

Mais ce système se simplifie par les intégrales des aires. Eti effet, si 
nous prenons pour les variables ψ les longitudes Ψ des noeuds des 
plans mobiles, les rotations ne renferment que les différences 
θ, = Ψ2 — Ψί,..., et nous avons 

0, -l· -h 03 = o. 
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D'un autre côté, en vertu des intégrales des aires, 

dT dl dxn adx" „ dz° 

ou bien 
Κ sin 2 9 Κ sin 2 0 

α©2 ïsmîi 

d'où 

η, + -+- π3 — Κ 
et 

πΐ "+" π2 "Ρ 2π( π2 COS 2®3 = τ],···· 

Les six variables θ, π ne représentent donc en définitive que deux 
variables indépendantes. On aura d'ailleurs 

~dt ~ [diïj ~ χΤβΐ)' 
................................ 

Lorsqu'on exprime les rotations par les variables φ, I, ψ', l', Ω', 
on a, comme nous l'avons vu, 

a = sin I sin φ, jc°— Ω'a + I'cosy, 
έ = sin I cosy, j°=Q!b — I'sin<p, 
c — cosl, z° = Q'c + φ', 

z° = il' -+- <p'c. 

Les intégrales des aires peuvent se mettre sous les formes suivantes : 

^ = lr = °> dï = °' dv = Kc' ^ = Kc· 

Si nous éliminons les vitesses angulaires Ω', Γ, φ' à l'aide des relations 
25.. 
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linéaires ci-dessus, nous pouvons raisonner comme précédemment 
pour les variables ψ', et nous trouvons que les équations 

dt \ dp J ' dt \dx J 

subsistent toujours; seulement l'expression de H renferme, à la place 

des trois variables π,, π,, π3, les valeurs de -7—,> —> qui sont : 

Κ., o, Kc. Il ne reste donc dans II, à côté des variables x,y, z, p, q, r, 
que ψ et c = cosl. La comparaison des deux valeurs de o?T, obtenues 
avant et après l'élimination, donne encore 

d "r _ Id τ\ 
dφ Vdy J 

d'où 

K- = - (~\ = - (—) 

par les équations de Lagrange et par les intégrales des aires. Enfin, 
la partie de d Τ qui dépend des rotations devant s'annuler par les in-
tégrales des aires, on aura, après l'élimination, 

— )dcp -h — )dc — o, 
d'où 

dt \ de ) \ de )' 

On retombe ainsi sur le système canonique 

(7) 

dx dp c/H 
dt dp dt dx ' 

·'··«······«♦······» 
v d<? dn de d H 

dt de dt d<f 

que nous avons obtenu précédemment. On a enfin, par les équations 
de Lagrange, 

df- \\dK))' 
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en considérant Κ comme la dérivée partielle -^7» introduite dans Τ 

par l'élimination des variables φ', I', Ω'. La constante Κ existe, en 
outre, dans l'expression de Τ comme facteur de la dérivée partielle 

^7 = Kc. Or, il est facile de voir que 

\cJKc) Κ \dc J 

En effet, 

Κ \ rfc / ~ \ÏKc J + Κ \tf cost) ' 

en considérant I comme une fonction de c qui existe dans Τ à côté 
de Ke; or les intégrales des aires montrent que, dans ce sens, 

\,di) ~ ~ dï ~ °
; 

d'où il suit qu'on obtient le même résultat en différentiant par rap-
port à (Kc) ou bien par rapport à c = cosl. Donc 

H I ¡4 

ou bien 

z d\C 

comme auparavant. La rotation autour de l'axe polaire est la dérivée 
partielle de la constante des forces vives par rapport à la constante des 
aires. Pour û on aura la quadrature 

(9) 
dû. dli c «?H 
~dt ~ rfK Κ ~dc' 

Au lieu de déterminer trois axes mobiles par trois équations entre les 
coordonnées, on peut se contenter de déterminer par deux équations 
le plan des χγ·, et prendre pour axe des 2 la normale à ce plan, pour 
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axe des χ la ligne des nœuds. Dans ce cas, on a φ = ο, x° = I', 

jr" = û'sinl, s°=0'cosI, z° = Ω'. Les intégrales des aires sont toujours 

di <ιτ ■ en 
ΤϊϊΓ " 1 7îï' ~~ °' Ίϊ — °" 

On a encore 

V rfï) ~ 77T °' 

et cette équation montre qu'il est permis de remplacer I dans Τ par 

une fonction des autres variables avant la differentiation, c'est-à-dire 
que nous pourrons mettre pour I sa valeur tirée des intégrales des 
aires. On peut donc éliminer Ω', I' et I par ces intégrales et former 

ensuite le système canonique 

dx dW dp d H 
dt dp dt dx 

Cela se voit d'ailleurs immédiatement par la comparaison des deux 

valeurs de dT : 

r/T = 2 f x'clp - g dx^j + D'rfK -+- I'd ̂  dl 

11 idT V tlj w/.z / Ì i/o:-. 

On a ensuite 

(το) 
till d M 
dt cl Iv 

Lorsqu'on fait I = o, de sorte que l'axe polaire devient l'axe des z, 

on n'a que Ω' à éliminer par l'intégrale ̂  = K. Les deux autres inté-

grales des aires, si elles existent, pourront servir ensuite à éliminer 
deux variables quelconques après la formation du système canonique. 

Dans le cas de deux corps, ces intégrales donnent ζ — ο, ζ' = ο ; elles 

équivalent donc alors à une équation entre les coordonnées. 

En résumé, on voit que les équations du mouvement peuvent ton-
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jours être présentées sous la forme canonique après qu'on a employé 

les intégrales des aires à éliminer les rotations d'axes mobiles, et que 

le nombre des équations de condition que l'on gagne par l'usage de 
coordonnées mobiles dépasse d'une unité celui des variables nouvelles 

que l'on est obligé d'introduire; d'où il suit qu'en définitive le nombre 
des équations différentielles se trouve diminué de quatre unités par les 
intégrales des aires. 

Y. 

Jusqu'ici nous avons supposé que les variables χ',χ', ζ' étaient ré-
duites au plus petit nombre possible par une élimination préalable. 
Nous allons voir qu'il est encore facile de former les équations du 
mouvement quand ces variables sont liées par les trois équations du 
centre de gravité et par les trois qui déterminent les axes mobiles. 
Soient 

f\ — °i fi~ °> fi — 0 

les équations des axes. Si l'on ajoute l'expression 

a, ~ -Y a
a

 — + u
3
 -γ β, 2mx' +■ β

2
 2mj' 4- β

3
 2mz' 

à celle de la force vive, qui était 

Τ - Σ in [χ' -h j°z — z° fY -y - 2m(r' -+■ z°x — χ°ζ)2 

-Y ~ 2m{z' -γ oc°j — y0 x)2, 

la différentiation donne 

'■ + y z z y + i3· ) + *< £+«· £ + «· s · 

ÔP = ? = >n(l +z + β») + α. yp + «2 ~ + «3 £> 

- = r = m(z' + x»y y°x + β
3

) -γ oc, £ + «
2
 - - «>£■ 
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On tire de là 

Σρ β
t
 2,η + +

 + a
3
2

|' 

2 ( '·/ - (lz) = £ 4- α
(

 2 [y % - ζ g- ) + «
2

 2 (y g - Z. f) 

+ «a{r s--
2
^j· 

et ainsi de suite : en tout six équations linéaires pour exprimer les 
multiplicateurs α, β en fonction des variables x, y, z,p,q, r, et des 

quantités Kfl, Κb, Kc, que l'on mettra à la place des dérivées gî>···' 

afin de tenir compte des intégrales des aires. Ce procédé d'élimination 

ne modifie en rien le raisonnement que nous avons fait en supposant 

que les variables x',y', z' étaient réduites au plus petit nombre possible. 

En effet, les multiplicateurs «, β sont des fonctions linéaires des vi-

tesses et des rotations, qui se déterminent par la condition, que six des 

dérivées p, q, r doivent s'annuler identiquement ; les autres dérivées 

p, q, r sont donc précisément celles que l'on aurait obtenues après 

avoir éliminé de Τ les six variables χ', γ\ ζ' qui correspondent aux 

dérivées p, q, r qui s'annulent. L'avantage de notre procédé consiste 

en ce qu'il nous permet d'exprimer les multiplicateurs par les nou-

velles variables ρ, q, r. 
Les formules se simplifient beaucoup lorsqu'on prend pour axes mo-

biles les axes principaux d'inertie. Les équations de condition sont 

alors les suivantes : 

Σηιχ — ο, 2mj = ο, 2mz — ο, 

2myz = ο, Σηιζχ — ο, Imxy = ο. 

En ajoutant à Τ l'expression 

α, Σιη{γζ' -+- zj') + β, Σιηχ' 
on trouve 

ρ — m(x' -hj ° ζ — z° y -t- β, -t- <x
2
 ζ -+- a

3
 γ ), 

q = m'y' -t- z° X — χ°z -4- |32 -I- a3 χ -t- α, ζ ), 

r = m [z -+- x°y -j0r+ β3 + y + a2 χ ) ; 
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d'où 
Σρ = β, lm, Ση = β2 Σαι, ΣΓ = β3 Σ/n, 

Σ{νγ - ?ζ) = + α, Σιη{y2- ζ2 ), 

Σ(ρζ - rx) = — ■+ <χ2Σιη(ζ2 — χ2), 

Σ[ηχ - ργ) = ~ + α
3 - f )■ 

Enfin 

2 Τ = 2 (/? — 7«/3, — wza
2 — my α

3
Υ. 

011 bien 

a τ = xP'+l' + r* (Σ/»)' + (Ζ?)'+(ΪΓ)' 

+ α2 2?n(j2 + ζ2) -+- a2 2m( ζ2 -4- χ2 ) -4- a| Σ/η(χ2 -+- j-2) 

— 2a, 2(ry -+- yz) — 2«
2
 Σ(/>ζ -H rx) — ια

3
Σ{ηχ -t- py). 

Si, au lieu de prendre l'origine des coordonnées au centre de gra-
vité, on rapportait le système à un point canonique, on aurait déjà 
éliminé par le fait les coordonnées et les vitesses de l'un des corps, et 
les multiplicateurs β n'entreraient pas dans les expressions des ρ, η, r; 
dans ce cas, il faudrait supprimer le second terme de T, qui dépend 

des trois sommes Σ Ρ, Ση, ΣΓ. 

Les relations ci-dessus donnent, en tenant compte des intégrales des 

aires, 
— _ Ka ~~ -
1 Xm [/ 2 — z2) 

Cette valeur étant substituée pour a,, il vient 

a2 Σ m (y2 -t- ζ2) — 2a, Σ(ry -+- ηζ) 

Xmy1(¥La -I- lXqzY~{- Σ/ιΐ2!(Κβ — iXry)2 — Xm(y2 -t- z2) [ï(ry ■+■ qz)]2 

[S/7i(r2 — z')]2 ' 

et l'on trouve des expressions analogues pour les termes de T qui 

dépendent de a
2
 et de a

3
, en remplaçant les variables par une permu-

tation circulaire. 

Tome XIV (2e série). — JUIN 1869. 2b 
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Si, au lieu de rapporter les coordonnées aux trois axes principaux 
d'inertie, nous nous contentons d'en prendre un pour axe des z, et le 
plan principal correspondant pour plan des xy, le nœud de ce plan 
étant l'axe des x, nous n'avons que les deux équations Σ myz= ο, 
Σηιχζ — ο, pour la détermination des axes mobiles, et nous ne pou-
vons éliminer par ces équations que quatre variables. En revanche, 
les intégrales des aires n'introduisent plus dans Τ que la constante K. 
On a maintenant x° = Γ, y° = Ω' sinl, z° = D'cosI, et les intégrales 
des aires sont 

da' — ' dï' ~ °' ~dï ~ °' 

L'expression de la force vive devient 

2T = Σιη(χ' — j-iî'cosl -1- ziî'sinl)2 -+- Σ m (y' -+- xD'cosI — zl')2 

+ 2m(z'H-jr — arD'sinl)2. 

Par conséquent, si l'on fait abstraction des équations du centre de gra-
vité (nous avons vu que cela est permis) et qu'on n'ajoute à Τ que 
l'expression a, Σηι{γζ' -+- zy') + a

2
 Στη{ζχ'xz'), il vient 

ρ — m (χ'— jû'cosl -f- zO'sinl -+- «a z), 

q = m (y'-h .rO'cosI — ζΓ-t- α, z), 

/■ = m(z' — χΩ' sinl -1- yl' ■+ a, y -h «2 x). 

On tire de là 

2(rr — qz) = α
κ
 Σ m (y2 — z2) -f- «

2
 Σιηχy, 

Σ (pz — rx) = α
2
 Σ m (z2 — χ2) — α, Σιηχχ + Κ sin f, 

Σ [qx — ργ) — Κ cos Ι. 

Ces relations permettent d'éliminer a
2
 et 1. On a d'abord 

Κ sinl -H «, [Σ,η{ζ2 - α:
2

) + ' 

= 2 (pz - rx) H-
 I

Σ(
σ
 - qz), 
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et une expression analogue pour α, ; en les substituant dans T, on 

exprime la force vive par les variables oc,y, z, p, q, r, I. Or, la relation 

\ dl ) ~~ ~dî ~~ ° 

montre qu'il est permis de remplacer sinl par sa valeur tirée de 

l'équation 

R2 sin2I == R2 — [2{qx — py)]2. 

Ces formules se simplifient lorsqu'on n'a que trois corps. Dans ce cas, 

l'un des plans principaux d'inertie est le plan même des trois corps, 

et les deux équations de condition qui le déterminent se réduisent à 

celles-ci : 

— O, Z
2
 — O, Zj — o, 

qui comprennent en même temps l'équation lmz — o. On a donc 

ζ = o, z' — o, r = o, et l'expression de Τ ne renferme la variable I 

que sous la forme du carré de sinl, de sorte que tout est rationnel. 

Nous allons considérer ce cas dans le paragraphe suivant. 

VI. 

L'expression de la force vive de trois corps, rapportés à des axes 

mobiles, est 

(») 
2T = Σ m [x' —j-O'cosI)2 4- 2m[y' 4- .rD'cosI)2 

4- Σ m (y Y— arfl'sinl)2, 

si nous prenons pour plan des xy le plan des trois corps, et le noeud 
de ce plan pour axe des x. Les intégrales des aires sont 

dâ' ~ ' dï· ~ °' Ίϊ ~ °' 

26.. 
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ou bit·η 

— /■*■') +- Ω'cosl + = KcosI, 

— Y Σ/ηχγ -h Ω' sinl Σ/η χ2 = Κ sin I, 

I ' Σ ηιγ2 — Ω' sinl Σηιχγ = ο. 

Il en résulte que l'on peut écrire 

(.*) ιΎ = Σιη(χ' - jD'cosI)2-f- 2m(/+ .r iî'cosl)2Kû'sin2!, 

et qu'on aura toujours 

<ιτ 
777 ~~ °' 

Les intégrales donnent 

(.3) 
MK. 2mrr 

m, m2 m3 4^ 

où M est la somme m, -+- m2 -+- m
3
, et Δ l'aire du triangle des trois 

corps. On trouve, en effet, que 

Σ/ηχ2. Σ my2 — Σηιχγ. Σ/nxy = Σηι,/η
2
(χ

ΐ
γ

ι
 — xiy2)'i = /j Δ2, 

|)uisque 

3 A jr, χ, — >',.r, __ y
2
x

3
 — j, χ, _ V;.)·, — ,r. -Γι 

M /Hj /«, «ij 

La dérivée Ω', ou la rotation autour de l'axe polaire, est donc indé-

pendante des vitesses x',y'\ elle est égale à une constante multipliée 
par le moment d'inertie du système autour de la ligne des nœuds, 

et divisée par le carré du triangle des trois corps; elle devient ^ 

pour Δ = o, parce que le plan des trois corps cesse d'être déterminé 

quand les corps se trouvent sur une ligne droite. 
Pour obtenir les équations du mouvement, nous devons prendre les 

clerivees partielles ρ = -jgi q — ce qui peut se taire sur J une ou 
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sur l'autre des deux expressions de Τ données par les formules (n) 
et (ia), puisque les variables x',y' n'existent que dans les deux pre-
mières parties, communes à ces formules. Aux équations linéaires ainsi 
obtenues il faut joindre les deux suivantes : 

^ = K, —, = o, 

puis remplacer les x', y' et Ω', I' par les ρ, q et la constante K.. La 
force vive est alors exprimée par les variables χ, y, I, p, q, et nous 
devons prendre les dérivées de Τ par rapport aux variables x,y, ρ, q 
en traitant I comme une constante, puis mettre pour I sa valeur tirée 

des intégrales; ou bien, puisque 

Uï) dl~ °' 

comme nous l'avons vu plus haut, nous pouvons de suite remplacer 1 
par sa valeur en fonction des x,y, p, q. La différentiation donne, en 
ajoutant à Τ l'expression oclmx' -1- filmy', pour tenir compte des 
équations du centre de gravité, 

ρ — m (χ' — yQ' cosl -+- «), 

q = m [y' +- .rU'cosI -+- β), 

d'où 
Σ ρ = otM, Eq = jSM, 2 {qx— py) = KcosI, 

et, en substituant ces expressions dans la formule (12), on trouve 

('4) 3
τ = _ (VZ+IIÎÎ + tt'K _ | [i[qx - pT)}\ 

où il faut mettre pour Ω' sa valeur tirée de l'équation (i 3), qui peut 

s'écrire 

(.5) iv— κM(w,y\ + mo'\) — m2(r. - jYif 
. Mm,/«, Q'i .r. — y,xy 

En même temps nous pouvons supposer ρ·
Λ
 = q

3
 — o, de sorte que Τ 
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ne renferme que les huit variables x,, y,, .r
2

, j"
2

, p,, q,, p
2

, q
2

- Ces 

dernières (les p, q) sont les vitesses relatives des corps m,, m
2
 par 

rapport à m
3

, car nous avons 

,X 1 3 ι y 3 ) ^ tOS É ■ · M 

ou bien 
— m{ j P - —" '^2*^1 t 

qx = — mf y2, q2 = m2 y,, 

en désignant, comme nous l'avons déjà fait, par les lettres romaines 
χ,, x

2
, x3,... les différences x

2
 — x

3
, jr

3
 — .r,, x

t
 — x

2
,..., et en 

exprimant les vitesses réelles par des lettres pointées. 
Si nous nous reportons à la transformation orthogonale contenue 

dans la formule 

(2) m2^((*)) = 

où 
, m, m% m, m, m, m, 

m ι -I- + m j M 

il est évident que nous pouvons écrire mx pour mx, et my pour my 
dans les formules (ii), (12), ( 13), et que l'équation (14) subsistera, 

si les lettres p, q signifient les dérivées - ou si nous rein-

plaçons p, q par ce
 φ

1
' donne 

(16) 
aT

 = —îî— 2 m(p2 + q2) - f^P)'+(n»>c|l' 

+ KU'-|[2(qx-py)]
2

. 

Pour û' il faut mettre sa valeur en fonction des x, y, 

(f7) 
■rr , — yî+— yj + —(y,-f-y,)2 

~~ 44' ~ m J ( y, χ, — y, χ, γ 
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Les variables p, q sont les vitesses des corps /?/,, m
2
 par rapport au 

centre de gravité, car en faisant p
3
 == q

3
 = o, on a 

ρ , = m
2
 x

2
, p2 = — m{ xi, 

q
(
 = m

2
j2, q

2
 = — m, y,. 

Quand le mouvement des trois corps a été réduit à un mouvement 
de deux corps par une transformation orthogonale (par exemple, en 
prenant pour origine un point canonique), on n'aura qu'à supprimer 
dans les formules (14) et (16) les termes qui proviennent des multipli-
cateurs «, β, c'est-à-dire Σρ, lq, et Σ?ηρ, Σιηq. Les équations finales 
seront toujours 

d.v _ dH dp __ d\\ 
dt dp ' de dx: ' ' 

et 

dx dH dρ r/H 
dt d ρ ' dt dx ' 

On peut encore remplacer les coordonnées x, y par des coordon-
nées polaires (rayons vecteurs et azimuts) sans rien changer à la 
marche générale des opérations. Si l'on pose 

χ = ρ cosu, y — ρ sin υ, 

la formule (12) devient 

(18) ■2 Τ = Σιηρ'2-\~ Σιηρ2(ίΥ cosl -+- υ')2 ΚΩ' sin2 F, 

et (i3) donne 

(19) 
Κ m3

 2/wp2sin2u 
M m, /«, p, pl sin'2(u, — v2) 

Pour simplifier, je supposerai que l'origine est un point canonique; 

alors nous n'avons que deux corps à considérer, et 

(20) Q, Κ / sin2!», sinu'A 
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La differentiation donne 

®· = dp = ,aP ' y-~ d7
 = (Ω cosl -t- υ ), 

d'où 
χ, 4- χ

2
 = 2 mp2{£i! cosl -t- y') = Κ eosl, 

en vertu des intégrales des aires. On trouve ainsi 

(at) aT =
 + Ξί + -

Z
-L 4- -*L

 + ^[κ
2
 - (χ, + χ2)

2
], 

et 
rfp rfH rfra «tH 
Λ des' dt dp 

du fi H dy d fi 
dt dy ' dt du 

C'est le second système de Bour. On peut obtenir le premier système 

de Bour en faisant 

V, — V
2
 — ω, y, -f- U2 = 2Ç), 

d'oi'i 

1Æ = 0 H- - fj>. t>2 = o — - « ;7 9. * 2 

ω est l'angle compris entre les vecteurs ρ,, p
2

, et φ l'azimut de la bis-

sectrice de cet angle. On a évidemment 

σ = ^ = -x>)' 

fi X 
7r
 = jp = X'-+-x*==KcosL 

Il en résulte pour la force vive l'expression 

(22) 

2 Τ = îi + îi + 1 

m, m, w, p, 

SÎU2M 1_ /«JP, W,PI 
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et 

dp
{
 d H dvs, d H do, d\\> dzr: d H 

c/f î^ct, c/ί dp
t

 7 dt d zj,7 dt dp^ 

d ω d H drr d H dy <VH dn d H 
dt dσ dt dv dt άπ ' dt do 

C'est le premier système, ou « système provisoire » de Bour, qui dé-
signe les variables par les lettres q2, p(, p2, ra3, nt, l3, 

Lorsqu'on veut prendre l'origine au centre de gravité, et les axes 
principaux d'inertie pour axes des xy, on aura, pour trois corps, 
ζ — ο, et 

2ΐ = Σ m [χ' — z°yY 4- Σ m [y' 4- ζ"χ)* 4 Σ m (χ"χ γ"χ . 

En remplaçant les χ, y par les χ, y, et en substituant pour le der-
nier terme de Τ sa valeur tirée des intégrales des aires, nous avons 

(23) al' = m
2
 Σ — (x' — z°y)

2

 4-m
2

 Σ - (y'4- z°x)
2
 4 KQ'sinM. 

Nous pouvons maintenant introduire les trois distances mutuelles 

r,, r
2

, r
3
 des trois corps, et poser 

x = rc os«, y — rsinu. 

Alors la force vive devient 

(23 bis) 2 Τ — m2 Σ -- 4- m2 Σ — (z° 4- u')2 -4 ΚΩ' sin2 1, 

où z°=- O'cosI 4- φ', et 

Ω'= ̂  Σ — sin2(/i 4- ψ). 

L'une des intégrales est 

(*4) ^ = m2 Σ — (z° + u') — Κ cosl, 

Tome XIV (a" série). — JOIN 1869. 'Λ1 
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Les équations de condition sont les suivantes 

(2'S) ΣrcosH = o, 2/-sin?* = o, 2 —sinau —o; 

eiles donnent 

(26) 

Σ/''COSM — I/'sini/.ii' = o, 

lr' sin h + Σ rcosu.u' = o, 

Σ — sin iu + Σ — cos 2 u.u'= o. 
m m 

Si l'on pose 

Σ — cos 2 u — R, m 

on trouve, par la troisième des équations (20), 

R2 = 2 ( — ) -+- 2 Σ ——- cos 2(11, 

Or, nous avons, dans le triangle des trois corps, 

cos(«, — u2) — 3 1 sin(«, — wâ) 

En substituant, il vient 

(a7) R»
 =

 (2^y_^. 

On trouve ensuite 

. . / m, — »/, m, -h m ri — ri \ 
\ m2 m3 m, /;/

3
 / ; j 

r2 w, H- n/3 8Δ2 

H COS 1 U, - 2 —r :» 
m w2 ni s r 

........................ 
Ct 

(28) Ω' — ( Σ - R cos 2 55 V 
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On h d'ailleurs, par une formule bien connue, 

ιΠΔ2 τ-, (r, + /·, +- r
3
)(r

t + r2 — rt) (r, - r2 -t-r,)(~r, + /·„ + r3); 

d'où il suit que Ω' se trouve ici exprimé par les trois distances et par 
l'angle φ. En désignant par A, R, C les moments d'inertie principaux, 
nous avons 

C = A + -Β = ιι.2Σ-, Β — A — m2R, AB = 4m2A2, i^=U-t-aH. 

A présent nous pouvons différentiel' T, en ajoutant à l'expres-
sion (23 bis) les trois équations (26), multipliées respectivement par les 

facteurs α, β, γ, qui seront déterminés de manière que les dérivées 
de Τ par rapport aux trois variables u' s'annulent. Donc 

ciT m7 , r . 0 , 

o — —— — — r ( z° 4- u ) 4- 7 — cos 2« — α sinu + ρ cos?<, 

(lT - s:r\ ο <\ 

On tire de là 

Impcosu— «M, 2mp sinr/= |3M, 

d'où 

(29) 
M2 (a2

 -t- jS2) = 2m.2p2 4- 2 2 m, w
2
 p, p

2
 cos(m, — m

2
) 

=: (2 mp)2 — (2 r) 2 m, m
2
 ρ, p

2 ■ 

En tenant compte de (2 i), il vient 

(3° yR = — Κ cosl -- — r.. 

27-
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Oil trouve encore 

Σpr — m2 Σ — ? Σ pr sin ιu -+- Σ — ~ z° m2 R. 

L expression tie la force vive devient 

(3ι) 

2 I = ■ 2 m η -\· 7" Α— — 27 A or sin ?.u — 

+ ΚΩ'sin31 

— Σ αφ* + — 2 μ — 2 pr sin 2 u 

[imp)·— (r, -μ /·, + 7-3) i; 111, m,ρ, ρ, - 1 

* Μ 

+ -llCOSa?)· 

Il faut remplacer sin ut par sa valeur en fonction des distances : 

SI 11 211, — + ----- ), 

.......................... 

Ensuite on a 

(32) I-I = Τ - 2 

et 

(33) 

dr
{
 d H dr2

 d H drz
 d H 

dt dp
i
 ' dl dp., de dp

z
 ' 

dp
s
 d H dp , d H dp 

x
 d H 

dt dr{ ' dt dt\ ' dt dr3 3 
ί/ φ ^ H d π d H 
dt dw ' dt df 
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Ce système canonique comprend les dislances mutuelles des trois 
corps, l'angle φ que l'un des axes d'inertie forme avec le nœud du 
plan des trois corps, et les quatre variables conjuguées ρ,, p

2
, p

3
, π; la 

dernière est le cosinus de l'inclinaison du plan. La solution de ce sys-
tème serait donnée par sept intégrales qui permettraient d'exprimer 
les huit variables par l'une d'entre elles, par exemple φ; on trouverait 
alors le temps ( et le nœud û par les quadratures 

rt· a=JrK'"· 
dr. 

L'une de ces intégrales est connue; c'est celle des forces vives, 
H = const. Les deux quadratures et les trois intégrales des aires com-
plètent le nombre de douze intégrales que demande le problème des 
trois corps. Il est d'ailleurs facile d'appliquer ces résultats à l'éqfiation 
aux dérivées partielles VW = Û + H, dont la solution W fournit les 
intégrales du problème. Au lieu de huit équations différentielles ordi-
naires, on obtient alors une équation aux dérivées partielles à quatre 
variables indépendantes. 

Je donnerai encore ici l'expression de Τ pour le cas général où les 
axes sont déterminés par une équation quelconque, f{r, u) = o, à 
laquelle s'ajoutent les relations 2rsinw = o, 2rcos« = o. Je dési-

gnerai par ρ, υ les dérivées partielles —-, en suivant la même mar-

che que précédemment, nous avons 

P ~j— y ρ = m2 — + X si 11 « -h β COS II, 

- (q + yu) = m2 -É (u' + z°) 4- χ cos u — j3sin«, 

π = m22 — ίιι' -+- ζ0), 

d'où 
π — 1q 

y = — -—» 
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et, eu écrivant r, r
u

 r
2
 à la place de r,, r

t
, r

3
, 

m 

aT ̂ 2 i!/2 +
 P*

 +
 i

 +
 % ~2

 {pp*
 4' ttt) cos(« - «<) 

+ 2(^Γ_^) sin("' ".)| 

^722 il/ + ̂  h
 4i ~2

 {
ppt+/')cos(" -

+ 2(~r -^)sin («-«·)] 

^
 27

2 -|^4-p
(
f
f
+^ + *-

— ( PP 1 + p< ρ + ~—pp— J cos(u — «,) 

-+- I ------- — -—-ρ-—-
1

] sin (" - ~ «1) 

Η - 2 — £inJi« -Ι- φ . 

Dans celte expression nous pouvons annuler trois des variables p, q, 
par exemple q, q,, q

2
, à la condition d'éliminer en même temps les 

variables conjuguées («, u,, w
a
). On peut aussi prendre simplement 

f — n
2
 — o, ce qui donne 

q, = o, υ, = 1, υ = u, = ρ = ρ, = p2 = ο. 

D'angle φ est alors l'azimut de la distance r
2

, compté à partir du nœud, 
et u, u, sont deux angles du triangle Δ. On a γ = π, el 

2·ρ _ ν Ι'* + ρ* ~~IPP^ cos(« — «,) + 4πΔ /_Ρ_ _ Ζ2' \ 

~h ; Η 7ΤΓ~ 2 — sin (« Η- Ο). 

Si le mouvement des trois corps avait lieu dans un plan, on au-
rait 7T — K, et 

(35: 
H = 2 — p2 -f- ρ; -i- pp, ! ) H — — 

~r — ~τ à 
immx

 r\ i\ 
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L'angle Ω f- ψ serait donné (p. 197, 212) par l'équation 

i° = ir 9' = '/H ¿K 

P. S. — Pendant l'impression de ce travail, j'ai eu connaissance 
d'une Note de M. Scheibner, publiée en 1868 dans le Journal de Crelle-
Borchardt, t. LXVIII, 3e cahier, et qui renferme l'énoncé du sys-
tème (33). L'auteur le donne, sans démonstration, comme point de 
départ de formules à l'aide desquelles il représente le mouvement d'un 
corps de masse nulle, attiré par deux corps tels que le Soleil et une 
planète. 

M. Scheibner donne encore un autre système, dans lequel figurent 
les moments d'inertie. J'en ai cherché la démonstration, qui peut être 
présentée comme il suit. Si nous désignons toujours par x, y les diffé-
rences des coordonnées rapportées aux axes d'inertie et au centre de 
gravité, nous avons 

2x =0, 2 y — ο, 2 — — o. 

Les moments d'inertie sont 

A — tn22 —, Β = ttt'2I — , C = A -f Β — nr 2 — , m m m 

où m2 = (j
es relations nous permettent d'exprimer les coor-

données par les quantités A, Β et par un angle ψ, en posant 

1/ *·. X| — y B cos (ψ + β, ), i/ ------ y —
 v

Asin(4 -1- β,;, , 

pourvu que les différences des constantes β
η
 β

2
, β

3
 soient déterminées 

par les formules 

'aI1g(|S2 — β$) ~ tang{0, - β,) tangί/3, (3a)= 

et qu'on donne le signe négatif aux radicaux par lesquels s'expriment 
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les sinus et les cosinus de ces différences. Il s'ensuit que 

li y? _ _L ... _L 
Β A m-j f m? 

Si nous définissons l'angle ψ par l'équation 

mil Σxv Σ», [m·. — m,) r; 
m Σ /■: 

m, 

nous avons 

σ 1 — '"■>) ~ nt [m, -- m,) 

La differentiation donne 

» "î'ï-JVr*· } =i»i + ,Vït' 

et, en substituant dans la formule (23), il vient 

aT = ρ + ''·(+" + 2"> - '■ νλΒψ->" + Κ·>,ν I (ψ : ψ)· 

Si nous désignons par A
0

, B
0

, π les dérivées partielles de T, prises 
par rapport à A', Β', ψ' et ψ' (ou z°), nous avons π = R cosl, et 

I ^ 2 AA- -h 2BB
0
 - —--

 πα + _- -
 9 

2 [ Λ —' I! " ) ' 

Telle est l'expression de Τ que M. Scheibner a publiée sans démonstra-
tion . 

On aurait en même temps 

y ^ y 

\/A sin2(ψ -t- β,) -+- Bcos'i'iJi -ι- S,) 



PURES ET APPLIQUÉES. a ι η 

Je transformerai ce système en posant 

G = ρ2, A = p2 sin2 ^ ft, Ë — ρ2cos2 - α, 

où ρ est le rayon de gyration des trois masses dans leur plan. L'angle a. 
peut s'exprimer par les trois distances; nous avons 

p2sina — ι y AË = 4 mA, d'où m2 sin2α = —-^· 
u q· 

Ensuite 

aT = p'2 -i- p2
 (^r 4- ψ'

2
 -4 ζ

υ2
 -t- a ψ'ζ® sin -+· (Κ

2
 — π2) j » 

puis, en désignant par p
0

, ft
0

, les dérivées partielles de T, prises par 
rapport à ρ' et à a, 

.'.-Τ --- -ρ-ρ- -I- 1- (Κ - — jt ) — —τ ' -

Η 

m. w3 1 / ~" 

' V 1
 + VOS a COS2, (ψ 4- fi ) 

Les variables ρ
0

, α
0

, ny, π sont les conjuguées de ρ, α, ψ, φ. Ce sys-
tème ne diffère que légèrement de celui que M. Weiler vient de faire 
connaître dans les Nouvelles astronomiques. L'équation 

dp
a
 d H 

lit dp 
donne 

iÇU=U + »H. 

Je viens de «l'apercevoir aussi que, dans le Mémoire posthume inti-
tulé Nova methodus œquationes differentiales partiales... integrandi, 
Jacobi a déjà énoncé ce fait, qu'une seule intégrale des aires permet 
d'éliminer deux variables. 11 le rattache à sa théorie sur les intégrales 
qui satisfont à des relations de la forme (α, β) o. 

Tome XIV ( i" série). — Jm 181%. l8 
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VII. 

Il y a quelque intérêt à voir ce qu'on peut obtenir en considérant 
les orbites instantanées que deux corps décrivent autour du troisième. 

Pour déterminer le mouvement relatif des trois corps, il suffit de 
connaître neuf quantités : deux distances, deux vitesses et cinq angles. 
On peut, par exemple, se donner les rayons /', r, des corps m, m,, rap-
portés au troisième, les vitesses relatives v, e(, les quatre angles que 
ces droites forment avec l'intersection des orbites, enfin l'inclinaison 
relative λ des orbites, ou l'angle s compris entre r et r

(
. On peut aussi 

combiner s (ou λ) avec les coordonnées p, q, ρ,, q,, prises parallèle-
ment et perpendiculairement à l'intersection des orbites, et avec les 
composantes analogues des vitesses, ω, σ, ω

(
, sr,, ou bien encore rem-

placer ω, zs par la vitesse radiale r' et la vitesse aréolaire f. 
En désignant par ρ la distance de m à m,, et faisant 

ρ — / cosiv, ω = mr'cosw — — siniv, 

q = rsiiuv, π = /n/ 'smw -t- ^ costr, 

on aura 

r = p3~hq2, — p] + q'\, rr
t
coss = pp

t
 +qq

t
co*y, 

p2=z /·» -f- r2 - 2Π\ cos s — (ρ — ΡιΥ-i- q2 + q\ — iqq< cos)., 

m2 ν2 — ω2 -t- rs2m2 r'1 -+-

mrr'= ρωqzs, J — pzs — 

Il est facile de s'assurer que les dérivées de ces variables ne dépen-
dent que des neuf éléments du mouvement relatif. La dérivée de r est /·', 
celle de l'angle s est la différence des vitesses aréolaires projetées sur le 
plan des trois corps. Si l'on différent ie l'équation rr' — xx' -t-yp' -f zz\ 
on trouve 

rr" — —;—; + xx" -+- ry " -r- zz", 
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et en substituant pour oc", y", z" leurs valeurs tirées des équations du 
mouvement, 011 voit que le dernier terme de rr" est une fonction ho-
mogène des coordonnées qui ne peut dépendre que des variables /·, 
r,, s. Les variations des quantités r, r', s ne renferment donc aucune 
inconnue nouvelle. Soient maintenant a, β, y les cosinus de la normale 

à l'orbite y, et a, b, c les cosinus de la composante normale au 
rayon r, on aura 

aa. -f- bfi + cy = o, aa' + β β' + yy' — ο, 
/' = alfa)' + β{/β)' + y[fy)', 
fr°= a{fa)' + 6(/β)' + c(/y)', 

en désignant par r° la rotation de l'orbite J autour du rayon vecteur. 
Or 

if y)' = m (·*/" ~ x"j) = - ·
Ύ

'> ι) (~ — 73 ) > ■ · · ' 

et il s'ensuit que les quantités f et jr° sont respectivement propor-
tionnelles aux deux projections du triangle Δ des trois corps sur l'or-
bite y et sur un plan perpendiculaire à j. En posant 

R = É __ L, κ _ A _ _L,
 σ

 — cosî, M = 1 f- m + m,, 

nous aurons 

/■"= —— — —; -h m, (/'R — r, R, σ), 

y — — mm, Δ cosvj R,, 

fr° — mm, Δ sinvj R
(

, 

rr, es' — Δ cos 77 Δ cos 7% τ» 

et 
Δ sin -ή iq, si η λ, — Δ costs — ρ, q — pq, cos λ. 

Comme les variations des angles du système ne peuvent dépendre 
que du déplacement des rayons vecteurs et delà rotation des orbites, 

28.. 
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c'est-à-dire des quantités Jet ru, on voit que les dérivées de nos va-
riables ne renfermeront aucune inconnue nouvelle. C'est précisément 
le résultat auquel M. Bertrand est arrivé par une autre voie. Je dési-
gnerai par [w') la variation de w qui dépend de la rotation des orbites; 
alors 

X' = r" cosxv — r ι cos w,, 

sin).(iv') = r°sinw, — r° sinw cos>, 
ou bien 

— mm
{
 sin λ ^pq, J + Ρ* Ijj* 

(u') = — mm
t
qq

t
 + y cosX^-

On trouve ensuite que 

W
' — J _|_ (

W
') 

P'= Tn -

9'= ~ + />(«"), 

ω' = — + mmt {pR - p< Ri) - ® («" ), 

®' — — ^7Γ~ + mmi (?R ~~ <7· R. cosA) ·+- >x>[w'). 

On peut donc former un système de neuf équations différentielles 
du premier ordre, en réunissant par exemple les variables /·, w, r\ /, 
σ, ou bien p, q, ω, π, X. Un pareil système donnera toujours le mou-
vement relatif des trois corps, et nous en connaissons deux intégrales, 
celle des forces vives et une intégrale des aires. En posant 

U = - + -H r Λ ρ 

ïMT — ——— ( ω2 + w2 ) H —— (ω, -+- zs f ) ·—■ ι ( ω ω, cos λ), 

la première intégrale sera Τ — U = H, et la seconde se trouve comme 
il suit. 
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Considérons les quatre triangles que les rayons vecteurs peuvent 

former avec les vitesses e, ; désignons par — et ̂  Jes triangles que 

r, r, forment avec v, et par ceux qu'ils forment avec v.. Dés 

lors, le principe des aires fournit l'équation géométrique 

(36) MK = (i -+- m{)f + (i + m)f — m, ο —■ mo,, 

qui exprime une relation linéaire entre les projections des triangles 
f, φ et celle d'un triangle Κ pris dans le plan invariable. Si nous proje-
tons sur un plan perpendiculaire à r, les termes j et ψ, disparaissent, 
et comme rip sin(r, çp) = r

K
f sinil vient 

MKz = (i -+- rn)rf sin [r,f) — m, r,f sin (r,, 

ou bien 

(37) = (r + m)qjK - m, q, / ; 

De même, si nous projetons sur un plan perpendiculaire a r . 

(38) = mqj, - (!-+- m ,)<?,/. 

d'où 
f = ρ® — σω — Κ — ; 

/, · ρ, Κ, — q ι ω, = R . . · 

Si nous projetons enfin sur un plan perpendiculaire à l'intersection 
des orbites, ce sont les termes^) f

K
 qui disparaissent tout d'abord; nous 

pouvons aussi faire abstraction des composantes ω, ω,, et ne consi-
dérer que les triangles que r forme avec et r, avec ro. On trouve 
ainsi 

MR sin L — m, r, ro sin (/·,, f ) — mra, sm (r, f \ ), 

ou bien 

(39J mtq,zs ■■■mqzs, MR 
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où L est la latilude de l'intersection. Les trois intégrales des aires four-
nissent donc z, z, et L, c'est-à-dire les latitudes des deux rayons vec-
teurs et de l'intersection des orbites. Elles déterminent ainsi la position 
du système par rapport at! plan invariable, et elles donnent en outre 
une équation entre les neuf éléments du mouvement relatif, car on a 

<
h

 7*7, - p,q cos>.) JL + q(p
t
q- pq, cos>.)-^ - rU>n>^ 

— qqι \>'2 r'\ sin2i — r\z2 — r~ z\ -t- 2 sa, IT, cosf. 

Cette intégrale et celle ties forces vives réduisent le nombre des 
équations différentielles à sept; on n'en aurait même que six en élimi-
nant dt. Il est d'ailleurs à remarquer que les deux intégrales pour-
raient tenir lieu de deux équations différentielles du premier ordre 
pour les rayons vecteurs, auxquelles il suffirait d'ajouter cinq équations 
différentielles pour les variables tv, et λ ou σ. En effet 

d log 'L 
intqtrs - inqm, ~ui!n,qqt ——-, 

eu prenant seulement la variation de q, q, pour les orbites immobiles; 
par conséquent, en vertu de la troisième intégrale des aires, 

(4°) aq (- — ΙιΛ — Ρ' if' _ P'hf . 

Cette équation permet de remplacer sinL par r' et r\ dans la com-
binaison des trois intégrales des aires et d'obtenir ainsi une équation 
différentielle pour les rayons vecteurs. Elle eu serait une elle-même, 
si nous prenions pour variables les inclinaisons des orbites (i, i, ), les 
distances aux noeuds («, «,) et la différence des nœuds (Θ). Nous au-

nous, dans ce cas, ζ = r suit suit/, et sinL = — 1 les angles w, 

λ et σ s'exprimeraient également par les angles M, i, Θ, et les quan-
tités/i/i s'élimineraient par les deux premières intégrales des aires. La 
troisième intégrale des aires et celle des forces vives fourniraient donc 
deux équations différentielles du premier ordre pour r, r\, auxquelles 
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il faudrait ajouter cinq autres pour les -variables u, u,, i, i, et Θ. On 
aurait 

i'—r°cosn, d'où f.i' — mm
h
 sin λ cosu m, R, ; 

ensuite 

u — —- — -—-- ι , Θ' ~ — t. Λ-1 ■ 

Les nœuds θ", 3·, se trouveraient finalement par des quadratures à 
l'aide des relations 

«3 — -^1- ώ, d3~, — di,. 

Dans tous les cas, le problème revient à l'intégration de sept équa-
tions du premier ordre, que l'on peut réduire à six par l'élimination 
du temps. On n'aurait donc besoin que de cinq intégrations nouvelles, 
le principe du dernier multiplicateur fournissant la sixième. 

On peut enfin réduire les neuf équations à six par une seule inté-
grale. Divisons les distances par un facteur cle similitude n, et dt 
par n yn (d'oùil suit que les vitesses devront être multipliées par y'n). 

Les dérivées des quantités -, r'φι, '—φι, ω yet celles des an-

gles w, λ, ί, prises par rapport à Λ - —ne renfermeront que ces 

mêmes variables, plus n' \/n. Si nous substituons les nouvelles variables 
dans les deux intégrales du système, les constantes H, Κ y sont rempla-

cées par nH et -^L; on peut donc éliminer n, et obtenir une intégrale 

avec la constante TIR2. Le facteur n étant arbitraire, nous pouvons, par 

exemple, prendre n — r; la variable ^ se trouve alors éliminée ^puisque 

— ι, η' φι — r'φιet nous n'avons plus que huit équations, qui se 

réduisent à six par l'élimination de dz et par l'intégrale F TIR2. La 
seconde intégrale, F, = IIr, fait connaître r en fonction des autres va-

riables. On pourrait aussi prendre pour n le rapport -A— — -d— — —,. 

où S, S, sont les angles opposés aux rayons vecteurs dans le triangle 
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des (rois corps. Dans ce cas, r~ et y représenteraient les deux angles S, 

S,, et le troisième s serait donné par la relation î + S 4 S, = i8o°. On 
aurait 

sins«'yrt= r'\!n cosS, + /'ty'«cosS -4- eosScosS, 

et les huit variables S, S,, w, w,, se détermineraient par 
sept équations simultanées, que l'intégrale F = HK.3 réduirait à six ; l'in-
tégrale F, — H« fournirait la valeur absolue des distances. On voit qu'il 
doit exister sept intégrales qui ne renferment que les angles du sys-

tème et les vitesses réduites par le facteur y'»; la constante HK.3 de la 
seule qui soit connue correspond à l'excentricité dans le cas de deux 
corps. Ces résultats s'accordent avec la classification des intégrales 
donnée par M. Bertrand. En effet, les intégrales des deux formes 
F -= const, et nF = const, sont fournies par deux équations différen-

tielles partielles à huit variables, ^ = ο et —■ τ- n'\'n — ο. Il y 

a donc sept intégrales de chacune de ces formes, et comme six de 
l'une se déduisent de sept de l'antre, nous pouvons dire que la forme 
«F = const, comprend sept intégrales, dont deux sont connues, et 
la forme F = const, une seule nouvelle, encore inconnue. Deux inté-
grales des aires et les deux quadratures qui donnent le temps et les 
nœuds complètent le nombre des douze intégrales du problème. 

Lorsqu'on fait usage de la transformation de Jacobi, on a Θ = ο, 
L = ο, u — w, λ — i — /<, et les intégrales des aires donnent 

/==
_R?|^, /

l=
KeiH, cos). Kv-/·; /:, 

de sorte qu'on peut exprimer Τ et U par les variables r, r', u,f, ou 
bien par p, q, ω, sr. 

On a, dans ce cas, 

(40 

fi f 2 

2 Τ = 1 = 1 > 
ft u, a ft, 

ρ et p., étant des masses fictives, et γ = p,r'. 
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U renferme à présent les variables y7 (ou bien ω, ®), et si l'on fait 
Τ — U = H, on a les deux systèmes 

dr d Π d-j __ dW du. dll df __ d U 
dt d y ~dt dr dt df ' dt du 

et 
dp d fi d m d\\ dq d LI des d li 
dt dtà dt dp dt du1 dt dq 

Pour la théorie de la Lune, on pourrait employer une combinaison 
déjà indiquée par Jacobi, laquelle consiste à faire tourner les corps m, 
m, (Lune et Soleil) autour du centre de gravité de m et m

0
 (Lune et 

Terre), en attribuant à la Lune la masse fictive μ — m (x -h m) — ο,ο 1 2, 

au Soleil la masse fictive μ.. = m' (' + m\_ __
 r OI2

 celle de la Terre 

étant l'unité (m
0
 = 1). On ferait, dans ce cas, H = H

0
 — R, où 

u = -- (r + 4) + ' (7; + 4) 

\V''| 4 mV + 2ffl/T| σ I r'—2rrt σ r' / 

et l'on intégrerait par deux ellipses avec les constantes arbitraires a 
(valeur réciproque du grand axe), β (racine carrée du paramètre), 
π (argument de la latitude du périgée), τ (passage au périgée). Les 
grands axes étant 2a

n
 les paramètres 2p, 2/2,, et k toujours la 

constante de l'attraction, on prendrait 

* = er~
m

 ' «I = -■ - ' f1 ~ mVP*> βι = VP I
 K

-

Dans la première approximation, on aurait R = o,f = (3,/, —- β, ; 
la variation des constantes serait fournie par les équations 

da d R άτ î/R d$ r/π d R 
dt άτ dt d α dt dv; ' dt d[S 

et le principe des forces vives donnerait l'intégrale R + s + a, 4- H = o. 
Le développement de R ne diffère pas sensiblement de celui de la fonc-

Tome XIV (QB série). — JUIN 1869. 29 
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tion perturbatrice ordinaire. En désignant par A,, A
2
,... les coefficients 

des puissances de dans cette dernière, nous avons 

R km m, ^ [(ι -f- m) A, -f- (i — m3) A.,~ -+- (i -f- m3) A
3
 — 4-... j, 

niais les arguments ne renferment plus les nœuds, car on a simplement 

σ — coskcosm, -+- sinasirm, cos).. 

VIII. 

Pour terminer, je ferai voir que la réduction des équations diffé-
rentielles du mouvement peut encore s'obtenir d'une manière plus di-
recte. Soient x,y, z, x, y, ζ, x, y, z, les coordonnées, les vitesses et 
les accélérations d'un point rapporté à trois axes mobiles, et soient ,r°, 
y", z" les rotations de ces axes; nous aurons 

Ur dtyz° -%=r+za« dt J xz o dt= Z 4- .*JTU — JY* 

—- χ ·*■ jz" — zy°, -jp =. y -μ zx° — xz'\ ~ = ζ -+- χγ° — j,r". 

En supposant que les forces ne dépendent que des distances, si 011 éli-
mine les rotations, ce système représente 6/2 équations différentielles 
entre les coordonnées et les vitesses de η points. Il n'en représente 
même que 6n — 6, si nous prenons pour χ, χ, x,... les coordonnées, 
les vitesses et les accélérations relatives des différents points. Pour éli-
miner les rotations, nous avons les trois équations f \ = o, — o, 
f

3
 — o, que l'on obtient en différentiant les équations des axes mo-

biles. Ces dernières nous permettent encore d'éliminer trois coor-
données, de sorte que le nombre des équations différentielles se réduit 
à 6// — 9, ou bien à 6// — 10, si nous chassons Ht. Prenons, par 
exemple, l'origine des coordonnées au point ??2

0
, faisons passer le plan 

des χ, y par m,, /??,, et l'axe des χ par m, ; nous aurons 

y , — z, —■ z2 — o, 
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et 

r,~.T,Z°— O, Z, -+- X,y° — o, z3 + X3y° — y 2 x°=o, 

de sorte que nous pourrons remplacer a:°, j°, z° par des fonctions des 
variables χ,, .r

2
, Les équations différentielles se réduisent finale-

ment à 6?ι — 12 par les deux intégrales H = const, et K2 — const., que 
fournissent les principes des forces vives et des aires. Le principe des 
aires donne encore deux intégrales qni déterminent la position des 
axes mobiles par rapport à l'axe polaire; le noeud du plan des ,r, y 
se trouve par une quadrature lorsqu'on connaît x°, y°. 

On peut aussi se servir des intégrales des aires pour éliminer les ro-
tations. Ces dernières s'expriment par deux angles et trois vitesses an-
gulaires, 011, plus simplement, par un seul angle et deux dérivées 
(x° — l',y° = iî'sinl, z° — Q'cosI), si nous prenons pour axe des χ 
le nœud même du plan des x,y mobiles. Dans le problème des trois 
corps, si nous désignons par x

t
, x

2
, x

3
 ; y,, _y

2
, y

3
 ; ζ,, z2, z3

 les diffé-
rences des coordonnées, nous avons 

Σ χ = 2y — Σ ζ =z α, 2 χ — Σ y — 2 ζ = ο, 

et en prenant 

Zf —- Z2 — Z3 — o, 

les intégrales des aires sont 

2 — rz = o, m2 2 — xz — — R sinl, m22— (χγ— rx\ — Kcosl. 

En les combinant avec les relations 

z, -+- x
t
y°— x,y°—· o, z

2
 ■+ x

2
y° - j

2
x° = o, 

on a le moyen d'éliminer les quantités χ°^υ, z°, z
(

, z
2
 (voir p. 204). 

Si nous prenons le plan invariable pour plan des x,y, nous n'avons 
qu'une seule rotation z°= Ω', et si nous faisons passer le méridien de 
l'axe des χ par le point m

K
, en supposant^, = o, la rotation peut s'é-

liminer par l'équation x
t
 z° — y,. Il reste à éliminer y, des dix équa-

29.. 
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tions qui déterminent les coordonnées relatives Λ",, ζ,, .j'j, j
h

 z
2
 et 

les vitesses correspondantes; or on a pour cela, les quatre intégrales 

γ ζ -- ζγ „ zx — :rz 
m m 

, V Χ-Υ — ΥΧ -, „ „ -C3 + Ζ2 ΤΤ π 
m m 

qui permettent, en outre, d'éliminer trois autres variables. 
On arrive encore au même résultat par les considérations suivantes. 

Soit r la distance d'une planète m au Soleil in0, soity7 la vitesse aréo-
lair e relative : les composantes de la vitesse, l'une parallèle, l'autre per-

pendiculaire à r, seront r' et dans la direction de la normale à l'or-

bite la vitesse est nulle. J'appellerai R, F, Ν les accélérations relatives 
suivant les mêmes trois axes mobiles; les rotations correspondantes 

sont r°, zéro et En substituant ces quantités dans les formules 

données plus haut, on trouve 

' ' Κ > ,C> f=rV, r"f , · /N. 

Les produits rF, rN sont les moments des forces perturbatrices, 
projetés sur l'orbite f et sur un plan perpendiculaire; ils sont, pour 
chacun des corps troublants, proportionnels aux projections du tri-
angle Δ qu'il forme avec m, m0; donc 

f = Σι», (-É — Δ cos·,, r"f— Σ ι u, ̂  Δ sin·,, 

comme à la page 217. Il s'ensuit que les dérivées des distances r et des 
vitesses r',f, ainsi que les rotations r° des orbites, s'expriment par les 
éléments du mouvement relatif. Or, on a vu plus haut que les dé-
rivées des angles w, λ dépendent des rotations r°; on peut donc 
former des systèmes qui ne déterminent que le mouvement relatif, et 
il est facile de voir que pour η corps il faut 6/1—9 équations. Elles se 
réduisent à 6n — 10, si nous chassons dt, et nous en connaissons deux 
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intégrales (H = const., Κ2 = const.). Il ne resterait qu'une seule inté-
grale, si, pour diminuer encore d'une unité le nombre des variables, 
nous avions recours à l'artifice déjà expliqué, lequel consiste à diviser 
toutes les distances par une fonction homogène ρ d'une seule dimen-
sion. En faisant r = pp, χ = ρξ,..·, on a évidemment 

f>=/(r, x,...) = pf(p, ξ,...), d'où f(p, ξ,...) = ι, 

de sorte qu'il existe entre les nouvelles variables une relation qui en 
diminue le nombre d'une unité. 

Les forces étant des fonctions homogènes de la dimension ε, il faut 

en même temps remplacer les vitesses r', x',... par ρ'ρ '' , ς ρ ' , et clt 
1 · ζ 

par ρ ' ί/τ. Les dérivées des variables ρ, ξ, ρ', ξ',..., prises par rap-
port au temps fictif τ, ne renferment alors aucune inconnue nouvelle, 
de sorte que l'ordre du système se trouve abaissé d'une unité. Mais la 
constante H se multiplie par pt+e, et K2 par p3 + l; on n'obtient une 

intégrale que parla combinaison H 1 Dans le cas de la nature, 
on a ε — — 2, les carrés des temps réel et fictif sont proportionnels 
aux cubes des unités de longueur 

(£)'=(?)·· 


