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Sur une propriété des systémes qui ont un plan invariable;

Par M. R. RADAU.

Lorsqu’on aborde I'intégration des équations différentielles de la
dynamique, certaines simplifications, basées sur la nature particuliére
de ces équations, s’offrent comme d’elles-mémes. En premier lieu, si
les forces sont indépendantes du temps, on peut exclure la différen-
tielle d¢ des 6 r équations du premier ordre qui représentent le won-
vement de n points matériels, et les réduire ainsi a 6n — 1 équations
simultanées entre 67 variables, Le temps s’obtient alors par une qua-
drature aprés Uintégration du systéme de 6 — 1 équations.

Ensuite, dans les problémes ot les forces ne dépendent que des dis-
tances mutuelles des mobiles, on peut faire abstraction de la position
absolue du systeme par rapport 4 un point fixe dans Pespace, et se
contenter d’en considérer la configuration autour d’un point mobile,
lié au systéme. On peut, par exemple, prendre ’origine des coordon-
nées au centre de gravité, en le supposant fixe; cela ne change rien i
la forme des équations du mouvement, seulement on gague ainsi trois
équations de condition entre les coordonnées, et trois équations sem-
blables entre les vitesses, de sorte qu’on peut éliminer six variables et
diminuer de six le nombre des équations différentielles. En outre, le
mouvement de translation du centre de gravité est connu par trois
intégrales, qui nous apprennent qu’il est rectiligne et uniforme.

Au lieu de rapporter tous les points du systéme au centre de gravité,
on peut aussi les rapporter & un des points que j'ai appelés points
canoniques. Ce sont des centres de gravité de deux masses fictives,
Pune égale a la racine carrée de la masse totale du systéme et située
au centre de gravité réel, I'autre égale a la racine carrée de la masse
de 'un des corps et prenant la place de ce corps. Ce dernier se trouve
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dés lors exclu des équations différentielles; le mouvement des n — 1
planétes a lien autour du point canonique comme autour d’un centre
d’attraction fixe (en ce sens que la fonction des forces renferme main-
tenant les distances des planétes a I'origine des coordonnées). En ré~
sumé, quand les forces et les liaisons des points ne dépendent que des
distances mutuelles de ces derniers, le nombre des équations différen-
tielles se réduit & 672 — 6, ou bien 3 67 — 7, si nous éliminons dt.

Toutes les fois que les forces en jen dans le systeme sont les dérivées
partielles d'une fonction qui ne renferme pas le temps, nous avons
une intégrale indépendante des équations de condition : 'intégrale des
forces vives. Elle existe pour les systémes libres on sollicités par les
attractions de centres fixes, et elle permet d’abaisser le nombre des
équations différentielles d’une unité.

Quand les forces et les liaisons du systeme n'éprouvent aucun chan-
gement par une rotation d’ensemble de tous les points autour d’une
droite fixe, que jappellerai I'axe polaire, nous avons toujours une
intégrale des aires : la somme des vitesses aréolaires autour du pdle
fixe est une constante. Ceci s’applique au cas ot nous avons une ligne
droite contenant des centres fixes. Dans le cas d'un systeme libre, le
théoréme a lieu pour une droite fixe quelconque, ce qui donne trois
intégrales des aires. Pappellerai ici axe polaire celui qui correspond
au maximum de la somme des aires, c’est-a-dire la normale au plan
invariable. Pour un axe quelconque situé dans le plan invariable la
somme des aires est nulle.

Je montrerai quune intégrale des aires et Uintégrale des forces
vives valent ensemble trois intégrales, en ce sens qu’elles permettent
d’éliminer trois variables, ou de réduire de trois unités le nombre des
équations différentielles du probléme. Sil existe une seconde intégrale
des aires, on sait que la troisieme existe aussi, puisque (a, B)=1, sl
nous désignons par «, 3, 7 les sommes des vitesses aréolaires autour
de trois axes rectangulaires, et par (a, 8) la fonction de Poisson. Nous
pouvons alors éliminer cinq variables, et le nombre des équations
différentielles tombe de 6n — 7 & 61 — 12, si le principe du centre
de gravité s’applique également.

Cetle propriété curieuse des intégrales des aires peut s'énoncer géo-
métriquement comme il suit. Toutes les fois qu'un systéme a un pole
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invariable, c’est-a-dire que les forces et les liaisons des points sont
indépendantes de I'orientation du systéme autour d’une droite fixe,
on peut rapporter le mouvement 4 un méridien mobile avec le sys-
teme. La position absolue du plan mobile par rapport & un méridien
fixe se détermine par une quadrature aprés coup, si I'on parvient
intégrer les équations différentielles du mouvement relatif. Or ces
derniéres renferment deux variables de moins que les équations du
mouvement absolu, car le méridien mobile se détermine par une
équation de condition, f'= o, entre les coordonnées, et cette équation

({f' « . 3
en donne une seconde, ~ = ©» qui existe entre les coordonnées et les

vitesses. Ces deux équations permettent d’éliminer une coordonnée et
une vitesse; on peut, par exemple, faire passer le méridien mobile

’ . . . dy. __
par I'un des corps du systéme, ce qui donne y, = o, =, =o0. En

échange on n’introduit qu’une seule variable nouvelle, la rotation du
méridien mobile, qui s’élimine par Vintégrale des aires. En effet,
prenons I'axe polaire pour axe des z, le plan invariable pour plan
des x, y, et l'intersection de ce plan avec le méridien mobile, ou la
ligne des noeuds, pour axe des a; soit Q la longitude du nceud, ou

T s . . L. . dQ
Pangle que le méridien mobile fait avec un méridien fixe, et soit Q' — -
sa vitesse de rotation autour du péle. Les trois composantes de la vi-

tesse d'un point matériel libre seront

/

x' =y, y+axQ, 7z,
et la force vive du systéme deviendra

2T=3Im(x' — y Q)+ Zm(y' + 2 Q) + Zmz?.

Sans modifier cette expression d’une maniére essentielle, nous pourrons
supposer que les variables ont été réduites au plus petit nombre pos-
sible. Au lieu de prendre I'origine au centre de gravité et d’éliminer
les coordonnées de I'un des corps, on peut par exemple en exclure un
directement, en prenant pour origine des coordonnées un point cano-
nique; cela ne changera rien ni 4 la forme de T, ni a la situation du péle

Tome XIV (2* série). — Mar 1869. 22
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invariable. Pour déterminer le méridien mobile, on a I'équation f = o,
qui donme X(f,a'+ f,y' + f.2)= o0, et si nous éliminons une
coordonnée et une vitesse a I'aide de ces deux équations, T reste tou-
jours une fonction homogéne du second degré des variables ', y', 2/, @
La variable Q n’existe ni dans T, ni dans la fonction des forces U. Par
conséquent, si l'on fait

T—-U=H,

daT

c a0

dT
o’

dT dT
= b = =R

et qu'on remplace dans T les variables x’, y’, z/, Q' par les variables
p, ¢, r, K, on aura, par la méthode d’'Hamilton, le systeme canonique

d’équations différentielles :

de dH dp = dH
de  dp’ de T dz’
dy dH dg _  dH
T dg’ AT T A&’
dz __dﬂ dr _ dH
de — dr’  dr 7
do _dH dK _ dBH _
di T dK’ dr T de

L’équation (—%{ = o donne l'intégrale K = const.; c'est I'intégrale
des aires. En prenant les dérivées partielles de H par rapport aux va-
riables x, 7, z, p, 4, r, on traite déja K comme une constante; on ne
changera donc rien aux équations différentielles du mouvement, si
I’'on prend de suite pour K la constante des aires. Ces équations se
réduisent alors 4 67 — 8 équations différentielles entre les variables
X, ¥y 2, P, 4, r, avec la quadrature

do _ dB

dt dK

Deux autres intégrales des aires, 'intégrale des forces vives, H = const.,
et I’élimination de d¢ réduisent ensuite le nombre des équations a
6n - 12.

Vot
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Il est donc démontré que I’on peut former les équations du mouve-
ment en faisant abstraction non-seulement de la translation dans I’es-
pace d’un point mobile, fonction des coordonnées, mais encore de la
rotation d’un plan mobile qui fait également partie du systéme.

Cette idée se trouve déja énoncée a la derniére page du Mémoire de
M. Sylvester, intitulé On the motion of a rigid body acted on by no
external forces [*]. « Le probléme qui vient d’étre traité, dit M. Syl-
vester, constitue peut-étre le cas le plus simple d’une classe bien dé-
finie de questions de dynamique anxquelles s’applique une méthode
spéciale qui consiste 4 renvoyer la recherche du déplacement absolu
apres la détermination du déplacement autour d’une droite fixe. Les
trois problémes qui offrent les exemples les plus importants de ce
genre de questions, et qui forment pour ainsi dire un groupe naturel,
sont : celui de la rotation d’un corps libre, celui d’un corps attiré
par deux centres fixes, et le probléme des trois corps. Dans le pre-
mier et le troisieme, la droite fixe est la normale au plan invariable;
dans le second, c’est la ligne qui joint les centres fixes.... Dans le
probléme des trois corps, on comprend @ priori que, pour recourir
aux- procédés de déformation employés par Jacobi et tous ceux qui
sont venus aprés luj, on pourrait gagner, c'est-a-dire économiser une
intégrale, en formant un systéme d’équations d’oti la position absolue
de l'intersection du plan des trois corps avec le plan invariable serait
exclue. Ce résultat équivaundrait, par le fait, 4 ce qu’on appelle avec
Jacobi I'élimination des noeuds; mais, dans la méthode de Jacobi, la
ligne des nceuds est I'intersection de deux orbites instantanées qui se
coupent dans_le plan invariable, tandis qu’ici c¢’est l'intersection du
plan invariable avec le plan des trois corps....

» Le procédé par lequel ’élément relatif & la position absolue est
pour ainsi dire écarté dés le principe n’est pas un procédé d’élimina-
tion a proprement parler, ou, du moins, nous ne sommes pas obligés
de le reconnaitre pour tel. On appelle élimination I’opération qui con-
siste & chasser une variable d’un systéme d’équations ou elle était déja
entrée; mais ce qu'il y a a faire dans le cas actuel, ce n’est pas de

[*1 Philosophical Transactions, 1866,

22 .
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faire disparaitre une variable, mais de I'exclure dés le commencement :
c’est, pour le dire en un mot, un procédé d’ab-limination qui s’ap-
plique ici. »

M. Sylvester termine par 'annonce d’un Mémoire dans lequel il se
propose de traiter & ce point de vue le probleme des trois corps; mais
il n’a rien publié sur cette question.

La méthode de Jacobi i laquelle M. Sylvester fait allusion daus ce
passage consiste a substituer aux trois corps réels deux corps fictifs et
a introduire comme variables les inclinaisons des orbites que ces corps
décrivent autour du centre de gravité du systéme. Les orbites se cou-
pent dans le plan invariable, la longitude du nceud se détermine par
une quadrature, et les équations finales de Jacobi ne représentent au
fond que six équations du premier ordre. Il dit lni-méme : cinq du
premier et une du second ordre, mais on s’assure facilement que son
systéme peut étre mis sous la forme de six équations du premier ordre
seulement. Il ne parait pas que Jacobi ait jamais essayé de généraliser
ce résultat. Son Mémoire date de 1842. .

I’élimination du ncend du plan des trois corps a été obtenue qua-
torze ans plus tard (en 1856) par Edmond Bour. Ce dernier prend
pour point de départ la transformation de Jacobi, et une analyse fort
compliquée le conduit a deux systémes canoniques de huit variables,
dont chacun peut servir 4 déterminer le mouvement des deux corps
fictifs dans le plan des trois corps. Dans le second figurent les rayons
vecteurs (q,, ¢,) et les vitesses radiales (p,, p,), les azimuts (g, ¢,) des
vecteurs, comptés a partir du noeud, et les vitesses aréolaires dans le
plan des trois corps (p;, p;). Dans le premier systéme de Bour, les
variables ¢;, ., ps» p, sont remplacées par leurs sommes et différences
(ny, n,, I, 1), c’est-a-dire par I'angle compris entre les vecteurs,
I’azimut de la bissectrice de cet angle, la différence des vitesses aréo-
laires et leur somme, qui dépend du cosinus de I'inclinaison. Ce sont
les variables w, 9, ¢, cosd, de M. Brioschi, qui arrive au méme sys-
teme en considérant la bissectrice de |'angle w comme un axe mo-
bile et en éliminant le nceud par les intégrales des aires; seulement,
M. Brioschi nes’apercoit pas que les variables ¢, cos§ sont conjuguées|[*].

{*] Note présentée & I’Académie des Sciences le 6 avril 1868.
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L.

Je ferai voir, dans ce qui suit, comment avec une seule intégrale
des aires I'élimination des nceuds peut s’obtenir directement, en déter-
minant un méridien mobile par une équation quelconque /" = o. Je
montrerai ensuite comment, lorsqu’on dispose de trois intégrales des
aires, on peut employer trois axes mobiles déterminés par trois équa-
tions finies : par exemple, les trois axes principaux d’inertie. Les trois
équations de condition permettent d’éliminer six variables : trois
coordonnées et trois vitesses ; en échange, on v’introduit que cinq va-
riables nouvelles : deux angles et trois vitesses angulaires, qui expri-
ment les rotations autour des axes mobiles. Trois de ces variables
s’éliminent par les intégrales des aires; il en reste deux, qui sont con-
juguées : le cosinus de V'inclinaison du plan des x, y et I'azimut de
I'axe des « dans ce plan. Ces deux variables prennent la place des
six qui ont été éliminées par les équations de condition; nous avons
par conséquent quatre variables de moins aprés avoir épuisé les inté-
grales des aires. On arrive ainsi de nouveau a4 6 — 12 équations dif-
férentielles du premier ordre, ou 4 un systéme canonique de 62 — 10
équations dont on connait une intégrale, H = const.

Reprenons I'expression de la force vive qui renferme la rotation d’un

méridien mobile

2T = Xm(x' — y Q)P+ Em(y + Q') + Zmz*.
Le méridien est déterminé par une équation f(xyz) = o, qui donne

V= s@f +yfy+df)=o0
Je supposerai que ce sont la les seules équations de condition, soit que
le principe du centre de gravité n’ait pas lieu, soit qu'il ait lieu, mais
qu’on ait pris pour origine un point canonique (ce qui a pour effet
d’éliminer un des corps, sans changer la forme de T, comme je I'ex-
pliquerai plus loin). On pourrait maintenant éliminer deux variables,

r [ T 4 : e df — .
par exemple, y, et 7, & I'aide des deux équations j == o, - == o;
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T resterait une fonction homogéne du second degré des vitesses, et on
. 1
pourrait y appliquer la méthode d’Hamilton, comme nous Pavons

. df
fait plus haut. Mais il vaut mieux différentier Pexpression T + o >
ou o est un multiplicateur qui se détermine par la condition que

dT s
Lo -= 0. On trouve de cette maniere

dr
p= % =m(x' — y Q)+ af,,
q = % =my +xQ)+~af,
r= %z—l: = mz o f,
K= % = Im(xy — ya') + QIm{x* +)7).

Il s’agit maintenant de remplacer dans T les variables &', 3, ¢/, &
par les variables p, ¢, r, K. On a d’abord

Z((/.I‘ — p‘}’) =K + 02(1"]‘: _]_/Tr)’
d’ou

K—= —
ye  B=3lgz—pp),

(af —fo)

ensutite
2T =32 [(p— af\ )+ (g — af) )+ (r—af. 7],

expression dans laquelle nous pouvons supposer I'unc des variables
P q» r, par exemple q,, égale & zéro, a cause du multiplicateur indé-
terminé; en méme lemps, nous ponvons éliminer la variable conju-
gnée y, par équation f = o. La méthode d’'Hamilton donne ensuite
le systéme canonique d’équations différentielles

dx dH  dp _ dH

& " dp' dat dx

k)

avee | drature 22 = ¥ et lintégrale K = t i r
avee 1a qua rature P '(TK’ e j§4] egra e — COons ry qu1 nous pe -

Vi (TR I
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met de prendre pour K la constante des aires. La formule qui donne «
ne cesse pas d’étre vraie, si nous prenons f = y, = o, d’ott ¥, = o
et ¢, = o. Eu effet, elle repose sur I'équation

d(."'n -+ & 9‘/)2 dyo

1
(o = —I oL~
1o 20 Z, d Y dy,

:—:0,

qui subsiste pour y, = 0. Dans ce cas, les dérivées partielles de f
sont nulles, 4 I'exception d’une seule, qui est égale & I'unité. Nous
avons, par suite, en supposant ¥, = o0, ¢, = 0,

(K —2(qz—pr)\?*
I)Io B z

Xy

2T = 2’-1’; (PP + g+ r) +
Si le principe du centre de gravité a lieu, on peut encore éliminer six
variables, soit directement, en rapportant les coordonnées & un point
canonique (ce qui permet d’exclure 'un des corps), soit indirectement,
en prenant P'origine au centre de gravité et en ajoutant a4 T I'expres-
sion B, Smx’ + f,2my’ + B, Emz’, les multiplicateurs {3,, f8,, f5, de-
vant étre choisis de maniére que trois des variables p, g, r s’évanouis-
sent identiquement. On trouve alors

p=m(x' —yQ~+ f,) + af,,
g=m(y+xQ+ ) +af,
r=m(z+f)  +afl,
K=2Zm(xy — yx')+ QZm(x*+ y?),

et, en tenant compte des équations

Zmmx =o0, Zmy =o, Zmz = o,
Zmx’ =o0, Imy'=o, Zmz = o,
il vient
2(qx — pr) =K+ a2(zf, — 57 5),
Ip=[f,Zm+ alf’,
3q=[2m+ a3f,,
2re= B, Em+ a3f;
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enfin

aT:EB’;(p— mB, —af V+ ..,

ou il faut mettre pour «, f,, B2, 3, les valeurs dounées par les équa-
tions ci-dessus. Pour prendre un exemple, supposons que le méridien
mobile est un plan nul, d’apres I'expression de M. Haton de la Gou-
pilliere, c'est-a-dire que f= Smxy = o. Alors J, =my, [, = mx,
fimo, 3f.=3f,=3f,=o.

Par suite,

Sp==f/Zm, Zq=PfZm, Zr=[,3Im,
S(qxr—pr)=K +aZm(x®—y*).

On tire de la

_s! 2 ry_ BPPH (3R +(2r)
2T=2-(p*+ ¢ +1%) —

im

—2al(qr + py)+oatIm(a® + y?),
ou bien, aprés quelques réductions,

JT = s P (Ep) A (2q) (2
m Iim
Imz? (K 4+ 23py P -+ my (K —2Sqgel — Im{z® + y?)[2{pr + q2)}
[2m(x?—y)] )

Dans cette expression, il est permis de supposer identiquement
nulles les variables p,, o, I, €t p;; en méme temps on doit éliminer les
variables conjuguées x,, ¥o, Zo, 2y, & 'aide des équations

Smx =0, EZmy=o0, Zmz=o0, 2mnx)y =o0.

On forme ensuite les 6n — 8 équations

dr _ dH dp dll
dt ~ dp’ ar T dx

9oy

dont on connait trois intégrales (deux intégrales des aires et Pinté-
grale H = const.), et d’on I'on peut encore éliminer dt.

e NTREREN
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Si nous avions pris pour origine un point canonique, nous aurions
pu exclure dés le principe le corps m,, et nous aurions trouvé

2 2
o =3Pt +"
m

— 2a2(gx + py) + & Zm(x* + ).

En supposant p, = o, il faudrait éliminer x, par I'équation
Zmxy = o,

puis différentier H comme précédemment.

Les deux intégrales des aires dont nous n’avons pas fait usage peu-
vent §’écrire comme il suit, en supposant que l'axe des z est I'axe
polaire,

Em(zx’ — x7) — Q' EZmyz = o,

Em(yd —zy') — Q' EZmxz = o,
ou bien,

3(pz— ) = a3(z £l — afL ),

2y —qz) = a2y fo — ).

Quand le méridien mobile estun plan nul, nousavons Zmxy = o, et

2(pz — rx) = aZimyz,
2(ry —qz) = — aimzx,
3(qx— py) = aZm(x* — y*) + K.

L’élimination de a donne deux équations -entre les variables «, 7, z,
p, q, r. La forme de ces intégrales est d’ailleurs la méme, que l'on
prenne pour origine le centre de gravité ou un point canonique.

1I.

Clest ici le lieu de dire quelques mots de la transformation orthogo-
nale par laquelle on peut réduire le mouvement d'un sytéme libre de
n -+~ 1 corps & un mouvement de n corps autour d’un centre d’attrac-

Teme X1V (2¢ série). — Mar 186g. o 23
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tion fixe. Cette transformation fait 'objet d’'un Mémoire qui a paru
dans les Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure; je me
boruerai 4 en citer quelques résultats.

On sait qu'une substitution orthogonale laisse intacte la forme qua-
dratique Zx?, qui devient 3 lorsqu’on introduit les variables £ 4 la
place des variables . Cela tient aux équations de condition qui existent
entre les coefficients de la substitution et qui ont pour effet de faire
disparaitre de I'expression

Zx? = E(agky + a, & +...)%,

tous les produits £ &,,... qui ne sont pas des carrés. Plus générale-
ment, on aura Zay = 2y, si la méme substitution orthogonale a lieu
entre les variables x, &, et entre les variables y, v, puisque la forme

2xy = Z(agky + aky +...) (agn, + a;q, +...)

a les mémes coefficients que la forme Zx®. Enfin, il est évident que
’on pourra ici remplacer les variables xx, y par leurs dérivées, et que
F'on pourra ajouter ensemble plusieurs équations telles que Sx* = 3&2,
3y?= 3n?,.... On peut donc dire que la substitution orthogonale, ap-
pliquée simultanément a plusieurs systemes de variables x,, x,...,
Fos Yioeers Boy Bise.-, laisse intacte la forme quadratique Z((x)), ou le
symbole ((x)) représente 2 volonté un produit ou une somme de pro-
duits tels que-

x‘),, x.ﬂ, ‘7.2‘ x? +]-2’ xQ +)2 + zﬂ’\
xdx, xdy — ydx,

dx®, dx®+ dy? + dz?,

d*xdx + d*ydy + dzdz,

..............................

................

Si nous écrivons yma & laplace de x, & & la place de £, I'équa-
tion symbolique qui représente le résultat de la substitution orthogo-



PURES ETAPPLIQUEES. 179

nale devient

2m((x)) = 2p((E))

ou Zm((x)) peut représenter les moments d’inertie, la force vive, le
mouvement aréolaire, la variation de la fonction des forces :

1 :
oU = ‘FZrn(d2.rd‘x+d2]d‘_y +d?zcz),

les parametres différentiels :
A*=3_(D?+D2+D?) et y= 3 — (D, D, +D,D, + D.D,),

ou d’autres formes analogues.

Nous pouvons maintenant spécialiser la substitution orthogonale en
introduisant la condition que p, soit la somme des n + 1 masses m,,
my,..., etque &y, 1o, 5, soient les coordonnées du centre de gravité de ces
masses. J'ai trouvé que les coefficients de cette substitution spéciale du
degré n + 1 peuvent étre formés, suivant une loi trés-simple, au moyen
des coefficients de la substitution générale du degré n. Nous avons,
dés lors, en désignant par M la somme des masses m, et par X, Y, Z
les coordonnées de leur centre de gravité,

?mi((xi)) = M((X)) + Z[‘U*i((gi))'
De cette formule on tire la suivante :

. S=ﬁ2m,~m,,((xi — x3))
— Im () — M((X) = %mi (2= X))= :‘;w ((&:))-

)

Le seul aspect de cette formule symbolique nous apprend que la
force vive, le mouvement aréolaire, les moments d’inertie, le plan
invariable, les axes principaux d’inertie, énfin la variation d'U, sont

les mémes pour les n corps fictifs i1, p,,..., dont les coordonnées
‘ 23.,



180 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

sont les &, v, §, et pour les 2 + 1 corps donnés m,, m,,..., ces der-
niers étant rapportés i leur centre de gravité par les coordonnées
x — X, y— Y, z— Z. Les formules de transformation nous permet-
tent d’exprimer ces 3n + 3 coordonnées par les 3n variables &, 7, £;
on peut donc exprimer U en fonction des mémes variables. Dés lors,
I'équation

A2 30U = Sp(d%E 0% -+ d*n & -+ d*5 %)

nous donne

A dU dm _ dU ¢ du
b= P T ta T
équations semblables & celles qu’on a pour les variables x, y, z. Le
méme raisonnement s’applique 4 la forme canonique des équations
différentielles du mouvement, et I'on voit qu’elle a lieu pour les #
corps fictifs comme pour les n + 1 corps réels.

On peut d'ailleurs réduire cette transformation a un simple change-
ment d’origine. En effet, la formule (1) montre que la somme S se
rédnit 2 n termes et qu'elle devient

n

S = Zmi(f .Z'i)),

1

si nous prenons pour origine un point canonique, défini par la condi-

tion, que

mo((200)) = M((X)),.

ou. bien.
vm,x, = yMX = o.

Cela ne change pas la valenr de S, puisqu’elle ne dépend que des dif-
férences des coordonnées. Le monvement des n planétes m,, m,,... a
douc lieu autour du point canonique comme autour d’un centre fixe,
car nous avons

d*x dU

—_— .-

n drr — dz

vt . 1 Kl P AR I NN KU R
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en remplacant dans U les coordonnées x,, ¥,, %, par des fonctions
linéaires des autres coordonnées. Si nous prenons le signe supérieur
et my, =1, il vient

n

— Xm; x;,. ...
ey

Xy = —

Les intégrales des forces vives et des aires ont lieu sans changement
pour les n planétes rapportées au point mobile qui vient d’étre défini,
et les constantes H, K sont les mémes que lorsqu’on rapporte les 1 + 1
corps a leur centre de gravité. Le plan invariable et les axes princi-
paux d’inertie sont aussi les mémes dans les.deux cas. Enfin, la trans-
formation s’étend a I'équation aux dérivées partielles dont la solution
compléte fournit les intégrales du probléme. Y appellerai premier para-
metre différentiel du systéme le symbole déja défini

=2l (@) @) @) )
om| \dx dy dz
c’est-a-dire la demi-somme des carrés des parametres différentiels du
premier ordre dans la notation de M. Lamé. L’équation dont il s’agit
peut alors.s’écrire
VW =U + H.

Or, la formule (1) montre qne

W s [V (AWN? (WA} e AW (AW (AW
vw=s () (@) () | ax) ) (@) |
d’oui il suit que ’équation aux dérivées partielles qui définit la fonc-
tion caractéristique W devient

) . T "dW\? dW\? dW\ ¢
v W =t - gl () () + (@) ]

Le symbole vy ne comprend plus que 3n termes au lieu de
3n + 3, et les dérivées partielles de W par rapport aux trois coordon-
nées X, Y, Z du centre de gravité ne figurent ici que comme des con-
stantes, puisque U ne renferme pas les variables X, Y, Z.
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Pour trois corps, la formule (1) donne encore cette relation cu-
rieuse :

(2) m? 2 = ((x;)) = Sm; ((x; — X)),

ou

a mymym,
X =Xy Xy Xy T XLy — Xy, XX = XLy, M=

. . . N mx;
1l existe donc une substitution orthogonale entre les variables —

vm,;

et \m(x; — X), c’est-a-dire entre les coordonnées relatives de trois

masses et leurs coordonnées rapportées 4 leur centre de gravité. la
substitution est la suivante :

et les neuf coefficients sont

m, Vi, m, 4 Vm, M \/ma m — \/sz
M M ’ M ’

....................................

Si, dans la fonction des forces U, nous remplacons les différences
des coordonnées x, — x,, ¥y — ¥3,... par des expressions de cette
forme

my m,
xa—M—Ex, y3——ﬁ2y,...,
nous avons
2 dixy dU 2 BYs dU

m

= —_— =1
v = Magy ™ g =M gy

La transformation orthogonale par laquelle on se débarrasse des
équations de condition Imx =o,... du centre de gravité, existe
entre les coordonnées de méme nom d’un certain nombre de points

[ ' ' ¥l 14 PH e f
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matériels ; elle est indépendante de la direction des axes coordonnés.
Les points 11 sont déterminés par les points m, en vertu d’équations
analogues a celles qui déterminent les centres de gravité. Au contraire,
la transformation orthogonale dont on se sert ordinairement ne dé-
termine que la direction des axes; elle laisse intactes les expressions
de la forme

Xi g+ ViV —+ 2 2y

ou F'on peut remplacer les variables par leurs dérivées, si les coeffi-
cients de la transformation sont des constantes, ¢’est-a-dire si les axes
restent fixes dans I'espace.

I1T.

Avant d’aller plus loin, il sera utile de rappeler quelques formules
qui servent A la transformation des coordonnées. Considérons denx
systemes d’axes rectangulaires, 'un fize, autre mobile, ayant méme
origine; soient x, y, z les coordonnées fixes, et x, ¥, z les coordonnées
mobiles d’un point animé d’un mouvement indépendant. Désignons
para,, b, e, a,, by, ¢,; a,, by, ¢, les coordonnées mobiles des points
@’intersection des axes fixes avec une sphere de rayon égal a I'unité,
qui a 'origine pour centre; les coordonnées fixes des points d’'inter-
section des axes mobiles avec la méme sphére seront a,, a,, a,;
b,, by, by; ¢y, 04, c;. On anra les formules connues :

x=a,x+ b, y+c z, X=X+ ayy -+ a,z,
y=a,x + b,y + c,z, Yy =bix+byy + b,z
E=a,x + by y+ ¢ 3 2 =CX+Cyy +Cyz,

bz —e,y =a,y — a,z,
6 x—a,z =byy — b,z

a,y —-bx=c,y — c,z,

et ainsi de suite. En remplacant les coordonnées z, ¥ %, X, Y, zpar les
coordonnées des points d’intersection de la sphére avec les axes, on
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aura
a? + b} -+ ci=1, al+al+a;=1,

a,ay + b, by+c,c,=o0, a b, +ab,+ab;=o,

Je désignerai toujours par des lettres accentuées (x’, y',...) les déri-
vées des variables prises par rapport au temps. Les composantes de la
vitesse d’un point (xyz, xyz) seront représentées par des lettres sur-
montées d'un point x, j, Z, X, jf, i); pour les axes fixes on aura donc
X' =X, y = y, 7 = z. Enfin, je me servirai d’'un exposanto (x°, ¥°, 2°
x°, y°, z°) pour désigner les rotations autour des axes, c’est-a-dire les
composantes de la rotation du systéme mobile. Les vitesses étant con-
sidérées comme des longueurs prises dans la direction du mouvement,
les rotations comme des longueurs portées sur l'axe de rotation, les
aires ou vitesses aréolaires comme des longueurs portées sur la normale
i Porbite, on peut les projeter sur les axes coordonnés comme les
rayons vecteurs et les distances; nous aurons

x=a,x+b y+cz, x=a, x+ ay-+az,
X° =a,x°+ b, y°+ ¢, 2% x°=a, x°+a,y° +a,z°

[ I T TR IR E RN ee e e

comme pour les coordonnées. Nous prendrons les rotations dans le
sens indiqué ci-apres :
}’ w»> 2 W X B ]’
+x0 +y0 <+ zO
Alors

=c, b+ by + ey by =— b, ¢, — by, — by,
yO=a,Cy + a6y +a, ;= — € a,— ¢y dy— Cs ays
2 =b,d, + byd,+ b dy=—a b —ab,—a, b,

[
o i o e
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X =agay+ by by + ¢y ¢y = —aya,— bV, — ¢, c,,
Yo=asd, + b, b, +¢c; ¢\ = —a,d;— b, b,— ¢, ¢,
2 =a,a,+bb,+c cy=—a,a, — bk, —c,c,.

Pour les vitesses absolues d’un point (x, y, z) dans les directions des

axes mobiles, on aura
X = xl+joz _zo‘)ﬂ’
(3) y ="+ 2°x— x°z,
2 =5 + x°% —r°x.

Ces vitesses étant nulles pour les points des axes fixes dont les coor-

données mobiles sont a, b, ¢, nous avons
0=a'+ y°c — z°b,
et ainsi de suite, ou bien

a,= 2°b, —y°c, =y°a, — z°a,,

On tire de la

U
(4) x°ay, +y°lt, + z°c, = o,
x°d; -+ y°by + 2°C, = o,
et
X°dy -+ y°d, +z2°d, = o,
d’ott

Enfin nous avons

x°=a,x°—b,c| +c b =a,y°—b,c, +c, b, =a,z

bs €y +cy b

’
3

. 7 r ’ ’ 7
)0=bx—c,d +a,c =by—c,d,+a,c, =by2°—cydy+a,c,,

»0

Tome XIV (2° série). — Mar 186g.

r 14 ’ r .
2 =c,x°—a, b +bla1 =0y y°—a,h, +b2a2:(‘13 ZO_‘“:!”:; ‘4“,’3”37

21
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formules qui expriment les trois rotations autour des axes mobiles par
la rotation autour d’un axe fixe et par les dérivées des cosinus qui dé-
terminent cet axe fixe par rapport aux axes mobiles. Les trois cosinus
d’un axe ne représentent que deux variables indépendauntes, les neuf
cosinus d’une transformation orthogonale n’en représentent que trois.
On les exprime ordinairement par I'inclinaison T du plan des x, y sur
le plan des x, y, et par les angles Q, ¢ que l'intersection de ces plans
fait avec les axes des x et des x; jappellerai Q la longitude du nceud,
et 9 I'azimut de 'axe des . Nous aurons

ity =sinl sing, x°=Q'sinIsin g + I' cosg,
b; = sinl coso, y° =sinlcosg —1'sin g,
¢, = cosl, 2° = (Y cosl + ¢,

z° = Q' 4 ¢’cosL.
En prenant le nceud pour axe des x, on aurait g = o, et
at =T, y*=Qsinl, 22=Qcosl, z°=20"
On voit que les rotations dépendent en général de deux angles et de
trois vitesses angulaires. On peut encore les exprimer d'une maniére
assez élégante par les longitudes ¥, ¥,, ¥, des intersections du plan

des x, v avec les trois plans des v, z, des z, & et des x, y. Je ferai
» ) y ©9 s Y

Y, — ¥, = 9,, ¥, — ¥, = 921 V,—V,= 6..-;

5,—&-5,-&—93:1).

Alors, en désignant encore par I,, [2, 1, les inclinaisons des trois
k] D 3
plans :

x = xsinl, sin¥, + ysinl,sin¥, + zsinlysin'¥,,
y = — wsinl, cos¥, — ysinl, cos't, — zsinl, cosy,

z = xcosl, + ycosl, + zcosly,

. . - . i et e [IERE
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ou bien, en faisant
©® = — 2sind, sinf, sinf, = é(sin 26, + sin 2§, + sin26,)
et
0* = tangf, tang0, tang?,,
X8 = x ysin26, sin ¥, + ¥ Vsin26, sin ¥, + z Vsin 20, sin ¥y,

yO = — xysin20, cos¥, — y ysina6, cos ¥, — zysin26, cos ¥,

z® = xytangd, + yyitangf, + zy tangf,.

Soit maintenant

; sin29, , cos 6,

=Y, sin?l, = ¥,

o ! sin®, siné,
de méme .
{ =W, sin?l,, {,=WV,sin*l,,
on aura
22° =/, + 1, + 1,

acosl,x® = — /[, + /, + Iy,

a2cosl, y° =+ {, — I, + {,,

2c081,2° =+ {, + {, — ,,

et les angles I,, I,, I,, compris entre les axes mobiles et P'axe fixe des z
1> 29 139 b}
s’expriment par les longitudes des trois neeuds a I'aide des formules
o] — ) 0 5 in?l __sin2§,
cos*l, = cotuang?, cotang¥,, sin’l, = o W
On voit que les rotations dépendent ici des trois vitesses angulaires
¥, ¥,, ¥, et des trois différences §,, 0,, 0, lesquelles ne représentent
que deux variables, puisque leur somme est nulle. Nous pouvons écrire

¥, sin28, + ¥ sin26, -+ ¥, sin26,
- sin26, - sin20, + sin2 0, ’

ZO

2° ¥, sin26, — ¥, sin28, — ¥, sin26,
a® == xS P
sin§, \«/sin'zez.sin 28,
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1V.

La force vive d’un systéme de points matériels s’exprimera mainte-
nant par la formule

2 T'=Sm(a? - 2%)
=3m(x'+ y°z — 2% )+ Zm( ' +2°c —x°2) + Em (2 +ay — )l 2

L.e double de I’aire qu'un rayon vecteur décrit dans I'unité de temps
peut se projeter sur les trois plans mobiles, ce qui donne les trois
composantes

)’Z.» — z_sj’, 2 — xé, xj —j.ir-,

que nous pouvons nous figurer comme des longueurs portées sur les
axes mobiles des x, y, z. Je les supposerai toujours multipliées par les
masses, et J'appellerai mouvement aréolaire autour de Uaxe des z 1a

somine

Sm(xy - yx).

Les mouvements aréolaires sont les dérivées partielles de la demi-
force vive par rapport aux rotations; en effet

dT
dz°

. dr . (Z).’ . o o
= ).rn(a R %> = Zm(xy — yx).

On aura d’ailleurs

dT / ’ Uy 2 2 oy . oy
== Im(yzs — zy') -+ 2 Em(y* + 2*) — y° Emax)y — 2° Smzax,
{T o ; s

:ﬁ = 3Im(zx' — xz'i + y*Em(z* +x*) — 2°Emyz —a’Smay,
'y . -
{T , N 8 - .

'7~0 = Sm(xy’ — yx') + 2° Em(x? +9*) —x°Emzx — y*Smyz.
7 €9 Y ;; .

Daus le cas ou les plans mobiles sont les plans principaux d’inertie,

1 [ g IR ERE
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on aura, en désignant par A, B, C les moments d'inertie principaux,

dT o ’ ; )
T = 2m(yz — zy’) + x°A,
. dT , , °
(5) = Sm{zx' — x2') + y°B,
dT ’ vyt
= = Zm(xy’ ~yu') 4+ 2°C.

Si nous prenons pour axe des z I'axe polaire, c'est-a-dire Ia nor-
wale au plan invariable, les intégrales des aires nous apprennent que
le mouvement aréolaire autour de cet axe est égal 4 une constante K,
et qu’il est nul autour d’un axe quelconque perpendiculaire au pre-
mier. Il s’ensvit que le mouvement aréolaire autour d’un des axes
mobiles sera égal 4 la projection de K sur cet axe, K étant une lon-
gueur portée sur 'axe polaire, et que les intégrales des aires pour-
ront s’écrire

dT dT

(6> (Z;a— @, (‘51) = Kb, —_— = KC,

ou a, b, ¢ sont les trois cosinus de |’axe polaire.

La force vive étant une fonction homogéne du second degré par
rapport aux vitesses apparentes x’, ', z’ et aux rotations x°, y°, z*,
on aura

T s o ®® @1 | edT | dT AT
==\Y&m Ty ti dw ) e T ’
et en prenant les différentielles totales
dT dT dT
— 4 —_— . — — —_— . Y
dT—“<xd(1m'+"‘ dxdx >+r (1’(&“4—.,.,
ou bien, en faisant
dT . dT - dT -
dw — P Hm =D g =
. aT dT
dl = 2(1"{[/)-{—'...—~——dxw...>+x°n’ +
dr da®
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Si les intégrales des aires ont lieu, nous pouvons remplacer les déri-

, dT
vées ——, - pal Ka,..., et alors

A1 = H<.x"dp — ‘%dx)+...+ K (x°da + y°db + z°dc”.

v A I I3 5 - . " 0
Si, d'un autre coté, nous éliminons les variables x', »”, 2/, x°, »°, 2°,
A I'aide des relations linéaires
dT dT

TR Ka=-—=5-++5

P=qv da°

la force vive devient une fonction homogene du second degré des va-
rables p, ¢, r, a, b, c; elle renferme en outre les variables x, ¥, z. I
s'ensuit que, sous cette forme,

¢ZT~2( ) dp +Z< )dx+ —l—( >da+
Cette expression doit étre identique a la premiére, puisque I'une se
déduit de 'autre par une simple transformation littérale; donc

_,__(rl'[' dT__ dT K . dT
.Z-—\-g;ad‘z——‘z’ x° da’

pour toutes les variables employées. On peut d’ailleurs remarquer
qu’en vertu des intégrales des aires le dernier terme de dT, qui dé-
pend des rotations, s’évanouit, en supposant que les rotations soient
exprimces en fonction des trois cosinus a, b, c¢. En effet, si nous dé-

signons par z° la rotation autour de l'axe polaire, les formules (4)
donnent

ax®+ by® + ¢z° = z°,
a’da—+y°db + z°de = o.
On tire de la

2l = 2(pa’+ gy + 1) + Kzo,
et

AT = 2(a'dp -+ y'dy + 2'dr) — 2<dex + {IT(/] + Td)

[ [ e DRTNERI
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Par conséquent aussi
dT dT dT
('2;> da + <d_b-> db + (FL—> de = o.

a4+ b+ c?=1, ada-+bdh+ cde = o,

On a d’ailleurs

et, & cause des relations
[g— o
a'= bz° — ¢y°,...

que nous avons démontrées plus haut,
da d'T dT
db dT
kg =e(z)-a(Z)
de dT dT
<G =a(z@) @)

Des deux premiéres de ces équations on déduit

55 8

K(a'b — ab') = (a*+ b%)(‘%‘) —ac (%) . bc(%)
Or, si 'on pose
a = 1 —¢*sing, b=y1—c*cosg,

on aura

da » ac db be dy a' b — ab’

T T & T T ww e AT ey

Par conséquent

K(!q)__ dT (dT\ da dT\ db
2=\z) @z +\a)z

dT
de
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D’un autre coté, la troisiéme équation donne

K de . ( dT cos® dT
dt sing ilcosg ? d sing

On voit que I'azimut ¢ de I'axe des x et le cosinus ¢ de 'angle
compris entre Paxe des z el I’axe polaire sont des variables conju-
guées. Le nceud Q n’est point entré dans les équations. Pour compléter
le systeme des équations différentielles, nous écrirons les équations du
mouvement sous la forme adoptée par Lagrange :

dp __d(T+ 1)
dr — dx

1l faut ici supposer que les coordonnées x, y, z ont été réduites au
plus petit nombre possible 4 I'aide des équations de condition, ce qui
n'empéche pas T d’étre une fonction homogéne des x', 3, 7', et n'a,
par conséqueut, aucune influence sur le raisonnement qui vient d’étre
présenté. Les équations ci-dessus sont d’ailleurs évidemment indépen-
dantes du choix des variables par lesquelles on remplacera les rota-

. . dT dT

tions ¢, %, 2°, et, puisque —— = — (ﬂ)’ elles donnent
dp dH
a = " \dz )77

ot H =T — U. Si nous supprimons les parentheéses, nous avons le
systéme canonique

/ (/.r_dH d/)_ dH ¢
a — dp’ dt —  dz
- dy _dH  dg _  dH
(=) rll—(/rl, rlt—_?[__f’“"
t ds __ dHl dr_ dH
de — dr’ a T ds
dcp__d_l'_l de dH

dt de’ dr dy )

[ [ R NI
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Les équations du centre de gravité et les trois équations de condition
qui déterminent les axes mobiles réduisent le nombre des variables
x, ¥, 24 3n — 63 le nombre des équations ci-dessus n’est donc que de
6n —12 + 2 = 6n — 10. Nous avons, en outre, I'intégrale H = const.;
donc, si nous éliminons la différentielle du temps dt, notre systéme ne
représente en définitive que 6n — 12 équations du premier ordre.

La constante K n’entre dans T que multipliée par a, b, c; par con-
séquent

dT _ 5@ dT . ° © P
<'dT{>-—ZT{<E>-—-[LT +b) -+ c2 =2z,

ou bien

df
8 70— .
(8) 7K
"Quand on n’a qu’une seule intégrale des aires, il faut faire coin-

cider I'axe des z avec I’axe polaire, ce qui donne

dT __

QU 0 L J— ’
x°=7y°=o0, z2°={, e

Dans ce cas, nous avons une seule équation entre les coordonnées (elle
détermine I'axe mobile des x); le nombre des équations différentielles
est alors de 6n — 2, elles représentent 67 — 4 équations du premier
ordre en comptant l'intégrale H = const., et I'élimination de dz. La
seule inconnue que I'on introduise par 'emploi des axes mobiles est
ici la longitude O ; elle se détermine par la quadrature

, _dR
O=x

Si nous exprimons les rotations par trois angles ¢,, by, Yy et trois
vitesses angulaires ¥/, ¥;, ¢;, la différentielle dT renfermera le terme

' Z(Lp’dn—j—:dq»),

qui devra s’annuler par les intégrales des aires. Néanmoins, si nous
Tome XIV (27 série). — Ma1 1869, 25
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éliminons x', 3, 2/,..., {/ par les relations linéaires

_daT __dT
p—--(-[z—,v", 77-’—(7:;,7

nous pourrons raisonner comme précédemment en comparant les

deux expressions de dT obtenues avant et apres I’élimination. Nous
aurons '

dT = Z(x’dp-— gdx) A+ E(up’dn - %dap)

dT dT ./dT . /dT
2(5>dp+ Z(a—>dx+...—+— Z(E)dnﬂ—},(d—\p)ddﬁ

. {(dT\ dT _  [dT
X = -@ ) EZ‘" == -— Z ] ]
,_ (4T dT dT
v=(z) H=~(G)
Les equations de Lagrange donnent ensuite

dp dH dr dH
o~ " \dz )7 ae T T ay )’

On tirerait de 1 le systéme canonique

I

dx dH  dp dH
TG ES T @
............... e,
Ay dH  dx o« H
& T dn’ dr Y

......................

Mais ce systeme se simplifie par les intégrales des aires. En effet, si
nous prenons pour les variables ¢ les longitudes ¥ des noeuds des
plans mobiles, les rotations ne renferment que les différences
6, =¥, — ¥,,..., et nous avous

6, +6,+ 6, =o.

' [ ' i [Nl NN} N R A EE N |
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D’un autre c6té, en vertu des intégrales des aires,

dT dT dx° adx® dz°
v =2 ar =Ry =Kop
ou bien
Ksin29 Ksina28
7w = - == 5 ’
202 Zsin26
d’ou ’
T+, +m =K
et

nl 4+l 4+ ammycos 26, =n2, ...

Les six variables §, n ne représentent donc en définitive que deux
variables indépendantes. On aura d’ailleurs

de, _ (dT dT
dt ~ \dmr, dn, ’

dny _ (dT dT
dr — \dg, da,)’

...................

Lorsqu’on exprime les rotations par les variables o, I, ¢/, I’, ',
on a, comme nous l'avons vu,

a = sinlsing, x°=Q'a+ I'cosgy,
b =sinlcosp, y°=Q'b— I'sing,
¢ = cosl, 22 =0Q0c+ ¢,

22 =" 4 9'c.

Les iutégrales des aires peuvent se mettre sous les formes suivantes :

dT dT dT __ 9Tk dT
o= T dATY g =R =

Si nous éliminons les vitesses angulaires Q', T, ¢’ 4 'aide des relations

25..
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linéaires ci-dessus, nous pouvons raisonner comme précédemment
pour les variables ¢/, et nous trouvons que les équations

dr _ (dH\ dp _  (dH
d— \dp)’ ar — " \az )’
subsistent toujours; seulement I'expression de H renferme, & Ia place
dT dT dT

des trois variables #,, 7, 7, les valeurs de 25 qui sont :

da’’ a1’
K, o, K¢. Il ne reste donc dans H, 4 c6té des variables x, y, 3, p, q, r,
que ¢ et ¢ = cosl. La comparaison des deux valeurs de d'T, obtenues
avant et aprés I'élimination, donne encore

(4,

dy dy
K de dT\ dH
=—{z)=-Z
par les équations de Lagrange et par les intégrales des aires. Enfin,

la partie de dT qui dépend des rotations devant s’annuler par les in-
tégrales des aires, on aura, aprés I'élimination,

()t + ()=

. dy _ (dT\ _ [dH
K =(%)=(%)

On retombe ainsi sur le systéme canonique

d’olt

d’ou

dr . dH dp _ dR
TG a T T a
(7) ..... e b, ,
dy dH de dH
K—— — _ =
dt dc dt dy

que nous avons obtenu précédemment. On a enfin, par les équations

de Lagrange,
da d'lv‘\
w = (@)

N it o i
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L1 L ey . dT . ‘
en considérant K comme la dérivée partielle o introduite dans T

par I'élimination des variables ¢, T’, (. La constante K existe, en

outre, dans I'expression de T comme facteur de la dérivée partielle

dT . . .
7> = Ke. Or, il est facile de voir que
9

dT 1 dT
dKe)~ K \de

1 [dT __{dT I dT
K\de) — \dKe +K dcosl)’

en considérant I comme une fonction de ¢ qui existe dans T & coté
de K¢; or les intégrales des aires montrent que, dans ce sens,

dT\ _  dT __
ar) = Tap T 9

d’on il suit qu’on obtient le méme résultat en différentiant par rap-
port a (Kc) ou bien par rapport a ¢ = cos1. Donc

o o — (7)) o 4T) (41
=l =\\7K ake) — \ag)’

dH

1 J—

T dK’

En effet,

ou bien

comme auparavant. La rotation autour de I’axe polaire est la dérivée
partielle de la constante des forces vives par rapport a la constante des
aires. Pour @ on aura la quadrature

do  dH ¢ dH
(9) de — dK K dec

Au lieu de déterminer trois axes mobiles par trois équations entre les
coordonnées, on peut se contenter de déterminer par deux équations
le plan des xy; et prendre pour axe des z la normale i ce plan, pour
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axe des x la ligne des nceeuds. Dans ce cas, on a ¢ = o, a° =T,
70 = Q'sin], 2= ' cos1, 2° = Q'. Les intégrales des aires sont toujours

rIT_; rlT__O’dT___
do’ 700 ;TP - —(_lT —‘
On a encore
(AT dT
\zi)= ~@a =

et cetle équation montre qu’il est permis de remplacer T dans T par
une fonction des autres variables avant la différentiation, c’est-a-dire
que nous pourrons mettre pour I sa valeur tirée des intégrales des
aires. On peut donc éliminer @', I et [ par ces intégrales et former
ensuite le systéme canonique

de _ dil dp dH
dr cl/l, e T de |’

Cela se voit d'ailleurs immédiatement par la comparaison des deux
valeurs de d7T :

" o, IT IT  dT
dl = Z(x dp — Z—[; dac) + dK + I’{/:[—l, — ﬁ(“
oy (4T Los (4T .
— H(\dp)dp P (o) de.
On a ensuite
. dQ o d il
(ro) & T AR

Lorsqu’on fait I = o, de sorte que I’axe polaire devient l'axe des z,
AT T dT -
on n'a que €' & éliminer par l'intégrale - = K. Les deux autres inté-

grales des aires, si elles existent, pourront servir ensuite a éliminer
deux variables quelconques apreés la formation du systéme canonique.
Dans le cas de deux corps, ces intégrales donnent z = o, z' = 0; elles
équivalent donc alors 4 une équation entre les coordonnées.

En résumé, on voit que les équations du mouvement peuvent tou-

[ [ [T R T PR
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jours étre présentées sous la forme canonique aprés qu’on’a employé
les intégrales des aires a éliminer les rotations d’axes mobiles, et que
le nombre des équations de condition que I'on gagne par I'usage de
coordonnées mobiles dépasse d'une unité celui des variables nouvelles
que 'on est obligé d’introduire; d’ou il suit qu’en définitive le nombre
des équations différentielles se trouve diminué de quatre unités par les
intégrales des aires.

V.

Jusqu’ici nous avons supposé que les variables ', ¥, z' étaient ré-
duites au plus petit nombre possible par une élimination préalable.
Nous allons voir qu'il est encore facile de former les équations du
mouvement quand ces variables sont liées par les trois équations du
centre de gravité et par les trois qui déterminent les axes mobiles.
Soient

jl =0, f2:0’ f:;:
les équations des axes. Si I'on ajoute I'expression

df, 1 d , ) )
s TIJ; % % + % % + BiEZmx’ + B, Zmy’ -+ f; Smz

a celle de la force vive, qui était

o / ] L2 P ! - nl O 2
T=-Zm(x' + y°z — 2°y)? S 2m(y 4+ P - x0z)
! ’ o 2
+ S Im(z + x%y — yox)?,

la différentiation donne

dT _ , o df, df, df,
f (7.2_"_ =p= ”l(x -+ J’OZ "”ZOJ i ‘34) — o, (Tl'- &, E —+ 0!3;1;’
dT_ — 3 0 "e) d/l df: ’ifg
d;-,—q__m()f +2° 2 —x°2 + ;) + a E#—ag;}—/i—aa(—g,
4T . , o ) ‘ df, dfy, df,
T =T =M Ay gt ) oy b e a2
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On tire de la

df, dfs dfs
szﬁ,zm+a,2({—{+a22d—f5+a32£,
) dT df, df, dfs df,
2(;-),_-qz):d—f—ra,E(]az———z%)—i—%E(]{z— ——z‘gﬁ—)

df, df,
-+ oy 3 (}IE — 2 3 ’
et ainsi de suite : en tout six équations linéaires pour exprimer les
muliiplicateurs «, 8 en fonction des variables =, y, z, p, q, r, et des

e ) N e ., dT
quantités Ka, Kb, K¢, que I'on mettra a la place des dérivées o

dzo’
afin de tenir compte des intégrales des aires. Ce procédé d’élimination
ne modifie en rien le raisonnement que nous avons fait en supposant
que les variables a’, ", z’ étaient réduites au plus petit nombre possible.
En effet, les multiplicateurs «, (3 sont des fonctions linéaires des vi-
tesses et des rotations, qui se déterminent par la condition, que six des
dérivées p, g, r doivent s’annuler identiquement ; les autres dérivées
p, ¢, r sont donc précisément celles que I'on aurait obtenues apres
avoir éliminé de T les six variables &', 7', 2’ qui correspondent aux
dérivées p, g, r qui s’annulent. L’avantage de notre procédé consiste
en ce qu'il nous permet d’exprimer les multiplicateurs par les nou-
velles variables p, ¢, r.
Les formules se simplifient beancoup lorsqu’on prend pour axes mo-
biles les axes principaux d’inertie. Les équations de condition sont
alors les suivantes :

Smx = o, Zmy — o, Zmz = o,
Smyz =o0, Zmzx=o0, Xmxy =o.
En ajoutant a T V'expression
a, Em{yz + zy')+ B, Zmx' + ...,
on trouve

p=m(x +)°z —° )y +f, + a2z +oy)),
g=m{y +2°x—x°2 +f, + o2+, 2},
r=m(z +a%y —y°x+ f+ 2 y+ o)

o [ (R S ETE TR R 1
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d’ou
Ip=f,3Zm, 2q=f,3m, Zr=f;im,
d
2(ry —qz)= Z.:T‘o +a,Zm(y’—2z* ),
3(pz —rx) = %}% + o, Zm(z® — x?),
dT 9 3
3(gx — py) = 45 + as Zm(x* — 7).
Enfin
2T = E”LZ(P —mf, — mzo, — my o) 4.
ou bien

2 2 2 ' 2 2
2T = 37 +q -+t (3p) 4—(?q)+(2r)
m m

+a2Zm(y?+ 22) + alZm( 2 + x?) 4+ af Zm(x* + y7)

— 20, 3(ry + qz) — 20, 3(pz +rx) — 22,3(qx + py).

Si, au lieu de prendre I’origine des coordonnées au centre de gra-
vité, on rapportait le systéme & un point canonique, on aurait déja
éliminé par le fait les coordonnées et les vitesses de l'un des corps, et
les multiplicateurs 3 n’entreraient pas dans les expressions des p, q, r;
dans ce cas, il faudrait supprimer le second terme de T, qui dépend
des trois sommes Zp, 2q, Zr.

Les relations ci-dessus donnent, en tenant compte des intégrales des
aires,

Ka — z(ry — ¢3)

Im|y*—2*)

oy = —

Cette valeur étant substituée pour a,, il vient

o« Sm(y?+ 2*) — 22, 2(1y + q%)
_ imy*(Ka +23qz)'+ Imz' (Ka — 23ry ) — zm(y* + 2) [2(ry + g2)]
o [2m(y* —2")f

2
?

et 'on trouve des expressions analogues pour les termes de T qui
dépendent de «, ct de «;, en remplagant les variables par une permu-
tation circulaire.

Tome XIV (2¢ séris). — Jurx 1869. 26
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Si, au lieu de rapporter les coordonnées aux trois axes principaux
d’inertie, nous nous contentons d’en prendre un pour axe des z, et le
plan principal correspondant pour plan des xy, le nceud de ce plan
étant I'axe des x, nous n’avons que les deux équations 2 myz = o,
Zmaxz = o, pour la détermination des axes mobiles, et nous ne pou-
vons éliminer par ces équations que quatre variables. En revanche,
les intégrales des aires n’introduisent plus dans T que la constante K.
On a maintenant x° =1, y° = Q'sinl, 2°= Q' cos]I, et les intégrales
des aires sont

AT AT 4T

;IFZI{’ d—l,——o, ‘JI—ZO.

[expression de la force vive devient

2T = Zm(x’ — yQ'cosl + 2Q'sinl)* + Zm (3" + 2 Q' cosl — z1')
+ Em(z -+ yI' — xQ'sinl)2.

Par conséquent, si I'on fait abstraction des équations du centre de gra-
vité (nous avons vu que cela est permis) et qu’on n’ajoute 2 T que
lexpression o, 2m(yz + 2y') + oy Sm(2x' + x2'), il vient

p=m(x' - yQcosl + zQ'sinl + a, z),
qg=m(y' + xQcosl — z1' + «, z),
,

i

m(z — xQsinl 4+ yU+ oy + a, x).
On tire de la

S(ry —q3)=o, Zm(y* — 2*) -+ u, Tmxy,
2(pz —rx)=o0,Zm(z* —x?) — a, Tmxy + Ksinl,
2(qx — py) = K cosl.

Ces relations permettent d'éliminer z,, @, et 1. On a d’abord

R Emxy Imzy
i 2_. 2 T T
Ksinl + «, [Zm(z x?) -+ oy z")]

Imzy

= 2(pz - 1) 4 s 20 - 92),

Ve v i DEIEER R
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et une expression analogue pour a,; en les substituant dans T, on
exprime la force vive par les variables x, 7, 3, p, ¢, r, 1. Or, 1a relation

dT\ 4T _
dl)—"ﬁ“

montre qu’il est permis de remplacer sinl par sa valeur tirée de
Péquation
K?sin*l = K* — [Z(qx — py)]*

Ces formules se simplifient lorsqu’on n’a que trois corps. Dans ce cas,
Pun des plans principaux d’inertie est le plan méme des trois corps,
et les deux équations de condition qui le déterminent se réduisent a
celles-ci :

Z; — 0, Zy == O, Z; = 0O,

qui comprennent en méme temps I’équation Zmz = 0. On a donc
z =0, 2 = 0, I == 0, et 'expression de T ne renferme la variable I
que sous la forme du carré de sin1, de sorte que tout est rationnel.
Nons allons considérer ce cas dans le paragraphe suivant. .

VI

L’expression de la force vive de trois corps, rapportés a des axes
mobiles, est

(1) oT = Zm(x' — yQ'cosI)* + Zm(y' + xQ cosl)?
+ Zm(yl'— xQ'sinl)?,

si nous prenons pour plan des xy le plan des trois corps, et le nceud
de ce plan pour axe des x. Les intégrales des aires sont

dT dT 4T _

aw ™ =% g =9
26..
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ou bien

Sm(xy’' — yax') + Qcosl Zm(x*+y*) =K cosl,
— U'Smay + Q' sinl Smx? = Ksinl,
I'Smy* — Q' sint Zmxy = o.

Il en résulte que I'on peut écrire

(12) 2T = Xm(a' — yQ cosl}®+ Zm(y' + x Q' cos1)? + KQ'sin?l,

et qu’on aura toujours

dT —0
dL T
Les intégrales donnent
MK Tmy?
r A
(l3) = m, m,my; 44° ?

ou M est la somme m, + m, + m,, et A 'aire du triangle des trois
corps. On trouve, en effet, que

, m,m, m
Xmx? . IZmy® — Smxy. Emxy =Z2mmy (X, ), — X)) =— M_—%A",
puisque

2A Y Xy Vel YWy = Fa X VB Y
M m, - ny - N

La dérivée O, ou la rotation autour de I'axe polaire, est donc indé-
pendante des vitesses &, '; elle est égale & une constante multiplie
par le moment d’inertie du systeme autour de la ligne des nceuds,

P ’ . » . [¢]
et divisée par le carré du triangle des trois corps; elle devient =

pour A = o, parce que le plan des trois corps cesse d’étre déterminé
quand les corps se trouvent sur une ligne droite.
Pour obtenir les équations du mouvement, nous devons prendre les

e . dT dT . . ,
dérivees partielles p = T g = i ce (ui peut se faire sur Vune on

v ' e ket
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sur 'autre des deux expressions de T données par les formules (11)
et (i2), puisque les variables x’, 5’ n’existent que dans les deux pre-
miéres parties, communes a ces formules. Aux équations linéaires ainsi
obtenues il faut joindre les deux suivantes :

dT dT

aw =% =0

~ i

puis remplacer les ', ' et &, 1" par les p, g et la constante K. La
force vive est alors exprimée par les variables x, ¥, I, p, ¢, et nous
devons prendre les dérivées de T par rapport aux variables &, y, p, ¢
en {raitant I comme une constante, puis mettre pour I sa valeur tirée -
des intégrales; ou bien, puisque

4T\ __ AT
di) = 41 T

comme nous I’avons vu plus haut, nous pouvons de suite remplacer 1
par sa valeur en fonction des x, y, p, ¢. La différentiation donne, en
ajoutant & T Pexpression « 2mx’ + §Zmy’, pour tenir compte des
égquations du centre de gravité,

p=m(x’ —yQ cosl + ),
q=m(y + xQ cosl + (),
d’on ‘ .
Ip=2uaM, Zq=[(M, Z(gx— py)=LKcosl,
et, en substituant ces expressions dans la formule (12), on trouve

(14) 2T:2P2—,:¢2 _ (2[7)’_1:7[-:(2‘]‘)2 + OK — %[E(qx _‘_P},)]s’

ou il faut mettre pour Q' sa valeur tirée de I'équation (r3), qui peut
g’écrire

M ? W) — m — )
(15) .Q.,:K ('nl.y|+'"‘}:|)) : m (_}’12 .72)_
. My (yixn — yam)

En méme t"emps Nnous: POUVoASs SUpposer p,. == ¢, = 0, de sorte que T
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ne renferme que les huit variables x,, 7., s ¥2y P1s Gis Pas §a- Ces
derniéres (les p, g) sont les vitesses relatives des corps m,, m, par
rapport a m,, car nous avons

P o o . . .
A Xy — (rv—2a)Qcosl,...,
ou bien
Pr— — MRy, Pa=M3%,,
qiy= — M Vg, Ja=1M2Y,,

en désignant, comme nous P'avons déja fait, par les lettres romaines
X,, Xy, Xg,... les différences x, — x;, a3 — a,, 2, — x5,..., €t en
cxprimant les vitesses réelles par des lettres f)ointées.

Si nous nous reportons la transformation orthogonale contenue
dans la formule

\ 1 |
(2) m 3 —((x)) = — Zm((x)),
ou
m? — m, m, m, o mym, my
T m o+ mg + omy M’

il est évident que nous pouvons écrire mx pour mx, et my pour my
dans les formules (11), (12), (13), et que I'équation (14) subsistera,
. .. ro.o T 1T .
si les lettres p, ¢ signifient les dérivées = =, = °=, ou si nous rem-

m dy

)]
]—, mg,
m m

m dx

placons p, ¢ par m ce qui donne

) — (2mp)+ (Tmq)?

o my mg m, m, i,

(16)

(o)

s 2T = “—‘zm(p2+q2
| K — RS - )T

’
K
Pour Q' il faut mettre sa valeur en fonction des x, v,

Lyl =3 — (v, P
?_y2=Km'y‘ m’yz n_layl Y- '

(Y% — % F

[ ' " i1 (AR R YR R 1
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Les variables p, q sont les vitesses des corps m,, m, par rapport au
centre de gravité, car en faisant Ps=(q; =0, on a

Pi =My Xy, Pa= -~mx,,

Qi=mMaYay, Qo= — m,y,.

Quand le mouvement des trois corps a ¢té réduit 4 un mouvement
de deux corps par une transformation orthogonale (par exemple, en
prenant pour origine un point canonique), on n’aura qu’a supprimer
dans les formules (14) et (16) les termes qui proviennent des multipli-

cateurs ¢, 3, c’est-a-dire 2p, 2q,et Zmp, Emq. Les équations finales
seront toujours

a'.r_dH dp_ dH

& TG w S T
et

dx _ dH dp dH

@« = dp AT T dx

On peut encore remplacer les coordonnées ., ) par des coordon-
nées polaires (rayons vecteurs et azimuts) sans rien changer & la
marche générale des opérations. Si 'on pose

X = pcosv, ¥ = psinv,
la formule (12) devient
(18) 2T == 2mp” -+ Emp*(Q cosl + v')? -+ KQ' sin?1,

et (13) donne

M myom, p? plsin® (v, — v,)

(19) O = K m, Zmp? sin‘y

Pour simplifier, je supposerai que l’origine est un point canonique ;
alors nous n’avons que deux corps 4 considérer, et

( ) o K <sin2u‘ . &inu’,)
20 : = e - —}-

- o ;
sin?(, —v,) \ map} mopt
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La différentiation donne

dT , dT ;
T = = me'y g = o= me® (Q cosT + V'),

d'on
yi + ya = Zmp?(Q cosT + v') = K cosl,
en vertn des intégrales des aires. On trouve ainsi

2 2

(21) aT = 70 4- 22 4 o S ST Q[Ka — (% + Xz)ﬂ*

\ m, mn, m i myph K

et
dp dH do dH
d&t  da  de dp,
dv dH dy dH
dr dx, dt dv

(est le second systeme de Bour. On peut obtenir le premier systeme
de Bour en faisant
Uy, — Uy == W, U -k Uy == 20,
d’ont
I
vy =9t —w, Uy =@ — -3

2

w est angle compris entre les vecteurs p,, ps, et ¢ I'azimut de la bis-
sectrice de cet angle. On a évidemment

dT 1 .
C= 5= ;(Xi = fa)s

dT -
n:W:x.—r—yﬂ:hcosl.

1l en résulte pour la force vive I'expression

2 2
2 N <G+-l-1r> (a’—lrr>
__ﬁ_s_|+m,+ 2 4 2

( ) 2T= m, "y m, p; myp}
22
sin?| @ +- ! ) sin? !
- — -
- Ri—a? LA " ¥
bosinte m;p} mp? ’
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et
do, AW do, dH dp,  dW de. «H
dr dm,’ de flp,’ de _—(7:3:, 7 dp.z’
do  dH dr dH dy AR drs dH
& 4T T A @ T de W T

C'est le premier systéme, ou « systeme provisoire » de Bour, qui dé-
signe les variables par les lettres q,, qay piy pPo, 723, 114y by, L.

Lorsqu'on veut prendre l'origine au centre de gravité, et les axes
principaux d’inertie pour axes des Xy, on aura, pour trois corps,
z2-=o0, et

2T = 2m(x"— 2% ) + Em(y -+ 2°a)* + Sm(x’y — y°ax)?.

En remplacant les &, y par les x, y, et en substituant pour le der-
nier terme de T sa valeur tirée des intégrales des aires, nous avons

. v 9 ‘_ . Ve o, 9 _I_ f L0 \2 | P sg
(23) 2T =m 2~ (x' - 2)+m 2y 2°x) -+ KQ'sin® L

Nous pouvons wmaintenant introduire les trois distances wmutuelles
ry, Iy, 173 des trois corps, et poser

X = reosu, y = rsinu.
Alors la force vive devient
(23 bis) 2T =m*Z2 :12 + m?* X ;—; (204 w')? -+ KQ'sin* 1,
ou ° = Q'cosl + ¢’, el

Q=

K oor? ., )
TZES“] (IL —+- ?)

L’une des intégrales est

N 2
(24) % = m? 2%(2” + u') = K cosL.

Tome XIV (a¢ série). — Juix 180g. 47
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Les équations de condition sont les suivantes

. . ".2 .
25) Zrcosu=—=o0, 2Zrsinu = o0, 2Z-—S8SM2U = 0;
) ’ m

elles donnent

Zricosu — Ersinu.u’ = o,
N ’ M '
rosIiny - * Y T—

( 26) 2r'sine -+ Zrcosu.u’ = o,

!

. r?
| S —sinau + 2 — cosan.id= o,
\ m m

Si on pose

r?
S-—-cos2u = R,
m

on trouve, par la troisicine des équations (25),

r\? rpl
R*= 2<—> + 2312 cosalu, — u,).
m n, .

(3

Or, nous avons, dans le triangle des trois corps,

ot )= S e 2
En substituant, il vient
(27) R? =<2§>2~1—§,—f3-
Oun trouve ensuite
Rsinau, = 2A <I~"’ Ty M A>;
niy my m, e,

my -+ m, BA?
-
1

Rcosan, = Z—
m nym;r
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Cn a d'ailleurs, par une formule bien connue
s | y
16A? = {(ri +ry +ry) (ry+re— rs) (ry —rotory) (= ry 1y + rs);

d’ou il suit que Q' se trouve ici exprimé par les trois distances et par
I'angle ¢. En désignant par A, B, C les moments d’inertie principaus,
LOUS aVvons

(]:A-+~Br:n;22-lrl_:, B--A=m?R, AB=/4m?A3, ,1(—[—29“15—#2“.

P

A présent nous pouvons différentier T, en ajoutant a lexpres-
sion (23 bis) les trois équations (26), multipliées respectivement par les
facteurs a, f3, 7, qui seront déterminés de maniére que les dérivées
de T par rapport aux trois variables ' s’annulent. Donc

dT m?

, ro. .

) I8 o T — P — SN 21 & COSt -+ st

F dr’ m ~ 'Ym - ﬁ ’

o= LT _m (z°+u') + " cosa sinu—+ fBc

= - = — T2 . -~ COS2U — o / (0¥ 4

r du m ‘ym ’
dT T ,

T o= =m? 2 —(z°1 u).
dy' m 4

On tire de la

Smpcosu=aM, Zmpsinu=_[M,

d’on

s M2 (of 4 f32) = SmPp? 4+ 2Zm,my p, p, co8 (1, - 1ty)

(29) '

= (Emp)* — (Er)Zm, my p, p. nnT

rory
En tenant compte de (21), il vient

(30, "{R = — Kcosl = — =,

[
3
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On trouve encore

S i m22rr/ S prsin 21 ~ 2"7
2pr= — Zprs { o — 3
P m f "R m.

= z°m?R.

L'expression de la force vive devient

- MO I : M?{a? +- B
aT= —— | Smp?4- 4?5~ — 2y Sprsingu — -
: mn,my | Pt m /=P M
-+ KQ'sin?l
M r? Lt 2m .
3 = —— Smp*+ ~E—+ — Xprsinau
(51) / mom,my | < P R m + R PISI]
ro rp——
(ZmpP— (ri+ o) Xmomy p g
oy

M

K2~ P r2
- N s o).
, (v <‘.. - R cosa f>

Il faut remplacer sin2u par sa valeur en fonction des distances :

. 24 [my, — m, My =y -l
SIN 20, = .- - el L
R my m, mym, r?
Ensuite on a
Lm,om
(32) H=T- 277,

et
fdredH dr, _ dH dry «H
TG E g S a
. dp, dH dp, dH dp, dH
(33) —— == — -y = Im e sy e ID e -y
dt dr, dt dr, ot dry
dy dH dr dH

@ T AR @ dp
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Ce systeme canonique comprend les distances mutuelles des trois
corps, 'angle ¢ que I'un des axes d’inertie forme avec le neeud du
plan des trois corps, et les quatre variables conjuguées p,, p., ps, n; la
derniére est le cosinus de 'inclinaison du plan. La solution de ce sys-
teme serait donnée par sept 1nt(‘grales qm per‘mPttralent d’ expnme‘
les kit variables par unc d’entre elles, par exemple ¢; on trouverait
alors le temps ¢ et le nceud Q par fes quadratures

dw~
b= [ Sh o= [ G du

dr

L'upe de ces intégrales est connue; c’est celle des forces vives,
H = const. Les deux quadratures et les trois intégrales des aires com-
pletent le nombre de douze intégrales que demande le probléme des
trois corps. 1l est d’ailleurs facile d’appliquer ces résultats 4 I'égquation
aux dérivées partielles VW = U + H, dont la solution W fournit les
intégrales du probléme. Au lieu de huit équations différentielles ordi-
naires, on obtient alors une équation aux dérivées partlelle s a quatre
\arxablozs indépendantes.

Je donnerai encore ici 'expression de T pour le cas géncral on les
axes sont délerminés par une équation quelconque, f(r, u)= o, a
laquelle s’ajoutent les relations Srsinu=o0, Zrcosu =o0. Je dési-

df df
-y =3 en suivant la méme mar-

gnerai par p, v les dérivées partielles - 20

che que précédemment, Nous avons

!
5 I .
) -+ = mM" —~— 4 &« SHII -+ COSt.
pe ~ ficosu,

(' + 2°) + a cosu — Ssinu,

| B r
Sl +p)=m? =

d’ou
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ef, en écrivant r, ry, ry a la place de ry, ro, 1y,

—x L PR S R _
2l 2,,;2[[) + ‘,—4—,_;. 2<pp4~+ ) (u — uy)

-+ 2 <‘p—'rZ 17.) sin(z - z,)l

‘ -+ 2<P~'—U — Eﬂ) sin {2 — u,)—l
L r r
34 -

! AR 18]
- “/11[[)P+P"D'+r’+ r

qu,—% 7, .
(pa, +pip+ o >cos(u-~ )

1 1 |+ 1 . »
-+ (pu+(lp 2 lﬁ)sm(u - qu

r Ty

2
—sin*{u + ).
" ! ¥

Daus celie expression nous pouvouns annuler trois des variables p, g,
par exemple ¢, ¢4, g2y 2 la condition d’éliminer en méme temps les
variables conjuguées (u, u,, u,). On peut aussi prendre simplement
f = u, =0, ce qui donne

(,2—*_“()’ Un:l’ U:U'::P:::p1:P2:0,

I angle g est alors azimut de la distance ry, compté a partir du neeud,
et u, 1, sont deux angles du triangle A. On a y =7, el
s PPl 2ppicos{e —w) 413<L _ _IL)

)
2[ —_ 2
m, r

; \mr mr,

m - m; =t R? — x?

r2
. — S —sin?(u + o).
mm, 4 a? m ( 7’))

Si le mouvement des trois corps avait lieu dans un plan, on au-
rait 7= K, et

/ L 2, rrirt—r] 2Ka/ p P
(=3, (o pie g P s 2R (1)

(%5 ( \ rr, ry \mr mr,

’ ,om e m, K’ 5 mm mm,
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I’angle Q + ¢ serait donné (p. 197, 212) par I'équation

hi|
20 Y=
FY =
P. S. — Pendant l'impression de ce travail, 'ai cu connaissance

d’une Note de M. Scheibner, publiée en 1868 dans le Journal de Crelle-
Borchardt, t. LXVILL, 3¢ cahier, et qui renferme I'énoncé du sys-
teme (33). L’auteur le donne, sans démonstration, comme point de
départ de formules & P'aide desquelles il représente le mouvement d'un
corps de masse nulle, attiré par deux corps tels que le Soleil et une
planete.

M. Scheibner donne encore un autre systéme, davs lequel figurent
les moments d’inertie. Yen ai cherché la démonstration, qui peut étre
présentée comme il suit. Si nous désignons toujours par x, y les diffé-
rences des coordonnées rapporiées aux axes d'inertie et an centre de
gravité, nous avons

Xy

3x == 0, Ey:(), 2 = 0.

mn
Les moments d’inertie sont

R . ; 2y
A=m?3>, B=m?*2=, C=A+DB:=m*Z-—,
m m 127}

my mg my
M
données par les quantités A, B et par un angle ¢, en posant

ou m? = . Ces relations nous permettent d’exprimer fes coor-

_mym m e o |
\/ﬁ—";. : e \"BCOS(VA h (3|)7 v/% B Y=y A S]ll("{ e 101,3'5 ey

ny - My 1"y - 1,

pourvu que les différences des constantes 5, 3., [3, solent déteruninees
par les formules
"7y ‘o I”

"
. 2 __ . [ M oo O 2N
tx!llg(lqg - ﬁ3> == };a tdl]g\:43 — fj‘> = ) U_l”g\ = Do) == B

et qu'on donne le signe négatif anx radicaux par lesquels s'exprimer:!
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fes sinus et les cosinus de ces différences. Tl s’ensuit que

LTI SR B
SV o

B B AT m, m,
St nous défivissous Pangle ¢ par I'équation

mMZIxyv Soiylmy - ) v
tangad - - = :

S (my — mg) X, ¥, i m, om?
- mt S

*

- m,
1ous avons

mM(m, — m)
tangaB, = - T .
miim, — my) — my(m, -~ m,)

La diftérentiation donne

X'z - X ; ! r— 1 A/‘x /;\7"
THEE YR Y=YtV E Y

et, en substituant dans la formule (23), il vient

A B2 . — . sinto cosio
,"‘::___ —re ‘,‘(: . ”.'+ n2 *x, / f 0y 2‘. 2 R
2l s (¢ 2°%) — 4 VABY 2° + K?sin [( rel >

Si nous désiguons par Ay, By, @, n les dérivées partielles de T, prises
par rapport 4 A’, B, ' et o' {ou z°), nous avons 1 = K cos1, et

e 9 2 ’),\/;\—li G &l
T'-=24AA2 -+ 2BB] — e -+ AR -

. RP—=* /sinte | cos?o

oL e )

Telle est 'expression de T que M. Scheibner a publiée sans démonsira-
tion.

On aurait en méme temps

m,ms\/
¥ L

T . o T
VA sint(d - B) -+

i
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Je transformerai ce systéme en posant
\ . 1 1
C=¢% A:p"’sm?;a, B:p’cosQ;a,

ou p est le rayon de gyration des trois masses dans lenr plan. L'angle «
peut s’exprimer par les trois distances; nous avons

pisine = 2 \AB=4m4, dou m’sin®a =

Ensuite

2T :p/QV%_ Pg(

w'* ; , . a- (8102 cos* ¢’
T - - 202 - 2 2% sin a) + (K2~ =?%) (WAE -+ —B—q)),

puis, en désignant par pg, ¢,, les dérivées partielles de T, prises par
rapport a g’ et ad,

@+ 7t — 2@ sina 1 — COSa COS2 ¢

. ( | (- n2> S

2 CO8* o

PN
7, My e
Ny <~ My

V1 cosacos2 (b 4+ 8 )

Les variables p,, ,, @, @ sont les conjuguées de p, o, ¢, ¢. Ce sys-
teme ne differe que légerement de celui que M. Weiler vient de fairc
connaitre dans les Nouvelles astronomiques. 1.’ équation

dpy ___dH
{13 dp
donne
LEC Gy o
2 de?

Je viens de m’apercevoir aussi que, dans le M¢moire posthume inti-
tulé Nova methodus cequationes differentiales partiales... integrandi,
Jacobi a déja énoncé ce fait, qu'une seule intégrale des aires permet
d’éliminer deux variables. 11 le rattache & sa théorie sur les intégrales
qui satisfont a des relations de la forme («, ) — o.

28

Tome XIV (2" série). — Juix 180,
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VII.

1l y a quelque intérét & voir ce qu’on peut obtenir en considérant
les orbites instantanées que deux corps décrivent autour du troisieme.

Pour déterminer le mouvement relatif des trois corps, il suffit de
connaitre neuf quantités : deux distances, deux vilesses et cing angles.
On peut, par exemple, se donner les rayons r, r, des corps m, m,, rap-
poriés au troisieme, les vitesses relatives ¢, v,, les quatre angles que
ces droites forment avec !'intersection des orbites, enfin I'inclinaison
relative X des orbites, ou I'angle s compris entre r et r,. On peut aussi
combiner s (ou )) avec les coordonnées p, ¢, p,, q,, prises parallele-
ment et perpendiculairement a l'intersection des orbites, et avec les
composantes analogues des vilesses, w, #, v, @, ou bien encore rem-
placer w, @ par la vitesse radiale r’ et la vitesse aréolaire f.

En désignant par p la distance de ma m,, et faisant

} == COSTY n = mr'cosw — —}: singy
[ ! r ’

. . f
q=rsinw, @=mr'sinw + = cosw,

2

. Vi
mivtes wib w4

r.’

mr' =pw—+qw, f=ps-—qo.

1} est facile de s'assurer que les dérivées de ces variables ne dépen-
dent que des neuf éléments du mouvement relatif. La dérivée de rest ),
celle de 'angle s est la différence des vitesses aréolaires projctées sur le

’

plan des trois corps. Si Ion différentie Véquation rr’ = xx’ + y)' -+ =7,

on trouve
2
’.rn- — ;1_1—,2 + LT.I I3 +“J:‘, ” ...:L. Z:”,
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et en substitnant pour x”, 2”5 2" leurs valeurs tirées des équations du
mouvement, on voit que le dernier terme de rr” est une fonction ho-
mogene des coordonnées qui ne peut dépendre que des variables r,
ry, 8. Les variations des quantités r, 7', s ne renferment donc aucune
inconnue nouvelle. Soient maintenant z, 3, 7 les cosinus d¢ la normale

a orbite f, et a, b, ¢ les cosinus de la composante é, normale au

l*ily()ll I, on aura

Qut bf+ ey =0, s+ py o,
S = alfay - BUEY + 1L,

,1

Jre=alfay +b(fB) +c(fy),

en désignant par r°la rotation de l’orbilefauton,xr du rayon vecteur.
Qr

N ” 7 o . L r
(f)=m{xy"— 2" y)=mm,(xy, — 7, ¥) <P3 — r?>,--~,
et il s’ensuit que les quantités S’ et fro sont respectivement propor-
tionnelles aux deux projections dn triangle A des trois corps sur 'or-
bilefet sur un plan perpendicnlaire & f. En posant

I I I 1
B:—:;——'T'a B, = G == COS8S, M=1 r~m = 0y,
A oo
nous aurons

2 M

o S e .

e N L
f'= —mm,AcosqnR,,
Jfro = mm,AsinqgR,,

rr, ¢’ = Acosy J% — Acosy, —Zl-—:a
wmr myri

et
Asinyg == 1q,sind, -— Acosq==p, g — py, cos.

Comme les variations des angles du systéme ne peuvent dépenire
que du déplacement des rayons vecteurs et de la rotation des orbites,
28..
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c’est-a-dire des quantités f et ', on voit que les dérivées de nos va-
riables ne renfermeront aucune inconnue nouvelle, Cest précisément
le résultat auquel M. Bertrand est arrivé par une autre voie. Je dési-
guerai par (w') la variation de w qui dépend de la rotation des orbites;
alors

N=r%cosw — rfcosw,,

sink(w')=rlsinw, — r’sinw cosAi,

ot bien
N = mm, sin? (pq R + piq E),
1 N i f 1 ,fl
(W) = — mm,qq, (; —+ % cosl\-

On trouve ensuite que

W=+ (W'),

pP= = —qw),

9= 5 +p)
, om M ’
" :_1,‘3 ~+ mm,(pR — p,R,) — & (w'),
, M
o —q”:s + mm, (qR — q, R, cos)) + w(w').

On peut donc former un systéme de neuf équations différentielles
du premier ordre, en réunissant par exemple les variables r, w, r', f,
¢, ou bien p, ¢, w, =, . Un pareil systeme donnera tonjours le mon-
vement relatif des trois corps, et nous en connaissons deux intégrales,
celle des forces vives et une intégrale des aires. En posant

o m m mm
U= — 4+ —+ —
r r P
14— m, 2 Py 1-+-m o ;
2 MT = ——— (0? + m2) + ~—— (0] -+ @) — 2(ww, + &w, cosi),
t

la premiére intégrale sera T — U = H, et la seconde se trouve comme
il snit,
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Considérons les quatre triangles que les rayons vecteurs peavent

. , . © .
former avec les vitesses ¢, v, ; désignons par S et -~ les triangles que
LR 2m 2 (=4

"
r, r, forment avec v, et par 2, /.
oam, 2m,

lors, le principe des aires fournit I'équation géometrigue

» ceux qu’ils forment avec v,. Dés

(36) iﬁ{:(l ~+—m‘)]_'+(t+m)f;-m,r;-——r rng},,

qui exprime une relation linéaire entre les projections des triaugles
/, o et celle d’un triangle K pris dans le plan invariable. 8i nous proje-
tons sur un plan perpendiculaire 4 r, les termes f et 9, disparaissent,
et comme rg sin(r, ¢) = r, f sin(r,, f), il vient

MKz = (1 + m)rfysin(r, f) —mr, fsin(r,, f,

ou bien

MKz .
oy = (T m)gfy - meq f

(37)

De méme, si nous projetons sur un plan perpendiculaire 4 r

MK z,

(38) Sim-:mqﬁ——(rﬁh m)q, f.
4’on
f=pe = qu = RIS
Si=pw — g0, =1 ”3—9?5;:,’

Si nous projetons enfin sur un plan perpendiculaire a I'intersection
des orbites, ce sont les termes £, f, qui disparaissent tout d’abord; nous
pouvons aussi faire abstraction des composantes w, w,, et ne consi-
dérer que les triangles que r forme avec =, et r, avec m. On trouve
ainsi

MKsinL ==m, r,wsin(r,, f)--mra,sm(r, f,],
ou bien

PN sini.
(39} myqaw -omywm, s MK

BN A
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ou L est lalatitude de V'intersection. Les trois intégrales des aires four-
nissent donc z, z, et [, c’est-a-dire les latitudes des denx rayons vec-
teurs et de I'intersection des orbites. Elles déterminent ainsi la position
du systéme par rapport au plan invariable, et elles donnent en outre
e équation entre les nenf éléments da mouvement relatif, car on a

L

. ERE: [ o) 2, 9.9 . ,Sin
G Pg. - Prg cost) o + qipiq — pqg.cosi) T PIrsints e

= qq, \ :"ir‘;’ sints — 122% — r*z 4233, 11, COsS.

Cette intégrale et celle des forces vives réduisent le nombre des
équations différentielles & sept; on v’en aurait méme que six en élimi-
nant dz. U est d’ailleurs 4 remarquer que les deux intégrales pour-
raient tenir licu de deux équations différentielles du premier ordre
pour les rayons vecteurs, auxquelles il suffirait d’ajouter cing équations
différentielles ponr les variables tw, w,, f, fi et h ou o, En effet

[/
dlog 1

4
Mg m - ngE == mm, §q, 7,

dt
en prenant sculement la variation de q, g, pour les orbites immobiles;
par conséquent, en vertu de la troisieme intégrale des aires,

_—u

S ] r '\ _ MK sinL P a.f rof
PR EREAN I Y3

mnpl SINA mr mr?

Cette équation permet de remplacer sinLs par r’ et r', dans la com-
binaison des trois intégrales des aires ct d’obtenir ainsi une équation
différentielle pour les rayons vecteurs. Elle cu serait une elleméme,
si nous prenions pour variables les inclinaisons des orbites (i, i,), les
distances aux nceuds (u, «,) et la différence des nceuds (8). Nous au-

. L. . sinisin/, sin®
rions, daus ce cas, z = rsinising, etsinL = — - ————» les angles w,
) et ¢ s'exprimeraient également par les angles u, 7, ©, et les quan-
tités £, f, s’élimineraicnt par les deux premiéres intégrales des aires. La
troisicme intégrale des aires et celle des forces vives fourniraient donc
deux ¢quations différentielles du premier ordre pour r, r,, auxquelles
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il faudrait ajouter cing autres pour les variables u, u«,, i, i, ¢t ®. On

anrait

== rcosu, dou f.i'=mm,sin cosurg,R,;

enstilte
o !/ tang n i , tange tang
 mr? tang: ' T sing, ! sinf

Les noeuds &, 9, se trouveraient finalement par des quadratures a
I'aide des relations

tangewe . tangw .
AdS = ~2_di, d¥y, = =" di,.

sini sini,

Dans tous les cas, le probleme revient a l'intégration de sept équa-
tions du premier ordre, que I'on peut réduire i six par I'¢limination
du temps. On n’aurait donc besoin que de cing intégrations nouvelles,
le principe du dernier multiplicateur fournissant la sixiéme.

On peut enfin réduire les neuf équaltions a six par une seule inte-
grale. Divisons les distances par un facteur de similitude 7, et dt

par 12yn {(d’ottil suit que les vitesses devront étre multipliées par \n).

v ey . r i ‘f Iae
Les dérivées des quantités —, r'vn, =vn, w\n,..., et celles des an-
= Vi, 2 y WY H

. . it
gles w, X, s, prises par rapport a dv == ——, ne renfermeront que ces
nyn

mémes variables, plus 2’ . Si nous substituons les nouvelles variables
dauns les deux intégrales du systéme, les constantes H, Ky sont rempla-

, K e - . .
cées par nH et —; on peut donc éliminer n, et obtenir une intégrale
VIZ
avec la constante HK?. Le facteur n étant arbitraire, nous pouvons, par

. r T .
exemple, prendre n = r; la variable — se trouve alors éliminée <|)msque

r — T . r . .
— =1, n'yn= 1"’Vn>, ¢t nous n'avons plus que huit ¢quations, qui se
2

seconde intégrale, F, = IIr, fait connaitre r en fonction des antres va-
- . . 4 r 7
riables. On pourrait aussi prendre pour z le rapport —— == == '
sins Sins sin S,

ou S, S, sont les angles opposés aux rayons vecleurs dans le triangle
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r r ’ .
des trois corps. Dans ce cas, ~ et — représenteraient les deux angles S,
N

S,, et le troisi¢me s serait donné par la relation s + 8 -+ §, = 180°. Ou
aurait

. — , — ds
sins 1’ yn = r'yncosS, + r’,yncosS + cosS cosS, o

et les huit variables S, S,, w, wy, 1 v’;;,... se détermineraient par
sept équations simultanées, que l'intégrale F = HK? réduirait 4 six ; I'in-
tégrale F, = Hn fournirait la valeur absolue des distances. On voit qu’il
doit exister sept intégrales qui ne renferment que les angles du sys-

téme et les vitesses réduites par le facteur y7; la constante HK? de la
seule qui soit connue correspoud & V'excentricité dans le cas de deux
corps. Ces résultats s’accordent avec la classification des intégrales
donnée par M. Bertrand. En effet, les intégrales des deux formes
F == const. et nF = const. sont fournies par deux équations différen-

ibgF

‘ . o : IF -
tielles partielles a huit variables, ({[—T =o et —> tnyn=o0 1y

a donc sept intégrales de chacune de ces formes, et comme six de
"une se déduizent de sept de I'antre, nous pouvons dire que la forme
nF = const. comprend sept intégrales, dont deux sont connues, et
ja forme T = coust. une seule nouvelle, encore inconnue. Deux inté-
grales des aires et les deux quadratures qui donnent le temps et les
nceuds complétent le nombre des douze intégrales du probleme.
Lorsqu’on fait usage de la transformation de Jacobi, on a @ == o,
[L=o0,u=w,)\=1i— I, ctles intégrales des aires donnent

. sin’ sini 2
S=—K= 2y f. =K =y cosd= —=_ 0y
sini SITLA 2./

de sorte qu'on peut exprimer T et U par les variables r, r’, u, f, ou
bien par p, ¢, 0, .
On a, dans ce cas,
, P
w? - gt w? - m’f o 7_’

T: : ! - o= -
(4r) i b b 2

1
Sl
) it nl

Ty
,

et p, ¢tant des masses fictives, et y = pre.
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U renferme & présent les variables £ (ou bien w, @), et si l'on fait
T — U= H, ona les deux systéines

dr _ dA dy di  de  dH daf dH

@ TAy A T T T a4 ar T de
ot

dp dH  de dH dg dH  da __ dH

At T de @ dp ar  dw’  ar T dg

Pour la théorie de la Lune, on pourrait employer une combinaison
déja indiquée par Jacobi, laquelle consiste a faire tourner les corps m,
m, (Lune et Soleil) autour du centre de gravité de m et m, (Lune et
Terre), en attribuant & la Lune la masse fictive p. = m (1 + m) = 0,012,
my (1 —+m)
1+ m -+ m,
étant Punité (m, = 1). On ferait, dans ce cas, H =H, — R, ou

T

au Soleil la masse fictive p., = =r1,012, celle de la Terre

o 2p rt, 2 r? ro1-4m T,
1 m 1+ m
B frunng klnl */ - - oz '-}— RE SnnTimonin TTT T ’
\/rf_i— miri-t-2mrr o \/rf - rt——arr o 4

et 'on intégrerait par deux ellipses avec les constantes arbitraires o
(valeur réciproque du grand axe), {3 (racine carrée du parametre),
n (argument de la latitnde du périgée),  (passage au périgée). Les
grands axes étant 24, 24a,, les paramétres 2p, 2p,, et k toujours la
constante de 'attraction, on prendrait

my

— ——\p, k.

_— 1 - — — /

i, s -
2a 1 -+ m 2ty

1 km _hm (1 m)

Dans la premiére approximation, on aurait R = o, f =0/ =B
la variation des constantes serait fournie par les équations
da dR dr dR d@_dﬁ dr dR

W A @ T de de T dm’ dr T dp’

et le principe des forces vives donnerait'intégrale R + o +«, +-H=o.
Le développement de R ne différe pas sensiblement de celui de la fonc-

Tome XIV (2° série). — Juix 186g. 29
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tion perturbatrice ordinaire. En désignant par A, A,.... les coefficients

. r .
des puissances de -~ dans cette derniére, nons avons
t

R == kmm, —[h +m)A, (10— m) A, D - (1 ln")A — -,

~

wais les arguments ne renferment plus les nceuds, car on a simplement

& == COSLCOS¥, + sinu sinu, cosh.

VIIL

Pour terminer, je ferai voir que la réduction des équations diffé-
rentielles du mouvement peut encore s ‘obtenir d'une maniére plus di-
recte. Soient x, ¥, z, &, ¥, z, &, ¥, 2z, les coordonnées, les vitesses ct
les accélérations d’un point rapporté i trois axes mobiles, et soient x°,
]“, z° les rotations de ces axes; nous aurons

ir : dy : dz .

A & ‘ZO oA o A Zl‘“ —_— .;0 =12z YL ¢
e £t EA N oo TR 0
de - : - ,1& Az~ -

Sl e o .0 o ___ o —_z X0 — o,
A )z zy°, ] + oz 1z°, =X Ja

En supposantque les forces ne dépendent que des distauces, si on éli-
mine les rotations, ce systéme représente 6n équations différentielles
entre les coordonnées et les vitesses de n pomts Il n’en représente
méme que 67 — 6, si nous prenons pour x, x, x,... les coordonnées,
les vitesses et les accélérations relatives des différents points. Pour éki-
miner les rotations, nous avons les trois équations f', =o, f', = o,
/s = 0, que 'on obtient en différentiant les équations des axes mo-
biles. Ces derniéres nous permettent encore d’éliminer trois coor-
données, de sorte que le nombre des équations différentielles se réduit
4 6n — 9, ou bien & 612 — 10, si nous chassons d¢. Preunons, par
exemple, Uorigine des coordonnées au point m,, faisons passer le plan
des x, y par m,, m,, et 'axe des & par m,; nous aurons

Y= %, = Z, == 0,
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Y= X2 =0, 4+ x,9°=0, 25+ Xy = 1, x°=o0,

de sorte que nous pourrons remplacer x°, 3°, z° par des fonctions des
variables x,, x,,.... Les équations différentielles se réduisent finale-
ment & 61 — 12 par les deux intégrales H = const. et K* = const., que
fournissent les principes des forces vives et des aires. Le principe des
aires donne encore deux intégrales qni déterminent la position des
axes mobiles par rapport & axe polaire; le nceud du plan des o, y
se trouve par une quadrature lorsqu’on connait x°, °.

On peut aussi se servir des intégrales des aires pour éliminer les ro-
tations. Ces derniéres s’expriment par deux angles et trois vitesses an-
gulaires, ou, plus simplement, par un seul angle et deux dérivées
(x°=1T, y°= Q'sinl, z2°= ' cosl), si nous prenons pour axe des x
le nceud méme du plan des &, y mobiles. Dans le probléme des trois
corps, si nous désignons par x,, Ly, L35 ¥iy Fay ¥ Zes %o 25 les diffé-
rences des coordonnées, nous avons

Sxr=3y =23z=0, Yxr=23y=23z=o0,

et en prenam

2y == Ty 7= %3 = 0O,

les intégrales des aires sont

- - . - , i
Z—yz=o0, m*2—-xz=— Ksinl, m?3—(xy — yx)=Kecosl
m I m ‘

En les combinant avec les relations
2y X, YO — 2, y°== 0, By A X% — y,x°=o0,

on a le moyen d’éliminer les quantités x°, y°, 2°, z,, z, (woir p. 204).
Si nous prenons le plan invariable pour plan des &, ¥, nous n’avons
qu’une seule rotation z° = ', et si nous faisons passer le méridien de
I’axe des x par le point m,, en supposant y, = o, la rotation peut s’é-
liminer par I’équation x, z°= y,. Il reste & éliminer y, des dix équa-

29..
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tions qui déterminent les coordonnées relatives &y, 2,, x5, ¥,, z, et
les vitesses correspondantes; or on a pour cela. les quatre intégrales

m2s Y~y =K, m23 24y 2 = U + H,
0 m
g permettent, en outre, d’éliminer trois autres variables.
Ouw arrive encore au méme résultat par les considérations suivantes.
Soit r la distance d’une planéte m au Soleil m,, soit f la vitesse aréo-
laive relative : les composantes de la vitesse, I'une paralléle, I'autre per-

pendiculaire 4 r, seront r' et =3 dans In direction de Ja normale a l'or-

bite la vitesse est nulle. J'appellerai R, F, N les accélérations relatives
sutvant les mémes trois axes mobiles; les rotations correspondantes

. S . .
sont r°, zéro et —- En substituant ces quantités dans les formules
r

données plus haut, on trouve

"2
N7 -/ - N N I A
=R, ff'=rF, rof =N

Les produits rF, »N sont les moments des forces perturbatrices,
projetés sur Porbite f et sur un plan perpendiculaire; ils sont, pour
chacun des corps troublants, proportionnels aux projections du tri-
angle A quil forme avec m, m,; donc

1= S, (_;; — ;%)ACOS‘I), rof == 2111,(;; - ;';)Asin‘r,,

1

comme a la page 217. 1l s’ensuit que les dérivées des distances r et des
vitesses 1, f, ainsi que les rotations r° des orbites, s’expriment par les
¢léments du mouvement relatif. Or, on a va plus haut que les dé-
rivées des angles w, X dépendent des rotations r°; on peut donc
former des systémes qui ne déterminent que le mouvement relatif, et
il est facile de voir que pour n corps il faut 62 — ¢ équations. Elles se
réduisent A 67 — 10, si nous chassons dt, et nous en connaissons denx
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intégrales (H = const., K? == const.). Il ne resterait qu’'une seule inté-
grale, si, pour diminuer encore d’une unité le nombre des variables,
nous avions recours a l'artifice déja expliqué, lequel consiste a diviser
toutes les distances par une fonction homogéne p d’une seule dimen-
sion. En faisant r = pp, & = p&,..., on a évidemment

p=flryx, Y=pf(p, &...), dou [flp, &..}=1,

de sorte qu’il existe entre les nouvelles variables une relation qui en
diminue le nombre d’une unité.
Les forces étant des fonctions homogeénes de la dlmonswn s, il faut

e

en méme temps remplacer les vitesses r’', x',... par ¢’ p - p , et dt

par p clr Les dérivées des variables p, £, ¢/, £,..., prises par rap-
port au temps fictif 7, ne renferment alors ancune inconnue nouvelle,
de sorte que 'ordre du systéme se trouve abaissé d’'une unité, Mais la
constante H se multiplie par p‘*e, et K* par p***; on n’obtient une

intégrale que par la combinaison H K“‘” Dans le cas de la nature,
on ac¢== — 2, les carrés des temps réel et fictif sont proportionnels
aux cubes des unités de longueur

(-



