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EXPOSITION, D’APRES LES PRINCIPES DE JACOBI,

De la méthode suivie par M. Delaunay dans sa Théorie

du Mouvement de la Lune autour de la Terre;

EXTENSION DE LA METHODE;

Par M. F. TISSERAND.

INTRODUCTION.

La Mécanique céleste a en vue deux problemes principaux, la déter-
mination des mouvements des centres de gravité des corps célestes,
et celle des mouvements des mémes corps autour de leurs centres
de gravité. Ces deux problémes sont d’une égale importance au
point de vue de I’Astronomie; car les observations des planétes se
font de la surface de la Terre, et sont relatives & des axes liés au
mouvement de la Terre sur elle-méme; on ne peut donc connaitre les
positions absolues, et, par suite, déterminer exactement les mouve-
ments des planétes que si Pon a déterminé avec précision le mouve-
ment de la Terre autour de son centre de gravité.

C’est pour résoudre le premier probléme que fut imaginée-la mé-
thode de la variation des constantes arbitraires, méthode que Poisson
appliqua heureusement ensuite au second probléme.

Or, il arrive que la méthode de la variation des constantes arbi-
traires, si importante dans la Mécanique céleste, peut étre présentée
avec une extréme simplicité et une grande ¢élégance, quand on part
de la théorie d'Hamilton, perfectionnée par Jacobi. C’est donc a cette
derniere théorie qu’il semble convenable de rattacher I'exposition des
principes de la Mécanique céleste.

Le premier des deux problémes principaux dont je viens de parler
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présente un cas d’une grande importance : celui de la détermination
du mouvement des satellites autour de leurs planétes, et en particu-
lier du mouvement de la Lune antour de la Terre. Ce dernier pro-
bleme offre de grandes difficultés, résultant de la grandeur de la
fonction perturbatrice, et du peu de convergence des approximations
successives. Dans ces derniéres années, M. Delaunay a fait connaitre
une nouvelle méthode d’intégration, qui présente de grands avan-
tages sur celles employces jusqu’ici, et qui doit donner lieu aux
Tables théoriques les plus précises du Mouvement de la Lune.

C'est cette méthode d’intégration elle-méme que je vais exposer
d’apreés la méthode de Jacobi; on verra qu’on peut le faire trés-simple-
ment.

Je montrerai en outre comment la méthode de M. Delaunay peut
étre généralisée, et appliquée a la détermination d’une partie impor-
tante des perturbations réciproques de deux planétes, particuliérement
de Jupiter et de Saturne.

Tel est le but de ce travail.

PREMIERE PARTIE.
§ I. — Principes fondamentaux.

Je commence par rappeler les principes sur lesquels jaurai a m’ap-
puyer.

Trtorime 1. — Les équations d’un probléme de dynamique dans
lequel les liaisons sont indépendantes du temps, et ot il existe une
fonction des forces, peuvent étre ramenées a la forme suivante, dite

forme canonique :
(l) T d_qi’ i -+ d—[).

Q désigne dans ces équations la différence entre la demi-force vive T
et 1a fonction des forces U, de telle sorte que

Q=T-"U.
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Les variables ¢ sont les variables principales réduites au plus petit
nombre possible; la force vive 2'I' étant exprimée en fonction de ces
L]
dl]i

variables ¢; et de leurs dérivées ¢; = —; ? ous posons
p dT
i o
dq;

et nous introduisons les variables p; au lieu des dérivées ¢, , en sorte
que la force vive et la fonction Q se trouvent exprimées par les va-
riables p et ¢. Quant a l'indice i, il doit recevoir les valeurs 1, 2,..., n,
si nn est le nowmbre des variables ¢.

Le deuxieme théoréme que nous allons rappeler se rapporte a I’in-
tégration des équations (1), ou méme d’équations plus générales.

Turorkme 1. — Soit proposé d’intégrer les an équations

(2) i _ _ & e _ A
dr dq,-, dt _dp,-’

dans lesquelles f désigne une fonction du temps et des variables p et g,
f'(ly Gas Gaseees Gns Pas Payer-s pn)

Il suffit de trouver une intégrale compléte de U équation aux dérivées
partielles

dS ( dS dS dS>
=0,

;};—F‘. z, Gis Gaseevs Gns ;1;17 a—q—zﬂ"'a Tq"

c’est-a-dire une solution contenant n constantes arbitraires «,, ¢.,...,
a,, distinctes de celle qu’bn peut toujours ajouter a S; moyennant
quoi les intégrales des équations (2) seront

j““‘z = ﬁn j_i = ﬁa’-“’ ;—i = ﬁne

(3> ds ds ds

d_‘]t = P Eﬁ = Pare-es ’(E = Pns

A

Bis Bay- ey Br désignant n nouvelles constantes arbitraires.

Ces équations (3) donneront, comme on voit, les 2z variables p et ¢
en fonction du temps et des 2. constantes arbitraires a,,..., «,,

Buires Bu

Tome XII (2* série ). — Aour 1868. 33
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Les théorémes suivants se rapportent a la variation des constantes
arbitraires. ‘

Supposons que dans les équations (2) on remplace la fonction f
par f — V, V étant une fonction du temps et des variables p et ¢, ce
qui, dans les problémes de dynamique, reviendra a ajouter a la fone-
tion des forces U une fonction V dite fonction perturbatrice. On
pourra supposer que les variables p et ¢ restent les mémes fonctions
du temps et des quantités «, 8, qui sont déterminées par les équa-
tions (3); mais alors les arbitraires « et 8 seront des variables dont Je
théoréme suivant fera connaitre les dérivées.

TukorimE 11, — Soient «,, 0sy...y %y Buis Bay...s Bn les arbitraires
introduites par Uintégration des équations (1); pour intégrer les équa-
tions qu'on déduit des équations (1) en remplagant f par f— V, on
prendra pour nouvelles variables les arbitraires o et 3, et leurs deri-
vees seront donndes par les 2n équations

dau; . dVv df; dV

(4) G T A W
dans lesquelles V est exprimée en fonction du temps et des nouvelles
variables o et 3.

On voit donc que, quand on suit la méthode d’intégration de
Jacobi, la théorie de la variation des arbitraires est d’une simplicité
remarquable ; les équations ont encore la forme canonique; aussi
donne-t-on aux arbitraires a et § le nom d’arbitraires canoniques.

Il existe une infinité de systémes d’arbitraires canoniques; lors-
qu’'un tel systéme est connu, on peut en obtenir une infinité d’autres
au moyen du théoréme suivant di a Jacobi.

Tatoreme IV — Soient a, § un systéeme d’arbitraires canoniques,
et 4 une fonction arbitraire des arbitraires « et de n nouvelles va-
riables o' 5 les 2n équations

dy dy ,
(5) =P gr=¢

7
%;

determineront un nouveau systeme o', (3’ qui sera egalement canonique.

, . P . . I N8} PERD Ly i
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§ I1. — Des équations d’ots depend le mouvement de la Lune autour
de la Terre. — Mouvement elliptique.

Soient ox, 0y, 0z trois axes rectangulaires passant par le centre de
la Terre, x, y, z les coordonnées du centre de la Lune, a/, 3/, 2’ celles
du centre du Soleil, m, m’, M les masses de la Lune, du Solcil et de
la Terre, R la fonction

6) R=m l w5,
V& —af + ("= P+ (7 —2) S
les équations dit mouvement de la Lune seront
d*x x dR
TR ST
d2y ¥ dR
(a) TR E= g
d?z z clR.
aw TP ST

.y désigne la somme M + m.

Sil'on supprime les seconds membres, on a les équations da mou-
vement elliptique

dix &
a THEEEo
. dy r
(a) w7 TS0,
dz z .
a TeE=o

Nous allons nous occuper d’abord de I'intégration de ces équations,
en suivant la méthode de Jacobi.

Nous prendrons des coordonnées polaires r, ¢ et ¢, le rayon vec-
teur, la longitude et la latitude géocentriques du centre de la Lune;
on aura donc, pour lier les deux systémes de coordonnées, les équa-
tions

x == rcosg cosy, ¥y =rcospsing, 2z = rsing.

On suppose que le plan des xy est le plan de Vécliptique, et que ox
est la ligne des équinoxes.

33..
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On trouve aisément que la demi-force vive exprimée avee les nou-
velles variables est

~1£2 _ ﬂz dy\? )
T_2[<d[> +'2<dt) +r’cos“<p<m> ],

les variables p seront donc respectivement, d’aprés le théoréme I

du§T,
dy

dr e ds 4,
dt

2 2
r
7 7 cos®¢

et on voit que I’équation aux dérivées partielles d’ou dépend le pro-
bléme sera, d’apreés le méme paragraphe,

(_l§_ 1 dS \ 2 1 /dS\? I dS\?* _ u
(7) w3 \@) Tel\s) T @) |5

Il s’agit de trouver une solution de cette équation renfermant trois

constantes arbitraires C, G et H.
Or, I’équation (7) ne contenant explicitement ni le temps £, ni la

longitude ¢, on peut poser
S=—Ct +Hy+S§,,

.

S, étant une simple fonction de r et ¢, et la question sera ramenée 2
la recherche d’une solution de I’équation

1 d51’+l dS.2+ H”___{.L_f_(,

2| \dr 2\ dy ricos'y |~ r ’
contenant une seule arbitraire nouvelle; or on peut séparer I'équa-
tion précédente en deux autres, en posant

ds,\*  H .
(E) -+ cos'yp G ’

dS\? ap G?
(71»‘) = +20-5

G étant une constante; et 'on satisfait 4 ces équations en posant

e POV i e g
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on a, en conséquence,

_ i TR
(8) S=—~Ct+HY +f\/G2 ~ oy do —f-f\/ —+20 -~ — dr.

Telle est la solution complete de 'équation (7) que nous voulions
obtenir; elle contient les trois constantes arbitraires C, G, H.

Les intégrales du probléme seront d’aprés le § I, en désignant par
¢, g, h trois nouvelles arbiltraires,

ds ds 2 ds

C=g¢ 8T g6’ "T i

ou bien

Il importe de rechercher la signification géoméirique de nos six
constantes C, G, H, ¢, g, h.
. N , . . 2p \ G?
1 est clair qu'en égalant & zéro le radical |/ =~ + 20 — ;> on aura
les rayons vecteurs maxima et minima de l'orbite. Soient ces deux
rayons a (1 — e) et a (1 + e) : ce seront les deux racines de I'équation

2Cr? + 2pr — G* = o;

on aura donc
2 2y, .

=-—2a, — —===a*(1—e%);

ol inS

d’ou, en désignant par p le demi-paramétre,

C:— —_E-., G_—_\/-(.;;(I—— 6‘2>:_—V};LI)

2a
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. R . .y . H?
De méme, en égalant a zéro le radical \/G2 ~ cog OD AU la plus

grande valeur de la latitude ¢ : c’est évidemment Pinclinaison i de
Porbite. On a donc

H=Gcosi ou H=yupcosi.

Avant de chercher la signification géométrique des trois autres con-
stantes, il convient de fixer les limites inférieures des intégrales qui
entrent dans I'expression (8) de S. Nous ferons commencer I'intégrale
relative a ¢ 4 partir de ¢ = o, et celle relative 4 r & partir du périgée,
c'est-a-dire a partir de r =a(r—e).

53
Comme ['élément différentiel \/ —2r—y + aC — % dr s'annule pour

e, dS . dS ,
cette limite inférieure, les dérivées —= et -~ ne seront pas changées,

bien que la limite inférieure soit une fonction de C et G; nous aurons
donc pour les intégrales

‘

[ L+ c=

r dr
JE————————
2
\/-2-’: +2C— i}—
a(i—e) r re
? d " f
, . g e G __?;:2 — G _lr—hi
(g bis) \/G’—— H2 2 \/_2_1% 4 ,c_ 28
o cos*y a(1—e) r re

h=¢—H .
cos’y G?— —
o cos*g

Si daos la premiére de ces formules on fait la limite supérieure r
égale a a(1 —e), ona

C=—1,

7 désignant le temps du passage au périgée.
Si dans la troisiéme on fait ¢ = o, ce qui répond au nceud, on a

h=1{.

Donc % est la longitude du ncend.
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Enfin si, dans la seconde des mémes formules, on suppose que les
limites supérieures répondent au périgée, au aura, en désignant sa -
latitude par ¢,,

g=G [t ["__cosedy
o W . Vsin?i —sin’g
° costy

Si l'on fait sing =sinisiny, » sera, comme on le voit aisément,
I'argument de la latitude, et I'on aura

E§= "

Donc g est I'argument de la latitude du périgée.

Soit donc xy le plan fixe, NI l'orbite de la Lune, N le nceud
ascendant de l'orbite, 1T son périgée; on aura les valeurs des six
constantes par les formules suivantes :

C:-—%: G = yup, H= upcosi;
¢ = —1, g:Nn, h = xN.

§ L. — Equations du mouvement troublé.

Si dans les équations (a) du paragraphe précédent on rétablit les
seconds membres, on a les équations (a) du mouvement troublé. La
fonction R, qui dépendait de x, y, z, x', »’, 2, va devenir une fonc-
tion connue de x’/, y', &/, c'est-d-dire du temps ¢ et des constantes
C, G, H, ¢, g, h; car x, y, z dépendent de r, Y et ¢, et ces derniéres
quantités sont, par les équations (g bis), des fonctions connues du
temps et des six constantes.

Ces six arbitraires seront alors de nouvelles variables, et la théorie
de Jacobi nous apprend que les dérivées de ces variables seront données
par les équations

dC _ dR de _ dR
W wT T ad
dG 4R dg dR
(r0) T &G w ST
AH _ dR  dh dR

7y S A dH’
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Avant d’aller plus loin, faisons une application de ces formules, en
supposant que la fonction perturbatrice R soit une fonction du rayon
vecteur r seulement, F(r). La premiére des équations (g bis) montre
que r ne dépend que du temps ¢ et des constantes ¢, C et G; il en
est donc de méme aussi de R, et par suite on a

(IR*"O dR___O dR o
dg — 7 dh T ' 4H ’

i

les équations (10) donneront donc
G = const., H = const., A = const.

Donc une telle fonction perturbatrice laisse invariables la longitude
du nceud, I'inclinaison de I’orbite, ce qui était évident, mais en outre le
parametre de Porbite. Le grand axe et |'excentricité varient de facon que
va (1 — e?) reste constant {an moins dans la premiére approximation).

Cette application présente un certain intérét historique. Quand on
commenca a appliquer I'analyse a la recherche des inégalités de la
Lune, le mouvement du périgée calculé fut notablement différent du
mouvement observé; cela conduisit Clairaut a supposer que lattrac-
tion de la Terre sur la Lune se composait de deux parties : 'une, de
beaucoup la plus forte, inversement proportionnelle au carré de la
distance; Pautre, beaucoup plus faible, inversement proportionnelle
au cube de la distance. La fonction perturbatrice était donc de la

. A , . . .
forme =% elle rentre dans le cas que 1'on vient d’examiner. On voit

que P'addition de ce terme avait pour effet de modifier le grand axe,
I'excentricité, le périgée et la longitude moyenne de la Lune; mais elle
laissait le paramétre de ’orbite invariable.

Revenons a la question qui nous occupe.

Les équations (10) présentent un grave inconvénient. On sait que,
dans le mouvement elliptique, les coordonnées x, y, z sont des fonc-
tions périodiques de n (¢ + ¢), n étant le moyen mouvement de l4 Lune;
un terme quelconque de la fonction perturbatrice sera donc de la forme

Acos[kn(t + ¢} + q],

' ' ‘ 1 I TR YR YR A '
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k étant un nombre entier, g une constante et A une fonction de
C, G, H. Quant i la quantité n, elle est donnée par ’équation

2.3 o1 — &
n*a®=p, don n_,\/”ﬂ.
Or,ona

e
a= 2C "’

\/— s
n = f!-2 .

n est donc une fonction de C, et on voit que quand on voudra appli-

donc

i . dR )
quer les formules (10), en formant la dérivée partielle =g’ le temps sor-

tira des signes sin et cos, ce qui empécherait les formules de s’appli-
quer indéfiniment et s’opposerait & la construction des Tables.

On évitera cet inconvénient en prenant au lieu de ¢ la variable /
définie par I'équation

(&) l=n(t+c),

d R
. . . .
on voit que [ est ’anomalie moyenne. On aura, en désignant par (TC)

la dérivée partielle prise sans faire varier C dans n (¢ + ¢),

dR . dR dR ‘ c dn
ac= \z¢) Tz (t+) g
par suite,
de (dR dR ¢t 4+ C) dn
dr —  \dC] @ dc’
On a du reste, d’aprés la formule (4),
dl n4n de ‘ C‘) drn dC
P z+tE+e) g
lace tdC 4R oui—l}-n
ou, en remplagant —- par —» T
dl de dR dn
z—ﬂ"“nz +n(t+c)ﬁ d—-C7

Tome XIHI (2¢ série). — Aour 1868. 34
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. de . soéd 1)
ou bien, en remettant ponr —= la valeur trouvée précedemment, 1

a_ ”(dR_
de — dc /)’

vient

. dl . . .
dans cette expression de —. le temps ne sortira plus des sigues sin ou

cos. Les deux équations

dC __ dR  de R

dt — de’ de dG
se trouvent donc remplacées par les deux suivantes

(||) — =N —= c

ac _ AR dl_ z(fm‘
dt a’ mo T )

Nos six éléments sont donc actuellement
C, G, H, [, g, h

Mais les deux équations (11) n’ont plusla forme canonique; nous les

y rameénerons en posant

€ _ 4L,

n

L étant une nouvelle variable. On peut écrire cette équation

— da —
d.IJ= /‘U.."——’ d’Ol‘l ]-4 = \/ a,
v \/‘ ~

2va

et les deux équations (11) deviennent

dL _dR  dl dR

xT T w a T ant

T
(11 bis) - 3T

. . dR Coa . . .
la dérivée partielle T doit éire prise sans faire varier L. ou @ sous les

sigues sin et cos; mais ¢’est une chose déja entendue, puisque partout
on aremplacé n (¢ <+ c) par L.

ER IR TR FR I
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Si 'on pose enfin '
R =R +C,

on aura
dR' dR dGC dR

dL — dL a4
on aura, en outre,
dRr’ dR

PTERPT

et les deux équations (11 bis) deviendront

dl. 4R’ dl dR’

W T A @ T T an’

En résumé, les formules (10) peuvent étre remplacées par les sui-
vantes :

{dL _ dR dl dR

di T Al At T T AL

(12) 46 _dR = dg 4R
dt dg dt dG

dH _ dR  dh dR

ar T dk w T T an’

la fonction R est égale a Vancienne diminuée de C, ou bien augmentée
2

de;"—- Toute la question consiste actuellement dans Pintégration des
a

équations (12).

§ IV. — Forme du développement de R. — Apergu sommaire
de la méthode de M. Delaunay .

Ie développement ordinaire dela fonction perturbatrice, celui qui
est donné dans la Méeanique céleste, se compose de termes tels que

Acosb,
ot § est de la forme

i+i'l'+jo+ ) + kG + K0,

i,i'sJ,]'s k, K élant des nombres entiers, { la longitude moyenne de

34..
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la Lune, {’ celle du Soleil; = et § sont les longitudes du périgée et du
neeud de Porbite dela Lune, o’ et §' les quantités analogues pour 'or-
bite apparente du Soleil autour de la Terre.

Dans la théorie actuelle, on devra remplacer

lpar h+ g+ 1, m par h+g, 0 par I;
on considérera, du reste, les éléments du Soleil comme des constantes,

de telle sorte que si »’ désigne le moyen mouvement du Soleil, & sera

de la forme
§ =il +~ i’g +"h+i"nt + q,

q étant une constante,
A, dans la théorie ordinaire, est une fonction de a, e eti; on feraici

.1 N .. ————— .
7=sin— dolt sini=ayyi— 4, cosi=1— a~>
3 Y, i

On gardera les ¢éléments a, e et v dans A, afin de pouvoir juger plus
facilement de 'ordre du terme considéré ; mais on devra se rappeler
que ces éléments sont liés 2 L, G, H par les relations snivantes

_ L . G? . 1 H
a_?; C = I——E, /_ —Z-—E.

Mettons sous les yeux, pour plus de clarté, la partie constante de la
fonction perturbatrice et un de ses termes périodiques :

d a’ I 3 2 3 9 3 79 3 %
R:;;—J—III/E<——'2—"/'+EG‘+§B'+;"/

4
— 922 9z, 9 2 9 @)
(VT g )
T CORE TR SN S
N IVl Tl TR ¢
15"2 2 Iﬁﬂg ‘2 69 A 75 2 2 5 a2
+’Z'/8'+-7/8 —l—ae +1._-66(’ +EF/)

X cos (2l + 25 4+ 2k — 2l +q).

On a poussé le calcul jusqu’aux termes du quatriéme ordre, en re-

a car
gardant = comme une quantité du second ordre; la constante ¢ a pour

IR TE RN [
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valeur
g =28+ 2.

On ne voit pas figurer dans les coefficients la quantité ' relative au
Soleil, ce quitient 4 ce qu’on a pris pour plan fixe des xy le plan de
Pécliptique dont on néglige les variations. :

Donnons en peu de mots le principe de la méthode de M. Delaunay.

On réduit la fonction perturbatrice & son terme constant et a un de
ses termes périodiques; il arrive que les équations (12) peuvent s’in-
tégrer rigoureusement, ce qui supprime les approximations succes-
sives relativement aux termes considérés. On peut se demander alors
s'tl ne serait pas possible de tirer parti de cette circonstance, et de ra-
mener le probléme & un autre du méme genre, dans lequel la fonction
perturbatrice contiendrait un terme de moins.

Ayant effectué les intégrations du cas précédent, on regarde les ar-
bitraires de cette intégration comme de nouvelles variables, et il arrive
que ces nouvelles variables dépendent d’équations de méme forme
que les précédentes; seulement, la fonction perturbatrice ne contient
plus le terme périodique qu’on avait considéré. On concoit donc la
possibilité d’enlever de la fonction perturbatrice les termes les plus
importants, apreés quoi on calculera 'effet des autres termes par la
méthode ordinaire.

Considérons donc spécialement un terme périodique de la fonction
perturbatrice, et sa partie non périodique, et posons

R=—B—Acos(iddl++i'g+i"h+i{"t+q)+R,:
nous allons negliger R, et intégrer les équations (r2) dans cette hypo-
thése.
§ V. — Intégration des équations (12) en négligeant R, .

On a donc
R =— B - Acosf,
en. posant, pour abréger,

SN

9:il+i'g+l'”}i+l nteq;

B et A sont des fonctions connues de 1L, G, H.
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apreés le théoréme 11 du § I, Vintégration des équations (12) dé-
pend de la recherche d’une solution compléte de I'équation aux dé-
rivées partielles

o {S . dS ., dS
(13) %;——B—Acos(za,—L+z’(

i 45

3 (S—i—i”’ 't 4 =0
4G dH n q) =0

¢'est-a-dire d’une solution avec trois constantes arbitraires.

Pour nous débarrasser du temps, désignons par C une constante
arbitraire, par S, une simple fonction de L, G, H, et posons

[/

14 S=Ct—~ntl,— 1L +8,.
N / H t

I,/ équation (13) deviendra

\ L _ . dS, ., d8, ., dS,
(,‘-—-TnL—B—-ACOS<l?Z—L—+l ;E—i—l a5 )

ou, en faisant

-3

B, =B+ 5;_—n’L,

ds, 4 ds, i s, AFC COS C—B,
d1. dG - )

o 7oy .
(13 bis) i T —

le second membre de cette équation est une fonction de I, G, H et de
la constante C, et nous avons a trouver une solution de cette équation
avec deux constantes arbitraires.

A la place des variables G et H, introduisons les nouvelles variables
(G) et (H) définies par les ¢quations

(15) G=iL+(@G), H=C"r4m.

S, deviendra uue fonction de L, (G), (H), ainsi que le second membre
de I’équation (13 bis); on voitimmédiatement que le premier membre

, . [dS \ . .
de cette équahon sera l(?f:)’ les parenthéses devant éviter de con-

fondre la dérivée de S,, prise par rapport a L. dans ’hypothése actuelle,
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. (., dS§ , ; o 1
avec I’ancienne dérivée (717'; I’équation (13 bis) sera donc

. fd —
(14) i (eTSﬁ> =arccosC AB’;

elle ne contient pas les dérivées partielles de S, relatives aux variables
(G) et (H); on aura donc
C—B, dL . . . \
S, = [ arc cos ~—— — + une fonction arbitraire de (G) et (H);

o/

nous ferons, en désignant par (g) et (2) deux nouvelles counstantes
arbitraires,

S, :farccos C;B' %E + (g)(G) + (&) (H). '

L’intégrale qui figure dans l'expression précédente de S, est nne
fonction de L, (G), (H) et de la constante C. Désignons-la par

K[L,(G), (H), C],
de telle sorte que
K|L,(G), (H),C] =farc cos S8 2L,

i

on aura alors, en se reportant a I'équation (14),
im 4 B Y v} AR ] H
S=Ct——ntL =1L+ K[L, (), (H),C]+(g) (G} + (k) (N),

ou bien, en revenant aux anciennes variables (G) et (H), par les for-
mules (15),

sszct—%n'ul—%L+K[L,G~%L,H.—%L,({

(16) ' o o
| -+@NG—7Ly+wNH—TL)
Telle est la solution compléte de I’équation (13) que nous cher-
chions : elle contient les trois constantes arbitraires G, (g) et (4).
D’apres le théoréme Il du § I, les intégrales des équations (12)
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seront données par les formules suivantes :

dS_ c a8 — const 8 = const
‘d—c—“’dm— Sto T OO
I
(17) s _ ds __ as _ g
an = o 76— & aw ="

¢ désignant une nouvelle constante.

La deuxiéme et la troisiéme de ces formules montrent que (G) et (H)
sont des constantes. Nous continuerons 2 les désigner par les mémes
lettres : la premiere donne, en ayant égard ala valeur (16) de S,,

dK
s hnd (t -+ C) = '{'{E,
la derniere et I'avant-derniére donnent

. dK
g:(g) -.l—d(vG), h:(’l)+m'

On suppose dans ces formules la fonction K exprimée a l'aide de L et
des trois constantes (G), (H), C.
Enfin la quatriéme des équations (17) revient, comme on s'en assure
aisément, a
dR

. . » 7 L —_— —_— 7 b
zl+z’g+l h+1i nt—i—q——e_—lﬁ-

Les intégrales des équations (12) seront donc

G=LL+(G), H=7L+(H),

dK dK

dK
(18) —(t-}-C)_‘:E) g:(g)—f-m, h:(’l)+m—)

’

. . s . dK
6 =il+i'g+i"h+i nt+g=1i-r;
elles contiennent les six constantes arbitraires G, (G), (H), ¢, (8), (%);

il faut se rappeler que la fonction K est définie par la formule

. C—B, dL
h:farccos 1
A i

" X8} IR
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et il est a peine nécessaire d’ajouter que, dans 'élément différentiel,
G et H doivent étre remplacés par leurs valeurs tirées des deux
premiéres formules (18).

Ces formules (18) déterminent donc nos six variables L, G, H, [,
g, k en fonction du temps et des six constantes C, (G), (H), ¢, (g),
(%); la troisiéme formule donne I, aprés quoi la premiére et la se-
conde donnent G et H; la quatriéme et la cinquiéme donnent g et 4;
enfin la derniére donne /.

§ VL. — Pariation des arbitraires introduites par Uintégration
precédente.

Revenons aux équations (12) et rétablissons-y R,. Posons donc
R=—B-— Acosd +R,.

Les expressions de L, G, H, [, g, & seront encore celles qui sont
données par les formules (18); seulement les arbitraires seront de nou-
velles variables. Comme nous avons intégré en suivant la méthode de
Jacobi, nous pourrons, en appliquant le théoreme III du § I, former
trés-aisément les équations d’out dépendent les dérivées des nouvelles
variables.

Remarquons, a cet effet, que les quantités désignées par o dauns le
théoréme cité sont ici

C, (g)s (1);

les quantités désignées par [ sont

—c¢, (G), (H);

enfin, la fonction V doit étre remplacée par — R,. Nous aurons done
ces équations '

dC __ dR, de _ dR,

T de ar —  dc’

\ d(G) _ dR, d(g) dR,
(19) = ’ = —
de (g) dt d(G)

d(H) _dR, d'k) __  dR,
e~ d(k) T4 T T d\)

Tome X1 (2¢ série). — Aot 1868. 35
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La fonction R,, qui dépendait primitivementde L, G, H, [, g, A, est
supposée maintenant exprimée en fouction du temps £, et des six
constantes C, (G), (H), c, (g), (h) d’aprés les formules (18).

On voit donc que les nouvelles variables dépendent d’équations (19)
toutes pareilles aux équations (1a); seulement R y est remplacé
par R,. On a enlevé de la fonction perturbatrice la partie —B— A cos§.

Avant d’aller plus loin, il convient d’examiner sous quelle forme
se présentera la fonction R,, comme nous I'avons fait 4 I'égard de R
au § 1V, et pour cela il faut commencer par examiner les expressions
de L, G, H, [, g, k fournies par les équations (18).

Reprenons la formule

dK
—(t+C):E7

qui devient, en remplacant K par sa valeur,

» dL

i
20, t+C= | ———
(20) : /VA’-~(C—B|)“’

d’ou

dL ; : 3
(21) - =vAT—(C=B, "

Comme on a L= ypa, et que a varie enlre certaines limites, il en
est de méme de L : cette quantité oscille entre deux limites, et chaque

. ) . _ {1, . 5 ™
fois qu’elle atteint une de ces limites, on a ﬁfi? = 0. Soient donc £’ et {

les deux limites de L : la premiére limite sera donnée par I'équa-
tion C— B, = + A, et la seconde par Péquation C—B, = — A.

Convenons que la limite inférieure de lintégrale K soit £'; cette
limite sera une certaine fonction de C, (G), (H), et il n’y aura pas
craindre que cela change les dérivées partielles

dK dK dK

ac’

4(6)’ d(8y

car-Pélément différentiel de K s’annule pour ¢
Cela posé, la formule (20) montre que pour I. = £’ on a

t+c=o0;
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en outre, si I'on pose ’
N AL,

b ——'—-2’

T
6 Jg iyA—(C—B)
on aura, pour L = ¢”,

4+ ¢=—
=1

Quand L a atteint la valeur ¢, il revient vers {'; dL. est négalive,
le signe du radical yA? — (C — B,)? change : pour L = (/, on aura

cro=1,
0
pour L = ¢’, on aura
3=
t+c¢ ="
-+ )

Dane I. est une fonction périodique de ¢+ ¢, et la période est 2—975,

ou bien L est une fonction périodique de 6, (¢ + c), et la période
est 2. On sait qu'une pareille fonction est développable en une série
de sinus et cosinus des multiples de I'angle §,(¢+ ¢). Du reste, on
voit aisément qu’a des valeurs de L, équidistantes de ¢ répondent
des valeurs de ¢ -+ ¢ de la forme

T4 et —+o
0, 0y :

ou bien des valeurs de 6, (¢ +c) de la forme
n—f et w+f3.

Lors donc que 0,(¢-+c) prend deux semblables valeurs, L doit
rester le méme, ce qui exige que L ne contienne que des cosinus;
ainsi, son expression est de la forme :

L=1L,+ L, cosf (¢t +¢) + Lycos20,(t+c¢)+....
35..
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Les deux premiéres formules (18) montrent que I'on aura

G=G,+G,co80,(t +c¢)+ Gyco826,(t+¢)+...,
H=H,+ H, cosb, (t +c) + Hy cos206,(t +c) +...,

avec les relations
r st

Go= =Ly~ (G), G,==L, Gy==Ly

- 4
l

Hy = = L, -+ (1), H,=%L,, Hy=%L,.

On a ainsi les développements de L, G, H, dans lesquels 6,, L,
L,,..., expriment des fonctions de C, (G), (H).
De méme, on a

dK "dA C—B dB dL
o— (o = ! ! ——
§=(8)+ a5 \“*‘f[d(G) A +d(G)]l~,/_“Az_<c_ism

ou bien, en remplacant AL par sa valeur tirée de la formule (21),

=0 [ 52 e

Or I'élément différentiel est une simple fonction de L, par conséquent
développable en série de cosinus des multiples de 'angle 6, (¢ + ¢);
en intégrant, on en tirera

§=1(8) +golt+c)+gsinfy(t+ ¢) + g,sin26,(t +¢) +....

On n’a pas de constante & ajouter, car, pour L=¢,onat+c=o0
et g =(g), d’aprés la maniére dont on a fixé la limite inférieure de
I'ntégrale K.

On aura de méme

b= (k) + ko (t +c) + kysiny(t + ¢) + hysinabo (¢ +c¢) +....
Quant a la variable §, I'équation

9 = arc cosH
- A
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donne

3

d@_.(d};, C—B, dA

a T '\ar A dL

on aura donc de méme
9:ac(t—|—c)+G.Sineo(t—i—c)—f—625in290(t+c)v—I-...,

&, 04y 85,..., désignant de certaines fonctions de C, (G), (H).
OrpourL = ¢/, ona

C—B,=+A, cosb=-+1, ¢t+4+c=o0;
et pour L = ¢”,
C—B,=—A, cosf=—r, t—i—c:%-
L’angle 0, de sa nature, augmentant sans cesse, on voit que pour
t+c=o0, ona

ki3
et pour £+ ¢ = -é;a

ce qui suffit pour montrer que dans la formule précédente o est égal
4 8,, et qu’il 0’y a pas de constante 4 ajouter A 4.
Si I'on reporte les valeurs précédentes dans1’équation

id+i'g+i"h+i"n't+q =09,
on aura pour [ une expression telle que
=)+l (t+c)+1sinb,(t +c)+ Lysinab,y (L + ¢) +...,
avec les relations

i(1)+ i (g)+ " (B) — i"We +q = o,
ilo""‘ i’go -+ i”ko ~+- l"”n' == 60,
i, +i'g, +h,=9,,
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On peut comprendre les résultats qui précedent dans le tableau
suivant :

L =1L, +TL,cos0,(t+c)+...,
G = G, + G, cosfp(t +¢)+...,
H =H,+ H,cosb,(t+c¢) +...,

A =)+ L(t+e)+ Lisinbo(t+c)+...,
g8 =(g)+go(t+c)+gsiny(t+c)+...,
h = (h)+ ho(t+c)+ Rysinby (£ +c)+...,
(22] 6 =6,(t+c)+6,sind,(t+c)+...

I

Go= Lo+ (G)y Gy= 7Ly,

H,= '—i—Lo +(H), H,= I—_-L,,...,

i+i'(g)+i"(h)—i"nc+q=o,

ily + i'gy + "hg + "0 =40,,

\ il + i A + i"h, =6,,

les coefficients 0y,..., 8oy -y Rtoy- vy Loyeroy Goyerny Hoyeooy Ly, sont des
fonctions des arbitraires C, (G) et (H).

§ VII. — Nouveau changement d'arbitraires.

On aura 4 substituer les valeurs précédentes de L, G, H, /, g, & dans
la fonction R,. Les cosinus tels que cos (il + i'g’ + z"/z + "'n't + q)
seront développés en série par la formule de Taylor, et on voit ainsi
que I'un quelconque des termes de R, sera de la forme

Acosi[(1) + L, (¢ + )]+ i'[(g8) + go (¢ + )]
+ i [(h) +ho(t+€)]+i"n (t+c)+ g

Mais, quand on voudra appliquer les formules (19), comme /,, g,,
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h, sont des fonctions de G, (G), (H), on voit que les dérivées partielles

ﬁ dR, dR,
ac’ d(G)’ 4(H)

feront sortir le temps des signes sin et cos, ce qui est un grave incon-
vénient. Nous Véviterons en substituant aux arbitraires C, (G), (H),
¢, (g), (h) de neuvelles quantités convenablement choisies. Nous
choisirons ces arbitraires de facon que le temps ne sorte plus des
signes sin et cos, et que les équations aient encore la forme cano-
nique. Avant d’aller plus loin, faisons subir aux équations (1g) une
légere transformation, en remplacant la guantité ¢ par ka variable 1,
telle que 'on ait
L+ ¢c=7;
on aura

de dr

. dr dR,
1 -+ =

— ou bien =1~ a5

Si donc on pose R, — C = R/, on aura

dr _ dR*
a - dc’
on a, du reste,
dR, dR'. -
“de T Tdt

les équations (19) seront donc

dC __ dR’ dr 4R’
& T dr’  de T T ac’
d(G) _ 4R’ d(g) _  dW
(23) a T dlg) dF T~ A6y
d(H) _ dR'  d(h) _ dR
dt — d(h)y dt T d[H)

Cela posé, afin de découvrir les nouvelles arbitraires, nous revien-
drons aux expressions (22) de 0, [, g, k, pour établir entre les coeffi-
cients 0,, Iy, 8o, ko, des relations qui nous seront de la plus grande
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utilité. Reprenons I'intégrale

Acosé +B,=C ou Acosf+ B+ iTn’L:(J,

ou enfin

N

C=—R+ ITn’L.
Cette équation doit devenir une identité, si I'on y remplace L, G,... par
leurs valeurs (22), et cela quelles que soient les quantités C, {G), (H),
7, (), (k); on peut donc différentier la précédente équation par rap-

port a ces quantités; servons-nous de la caractéristique ¢, pour indi-
quer cette différentiation, et nous aurons

0C=—dR + oL,
ou, comme R est une fonction de L, G, H, [, g, &,

?C = -1 n'oL — (dﬁ oL + 2R 6‘[>

IL
dR dR (ZR
- (—6‘(1 % 08) — (,m 1L T ).
dR dR
Or, si Ion remplace les dérivées partielies —»> —7>.-- par leurs valeurs
tirées des formules (12),
dR _ dl dR _ dL
AL~ T d’ dl — dr’

il viendra

s W

i , X/ dL
00 =5 woL + (GO0 — T al)
dg dG (Ih
ou, en remplagant G et H par leurs valeurs (18),

8L d L3 I
IC= = < + i E S i )
i dr

—-%ﬂ(ld'l+l'd‘g+z”o‘ﬁ) td‘((})—{—%d‘(ﬂ),
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ou enfin, en introduisant 9,

d9JL — d0d1.

\ - dl
(24) 00 = '

d. .
+ng\\(x)+7[a“(ﬂ).

it
Or les expressions de I et §,

L=1, +L,cosf,7+ T,cos2b,7+.. .,

=0+ 0, sinfy7+ O,sin26,7 + ...,
montrent que ’équation (24) sera de la forme

o+ f3co80,7 + fyc0820,7 ...+ 7, sinf, <
+ yasin2f, 14 4 v(d, sinl, 1 + dysinal, v 4+...) =o;

celte équation devant avoir lieu quel que soit 7, on en tire évidemment
z2=o0, f,=o0,.... .

C'est la premiere de ces relations qui nous sera utile. Formons donc
Ia partie non périodique et indépendante de t dans I'équation (247;

le terme
d0
dt

oL

Ot
[0y + 9,00, coslot + 29, cos2b 7 +...)]

X (L, 4+ iy cosfyt + Ly cos28,7—...)

donne, comme on le voit immédiatement,

2

6,0L, 4 28,0L, 4+ 36,0L, +. ..

\ dL
de méme le terme — - 26 donne

5 <L|69x+2L2662+ 3L3693+...)
2

Quant au terme Zg @ (G), il doit étre réduit a g 0 (G), et de méme

Tome XHI (2% série}. — AouT 1368, 36
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d/ R .
71% ¢ G), a by ¢ (H); I'équation « = o est donc

0C=
i

Lo+ = (Li6+ 21,8, 4. ..)
B0 -2 |+ 50 2(6) + hod (1),

ou, en faisant

Lot ~ (L8 2L, 6, +...)
\ 2
(25} A= 8 L}

i

(26) 0C = 0,0 A + 8,0 (G) + hyd(H).

Or, A estune fonction de C, (G), (H), et inversement, C peut étre
regardé comme une fonction de A, (G), (H); I'équation (26) montre
qu’on a, dans cette hypothése,

¢ dc
da’ 8 T d4(G)’ d(H)

(27, 9y =

60, 8o €t h, sont donc les dérivées partielles d’'une méme fonction, ve-
lativement aux quantités A, (G), (H).

Cherchons a exprimer /, de l]a méme maniére.
I’équation qui lie {,, 6,, g, et A, cst

'

iy 4+ i'gg+1"hy+1"0'= 16,
on aura donc, en tenaut compte des relatious (27),

. . dC ., dC .., dC
i woat __ - ’ _— ” .
(28) ily+i"n' = T 76 { ZTH)

Or, il est facile de faire en sorte que le second mewmbre de cette for-
mule soit aussi une dérivée partielle de C; il suffit de remplacer A, (G),
(H). par les quantités A/, G', H' définies comme il suit

/

(»9) A=1a, @)=6¢-%A, Hm=n-I4a;

' ' ' I Co [EETEN R TR RN
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C va devenir une fonction de A’, G’ et

283

', et on aura évidemment

dC 1 dC ' dC i dC
AN TdA T 7 d(G) 7 d(H)
¢ dcC de dC
AG T d(G) 4" T d(H)

Donc, 'expression (28) de /,, ct les ex
devenir

pressions (27)de g, et §, vont

/ [ 4 l-/u n’ . llC

~ o TR = uy

- dC
(30} ¢ o = d—(}—"
dC
ho = g

voila les relations auxquelles nous voulions arriver.

Nous allons maintenant pouvoir appliquer le théoréme 1V du § 1;
nous avions le systéme d’éléments canoniques

C, (G), (W), = (g) (&)

nous voulons en dédnire un nouveau systéme également canonique,
d’apreés le théoréme cité. Trois de ces nouveaux éléments seront A’,
G/, H', et nous prendrons, pour la fonction ¢,

21

(31) ¢ =Ct— E (8)+ 5 (h) + L] A+ ()& + (W)W

; N
Dans cette formule C doit étre supposé remplacé par sa valeur en

fonction de A’, G/, H'; les éléments & sont

T, (8)y (A)
les éléments o’ sont
AI, GI, HI;
on trouve aisément
dy dy ‘, i, d T i,
E"C’ a’(g)—(r——iA’ (l(/t)—H iA’

36..
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ou, en ayant égard a la définition de A, G/, H',

dd o- o
7=C 75=(6) =0

dr — 77 dig)
ce sont bien les équations
dy L dy dy
T =P o= =
du théoreme cité.

Pour avoir les éléments £, il suffira de former les dérivées

dd dY dy
A’ 4G A’

on trouve, en ayant égard aux formules (30),

78 dC Iy i q "o, i’ i o
= )——-—(fz)—7:7&,4——;711———(())-— (e — 2

—_—r __ — _ (o

d A’ Y i (8 i i\ i i
dy .

a6 T BT BT

did 1

;?i'l = \]Z; - ]In .

Sil'on a égard a la valeur de (1), on pourra cerire

o

= {l) + o + Ihi—n’t.

dy
d A’

Désignons ces nouveaux éléments par 2, #, 7, de facon que

o
- , I '
r=l)+ v+ — 't

Z:f\g}_Fg/]?,

7= (") + h,t.

Le systeme A’, G', H', 2, #, % sera canonique, c¢’est-a-dire qu’on
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atra
AN AR’ & R
Tdr T dw T de T T AN
dG’ __dR’ dn dR’
de T d» di T 4G
dA" _ dR’ dn dR’
Tde T dw | de T AW

On voit que les ¢léments x et 4 sont les parties non périodiques des

expressions (22) de g et A; X est la partie non périodique ¥’
N4

5 ‘
angmentée de — n't; posons donc

M

=) + 17 n't,

nous aurons
el dn i, o, dR'

— = — == — —n — .
dt dr i { d A
On ramenera cette équation i la forme canonique, en faisant

4
{
R =R + - A,

et Ton aura ainsi les équations canoniques

tdA’ dR” dy dR”

T dw A T an’

o dG’ dR”  dw dR”
2 ar T dx A T T a6’
dH’ dR” " dx dR”

e~ dn dr T aA’

[.es relations qui lient les deux systémes d’éléments sont les
vantes

;\_,:I.A = IJO_'_ %(L‘6| —+ 2]1293 "+“...j,
Y= (G)+ A,

H = (H)+ = A,

de {

sui-
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on hien

A =1, +§(L. 6, + aLlyby +...),

}':GO+§(G.E), +2G, 0, +...),
H = Hn+é(n,6, + 2H6, +...),

Vo= ([) + [0 (t -+ C),
(33)  {x =(g)+ g,(t + ¢),
n :(/I)—}—]IO(t —+ C);

on a, du reste,
” o ('”’ , , \ I'Il/
R'=R +7"A‘ =R, — C+ =n'A,
4
" l‘ll/"' "//’
R'=R, —C+ — (L8, +20L.6,+...) + —n'L,.
217 ¢
Les arbitraires A’, G', H', X', %, u sont donc encore canoniques tout
comme les précedentes, C, (G), (H), ¢, (g), (k); seulement elles ne
présentent plus 'inconvénient dont on avait parlé, car un terme quel-
conque de la fonction perturbatrice sera de la forme

Acos(ih 4+ i'v+i"n +1"0't + q ),

puisque sous les signes cosinus ot réduit les éléments /, g, & 4 leurs
parties non périodiques. On voit que, en formant les dérivées par-
tielles de ce terme, le temps ne pourra pas sortir des signes sinus et
cosinus.

On voit de plus que le terme périodique — A cosf a bien disparu
de la fonction perturbatrice ; cette fonction a maintenant pour valeur

” sm

R” = R, —()—|—;'i’,- n (L6, + 2L,6, +...) + ll—_n’LO,

C devaut y étre remplacé par sa valeur, fonction de A’, G’ et H’; mais
si le terme périodique — A cos@ a disparu, la constante B de la fonc-
tion perturbatrice a été modifiée.
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Remarque. — Les nouvelles variables A’, G’, H', X', #, 4 se rédui-
sent aux anciennes L, G, H, [, g, &, quand on suppose nul le coeffi-
cient A du terme périodique considéré.

Si, en effet, on se reporte aux équations (12), on verra que dans

cette hypothese
dL dG H
=% &= w =
d’ou
L=L, L, =0, Ly=o,...

et de méme pour G et H; mais 'expression (33) de A’ montre qu’on

a aussi
.A., = I,Ao.

Donc les variables A/, G, H’ se réduisent bien aux anciennes.
Les mémes équations (12) donnent

dl___dR _dB _
& T T AL T oan Tt
d’ou
dB
[ — - o)
[ (l)+ (IL(t+L/'
On a donc
{B
I, = d—L l,=o0, lL=o,..,

ce qui montre que la valeur précédente de { est aussi celle a laquelle
se réduit A.

On démontrerait la méme chose pour g et A.
Nous pouvons tirer de l la régle pratique snivante : on a les expres-
sions de L, G,...,

L=1L,+1,cos0,(t+c)+...,

ou bien, a cause de la relation

Go(t+cC)=1iN+ 1w+ "n+1"0"t +¢,
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les refations qui lient les nouvelles variables aux anciennes seront
L=1,+L,cos(iX +ix+i"n+i"n't+q)
+ Lycosa (i) 4+ v+ i"g+ "0t +q)+...,
G=06Gy+Gcos(iN +i'a+i"g+1"n't +q) +...,
H=H, +H,cos(i} +'z4+i"q+ "0t +q¢)+...,

[ =X + L sin(id 4+ i'2a+i"qg+ "0t +q)+...,

g = % +gsin{iN + e+ +i"Nt+q)+...,
h = g 4+ sin(i) +i'a+i"q+i"nt+ G) e

Les coefficients Loy Ly .0, Goy Gy s Hoy Hy oy Ly, g4ss By, die cos
tormules, qui étaient d’abord des fonctions de G, (G), (H) sont mainte-
nant des fonctions de A’, G’ et H'. On remplacera L, G, H, {, g, k par
leurs valeurs dans les coordonnées de la Lune, qui deviendront ainsi
des fonctions connues des nouvelles variables. Ces nouvelles variables
dépendront d’équations pareilles aux premiéres, & cela pres que la
fonction perturbatrice aura été débarrassée d’un de ses termes pério-
diques : on pourra la débarrasser d’un nonveau terme, et continuer
ainsi jusqu’a ce qu’on ait enlevé les parties les plus importantes.

Il est inutile d'introduire de nouvelles lettres pour désigner les
nouvelles variables; on peut dire que, dans les coordonnées de la
Lune, on remplacera :

L par Lo+ Licos(id +i'g+i"h+i"n't +q)+..,
de méme pour G et H;
[opar L Lsin(il +0'g+i"h+i"0't + g)+..,

de meéme pour g et A.

Les coefficients de ces formules sont des fonctions connues de
C, (G), (H); ils sont donnés en fonction de A’, G’ et H ou L, G, H
pav les formules suivantes

=1, —f--;—(L.é, + 20,0, +...),
G =G, + 2 (G/8, + 2G5, +...),

H:H(,-'ré{Hié. +oML,6, +...).

' ' e o Ve Rt
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<

Les L,, L,... deviendront donc des fonctions connues de I., G, H;
on aura alors les mémes équations

dL dR dl dR

dr T dl’ d T du

L T T T T

seulement par R, il faudra entendre

l'l// l‘”a‘ ,
R — Tn’L-{—T nA,
ou bhien

s

R——n'(L— L)+

1 o ,
5 li—n.’LL| §, + 21,6, +...),

R étant la valeur primitive.

Remarque I. — La méthode suivie suppose le coefficient i de I dans
I'argument ¢ différent de zéro; si ce coefficient était nul, i étant dif-
férent de zéro, on ferait jouer 4 G le role de L. La méthode ne se
trouverait en défaut que dans le cas ot 7, i, i” seraient nuls tous les
trois; on peut alors intégrer aisément les équations (12); je ne m’arre-
terai pas a ce cas.

Remarque 11. — Quand on a fait disparaitre un terme de fa
{onction perturbatrice, en rewplacant dans les autres L, G, H par leurs
développements en séries, on introduil en général dans la fonction
perturbatrice des termes qui ne s’y trouvaient pas; mais ces termes
sont d’un ordre supérieur au terme considéré. Il peut méme arriver
quun terme qu’on avait fait disparaitre reparaisse an bout d'un
certain nombre d’opérations; mais alors ce terme sera nécessairement
d’un ordre plus élevé.

Quand on aura ainsi fait disparaitre les termes les plus importants
de la fonction perturbatrice, on pourra, pour les autres, procéder
comme dans la théorie des planétes et supprimer les approximations
successives.

Tome X (2* série). — Aovt 1368, 37
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DEUXIEME PARTIE.
§ L. — Formules relatives aux actions mutuelles de deusx planétes.

Le mouvement de la Lune autour de la Terre est un cas particulier
du probléme des Trois Corps; 4 cause de la petitesse de la masse
de la Lune relativement & celle du Soleil, la Terre se meut 4 tres-peu
pres comme si elle existait seule avec le Soleil; son mouvement est a
trés-pen pres elliptique. Aussi M. Delaunay, dans sa théorie, a-t-il pu
supposer invariables les éléments de I'orbite apparente du Soleil au-
tour de la Terre, en se réservant d’ailleurs de tenir compte ultérieu-
rement, et par la méthode ordinaire, des perturbations de ce mouve-
ment dues a 'action de la Lune.

Nous allons considérer actuellement le mouvement de deux pla-
netes autour du Soleil, de Jupiter et de Saturne, par exemple : les per-
turbations de ces deux planétes seront tout a fait comparables, et le
probléme se présentera sous un aspect tout différent. Nous montre-
rons cependant que la méthode de M, Delaunay peut étre étendue a
ce cas, et. qu’elle pent servir a la détermination des perturbations
réciproques des deux planéles, ou plutét de la partie la plus impor-
tante de ces perturbations. On verra que les formules ressemblent
tout 4 fait a celles de la premiéere Partie et qu’elles sont méme plus
symeétriques.

Considérant donc deux planétes, et conservant les notations de la
premiere Partie, nous aurons les douze équations

(4L _dR A dR 4L AR A’ 4R
s a A @ AL T T @ @ g
) 4G _ dR dg dR 4G’ dR'  dg dR’
(') dt  de de ~ dG’ e T dd’ dt_—E;’
4 4
dH _ dR dh _ dR 4B’ _ dR'  dW AR’
de T dh’ d T T ud’ Tw T aw @ T T aw

Les fonctions perturbatrices R et R’ ont les valeurs suivantes :

R =wmw <l — x'r,+"'y')_"+zi,> s R=m <_'. — ﬂ:+‘.}’2’_'+ zz’)‘
a a

'3 r3

' ' v e Ve R i gy '
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Nous réduirons ces deux fonctions a leurs premieres parties :
(2 R=wm'~, R=um2,
/ A A

et nous intégrerons dans cette hypothése les équations (1), considérées
comme simultanées.
Les équations (2) donuent

m

[
R'= 2R,
ce qui permet d’introduire partout la fonction R; en faisant ce petit
changement, nous nous arrangerons de telle sorte, que toutes les
€quations (1) soient canoniques. Il nous suffira de poser

mm’ M4+m M+ m'
R=-—+m + m ——

24 2

(3) ou bien

( & = mR + ZE +m
2a 2a

on trouvera facilement les relations suivantes :

dar _ AR AR (AR N AR AR AR (AR A
Pty T N VT o T g = g )
aq _ AR dR dR df AR AR R
g Mg a6 T Mg dg ~ "Mag’ ag " agr
a/ AR AR dR. af _ AR 4R dR
ZE"m o am T "R’ =" aw =" w

11 sera facile dés lors de trouver ce que deviennent les équations (1);
mais il convient de remplacer L, G, H, L, G/, H' respectivement par
. G H L' ¢ H

—3 —3 —, — — —» C€ qui revient i poser
m m n 13 m m
L =mypa, L'=mypa;
(4) G = mypa i —e?, G'=m'Ju'a i1 — e?;

H=mypay1—e*cosi, H =m'p/a’J1—e?cosi.
37..



292 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

On verra alors les équations (1) se réduire a la forme canonique

; dL dR dl dR dL’ d® dl’ AR

@ T @ AT ALY @ T A a4 T an’

(5 _d_G_ __d&R i”i . df  dG  dR dg’ N iﬁ_
T de dg 7 4G Tdr (/g', 7 aG’’
dH _ dR dh . dR ] div L dR dh' o dR

A T dk’ dr T AW’ dr T adw Tt . dW

Cest 4 ces équations que nous voulons étendre la methode suivie
par M. Delaunay dans le cas de la Lune.

Nous montrerons qu'on peut intégrer rigoureusement les douze
équations (5), en réduisant la fonction perturbatrice & a sa partie
constaute et a un seul terme périodique, et nous apprendrons ensuite
a former les équations d’ot devront dépendre les arbitraires de I'inté-
gration précédente; elles seront aussi simples que les équations (5).

§ 1I. — [Intégration des équations (5) dans le cas indique.

On voit facilement qu’un terme guelconque du développement
de & sera de la forme

Acos(al+fBg+yh+ol'+ g+ I,

e By, a’,‘ﬁ', v étant des nombres entiers, et A une fonction de
I,G,H, LG, H.

Considérons a part un de ces termes péricdiques et la partie con-
stante et posons

R=—B—Acus(al+ B +yh+al'+Fg+ W)+ R,
ou en faisant, pour abréger, 0 = al + Bg + yh + o'l'+ f'g' + /I,
(6) A=—DB—Acosf + R,;

&, désigne I'ensemblie des autres termes périodiques de la fonction &.
Nous négligerons d’abord &, et, prenant simplement

{7) K =—DB — Acos§,

nous intégrerons rigoureusement les équations (5)
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Suivons encore la méthode de Jacobi; il s'agira de trouver une
intégrale compléte de ’équation

, 48 ds ds d8 , dS ,dS
(8 ;—Z——B Acos E—i—@{—i—(—}—i—y-jﬁ—i—a L,'T‘ﬁ lG'+ldH’ =0,

c’est-a-dire une solution renfermant six constantes arbitraires.
Comme I’équation (8) ne contient pas le temps explicitement, nous
ferons
S$=Ct~+8§,,

S, étant indépendant du temps.
1l suffira alors de trouver une solution de I'équation

—B

C
§ = arc cos

(8 bis) ds IS ds . dS ds,
—_ g & yy ' 1
+@ Tt g+ F dG"+ v

avec cinq constantes arbitraires.
Posaons ‘
,_ @ p
L'==1L+ (L),
(9) c=trLr@), e=E£L+0),

¥ ’ 7 ’
H=I1L+ (), W=LL+ W),

(G), (H), ('), (G'), (') désignant de mouvelles variables : 8, deviendra
une fonction de ces nouvelles variables et de L, et si I'on désigne

par (dL> la dérivée partielle de S, prise dans cette hypothése, on

aura, au lieu de 'équation (8 bis), I'équation

= arccos S8 — 5 (45,
= 2 - *\a)?

f C—BdL
= arc cos L
A «-

d’ou Von tire
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On peut ajouter une fonction arbitraire des variables (G),..., (H');
nous prendrons

5, = [arc.cos S22 L ()(6) + (B)(H) -+ (1) (1) + (g/)(G) + (B)(H),

en désignant par (g), (&), ({'), (g'), (#') des constantes arbitraires.

. —Bd . ,
L mtegralefarc cos ETE —:—’ est une fonction de L, de (G),..., (H’)

et de C : mettons cela en évidence en posant

(10) farccosCzB 1~ K[L, (G), (H), (1), (¢), (H), C],

et, si nous revenons aux anciennes variables, nous aurons

/

s—_:Ct-;-K(L,G—SL, —gL,L'-SE'L,G'—f{L,H'—%L,c)
(11)5 +(g)(G—§L)+(7z)( —§L>
.' +(l’)<L’—-§L:)—}—(g’)(G’—%L)+(b’)(H’—%’L>.

Telle est la solution compléte que nous cherchions pour I'équa-
tion (8). Elle est fonction des six variables L, G, H, L/, G/, H’, du
temps ¢ et des six constantes arbitraires C, (g), (&), ({'), (g'), ().

Les intégrales des équations (5) seront dés lors

s _ . S oo 4S8
-;[E = 5 d(g) = const., ;{(— = const.,
a3 — const s — consl a3 t
- riats v J7g = Comst., g = const.,
12
‘ s _, s __ s _
at = b a6 — 8 ag = b
ds ds , as /
ar = s e =8 aw ="

c désignant une nouvelle constante arbitraire.

. . 48 L
Les équations a(g) == const.,.... nous apprennent que les quantités
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(G), (H), (L), (G'), (H') sont des constantes; nous continuerons i
les désigner par les mémes lettres.

Cing des intégrales (12) coincideront avec les équations (g9); quant
aux autres, elles deviennent

i dK. dK dK

~ltre =5 =8+ g5y h=(h+ Jg

. , , dK W) aK T (D _di

(91)1,5‘) l:(Z)—Fm» g—(b)+d(G,)7 ’l_<k)+d(ﬂ'),
C—B

al+fg+yh+a'l'+ g + v =arc Cos ———-

Ces équations (g) et (g bis) donnent nos douze variables L, G, H,
L, G, Wl g, h l', g’y I en fonction du temps ¢, et des douze arbi-
traires C, (G), (H), (L), (G"), (H'), ¢, (8): (A), (1), (&), ().

§ 1. — Pariation des arbitraires introduites par Uintégration
precédente.
Revenant aux équations (5), nous rétablissons &,, en faisant
R=—B— Acost + &,.

Comme nous avons intégré par la méthode de Jacobi, nos arbitraires
dépendront encore d’équations canoniques, savoir :

dC _ dR, de _ d&,
dr T de d — ~ de’
d(G) _ dR  d(g) _ A&,
de T d(g)’ Tda T d4G)’
d(H) _ dR  d(h) _  a&,
3) de " d(k)’ T4 — T am)’
I
( < AL)_ dR,  Al) 4R,
T4 Tar T T ay)’
d(G') _ dR  d(g) __  d&,
de T d(gy Td T dG)’
d(H) _ dR, d(K) _ da,

\ A T A Tde T T amy
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Revenons aux intégrales (g) et (g bis), pour en examiner la forme.
On verra, comme dans la premiére Partie, que L est une fonction
périodique paire de 8, (¢ + ¢), @, étant défini par la relation

= (¢ . dL

0 —L VA —(C_B) o
ou ¢ et £” sont les deux limitesde L; on en conclura donc les dévelop-
pements suivants

L=L,+ L,cosf,(t+c)+ Lycos26, (¢ +¢)+-
avec cing formules analogues pour G, H, L/, G/, H'; de méme,
L= )+ L (t+c)+ I sinb(t +c)+..os
avec des formules analogues pour g, &, I, g', k' ; et enfin
9 =0G,(¢+c)40,sinGe(¢+C)+...

On aura du reste entre les coefficients Go, Gyy..oy Hos Hivoos les rela-
tions suivantes, conséquences des formules (9),

G, =L, +(G), G, S

et de méme pour les H,,..., Hy; on aura aussi les deux relations sui-
vantes

(2l Blg)+y(h) +o )+ Fg)+7 (K)=o,

)
(4 ) al, + B8, + The + al, + B¢, + 7Hy = 0o

Sil'on substitue ces valeursde L,..., H', L,..., 2, U5 k' daus la fonc-
tion &,, on voit qu'un terme quelconque de cette fonction sera de la
forme

Acosja[(l) + L (t+c)]+...+ 7 ((B)+ Hy(t+ c)]t,

A étant une fonction des quantités C, (G ), (H), (L"), (G'), (H').
On voit que, si 'on veut appliquer les formules (13), en formant les
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dérivées partielles
de‘R| d$| d“ﬂl

dC 46y 4|

’

le temps sortira des signes sin et cos, car les quantités ,,..., £, sont
des fonctions de C,..., (H'); c’est 12 un inconvénient, On 'évitera
comme dans la premiére Partie.

§ 1V. — Changement d’arbitraires.

Avant d’effectuer ce changement, revenons aux équations (13) : si
l'on y pose
t+c=1 et & —C=A4a,,

on verra, comme dans la premiere Partie, que le systéme d’¢éléments

G (G) ., (L), (@), (W)
v (gl (B, (1), (g, (K)

est canonique relativement 4 la fonction &,.
Cela posé, pour nous mettre sur la voie des nouvelles variables, sui-
vons encore la méme marche que dans la premiére Partie; I'équation

C=-+B-+Acosf ou C=—@&
nous donnera de méme que dans la premiere Partie

_ d93L —dLo0 | dg di o
d\c—-—v ———'aTtt-—‘__-{"‘E&(G) +-.v+76‘(H >’

et on en conclura de méme

L6 4 2L,6,+...
2

0= 6,87 (Lo+ )+g,,d‘(G)+...+ (H,) 0 ().

Si donc on pose
1

A:;(Lo—l-

L‘91+2L,9,+...)
?
2

et gue I'on considére C comme une fonction de A, (G),..., (H'), on
Tome XIII (2% série). — SepTEMBRE 1868, 38
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aura ces formnles

d dC , dC
-—C-, O == ————=9es:y b = —

Gy = 80— F(G) 0 d(H)

7T dA

Veut-on rétablir [, au lieu de 9,, pour la symétrie? La deuxiéme des
formules (14) donnera

Si donec on pose

A=2 ou A, =T, Llalet
@ 2
3 P G19|+26292—'~.‘.
(5) (6) = (G)— LA, ou (G)=G,+ ShF2Bte

..........................

C deviendra une fonction de A,, (G,),..., (H,), et on aura ces relations
trés-simples

(16) =25, g = _AC

Des lors, pour appliquer le théoréme de Jacobi relatif au passage
d’un systéme d’éléments canoniques 4 un autre pareil systéme, il suf-
fira de prendre pour la fonction ¢

(17) ¢ =Cr (A + (8)(Gy) + (R) (H)) 4.+ (K, (H,),

C étant supposé remplacé dans cette formule par sa valeur en fonc-
tion de Ay, (G,),..., (H,); par ({) on doit entendre la valear

Lt -1ty -~ T )

tirée de la premiére formule (14).

Les éléments du premier systéme canonique qui entrent dans & sont
donc

T (8) (R)yen, (H));
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le premier groupe d’éléments du nouveau systéme canonique sera
\ 4
A, (6, (H),., (H,)

On vérifie immédiatement les relations

ﬂ —_— C d"!’ — (G),, d‘;‘

d- 7 d(g) [ (H);

d{h')

le second groupe A, %, n, ¥, %', v du second systeme d’éléments sera
donné par les formules suivantes

\_ A4¥ @y
_d—‘A‘l7 d(Gl) . .5

en faisant usage des relations (16), il vient
g)\ =)+l on k= () + [ (t+¢),

(18) J2 = (g) +g,7 ou n= (g) + g,(¢t + ¢,

( 0= (k) -+ ke ou n=(k)+l(t+c).
Par ou I'on voit que les nouveaux éléments 1, ..., »' sont les parties
non périodiques des valeurs de Z, g,..., /'.
Lors donc que I'on aura développé en séries les intégrales données

parles formules (g bis), on y lira immédiatement les valeurs de ) SR
Les équations (15) et (18) lient donc les deux systémes

G, (G)oy (H), ¢ (g).-, () d’une part,
A, (Gy)y (HY), X %0 w' d’autre part.

On aura alors les équations suivantes, lesquelles ont la forme cano-
nique

da,  dR, ) dR,
T Ty a T T aa)
d(G) dR, dx dR,
(19) Ta T @ @ T T 46,
e ey,
d(H‘l) _da, dn' L d&R., .
VA T dw ae T Ay

38..
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et comme un terme quelconque de la fonction &, sera de la forme
A cos (ah 4 Bx + yn + &N + F'0' + y'n'),

ol A est une simple fonction de A, (G,),..., (H}), et«,..., 7 sont des
nombres entiers, on voit que le temps ne sortira plus des sigues sin
et cos.

La fonction &,, qui entre dans les équations précédentes, est

Ry = R, — C.

Comme C est une fonction de A,, (G,),..., (H)), le terme périodique
considéré — A cosf a complétement disparu.

De ce qui précede, on conclut la régle pratique suivaute :

Dans les coordonnées des deux planctes, on remplacera

L par Ly + L cos (ah + Bz +...+ 96 ) +...,

.

H par L, + L/ cos (o + fr ...+ y2") +..;

les coefficients de ces formules sont des fonctions connues de C, (G),...;
ils sont liés 4 1., G,. . par les équations
1

]4 = ]Jo —I_ ;(Iq 6. + 2L2 62 +.-.),

1

H =H, + = (H, 8, + 2H,6, +...;

lors donc qu'on aura développé en séries les intégrales données par
les formules (g bis), on pourra exprimer tous les coefficients L, I, ...
au moyen des formules L, G....

Ces nouvelles variables dépendront des mémes équations

dL __ dR, dI __  dA&,
T Al dr T dL’
AL/ d®, dI' _  d&,
dr 4’ dr 4L’

L

Ty IR R
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ou &, = &, — C. La nouvelle fonction &, ne contient plus le terme
périodique considéré; on pourra répéter la méme opération et faire
disparaitre autant de termes que 1'on voudra.

§ V. — Des cas o la méthode précédente serait employée
avantageusement.

Cette méthode, assez longue dans la pratique, ne serait d’aucune
utilité dans la théorie des perturbations de Mercure, de Vénus, de la
Terre et de Mars; les inégalités de ces planétes sont tres-petites; il y a
rarement lieu de faire plus d’une approximation, et la méthode ordi-
naire suffit amplement.

Mais pour les planétes plus éloignées du Soleil, et principalement
pour Jupiter et Saturne, les inégalités sont trés-fortes; pour Saturne,
par exemple, les inégalités de la longitude provenant de I'action de
Jupiter peuvent dépasser 1 degré.

La grandeur de ces inégalités tient d’une part a la grandeur des masses
de Jupiter et de Saturne, et d’autre part 2 une cause particuliére décou-
verte par Laplace. Il arrive que cinqg fois le moyen mouvement r de
Saturne est a trés-peu prés égal 4 deux fois le moyen mouvement de
Jupiter, de telle sorte qne la différence 5n’ — 27 est une trés-petite
fraction de n ou de n'. Sidonc on considére dans la fonction pertur-
batrice un terme dont argument soit 5/' — 2/ + ¢, q étant une fonc-
tion des longitudes des nceuds et des périhélies,

Acos (51 — al + ¢q),

bien que le coefticient A de ce terme soit au moins du troisiéme ordre
relativement aux excentricités et aux inclinaisons, ce terme pourra
néanmoins produire des inégalités trés-sensibles dans les éléments ; car
il introduira dans I'un quelconque des éléments 'inégalité

Beos (51— 20+ ¢q)

5n —aon

?

el cette expression pourra avoir une valeur sensible a cause du petit
diviseur bn' — an.
Mais c’est surtout dans les expressions des longitudes moyennes de
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Jupiter et de Saturne que les inégalités précédentes se feront sentir;
car pour obtenir les perturbations des longitudes moyennes, on doit
intégrer deux fois le terme A cos(50' — 21+ ¢)dt, ce qui introduit
en diviseur la trés-petite quantité (5n' — 2n)2.

La réunion des inégalités précédentes constitue la grande inégalité
de Jupiter et de Saturne ; pour Saturne elle atteint environ 45 minutes
quant a la longitude.

On comprend gu’une inégalité aussi considérable doive étre tres-
difficile 4 déterminer; il faut tenir compte de la seconde approxi-
mation avec le plus grand soin; elle introduit dans la longitude de
Saturne une inégalité qui peut s’élever a plus d’'une demi-minute d'an-
gle. On peut voir dans la Mécanique céleste combien cette partie de la
théorie de Jupiter et de Saturne présente de difficultés.

C’est donc, & proprement parler, a la détermination précise de la
grande inégalité de Jupiter et de Saturne qu’il conviendrait d’appliquer
la méthode exposée dans la seconde Partie de cette These. Il est vrai
que, dans cette méthode, on néglige, dans les fonctions perturbatrices R
et R', les parties

e .
,rx - vy 4 2z

ax’ 4 ¥y’ - 2z
=g 2y’ -ad

”l )..’3 I.J

Mais ces parties n’interviennent que pour une faible part dans la
grande inégalité ; car si elles fournissent des termes tels que

Acos(bl'—al-+gq),

ie coefficient A sera au moins du cinquiéme ordre relativement anx
excentricités et aux inclinaisons, tandis que les termes analogues

. . . .om m
fournis par les premiéres parties de R et R, savoir — et — ne sont que
P ! A A

du troisieme ordre. On déterminera donc par la méthode ordinaire
xx' + yy + 23

r's

xx’ + yy' + 27’
3

I'influence des portions m’ dans la

et m
grande inégalité.
C’est ensuite qu’on pourra appliquer la méthode actuelle pour faire

. s . 1 . .
disparaitre, de la partie commune, 3 des deux fonctions perturbatrices,

' ' ' 1 (a8} U e
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tous les termes dont les arguments sont de la forme
w (5l — al) + fBm + 90 + Fo' + 98,

e, 3,7, ', y désignant des nombres entiers, c’est-a-dire tous les termes
qui interviennent dans la grande inégalité.

Cela permetira de faire deux, trois,... autant d’approximations
que l'on voudra. '

Quand on aura fait ainsi disparaitre les termes cités, on pourra cal-
culer I'effet des autres par la méthode ordinaire.



