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QUESTIONS SE RATTACHANT AU PROBLÈME DE DIRICHLET. 34 ! 

Sur certaines questions qui se rattachent au problème 

de Dirichlet; 

Par M. A. LIAPOUNOFF. 

La question qui fera l'objet principal de ce Mémoire est celle de la 
possibilité du problème électrostatique, en particulier du problème 
fondamental qui a pour but la recherche de la distribution de l'élec-
tricité à la surface d'un conducteur soustrait à toute influence exté-
rieure. 

On sait que ce problème a une connexion intime avec un cas parti-
culier du problème de Dirichlet, et cette connexion est telle, qu'on 
peut regarder le premier problème comme résolu, si l'on parvient à 
résoudre le second. 

Mais, pour qu'il en soit ainsi, il faut que, pour la solution du pro-
blème de Dirichlet, l'on obtienne une expression qui se prèle immé-
d internent aux calculs. Cependant on ne connaît de pareilles expressions 
que dans quelques suppositions particulières à l'égard du conducteur 
et, en général, les méthodes dont on dispose ne servent qu'à faire voir 
la possibilité du problème de Dirichlet. 

Or, si l'on n'a démontré que cette possibilité, on n'a pas encore le 
droit d'affirmer que le problème électrostatique soit aussi possible. 

En effet, pour que l'affirmation soit légitime, il faut non seulement 
établir la possibilité du problème de Dirichlet, mais encore démontrer 
que sa solution, dans le cas d'où dépend le problème électrostatique, 
peut être présentée sous forme du potentiel d'une simple couche ré-
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24? A. LIAPOUXOFF. 

pandue sur la surface du conducteur. 11 faut donc démontrer l'exis-
tence de la fonction susceptible de représenter la densité de cette 
couche, et cela exige la considération des valeurs, sur la surface du 
conducteur, de la dérivée normale (dérivée estimée suivant la nor-
male) de la fonction harmonique (4) cherchée. Or, les méthodes 
générales qu'on a proposé pour traiter le problème de Dirichlet con-
duisent à des résultats qui ne font pas voir que ces valeurs existent et, 
de là, provient la difficulté qui ne parait pas avoir été levée. 

Il est vrai que, pour démontrer la possibilité du problème électro-
statique, on s'est servi souvent de la méthode directe fondée sur cer-
taines considérations de minima dues à Gauss. Mais ces considérations 
sont aussi peu suffisantes que celles de la même espèce qu'on employait 
autrefois pour démontrer le principe de Dirichlet. 

Donc, à la rigueur, cette méthode ne démontre rien, et la question 
qui nous intéresse ne peut être regardée comme résolue, si ce n'est 
dans quelques cas particuliers. 

Cependant, dans certaines recherches, il est bien important de 
savoir si le problème considéré est possible en général. C'est ce qui 
m'a décidé à reprendre la question pour essayer de déduire la démon-
stration requise des principes des méthodes que possède aujourd'hui 
la Science pour traiter le problème de Dirichlet. 

Je me suis arrêté aux méthodes de M. Neumann, qui sont les plus 
simples, et, en partant du principe fondamental de ces méthodes, 
j'ai réussi à établir, dans des suppositions assez générales, non seule-
ment la possibilité du problème électrostatique dont il s'agit, mais 
encore la méthode qu'a proposée, pour le résoudre, M. Robin (a). 

(') Dans ce qui suit, nous entendrons par fonction harmonique dans le 
domaine Ε toute fonction qui, pour les points du domaine E, sauf, peut-être, 
ceux de sa frontière, est uniforme et continue, ainsi que ses dérivées par rapport 
aux coordonnées, et qui satisfait à l'équation de Laplace. D'ailleurs, si le 
domaine Ε s'étend à l'infini, cette fonction doit s'annuler à l'infini, en tendant 
vers zéro uniformément dans toutes les directions (nous supposons que la fron-
tière du domaine Ε ne s'étende pas à l'infini). 

(*) II est à se rappeler que M. Robin n'a établi sa méthode que dans la sup-
position qu'on ait préalablement démontré la possibilité du problème. 
Récemment M. SteklofT a signalé une modification de l'analyse de M. Robin 
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Cela étant établi, on peut s'en servir pour aborder les questions 
plus générales. C'est ce que j'ai aussi essayé de faire, en considérant 
le cas général du problème de Dirichlet et en recherchant les condi-
tions assurant l'existence, sur la surface qui sert de frontière au 
domaine considéré, des valeurs limites des dérivées de la fonction 
harmonique cherchée. 

En traitant ce problème par une méthode convenable, je suis par-
venu à montrer qu'en ce qui concerne la dérivée normale la question 
se ramène à celle de la même espèce pour le potentiel de la double 
couche dont la densité est égale à la valeur de la fonction harmonique 
sur la surface. 

L'étude de ces sortes de questions n'est pas sans importance, puisque 
les valeurs, sur la surface, des dérivées de la fonction harmonique se 
présentent dans bien des cas : il n'y a qu'à se rappeler le problème 
général de l'Electrostatique, ainsi que la formule connue dont on se 
sert souvent pour représenter la solution du problème de Dirichlet, 
formule qui contient la dérivée normale de la fonction de Green. 

Telles sont les questions qui feront l'objet des recherches qui vont 
suivre. 

CHAPITRE I. 
HYPOTHESES ET PROPOSITIONS AUXILIAIRES. 

1. Notre Étude se rapportera au cas d'une surface fermée S a 
l'égard de laquelle nous ferons les suppositions suivantes : 

10 En tout point de S il existe un plan tangent déterminé; 

permettant de se débarrasser de cette supposition et, par suite, d'établir la 
possibilité du problème (Comptes rendus, i3 décembre 1897). L'analyse de 
M. StekloiF, comme celle de M. Robin, ne s'applique qu'aux surfaces convexes. 
Dans les Comptes rendus (22 novembre 1897), en énonçant les résultats de mon 
étude de la question, je me suis aussi restreint à la supposition que la surface 
considérée soit convexe. Mais, pour mon analyse, cette restriction n'a rien 
d'essentiel et, comme on le verra dans le présent Mémoire, elle peut être rem-
placée par une autre, plus générale (voir le n° 7). 
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2° 11 existe une longueur D, telle que, un point quelconque ρ de S 

étant pris pour centre de la sphère de rayon D, une parallèle à la nor-
male à S en ρ ne puisse rencontrer S, à l'intérieur de la sphère, qu'en 
un seul point; 

3° & étant l'angle aigu que fait la normale au point quelconque ρ 
de S avec celle d'un autre point p' de cette surface et r la distance 
mutuelle de ces deux points, on peut assigner deux nombres positifs a 
et α indépendants du choix des points ρ et p' et tels qu'on ait 

$<ar\ 

quelles que soient les positions de ces points. 
Outre ces suppositions, nous en aurons à faire encore une. Mais 

nous Ténonccrons plus tard et, à présent, nous nous arrêterons sur les 
suppositions ci-dessus pour en déduire quelques conséquences qui 
nous seront nécessaires dans la suite. 

En prenant un point quelconque p
0
 de S pour origine des coor-

données rectangulaires et la normale en ce point pour axe des ζ, con-
sidérons les points de S dont la distance / « au point p

n
 ne surpasse 

pas D. 
Soient ρ un de ces points et x, y, ζ ses coordonnées. 
En vertu de la deuxième supposition, ζ sera une fonction uniforme 

de x, /, s'annulant pour χ —y — o, et cette fonction, en vertu des 
deux autres suppositions, admettra les dérivées 

à ζ dz 
Ou:' dy 

qui seront continues, si D est assez petit pour que l'angle que fait la 

normale au point ρ avec celle du point p
0
 ne puisse atteindre c'est 

cc qui aura lieu, par exemple, si l'on a 

aD«<i. 

D'ailleurs, si l'on admet cette inégalité et que l'on tienne compte 
de ce que 

cos£r„>i - .;aV
u
a, 
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on trouve 

1 cos O ==\A+(17+II7 < ■+a''"+1 < a2; r2!ù 

d'où Ton déduit 

(gj)' + (I)' < h- a' /f < Ja'/f. 

Maintenant posons 

# = pcos'|, y = ρ sin } 

et considérons ζ comme fonction de ρ et de ψ. 
Puisqu'on a 

bz gb < dz dz + dz dy; 

on aura 

|bz bp| < 3 ar w2 

et, par suite, 
| s| < ^3 aD4p < V3 ρ· 

De là on conclut 
r

l)
 = s/p'J-hz'i<C2p. 

On a donc 

( Π glcVWjA 

et, par suite, 

i=i<ë>··. 

ce que l'on peut remplacer par l'inégalité plus simple 

(■>-> |s|< 2αρβ+ι, 

en remarquant que 2*2* -4-1, puisque le nombre α ne peut pas évi-
demment surpasser 1. 
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En même temps on aura 

(3) dz2 dx + dz2 dy < 4 aâ2; 

<4Ï ëôTS; <ι+ 4«* p"· 

Toutes ces inégalités auront lieu, tant que /\>5D, si l'on prend 
pour D, ainsi que nous le supposerons dans la suite, une quantité sa-
tisfaisant non seulement à la condition de la deuxième supposition, 
mais encore à celle-ci, «D* < î . 

Pour ce qui va suivre il est utile de remarquer que, si Ton construit 
un cylindre de révolution C ayant pour axe Taxe des z et, pour la plus 
courte distance de ses génératrices à l'axe, une quantité plus petite 
que | D, la portion S

0
 de S, découpée par C au voisinage du point />0, 

se trouvera tout entière à l'intérieur de la sphère de rayon D ayant 
pour centre le point p

it
. Donc, les inégalités ci-dessus auront lieu pour 

tous les points de S„. 

2. Dans la suite, nous aurons à considérer des potentiels soit d'une 
simple couche, soit d'une double couche répandue sur S, et à présent 
nous nous arrêterons sur quelques propositions relatives à ces poten-
tiels. 

Nous commencerons par préciser la notion de ce que nous appelle-
rons la dérivée normale d'une fonction au point quelconque de S. 

La surface S étant fermée, l'espace tout entier sera partagé par elle 
en deux portions : l'espace intérieur E, et l'espace extérieur E

r
. 

Considérons l'un quelconque de ces deux espaoes que nous désigne-
rons par E. 

Soient P(#, y, z) un point de E, et F(x,y, z) une fonction définie 
dans le domaine E, fonction que nous supposerons uniforme et con-
tinue, ainsi que ses dérivées 

dF dF dF 
dû? ' dy ' dz ' 

tant que le point Ρ ne se trouve pas sur S. 
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Supposons que le point Ρ soit situe sur la normale au point p de S 
et, en entendant par η Tune des deux directions de cette normale, 
considérons l'expression 

-d- cos (Λ, Χ) +■
 TY

 cos(/I,/) + Tz cos (Λ, S), 

que nous désignerons par 

i-V 

Supposons maintenant que le point P, en restant toujours sur la 
normale n, se rapproche indéfiniment du point p. 

Alors, si l'expression ci-dessus tend vers une limite, cette limite re-
présentera ce que nous appellerons la dérivée normale de la fonction F 

au point p, et ce que nous désignerons par -
Dans les cas où il sera nécessaire d'appeler l'attention sur l'espace 

considéré, nous désignerons le point Ρ par P,· ou par P,, suivant 
qu'il appartient à E, ou à E„ et la limite dont il s'agit sera dési-
gnée par 

©, « (£).· 
de sorte qu'on aura 

,im
 ©„=©,■·

 Iini

 ©,..=©/ 

les points P/, P
e
 se rapprochant indéfiniment du point p. 

Nous appellerons ces limites dérivée normale intérieure et dérivée 
normale extérieure. 

Cela posé, considérons le potentiel V d'une simple couche à densité k 
répandue sur S. 

Soient ds' un élément superficiel de S, k' la valeur de k au point p' 
appartenant à cet élément et R la distance du point P au point p'. 

On aura 

V= k'ds' r 

l'intégrale étant étendue à la surface S tout entière. 
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Nous supposerons que la densité k représente une fonction continue 

sur S ('). Alors V sera une fonction de #, y, ζ continue dans l'espace 
tout entier. D'ailleurs, dans les suppositions que nous avons faites à 
l'égard de S, cette fonction admettra les deux dérivées normales 

(Ά (S). 
en tout point ρ de S. 

Pour fixer les idées, nous supposerons que η désigne la direction 
de la normale intérieure par rapport à S, et dans la suite, où nous 
parlerons de la direction de la normale, nous entendrons par là tou-
jours cette direction, à moins que nous ne disions le contraire. 

Cela posé, on sait que 

(·>) 

dV); k' cosqds' r2 _1 -2rk; 

dV dnc= k' cosq ds' r2 + 2rgt; 

où φ désigne l'angle que fait la normale au point ρ considéré (direc-
tion n) avec la direction pp' et r la distance pp'. 

Donc, si l'on pose 

k' cosqd's r2 =j=; 

et que l'on considère, par exemple, l'expression 

Ο*-'*"*' 

(') En disant qu'une fonction quelconque k définie pour les points de S est 
continue au point />, nous entendons par là la condition que, pour tout nombre 
positif t, on peut assigner un autre nombre positif t, tel qu'on ait 

_k' < z 

toutes les fois que la distance du point /;' au point ρ 11e surpasse pas /. Si cette 
condition est remplie pour toute position du point/;, la fonction k sera continue 
sur la surface S. On sait que le nombre /peut être choisi alors indépendamment 
de la position du point p. 
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en supposant que le point P/ tende vers ρ, cette expression deviendra 
une quantité infiniment petite. 

Dans la suite, nous aurons besoin d'avoir une limite supérieure 
pour la valeur absolue de cette quantité, et maintenant nous allons la 
rechercher, en nous restreignant à la supposition que la fonction con-
tinue k satisfasse à la condition exprimée par l'inégalité 

(<» ! Λ - Λ:'|<N>P, 

où Ν, désignent des nombres positifs, indépendants de la position 
des points /?, p' auxquels se rapportent les valeurs Ar, h'. 

5. Soientp
0
 le point de S

r
 que nous voulons considérer, et J (p

0
) la 

valeur de la fonction J en ce point. 
Soit, d'autre part, Pe un point du domaine E, se trouvant toujours 

sur la normale au pointp
0

. 
En désignant la distance P

0
/>e par ζ, la valeur de V au point P„ 

sera une fonction de ζ, que nous désignerons par V (ζ). 
La dérivée de cette fonction étant désignée par ν'(ζ), nous aurons 

à discuter l'expression 

V'(C) - Hp
0
) H- 2ït/i

0
, 

où Â
0
 désigne la densité au point p«. 

Nous nous servirons du système de coordonnées introduit au n° 1 
et nous désignerons par #, y, s les coordonnées d'un point ρ de l'élé-
ment superficiel ds. Alors, en posant 

VA'9 — P> V,p!l = ro> Vpa -+-(* — ζ)8 — K
ft

, 

nous aurons 

V'(0 = /*"κ.
ζ)φ

. Hp.) = f -ψ. 

les intégrations étant étendues à S. 
Maintenant concevons un cylindre de révolution C ayant pour axe 
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l'axe des ζ (normale au point p
0
) et, pour la plus courte distance de 

ses génératrices à l'axe, une quantité δ, que nous supposerons, eu 
égard à ce que nous avons remarqué au n° 1, plus petite que £ D. 

Soient S„ la portion de S découpée par C au voisinage du point/;,,, 
et S, la portion qui reste. 

Kn désignant par \^(ζ), J#(/>,) les intégrales 

k (z_d) ds R20, keds r02 

étendues à S„, et par V',(ï) la première intégrale étendue à S,, 
on aura 

v'(?) = v;<« + v;(C), 

J (po) = Jo) + v' + v' 1 (0)!: 

Par suite, la quantité 

|V'(0-J(p.)+a*A
0

| 

ne surpassera pas celle-ci 

IV,(ζ) - ν;(ο) I +1 ν;<ο - J.OO + a**. \. 

Or, si l'on fixe le nombre δ et que l'on ne considère que des valeurs 
assez petites de ζ, par exemple celles qui ne surpassent pas £ D, on 
pourra évidemment trouver un nombre positif A, ne dépendant ni 
de la position du point/?„, ni de la fonction /r, et tel qu'on ait 

ΐν,Ο-ν,^ΚΑ,κ?, 

Κ étant la plus grande valeur que puisse atteindre sur S la fonc-
tion | h |. 

Donc, il ne reste qu'à discuter l'expression 

v'.(0-J.0.)+aic*»· 
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Posons 

/(à-*)*·-*-1·· 

»«*■ - - Q· 

los intégrations étant étendues & S«. 
Nous aurons alors 

I ν.(ζ) — .!.(/»„) attAr.l < ( Ρ| + |Q|. 

Nous devons done évaluer les limites supérieures pour | Ρ | et | Q |, 
ce que nous pouvons faire en nous servant des inégalités obtenues 
au n° I. 

Prenons pour variables indépendantes dans les fonctions à intégrer 
les coordonnées polaires ρ, ψ définies par les équations 

# = pcos·^, y = psin'|. 

Alors, en désignant par Tangle que fait la normale au point ρ avec 
Taxe des s, on aura 

P= 2y 0 dvu cosz _ (1 +R21_ 1 ) pdfhcn 

Or, en vertu des inégalités évidentes 

I Ho ' « I ζ » ^ pi '*« ̂  pi 
011 a 

1 R03 - 1 r3 o < r Ro (1 2 + 1 + =)< 3cr 

D'autre part, en posant 
y/p' + Ç' _

T 

Ho 
on trouve 

T2 _ I= 2z (z -2) +2 p2 + z (-c 
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et, par suite, 
|Τ·-.|< i + £. 

quel que soit ζ. 
Maintenant supposons, pour fixer les idées, que δ ait été choisi con-

formément à l'inégalité 
2«δ"< ι. 

Alors, pour les points de Sê, on aura, en vertu de (2), | ζj< ρ cl, 
par suite, T< 2. 

On aura donc 

IU R2 o _ 1 r2 o < 3 T p2 p2 + s2 < 6 p2 p2+ s2; 

Cela posé, si Ton se sert des inégalités 

151 < aap*"·'4, cos£
0
>^, 

dont la seconde résulte de (4), on trouve 

|'·ι<
48
'
κλ

/'5ΪΙ 

ou, ce qui revient au même, 

|P| < 48rKab Fo xx-dx x2+1 

Nous avons déjà remarqué que le nombre α ne peut pas surpasser 1. 
Or, si α < ι, l'intégrale qui figure dans cette inégalité ne pourra sur-
passer, quel que soit ζ, le nombre fixe 

xx -1 dx x2+1 

et, si oc = 1, on aura une limite supérieure indépendante de ζ pour le 
produit de cette intégrale par ζ·, ε étant une fraction positive fixe 
qu'on pourra d'ailleurs prendre aussi voisine de zéro qu'on voudra. 
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On voit donc que, si Ton entend par α
β
 un nombre positif fixe satis-

faisant aux conditions 
xo <I, qo sx;, 

on aura 
ίΡΚΑΛΪΝ 

Λ„ étant une certaine constante ne dépendant ni de la position du 
point p„ ni de la fonction h. 

Considérons maintenant la quantité Q, 
On voit aisément qu'on peut la présenter sous la forme 

Q= 2rko v= + G +koF dq (I- T cosd) p2+ s)=; 

-d 2r u dk (k-ko cos - pdx (p2+ d8*/) 

Or, pour les points de S
e

, on a 

|T
J

~'I< £ + £<2 ||<4«?*. 

et, par suite, puisque T< 

1T* — 11 < (T-H i) | T2 — 11 < I 2«p*. 

D'autre part, dans la supposition aa^<i, l'inégalité (4) donne 

sis. < '+ ίβΡ· 

Donc, en vertu de l'inégalité évidente 

\ab - i\<\a~ i|4-|&-ij-+-|a — ι||ί> — i|, 
on trouve 

i5ÏF.-'|<2Ce?*· 

lin se servant de cette inégalité ainsi que de celle-ci 

T» 
cosS

0
 ̂  I "i' 
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qui en résulte, et en remarquant qu'en vertu de (6) 

|*-*.|<N(ap)» 

(puisque, pour les points considérés r
0
<2p), on arrive, après une 

transformation évidente, à Γ inégalité 

|Q| < 2 rK +52u KaX x2+dx (x2+I)_ 

+ 28rN(2b o xB +1 dx (x2+1)(-

Or, sauf le cas ou k est une constante, le nombre β ne peut pas sur-
passer l'unité. D'ailleurs on peut évidemment supposer toujours β < ι. 

Par suite, en remarquant que les intégrales qui figurent dans cette 
inégalité sont de la même nature que celle que nous avons rencontrée 
plus haut, on aura 

IQI<A;KÎ«.+BNCP, 

A'
0
 et Β étant des nombres de la même espèce que A

0
 et Λ,. 

Donc, en rapprochant toutes les inégalités obtenues, on trouve 

I V'(î) - + ait*. I < ΑΚζ*. + ΒΝζ», 

A, Β étant des constantes qui ne dépendent ni de la position du point 
ni de la fonction k. 

Dans le cas que nous avons en vue on aura β < α, et, par suite, ou 
pourra prendre α

0
 = β. 

Alors, en remplaçant p
0
 par ρ et en reprenant les notations du n° 2, 

on obtiendra 

(7) I (£)
λ
-j <(AK + ΒΝ)ζί, 

ζ étant la distance Ρ(p. 

4. Comme nous l'avons déjà remarqué, la condition de continuité 
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de la fonction k assure l'existence des deux dérivées normales 

(£),· (S); 
en tout point ρ de S. 

Donc, à cette seule condition, pour chacun des deux domaines E„ 
E„ il existera une limite déterminée pour l'expression 

Vdx cos (n,x) +dv cos (n,y) +dV dz os (n'z=) 

lorsque le point P(#,y, z) appartenant à ce domaine tendra à se 
rapprocher indéfiniment du point />, en restant toujours sur la nor-
male n. 

Mais supposons maintenant que le point Ρ se rapproche vers ρ sui-
vant une courbe quelconque. 

Pourrait-on affirmer alors l'existence d'une limite pour l'expression 
ci-dessus? Et, plus généralement, pourrait-on conclure l'existence des 
limites pour les trois dérivées 

(»> 
rfV â\ dV, 
dx' dy ' dz ' 

On s'assure facilement qu'à la seule condition de continuité de k 
cette conclusion ne serait pas légitime. Mais, si l'on suppose que la 
fonction k satisfasse encore à la condition (G), on pourra montrer, 
ainsi que nous le ferons tout de suite, que les limites dont il s'agit exis-
teront toutes et seront indépendantes du choix de la courbe suivant 
laquelle le point Ρ se rapproche de p. 

Soit p
% le point de S vers lequel on fera tendre le point Ρ du do-

maine considéré et soit P„ un point du môme domaine situé sur la nor-
male en p

9
. 

En désignant les valeurs des dérivées (8) au point Ρ respectivement 
par X(P), Y(P), Z(P), nous commencerons par démontrer l'exis-
tence des limites pour X(P0), Y(P0), Z(P0), le point P« tendant 
vers p9. 

Pour le démontrer, en général, il suffit évidemment de le faire dans 
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une supposition particulière quelconque à l'égard du système de 
coordonnées. 

Prenons donc le système considéré au numéro précédent, le point />„ 
étant l'origine et la direction />01\, l'axe des z. 

Alors il n'y aura à considérer que les deux expressions X(P
0
), 

Y(P») et, d'ailleurs, il suffira d'établir l'existence de la limite pour 
l'une quelconque d'entre elles, par exemple pour X(P

e
). 

Kn reprenant les notations du numéro précédent, nous aurons 

X (Po) = kx ds Ro3 

l'intégrale étant étendue à S. 
Introduisons maintenant le cylindre C, que nous y avons défini, et 

désignons par X
0
(P

0
), X,(P

0
) les intégrales de la même forme éten-

dues à S0, S,. 
On aura 

Χ(Ρ
β
) = Χ.(Ρ.) + Χ,(Ρ·). 

Or, on voit aisément que, δ étant fixé et ζ étant assez petit ('par 
exemple, plus petit que^D), on pourra trouver un nombre positif C, 
indépendant de la position du point p

0
 et tel qu'on ait 

|X.(P
0
)-X.O».)l<C,S. 

D'autre part, δ étant assez petit, on a 

Xo (Po) = 2r cos dU + hp2 dp P3 coseno: 

ce qu'on peut présenter sous la forme 

Xo (Po)= ko 2cos g f (T3 cosB _i) p2 dp p2{ + 

+ f2r cosdc (k_ko) T36 cosf,c+ p2 (p2 +Cn( 

et, si l'on fait à l'égard de δ les mêmes suppositions qu'au numéro 
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précédent, on aura, dans le champ d'intégration, 

Ιά-Ι<^· 
De là, eu égard à l'inégalité 

1 A* — fc„|<N/f < 2i\p*, 

on voit immédiatement que, ζ tendant vers zéro, la fonction X
w
(i\) 

tendra vers une limite déterminée. 
D'ailleurs, en désignant cette limite par X0(p9), on aura 

X.(ft) - ('Î-ST. - ■)? 

+ F2 cos dx + (k_ko) Tpô cos dpn 

T
0
 étant la valeur de Τ pour ζ = o. 
On voit donc que, ζ tendant vers zéro, la fonction X(P„) tendra 

vers la limite 
X,(/>,) + X, (/>.)('), 

que nous désignerons par X(p
0
). D'ailleurs, il est facile de s'assurer 

qu'elle tendra vers cette limite uniformément pour toutes les positions 
du point /V 

Pour le montrer, nous remarquons qu'on peut écrire 

Xo (Po) _ Xo (po)= ko cosdu t3 cos _i |\{#^^ { [-1 )_1 

+2y cos fin }@ k-_ I r31Ro,dpn 

+ ko, 2e cos i,t3 _ T3 o dp cos p; 

(') On peut remarquer que cetle limite est la môme pour les domaines E* 
et Ec. 

Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. Ill, 1898. 33 
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Or, on a 
Τ» Τ

2_Τ'(2ρ»*ζ4-5«ζ«) 
u~ (p^-PUp'-H*1) 

et, par suite, puisque dans le champ d'intégration Τ< a, αρΛ <[ al*< 
T

0
 < ι, on trouve 

|T2 _ T20 < 16 a(p= p = < 24 a pnf p^21)=b 

|T3 _T0 3 < (T +To) { T2 - T20 < 72 a ^pbv 

En se servant de cette inégalité ainsi que de celles-ci 

T' cos o = I < 26apz, |k-ko | cosqa > 1/2; 

p2 + 1 (p2 +C2) > p3 2c p3 p2 + c= | < 6 p^cp 

on parvient à la suivante : 
5 ô 

1 X.(P.) - X„(/>„)| < 3<,^Καζ* Γ + &τ.\ζ» Γ- , 
*/ο y JC -+- 1 l/y V"' ' 

et, de là, si* β < α, on conclut 

|X.O,.)-X.(/>.)|<C.P, 

C
0
 étant un nombre de la méinc espèce que C,. 
Donc, en désignant par C un nombre positif convenablement choisi 

et indépendant de la position du point p
oy

 on aura 

|X<1\)-X</».)|<CP 

pour toutes les valeurs de ζ qui ne surpassent pas une certaine limite 
fixe (par exemple, pour £<~D); et cette inégalité prouve bien 
l'exactitude de noire affirmation. 

Maintenant reportons-nous à un système de coordonnées quel-
conque. 
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D'après ce que nous venons de montrer et, ce que nous avons montré 
nu numéro précédent, nous pouvons affirmer que, la distance ζ du 
point P

0
 au point p

0
 tendant vers zéro, les quantités X(P„), Y(P„), 

ΖΠ\, ) tendront vers certaines limites (en général, différentes pour les 
domaines E, et E

e
), et cela uniformément pour toutes les positions du 

point /v 
Ces limites, que nous pouvons désigner, ne considérant qu'un seul 

des deux domaines 1%, E
e

, par Y(/>«)» Z(j>0), représenteront 
certaines fonctions du point p01 cl il est facile de voir que ces fonctions 
seront continues sur S. 

En effet, les expressions X(P0), Y(P«)> Z(P
0
), si Ton y donne à ζ 

une valeur fixe suffisamment petite (par exemple, plus petite que ^D), 
deviendront des fonctions du point p0

 continues sur S et, comme, pour 
~ — o, elles tendent uniformément vers les fonctions X(p

0
), Y(p

#
), 

Z(/>«)? on cn conclut immédiatement la continuité de ces dernières. 
Cela étant établi, concevons, outre le point un autre point ρ de S 

et un point Ρ du domaine considéré situé sur la normale en p. 
Soient ζ la distance ρ Ρ et /*

0
 la distance pp0. 

Ouelle que soit la position du point ρ, nous pouvons prendre ζ assez 
petit pour que les différences 

X(P)-X(p), Y(P)-YQ,), Z(P)-Z(p) 

soient aussi petites cn valeurs absolues qu'on voudra et, d'autre part, 
les fonctions X(/>), Y (ρ), Ζ (ρ) étant continues sur S, on peut 
prendre /·

0
 assez petit pour que les différences 

*</»)-x(p.). Y(/>>-Y(p.). Z(p)-Z(p,) 

soient aussi voisines de zéro qu'on voudra. 
Donc, on pourra prendre ζ et r

0
 suffisamment petits pour qu'on ait 

|V(P)—X(/>
0
)|<e, |Y<P)-Y0»,)|<t, 

|2(P) —Z(/»,)|<e, 

quelque petit que soit le nombre ε. 
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On a donc bien 

limX(P)=X(/>,), limY(P) = Y (p.), limZ(P)=Z(/>.), 

indépendamment de la loi suivant laquelle le point Ρ se rapproche 
de/»,. 

Λ. L'intégrale J qui figure dans l'expression de ~ jouera dans la 

suite un rôle considérable, et nous nous arrêterons maintenant sur 
une de ses propriétés. 

11 est facile de montrer que, k étant une fonction quelconque, inlé-
grablc sur S (et par suite limitée), cette intégrale représentera une 
fonction continue sur S, de sorte que, si l'on désigne par J' la valeur 
de J au point p' et par r la distance de ce point au point ρ, la diffé-
rence J'— J deviendra infiniment petite, toutes les fois que /· tendra 
vers zéro. 

Mais il y a plus : on peut montrer que cette différence n'est jamais 
de l'ordre infiniment petit par rapport à r. 

Pour établir ce point, qui est d'une grande importance pour ce qui 
va suivre, il faut montrer que, β étant un certain nombre positif fixe, 
on peut assigner au rapport 

|P-J| 
/•ί* 

une limite supérieure indépendamment de la position des points ρ, p'. 
La recherche de la limite supérieure exacte des valeurs de β, satis-

faisant à cette condition, serait un problème assez difficile, et nous 
nous contenterons de signaler une quelconque de ces valeurs de β, ce 
qui nous suffira complètement dans notre élude. 

Soient p
9
 et p

t
 les deux points considérés de S dont la distance 

mutuelle sera désignée par /·. 
En entendant par p un point de l'élément superficiel ds, nous dési-

gnerons par et la distance p
0
p et l'angle que fait la normale au 

point p
0
 avec la direction p

0
p. Pareillement, par /, et ç, seront dési-

gnés la dislance ptp et l'angle de la normale au point p
{ avec la direc-
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tion p
k
 p. Alors, pour les valeurs de J aux points pv1 pn on aura 

J( po) = kcos qds r2v= j (pi) kcos di r2, 

les intégrales étant étendues à S, et nous aurons à évaluer, en fonc-
tion de /·, une limite supérieure pour 

I ·'(/>.) -J (/'.)!· 

Nous introduirons de nouveau le cylindre C, considéré au n° 5, 
ayant pour axe la normale au pointp

09
 et nous désignerons par J0 (p0), 

J„C/>,) les intégrales ci-dessus étendues à S„ et par J,(p„), J,(pt) ces 
intégrales étendues à S,. 

I'm posant 
··.(/',)—'. (/».) = A, 

et en remarquant (pie 

M(/>») — J(/'·)! <lJ,.(/OI h- \K(p*)\ ■+· l^|, 

nous chercherons les limites supérieures des trois termes du second 
membre en fonction de ο et /·, sauf à établir ensuite une certaine 
dépendance entre ces deux quantités. 

Dans cette recherche, nous supposerons /· < δ. 
Commençons par les deux premiers termes. 
Pour évaluer leurs limites supérieures, nous considérerons, d'une 

manière générale, l'intégrale 

J1 (po) = kcosds r2o 

étendue à une portion quelconque s de S, dans laquelle ne surpasse 
pas une quantité assez petite l. 

Nous nous servirons du système de coordonnées cl des notations 
du n° 5. Nous aurons alors 

J2 (po) = kz ds r3 ov 
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et, en supposant l assez petit pour qu'on puisse se servir des iné-
galités 

I » ! < 2θρ""'ι cos&„>-, 

nous on déduirons 

I h(p»)\<{\a& f p*-acos !r
(>

i/.v. 
/A| 

Par suite, à plus forte raison, 

J2(po) < 4aK du pa -1 = Kal2 

Maintenant, pour obtenir les limites cherchées, il n'y a qu'il remar-
quer que dans les intégrales Jo, (po,), Jo (p1)= 

/•„<«20, '·,</·-4-/·„<:ΐο. 

On a donc, 0 étant assez petit, 

I Jo(/0! < ~^kao*, !·*«(>.)| < —K//0a. 

(Considérons maintenant le troisième terme. 
Nous supposerons que £ ne surpasse pas une quantité Iinc g„ satis-

faisant aux inégalités 

do < D 1/2 2 ab ec-èb 

et nous désignerons par Δ„ la valeur de Λ pour 0 = e„. 
On aura 

I < |Δ — | -h |Δ
0

1, 

A-A = f2u cosb _ cos r21 rf kp dr cosb 

Or, £ étant l'angle fait par la normale au point p, avec celle du 
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point p
0
 et z, les coordonnées du point p„ on a 

/•.cos^^î-î.-Oc-a:,)^ cos-· 

Par suite, puisque r0
 cos 9„ = z, on aura 

|/·, cos 9, — /*„ cos γ
0

1 

<|j|(i-cosSr)-h|3,|+ (
x
-

Xl
)£iL

 +
 . 

D'ailleurs 

(x-x1) dx dx+ (y-y1) dz dyv 

< «*-*,?+(y-y,y v/(g)'+(g)'· 

et, en vertu des inégalités (2), (3), (4), on a 

11 <
 ϊβ

'ν
Λ

ι (^i)* ^
ί£,

"
β

'
 |

-
ε
°
8
^<

ΐ
«'

Λ
· 

Donc, en remarquant que dans le champ de l'intégration 

il vient 
M<ô„, \!{:c - χ, γ + {y - y, )a < 2S„, 

|/·, cos 9, — /·0 cos9„| <12ao
0

rA. 

D'autre part, puisque 

I '1 ' 01 ̂  '*» /'«> pi r
t
 ̂  /·„ ι· ̂  ρ /·, 

et (pie dans le champ d'intégration ρ — r> o, on trouve 

|-1 r2 | < r r1ro ( 1/r2 + 1r1ro ) < 3r r1 (p_r-

Supposons que /·< Alors cette inégalité donnera 

|1 r3 1 - 1 r2 3 < 12r r1t 
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et puisque 

cosqi r12 + cosq1 r2o = (1 er31 _ cos + r1 cosq _ r2cos r20 

on aura, dans lc champ d'integration, 

cosq1 r12 _ cos r2 o |< 12 r + p3 + 12 g^p 

Par suite, en remarquant que le second membre ne surpasse pas Ι.ι 
quantité 

,2(δΐ-«+α δ,,)/·* , Κ ?;,-»/·* 
_— , 

Ρ f 

et que dans la fonction à intégrer cosS0> on trouve 

|Δ -Δ
0
|<72πο;-#Κ^· 

D'autre part, il est évident qu'il y aura un nombre live II], ne dépen-
dant pas de la fonction k et tel qu'on ait 

|Δ
0
|<ιι;,Κ/·β. 

Donc, pour un autre nombre H' de la même nature, on aura 

HKii'kÇ 

De tout cela, on conclut qu'on aura une inégalité de la forme 

I·1 QM - J(/>o)| < H'kÇ -h π-ko*, 

H', H" étant des nombres ne dépendant ni de la position des points 
considérés, ni de la fonction k, ni de δ, et, par la nature même de 
cette inégalité, on voit qu'elle aura lieu non seulement dans les suppo-
sitions que nous avons faites pour l'obtenir, mais encore quels que 
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soient r et i, pourvu qu'on prenne pour H' et H" des nombres assez 
grands. 

Maintenant, posons 
ο = crt, 

en entendant par c une constante positive quelconque et en supposant 
3 

« — 
4 *4-1 

Alors notre inégalité deviendra 

MOM-Hpo)l< (Η'£ + Η'ί·)κ#*, 

avec cette valeur pour β 

B = a2 x+1 

et c'est le résultat cherché. 
En remplaçant p

ny
 p

t
 par p

y
 p' et en reprenant les notations intro-

duites au début du numéro présent, nous le présenterons sous la 
forme 

(<>) |J'-J|<HKff, 

II étant un nombre positif ne dépendant ni de la position des points p, 
//, ni de la fonction k. 

β. Comme nous l'avons déjà dit, outre les potentiels des simples 
couches, nous aurons à considérer aussi ceux des doubles couches. 

Par le potentiel, au point P, d'une double couche à densité (ou à 
moment) p on entend, comme on sait, l'intégrale 

W= µ cosq' ds w( 

dans laquelle Φ' désigne l'angle que fait la normale au point p' de l'élé-
ment ds' avec la direction p'P, R la distance ρ'P et p.' la valeur de μ 
au point p'. 

Nous supposerons que μ est une fonction continue sur la surface S 
à laquelle s'étend l'intégration. 

Jourh, de Math. (3· série), tome IV. — Fasc. III, i8y8. 34 
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A cette condition W représentera une fonction des coordonnées .r, 
y, ζ du point Ρ parfaitement déterminée dans tout l'espace. Mais 
cette fonction, tout en restant continue, tant que le point Ρ ne se 
trouve pas sur S, varie brusquement, lorsque» ce point vient à traver-
ser la surface en un point quelconque p. 

Soient φ', /· ce que deviennent Φ', R, lorsque le point Ρ se trouve 
en », et 

Γ u/cos 
«- = / 

Alors w représentera ce qu'on peut appeler la valeur directe de \Y 
au point p, valeur qui diffère, en général, des valeurs limites tv, et 
qu'on obtient en supposant que le point Ρ se rapproche indéfiniment 
vers p, en restant toujours, soit dans le domaine K„ soit dans le do-
maine Ee. 

On a, en effet, comme on sait, 

(10) 
W/ = tv -μ 21: p, 

we — w — 2rp. 

On peut remarquer que, ρ étant continue, w et, par suite aussi, iv,·, 
ην représenteront des fonctions continues sur S. 

Maintenant, supposant que le point Ρ se trouve sur la normale n 
au point p, considérons l'expression 

m, \ ()n 

qui se présentera dans notre étude dans la supposition (pie la distance ζ 
du point Ρ au point ρ soit assez petite. 

Il est bien clair que la seule condition de continuité de la fonction ρ 
ne suffit pas encore pour assurer l'existence d'une limite pour l'ex-
pression ci-dessus, ζ tendant vers zéro. 

Donc la dérivée normale de la fonction W n'existe que sous cer-
taines conditions complémentaires, et de pareilles conditions seront 
indiquées dans la suite. 
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Mais à présent nous n'admettrons que les suppositions déjà faites, 
et, en restant dans ces généralités, nous nous bornerons à montrer 
(jue, ζ étant assez petit, il existe une limite supérieure pour le pro-
duit 

w | dW da )|è 

ee qui suffira pour la recherche que nous avons en vue. 
lin entendant par 3r l'angle des deux normales aux points ρ et // et 

par Φ l'angle de la normale η au point ρ avec la direction Pp', on aura 

(£), = j(cos3r ■+■3 cos* cos*') "fir · 

Par suite, il vient 

|(dw dw) r| < 4M ds' R2 

M étant la plus grande valeur sur S de la fonction | μ.|. 
Or l'intégrale qui figure ici est bien connue, et l'on sait que, ζ étant 

assez petit, on peut assigner une limite supérieure pour le produit 

C- ds' R' 

D'ailleurs, si le rapport de ζ à D 11c surpasse pas une fraction fixe, 
par exemple, J, cette limite pourra être choisie indépendamment de 
la position du point p. 

D01 ic, pour de pareilles valeurs de ζ, on aura une inégalité de la 
forme 

( 11 ) 
I (£).!«* 

(i étant une constante ne dépendant ni de la position du point ρ, ni de 
la fonction p. 

7. Soit e
0
 une fonction donnée définie pour les points de S de ma-

nière à être intégrable sur cette surface (et, par suite, limitée). 
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Supposons qu'en partant de cette fonction on ait formé la suite 
indéfinie de fonctions 

i't 9 V
3
 , . . . , 

liées par les équations de la forme 

vm = 1 2( vm _1 cos'dx r3= 

où m est un nombre de la suite i, 2, 3, ..., et v'
m

_i la valeur de In 
fonction c

/w
_, au point p'. 

On sait que cette suite de fonctions joue un rôle très important dans 
les méthodes qu'a proposées M. Neumann pour les divers problèmes 
se raHachant à l'cquation de Laplace. 

On sait, en effet, que ces méthodes sont fondées sur le principe 
suivant, que nous appellerons principe de Neumann: 

Quelle que soit la fonction il existe une constante C, telle «pie, 
pour tous les points de S et pour toutes les valeurs de m, on ait 

(ia) I Vm - C | < L>", 

L, λ étant des constantes positives indépendantes du nombre m, et λ 
représentant un nombre qui est plus petit que ι et ne dépend point 
de la fonction v

0
. 

C'est encore sur ce principe que nous allons nous appuyer dans 
notre recherche. 

Connue on le sait, la première démonstration de ce principe est 
due à M. Neumann, qui a imaginé, à cet effet, une méthode spéciale 
devenue maintenant classique. 

Celte méthode ne s'applique qu'aux surfaces convexes. Mais c'est 
un cas assez général où elle peut servir à démontrer le principe en 
toute rigueur, du inoins dans les suppositions qui sont ici admises. 

C'est pourquoi, dans ma Note des Comptes rendus (22 no-
vembre 1897 ), je me suis borné à la supposition que la surface consi-
dérée soit convexe. 
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Toutefois, pour l'exactitude du principe, cette supposition n'est 
nullement nécessaire. On sait, en effet, par les dernières recherches 
de M. Poincaré (Acla malhemalica, t. XX), que le principe de Neu-
mann peut hien être exact aussi pour certaines surfaces non con-
vexes. 

D'ailleurs, de celte supposition elle-même, l'analyse qu'on trouvera 
ici sera entièrement indépendante, et tout ce qui va suivre sera appli-
cable non seulement aux surfaces convexes, mais encore à toute sur-
face qui satisfait aux conditions du n° 1 et pour laquelle on réussit à 
démontrer le principe en question. 

Par cette raison, à présent, au lieu de supposer que la surface S soit 
convexe, nous supposerons, plus généralement, que le principe de 
Neumann soit applicable. 

C'est en cela que consistera la supposition que nous avions encore 
à faire, ainsi que nous l'avons mentionné au n° I. 

Après ces préliminaires, abordons notre étude. 

CHAPITRE II. 

PROBLÈME FONDAMENTAL DE L'ÉLECTROSTATIQUE. 

8. Nous ne considérerons que le cas d'un conducteur unique 
d'étendue finie et limité par une seule surface fermée S à l'égard de 
laquelle nous ferons les suppositions énoncées au n° 1. 

Supposons que notre conducteur soit chargé d'une quantité donnée 
d'électricité, et qu'il soit ensuite soustrait à toute influence exté-
rieure. 

On sait que, si l'équilibre est possible, l'électricité se distribuera à 
la surface S avec une densité k, telle que l'intégrale 

v=/-

représentant, avec les notations déjà définies (n° 2), le potentiel de la 
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couche électrique, conservera une valeur constante C dans toute l'éten-
due du conducteur. 

Donc, pour démontrer la possibilité du problème qui nous occupe, 
on doit établir l'existence d'une fonction k satisfaisant à la condition 
ci-dessus et conduisant à la valeur donnée pour l'intégrale 

jkds (1 ). 

On peut remarquer que cette fonction, si toutefois elle est continue, 
satisfait à l'équation 

(■3) k= 1 2r cos ds' r' 

qui découle immédiatement de la première des formules (5). 
Réciproquement, toute solution continue de cette équation conduit 

à une valeur constante de l'intégrale 

r v_ds' 
J ΙΓ 

dans toute l'étendue du conducteur. Donc, si cette solution n'est pas 
identiquement nulle, elle donnera une solution du problème consi-
déré. 

On sait que, dans les Traités de l'Electrostatique, on propose le 
théorème d'après lequel, le problème considère étant possible, il 
n'en peut exister qu'une seule solution. 

11 va sans dire que ce théorème n'est exact qu'avec certaines res-
trictions. 

Si l'on ne veut admettre pour k que des solutions continues, on peut 

(') Nous désignerons l'élément superficiel tantôt par ds, tantôt par ds', et le 

point variable appartenant à cet élément sera désigné par p dans le premier cas 

et par p' dans le second. En même temps, considérant une fonction d'un seul 
point de S et désignant sa valeur au point ρ par f, nous désignerons sa valeur 

en p' pary. 
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le démontrer, par des méthodes connues, en toute rigueur. Mais, si 
l'on ne faisait pas cette restriction, on ne pourrait démontrer le 
théorème qu'en précisant d'avance la manière dont se comporte la 
fonction k aux lieux de discontinuité. 

Nous ne nous arrêterons pas sur ce point, puisque, dans la suile, 
nous ne considérerons que des solutions continues. 

Aussi bornons-nous à citer la proposition suivante : 

L'équation (13) avec la condition 

Jkds = quantité donnée 

ne peut admettre qu'une seule solution continue. 

0. Reprenons la suite de fonctions 

t'„, i,, c2, e3, ..., 
délinie au n" 7. 

Les deux fonctions consécutives de cette suite étant liées par l'équa-
tion 

vm = 1/2 + cos'ds' r2 

toutes ces fonctions seront parfaitement déterminées, si Γ011 donne r„. 
Mais à présent, au lieu de donner directement celte fonction, nous 

la définirons par la formule 

v'B = k'ds' r 

/»„ étant une fonction donnée que nous supposerons non seulement 
continue sur S, mais encore vérifiant la condition analogue à celle ( fi). 

(Ό Ι*.-Α·;Ι<Ν,Ι«., 

où \„, β,, désignent des nombres positifs indépendants de la position 
des points ρ, ρ'. 
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Les fonctions ci-dessus ne sont définies que pour les points de lu 
surface S. Mais, en partant de ces fonctions, on peut construire une 
autre suite de fonctions 

Vo, V1, V2, V3,;:; 

définies pour tous les points de l'espace Ε/ intérieur à cette surface. 
Nous définirons ces fonctions par la condition qu'elles représentent, 

pour le domaine E„ les solutions du problème de Dirichlct se rédui-
sant sur S respectivement aux fonctions 

*Ίι *:»i ···· 
Alors nous aurons 

ν-=/~ΙΓ· 

et, en vertu de la première des formules (ιο), il viendra 

(Ίο) Vm = 1 2r v'm-1 cosq' d's' r2 _Vm-1 

Par cette formule, en y faisant successivement m = r, a, 3, ..., on 
déterminera, de proche en proche, toutes les fonctions V

/n
. 

Maintenant supposons que, pour la surface considérée, on ail réussi 
à démontrer le principe de Neumann. 

Onaura alors l'inégalité (12), et comme, d'après le théorème connu, 
toutes les valeurs de la fonction \

m
 se trouvent entre la plus petite et 

la plus grande des valeurs de la fonction v,„, on aura aussi 

| V/n — L | < Ι/Λ"' 

pour tous les points du domaine E/. 
De là, puisque λ<ι, on voit que, m croissant indéfiniment, la 

fonction \
m
 tendra vers la constante C. 

Or, nous verrons tout de suite que la fonction V
/rt

 peut être pré-
sentée sous la forme 

(.6) Vm = kmds' R= 



Ο U Κ ST I ON S SE RATTACHANT AU PROBLÈME DE DIRICIILET. 27^ 

«lu potentiel (Tunc simple couche répandue sur S k densité k
m

 continue 
sur celte surface. 

Donc, si l'on parvient à démontrer que, m croissant indéfiniment, 
celte» densité tend uniformément vers une limite qui 11e soit pas identi-
quement nulle, la possibilité du problème électrostatique sera établie, 
puisque celte limite représentera une fonction k pour laquelle l'inté-
grale 

rk'dx' 
J H 

conservera une valeur constante dans le domaine E,·, et quant à la 
condition 

j kds = quantité donnée, 

on pourra toujours y satisfaire par un choix convenable de la loue-
lion /»,. 

10. Pour démontrer la formule (ib), supposons qu'on ail déjà 
trouvé 

Vm_1 = k'm dx' R 

et que la densité de ce potentiel satisfasse à la condition 

| /»«/-) — | < N
w/

_,rP«< ·, 

Ν,,,..,, β„,_, étant des nombres positifs indépendants de la position des 
points />, //. 

Alors, comme nous l'avons vu au n° i, les dérivées 

Vm-1; dx M m-1 dy, dfdz 

seronL déterminées et continues dans le domaine K,·, jusqu'à ία 
surface S. 

Par suite, nous pourrons appliquer à la fonction Y
/w

_, la formule 
Journ. de Malh. (Γ>· acric), tome IV. — Fasc. Ill, 189X. :vj 



2-/| A. LIAPOl'NOFF. 

connue de (irccn, qui donnera 

Vm-1 = 1 4r V'm cosq'd's r2 _ 1 4 Y fv-m-1 d'V 

étant valeur au point p' de la dérivée normale intérieure de 

la fonction V
/M
_,, 

Or, en vertu de cela, la formule (10) se réduira à 

Vm = 1 2r dV' qn' ds' R + Vm-1 

ce qui se présentera sous la forme (iG), si Ton pose 

km = 1 2r Vm-1 +km+1 dn 

D'ailleurs, en vertu de (5), celte expression de h
m
 prendra la 

forme 

('7) km = 1 2r km -1 cosqds' r2 

d'où l'on voit, en vertu de ce qui a été montré au n° qu'on aura 

(.8) I km — k'
m

 | < N
w

/·&«, 

N
/rt

, (S
/w
 étant des nombres de la même espèce que \,

M
_,, β,„ ,. 

Donc, la formule (16) et l'inégalité (18) étant exactes pour une 
valeur quelconque de m, elles le seront aussi pour la valeur plus grande 
d'une unité. 

Or, la fonction V„ a déjà la forme (i(>) avec la condition (ι '\ ), que 
nous avons admise. 

Par suite, la formule (iG) et la continuité de la fonction /»,„ se trou-
vent démontrées. 

D'ailleurs nous avons obtenu la formule (17), qui permet de calculer 
les k

mt
 en parlant de A„. 

Hcmarquons que cette formule fait voir, tout indépendamment du 
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principe de Neumann, que, dans notre recherche, il suffira d'établir 
l'existence de la limite k pour k

m
 et l'uniformité de convergence vers 

cette limite. Il résulte, en effet, de la formule (17) que cette limite 
satisfera nécessairement à l'équation (i3). 

Remarquons encore que pour satisfaire à l'équation 

f kds= µ 

g étant la charge donnée du conducteur, il n'y aura qu'à prendre, 
pour Ar

0
, une fonction vérifiant l'équation 

f fi„ds = g. 

On a, en effet, en vertu de (17), 

k
m

dx = f k'
m

 , ds 

et, par suite, 

f k
m

ds = f k
9
 dit, 

quel que sojl ///. 
Cela posé, nous allons établir l'existence de la limite A, en nous ap-

puyant sur le principe de Neumann. 

11. Tout d'abord, il est facile de s'assurer que la fonction V,
w 

peut être présentée sous forme de potentiel d'une double couche 
répandue sur S. 

A cet effet, on remarquera qu'en vertu de (12) la série 

(l« "1" ''/n+a) "t" *'/«+-3) H~ · · · 

est convergente et, d'ailleurs, uniformément pour tous les points de S. 
La série considérée définit donc une certaine fonction, et, ses termes 

étant continus sur S, cette fonction le sera aussi en vertu de l'unifor-
mité de convergence. 
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En désignant celte fonction par μ
η

, posons 

Op) Wm = 12r µ^'mcos d'ed' R' 

Alors W
/<t représentera une certaine fonction harnioniipie dans le 

domaine E„ et celle fonction, en vertu de (10), se réduira sur S à 

1 2r µmcos'q'ds' r2 +µm 

Or, le premier terme de cette expression, en vertu de la formule 

(20) = — ('*#« *'*VmnM ) ···+ .. 

el des équations par lesquelles sont liées les e„
f
, est égal à 

O'/Ht-i ~t~ (' m h:ι CM+I) "+■··· — C
/w

 [A
w/
 C. 

Donc la fonction W
M

 se réduit sur S à 

« « - C, 
et, par suite, 011 a 

(21) vm = Wm+C 

pour tous les points du domaine E,. C'est ce que donne, d'ailleurs, 
immédiatement la méthode connue de Neumann. 

Cela posé, prenons un point quelconque ρ de S et un point Ρ du 
domaine E, situé sur la normale η en p. Puis, en supposant que la 
distance ζ = Vp soit assea petite (par exemple, plus petite que ' 1) ), 
considérons les expressions 

m, « i*s?i 

v„„ \v„
(
 étant définies par les formules (iG) cl (ip). 

Soit K,„ une limite supérieure quelconque de la fonction | k
tM

 |. 
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Kn vertu de (q) et de (17). on aura 

|Α·
/λ

-/·;
;<
Ι<ΗΚ

/Μ
„,Λ 

H étant indépendant du nombre m et de la position des points ρ, p' et 
β étant défini par la formule 

Γ χ +1 

Par suite, l'inégalité (7) donnera 

$?)
r
 - 2τ.(Ι^, - λ„,)|<(ΛΚ,„ + ΒΚ„,_,)ζί>, 

Λ, Β étant des nombres de la même espèce que II, et de là on déduit 

2r |km+1 km| < (AKm+BKm-1) + |Nmdm)v| 

D'autre part, en vertu de (12), on a 

|Vm - Vm+1 | L (Ym+ Ym+1 

el, par suite, (20) donne 

| l^-rn I , _ y λ"' · 

< )n aura donc, en vertu de (11), 

|qWm dn)p < G ym xù 

(■ étant une constante ne dépendant ni du nombre m, ni de la posi-
tion du point p. 

Or, en vertu de (21), 

(Wm gn)r= (Nmdndv 

Par suite, on a 

2π | kln+t ■— kn | < ( AK„, BK,„_, )ζΡ + (\ 
η 
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et celte inégalité, où le premier membre ne dépend point de ζ, sera 
encore exacte, si l'on y pose 

m 
ζ as cX' + Î', 

ν étant un nombre positif quelconque. 
Donc, en posant 

J. 
λ,+?= λ,, 

on aura une inégalité de la forme 

(22) | km* ι — k
m

 I < ( l "+" 7 Κ
m
 4- y"K., ) λ"', 

/, q', y" étant des nombres positifs qui 11e dépendent ni du nombre ///, 
ni de la position du point p. 

De cette inégalité il vient 

I k
m

,.
t

 | < | /»,„ I -4- (/ 4- η'Κ4- 7"Κ., )λ"', 

d'où l'on voit qu'à partir de m = 1 on peut admettre 

K,
nM

 — K
/w
 4- (/-+- 7'K

;//
-h 7"K

/rt
. ,)λ'". 

Mais alors, à partir de la même valeur de m, on aura 
et, par suite, en posant 7'4- 7" = 7, il viendra 

K//H-I < (l 4- 7λ"')^« 4- /X7. 

('.elle inégalité aura lieu à partir de /// = ·>.. Mais, en choisissant 
convenablement K0 et K,, on pourra l'admettre à partir de ut = o. 

Alors, en remarquant qu'elle peut être écrite ainsi : 

Km+1 +1q < (1+qY)= (Km+1/4^= 

on en déduira 

K«,M -H Jf < ^(l 4- 7)(l 4- 7X1) (l 4-7XO ...(14- 7X7)· 
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Or, A, est plus petit que i. Par suite, le produit infini 

(ι ■+· fj) (! + q\ )(f +//λ;) (ι -+- q\\ )... 

est convergent et, si Ton désigne sa valeur par Q, l'inégalité ci·dessus 
donnera 

Km+1 +a q < (Ko + 1/q)= 

Donc le nombre K
m

, quel que soit m, reste au-dessous de 

(Κ·-;)Ή· 
en vertu de quoi l'inégalité (2**) permet de conclure la suivante : 

<»3) | k/H+i — k'
m
 |< , 

où 

L. = (/ + ?K.)Q. 

De là, 011 voit que la série 

( 'i(\ ) k. -+- (A » — /i'o) -+- ( /»'
a
 — Αι) 4- (/»·;, — k

2
) 4-... 

converge. D'ailleurs, L, et λ, étant indépendants de la position du 
point ρ, sa convergence est uniforme pour tous les points de S. 

Donc, cette série définit une fonction k parfaitement déterminée 
sur S et, comme la somme de ses m h- 1 premiers termes est égale 
à Â,„, ou voit que, m croissant indéfiniment, k

m
 tendra uniformément 

vers /»·. 
(l'est ce (juc nous avons voulu démontrer. 

12. La fonction A*, comme cela résulte de sa défini lion par la 
série (24), est continue en tous les points de S. D'ailleurs, en vertu 
de (17), k,n tendant uniformément vers k

%
 cette fonction vérifie 

l'équation (i3). 
Nous avons donc démontré que, dans le cas des surfaces que nous 
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considérons ici, les equations 

k= 1 2ar Kcos ds' r2 fkd=gh 

«· étant une quanti le donnée quelconque, admettent toujours une solu-
tion continue et, comme nous l'avons déjà remarqué, elles n'eu 
admettent qu'une seule. 

En même temps, nous avons établi que* cette solution peut être 
obtenue par la méthode suivante : 

On prendra une fonction quelconque limitée et vérifiant la 
condition 

§ /»o ds = «·. 

Puis, en partant de cette fonction, on construira une suite indélinic de 
fonctions 

A1, A
a
, A·,, A,, ..., 

qu'on déterminera successivement par la formule 

K= 1 = Km-cosds' r2 

et la solution cherchée s'obliendra comme la limite de lorsque m 
croîtra indéfiniment (' ). 

C'est en cela que consiste la méthode proposée par M. Itobiu pour 
résoudre le problème considéré. 

Le principe d'où découle celte méthode consiste en ce que les 
fonctions U,„ satisfont à l'inégalité 

J ^ /«+1 A
 m

 | ̂  L, Λ,, 

(') Dans la démonstration, nous avons imposé à A0 une certaine restriction, à 
savoir, que celte fonction satisfasse à l'inégalité (ef). Mais on remarque tout de 
suite qu'on peut s'en affranchir. En effet, quelle que soit la fonction A0, pourvu 
qu'elle soit intégrable (et, par suite, limitée), la fonction kx satisfera à l'inéga-
lité (18) et, par conséquent, pourra jouer le rôle de A0 dans la démonstration. 



QUESTIONS SE RATTACHANT AU PROBLEME DE DIIIICHLET. 28l 

où L,, λ, sont des constantes positives indépendantes du nombre m et, 
d'ailleurs, λ, est plus petit que 1 et ne dépend point de la fonction Ar

0
. 

Nous venons de montrer que, pour les surfaces satisfaisant aux 
conditions du n° 1, ce principe est une conséquence nécessaire du 
principe de Neumann. 

13. Le cas où l'on a 

J ds= ο 

mérite une attention particulière. 
Dans ce cas, la fonction continue Ar, a laquelle conduit la méthode 

ci-dessus, satisfera aux équations 

ay/,,/*=., 

et, par suite, sera identiquement nulle. 
Or, cette fonction représente la valeur de la série 

4- (A
/w

+, Α
λι

) -+- (AAfm-n ) *4-·. ·· 

On aura donc 

A/w — (Am Ar
w+

, ) 4~ ^ hm+i) Ή... 

et, de là, en vertu de (23), on conclura 

Ι''·»Ι<τ=τ-*<· 

Donc, dans le cas considéré, la série 

Ae
 4- A*, 4- A\j -i- A"j -t-... 

sera absolument et uniformément convergente, et sa convergence sera 
plus forte que celle d'une progression géométrique de raison λ,. 

Journ de Math. (5· série), fcome IV. — Fasc. Ill, 1898. 36 
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14. Reprenons le problême électrostatique. 
Par l'équation (i3), à laquelle satisfait la densité /»·, on voit que 

cette fonction satisfera à la condition (6), si l'on y pose 

 
B= x2 x=1 

Donc, en vertu de ce qui a été montré au n° 4, le potentiel 

V= k' ds" R 

admettra des valeurs limites déterminées pour ses dérivées 

V, dx', dB de 

toutes les fois que le point Ρ (χ,y, ζ) se rapprochera indéliiiinieiii 
d'un point déterminé de S, en restant toujours dans l'espace \\. exté-
rieur à cette surface. 

Par suite on arrive à la conclusion que, dans le cas particulier du 
problème de Dirichlct, celui où, le domaine considéré étant l'espace 
extérieur à S, la fonction harmonique cherchée se réduit sur S à une 
constante, cette fonction admettra, en tout point de S, non seule-
ment la dérivée normale, mais encore des valeurs limites déterminée* 
pour ses trois dérivées partielles du premier ordre par rapport aux 
coordonnées. D'ailleurs ces videurs représenteront des fonctions conti-
nues sur S. 

Nous allons maintenant étudier les questions analogues pour le cas 
général du problème de Dirichlct. 



QUESTIONS SE RATTACHANT AU l'HOBLÊME DE DIRICHLET. a83 

CHAPITRE III. 

PROBLfeXE l)E 1)1 RICH LUT. 

15. Nous considérerons le problème de Dirichlei tant pour l'espace 
K, intérieur à S que pour l'espace Ee

 extérieur à cette surface. 
Soit /la fonction donnée à laquelle doit se réduire sur S la fonction 

harmonique cherchée V. 
Kn supposant que / soit continue sur S et en admettant toujours 

que le principe de Neumann soit applicable à la surface considérée, 
nous rechercherons les conditions pour qu'il existe une dérivée nor-
male de la fonction V pour tous les points de S. Puis, nous signale-
rons aussi une condition assurant l'existence des valeurs limites pour 
les dérivées 

OX OX dV 
Or ' Oy ' Oz ' 

le point Ρz) tendant vers un point quelconque de S. 
Cette dernière condition se rapportera exclusivement à la fonction 

/, de sorte que le théorème sera applicable au cas général des surfaces 
que nous considérons ici. 

Quant à la recherche concernant la dérivée normale seule, les déri-
vées par rapport aux coordonnées pouvant ne pas admettre des va-
leurs limites sur S, nous ne pourrons l'entreprendre que sous certaines 
restrictions complémentaires à l'égard de la surface, et la supposition 
à laquelle nous nous arrêterons consistera en ce que, pour le nombre α 
délini au n° 1, on peut prendre r. 

Λ cette condition, on pourra construire, au voisinage de S, deux 
séries de surfaces fermées, dites parallèles, n'ayant pas de points 
multiples et aussi voisines de S qu'on voudra, l'une des deux séries 
contenant les surfaces S/ intérieures à S, l'autre celles extérieures 
à S. 

Pour s'en assurer, il n'y a qu'à se servir des inégalités du nw 1 où 
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Γοη fera α » ι, en les appliquant aux formules connues 

X — j; ± ζ cos(//, .x), 

Y = /±ζΰΟ«(//,/), 

Z = Ζ ± ζ CCïS ( //
 ?
 Z)j 

qui établissent une correspondance entre les points p(x,y1 z) de la 
surface S et ceux P(X, Y, Z) d'une des surfaces parallèles, η étant la 
direction de la normale à S au point ρ et ζ un nombre positif iixc re-
présentant la distance mutuelle des points ρ et P. 

En considérant ces formules, on s'assure facilement que, si le nombre 
ζ vérifie les inégalités 

ï< D, 2αζ< ι 

(dans la supposition ι à laquelle se réduit celle aΓ)*2 ι du ιι° 1), 
le lieu géométrique des points Ρ représentera une surface fermée 
sans points multiples qui n'aura aucun point commun avec S et ad-
mettra un plan tangent détermine en chacun de ses points, ce plan 
étant parallèle au plan tangent de la surface S au point correspon-
dant. 

Cela posé, considérons la dérivée normale d'une fonction quelconque 
au point Ρ de l'une des surfaces que nous venons de définir et suppo-
sons qu'on fasse tendre ζ vers zéro. 

Le point Ρ tendra vers ρ, et comme les normales à S et à la surface 
considérée aux points ρ et Ρ se confondent, la dérivée dont il s'agit 
tendra, si elle a une limite, vers la dérivée normale de la même fonc-
tion au point ρ de S. 

Cette remarque nous permettra, ainsi qu'on le verra tout de suite, 
d'employer, à une certaine condition, la formule de Crcen et les 
autres formules analogues qui résultent de la transformation d'une in-
tégrale étendue au volume en celle de surface. 

16. Supposons que, pour l'un des deux domaines E„ K,, on ail 
trouvé la fonction harmonique Y se réduisant sur S à une fonction 
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donnée f supposée continue sur S('), et que cette fonction harmo-
dV 

nique admette la dérivée normale en tout point ρ de S. 

Cherchons la condition que doit remplir pour cela la fonction /. 
Pour aborder cette recherche, nous devrons faire toutefois une cer-

taine restriction. 
dV En supposant que la dérivée normale ̂  existe pour tous les points 

de S, nous admettons seulement que la différence 

qV qnv - qV dv 

le point Ρ étant situé sur la normale η en ρ, tend vers zéro en même 
temps que la distance Ρ ρ = ζ, quelle que soit la position du point p. 

Mais cela ne nous suffira pas encore, et nous devrons supposer que 
la différence en question tende vers zéro uniformément pour tous les 
points de S. 

Lorsqu'une fonction sera dans ce cas, nous dirons que sa dérivée 
normale est régulière sur S. 

Tel sera, par exemple, le cas du potentiel d'une simple couche 
répandue sur S à densité continue sur cette surface, comme on s'en 
assure facilement par l'inspection des formules développées au Cha-
pitre f (a). 

Supposons donc que la dérivée normale soit régulière sur S. 

Elle représentera alors nécessairement une fonction continue sur 
celte surface. 

On en déduira encore une autre conclusion importante : la valeur 

Ο lîn disant qu'une fonction V, définie pour l'un des deux domaines !£,, Κ,, 
se réduit sur S à /, nous entendons par là que V — /lend vers zéro, toutes les 
fois que le point s) se rapproche indéfiniment vers le point ρ de S sui-
vant une courbe située tout entière dans le domaine considéré. 

(*) Nous y avons supposé que la densité k satisfasse à la condition (G). Mais 
on remarquera tout de suite que, pour ce que nous venons de dire, cette restric-
tion n'est aucunement indispensable. 
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absolue de rexpression 

dV dnb_ 

pour des valeurs de ζ ne surpassant pas une certaine limite fixe (par 
exemple, pour ζ< J D), admettra une limite supérieure indépendante 
de la position du point/; et de ζ, et, par suite, la valeur de V au 
point Ρ, ζ tendant vers zéro, tendra vers sa limite f uniformément 
pour toutes les positions du point p. 

A ces conditions, nous pouvons appliquer à la fonction V la for-
mule de Green dont nous nous sommes servi au n° 10. 

Pour fixer les idées, supposons qu'on considère l'espace K, inté-
rieur à S. 

Alors, avec les notations déjà employées, nous aurons 

( 2.1 ) V= 1 4r f cosq' ds' R2 - 1q4 dV'dv' dn' 

<)V , ô\ pour tout point du domaine E/, étant la valeur de au point p. 

En effet, pour tout point de E
(
· qui ne se trouve pas sur S, on aura 

une formule analogue où les intégrales seront étendues à une surface S, 
parallèle à S et suffisamment voisine de cette surface. Dans celte nou-

â\" 
vcllc formule, au lieu de/' et de ^7» figureront les valeurs de V el de 

dV cos (n,x) + dV cos (n,y) + dV cos (n,' 

au point Ρ' de S,· situé sur la normale /«' à S en p', el, si l'on suppose 
que la surface S,· se rapproche indéfiniment de S, ces valeurs tendront 

vers f et uniformément pour toutes les positions du point p'. Par 

suite, à la limite, la formule considérée donnera celle (2.)). 

Cela posé, considérons la fonction 

J Γ f'cOsVds'
 =

 -yy 
2TTJ H* 

Comme le montre la formule (a5), cette fonction admet la dérivée 
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normale intérieure en tout pointρ de S, et, en vertu de la pre-

mière des formules (5), cette dérivée a pour expression 

dW dn ), = dv + gvf+ 1dV' cos ds' r2 

D'ailleurs, d'après ce que nous avons dit plus haut, cette dérivée est 
régulière sur S. 

Or, il est facile de s'assurer que la fonction \V admettra aussi la 

dérivée normale extérieure qui sera encore régulière, et que 

cette dériv" sera égale sW sx 

Pour le montrer, considérons la fonction figurant au second membre 
de la formule (2 >) pour les points du domaine 1%. 

Ce sera une fonction harmonique dans ce domaine se réduisant 
sur S à 

1 /4 f cosq' ds' r2 - 1 /2 f -1/4 dfv 

comme on le voit par la seconde des formules (10). 
Mais, en vertu de la première de ces formules, la formule ( ·λΛ ) 

donne 

f= 1 4r f cosq'dsz' + 1/2 f +dx' rd 

Donc la fonction considérée se réduit sur S à zéro, et, par suite, elle 
est identiquement nulle dans le domaine lv 

On a donc 
\\ — _L Γ — '/s-~ 2* J On1 Ta 

pour tous les points de l'espace Έ,, et de là on voit que la dérivée 

( 0\\ \ 
-fa) existe et qu'elle est régulière sur S. D'ailleurs, en vertu de la 

seconde des formules (0), on trouve 

dW dn = 12r qV' dn' cosds' dvv 
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el, par suite, 
/dW\

 =
 /dW\

 t 

\ On Je \ On )i 

Nous avons considéré le problème pour le domaine E,. 
Si l'on voulait considérer le même problème pour le domaine 1%, on 

partirait de la formule 

V= 1 4q qV' R _ 14 cosq'ds' R' 

qu'on établirait parla méthode indiquée pour la formule (2 >), et Γ011 
parviendrait au résultat identique au précédent. 

Donc, dans les deux cas, l'existence et la régularité de la dérivée 
àV normale ^ exigent que la fonction λ\ admette les deux dérivées nor-

males ("^r) ' ^'gul^res sur S, f
l
uc ccs dérivées soient tou-

jours égales. 
Nous allons, à présent, établir que cette condition nécessaire est en 

même temps suffisante. 

17. Commençons par le problème relatif au domaine K,. 
Soit 

qwdn=1 qW dn =L1 

les deux dérivées normales étant régulières sur S. 
Alors L représentera une fonction continue sur S et cette fonction 

vérifiera nécessairement la condition 

(26) j]j ds = o, 

comme on le voit par l'égalité 

J L~àï C0*(n' + ~ày C0S^' ̂  + d? C0S("' Ichi = 0 

(jui aura lieu pour toute surface S, parallèle a S et suffisamment voi-



QUESTIONS SE RATTACHANT AU PROBLÈME DE DiniCIlLET. 289 

sine de cette surface (l'intégration étant étendue à tous les éléments 
(btj de la surface S/). 

Gela posé, considérons l'équation 

(27) h+ 12r h' cos q dxe"=L 

h étant une fonction inconnue. 
il est facile d'en obtenir une solution sous forme d'une série. 
En effet, considérons la suite indéfinie de fonctions 

//-0, Λ 1, ^3) ··· 

se déterminant successivement par la formule 

h -- _L Γ/«/»-. cos?r/v' 
m ' a u J /* 

dans la supposition 
h

9
 — L. 

En vertu de (26) on aura J h
0
 ds = o, et, par suite, d'après ce que 

nous avons vu au n° 13, la série 

h
0
 —· /<, h>2 — h

3
 -f-... 

sera convergente et sa convergence sera uniforme pour tous les points 
de S. Cette série représente donc une certaine fonction continue sur S, 
et l'on voit immédiatement qu'elle satisfait à l'équation (27). 

Posons donc 
/l ~ /tg ht 4" /i2 ti 3 "H . . . , 

et, en partant de cette valeur de h, considérons l'expression 

u= iw - -A- f~. a (\TiJ Κ 

On voit que c'est une fonction harmonique dans chacun des deux 
domaines Ε,·, E

e
. 

Journ. de Math, (j· série), tome IV. — Fasc. III, 1898. 'λ1 
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Or, on In considérant dans le domaine Ε,, on trouve 

dU dn) = 1/2 -1/2 k' cos ds'" _14 

re qui, en vertu de (27), se réduit à zéro. D'ailleurs, ou voit que 
relie dérivée normale est régulière sur S. 

Donc, la fonclion U, qui s'annule à l'infini, est idenliqucrnenl nulle 
dans le domaine ]%. C'est ce qui résulte, en effet, de la considération 
de l'intégrale 

/[(SH§HÏ)>. 
étendue à tous les éléments άτ de l'espace extérieur à une suH'aee S

e 

parallèle à S, cette surface se rapprochant indéfiniment de S. 
On a donc 

W= 1 / 2r h' ds' r 

pour Ions les points de l'espace Ε, et, par suite, 

2r h' ds' = f'cosq'ds' r2 _fs" 

pour tous les points de S. 
Mais la fonclion harmonique que représente U dans le domaine K, 

se réduit sur S à 

4r f' cosq'ds' r2 + 1/2 f - 1 4r h' ds r* 

<•1 l'égalité ci-dessus montre que cette expression se réduit à f. 
Donc, la formule 

v= 1 4r f' cosqs' ds' _ 1/ 4r h'd'rv 

délinit une fonction harmonique dans le domaine E, se réduisaitl 
sur S à /, et l'on voit que cette fonction admet une dérivée normale 
régulière sur S. Quant à la valeur de cette dérivée, elle est égale, en 
vertu de (27), à Λ. 
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18. Considérons maintenant le problème pour le domaine të
#

. 
Kn admettant, comme au numéro précédent, les égalités 

(dW dn , = (dWdn)=L, 

dans la supposition que les deux dérivées normales soient régulières 
sur S, nous prendrons pour point de départ Inéquation 

(28) h-12r ' cosqds' r2 = -L, 

h étant une fonction inconnue. 
< )ιι voit immédiatement que cette équation admet pour solution 

h — — //„ — A, — A
2
 —..., 

A„, A,, //2, ... étant les mêmes fonctions qu'au numéro précédent. 
C'est une solution continue sur S, niais elle n'est pas unique. 
Pour obtenir la solution continue générale, désignons par k la 

fonction continue définie parles équations 

k=1/2 k' cosq dx r2- f kds =1: 

fonction dont nous avons établi l'existence au Chapitre précédent. 
Alors la solution cherchée sera donnée par la formule 

A = C k — A
0
 — A, — A3 —..., 

( I étant une constante arbitraire. 
Maintenant, en admettant pour A cette expression, considérons la 

suivante : 

U= 1 4r h' ds' R-1/2 W, 

qui définit une fonction harmonique dans chacun des deux domaines 
li/, 1%, fonction qui, en vertu de la continuité de A, admettra une 
dérivée normale régulière sur S. 



2Q2 A. LIAPOUNOFF. 

Κη considérant ccltc fonction dans le domaine E/, on trouve 

dU dn1) = 1 4r h' cosds' r25 - 1/2 -1/2L, 

ce (jui est égi|l à zéro en vertu de l'équation (28). 
On en conclut que II conserve une valeur constante dans le do-

maine E/. Celte constante dépendra de C, cl si l'on désigne par A„ sa 
valeur pour C = n, on aura, pour son expression générale, 

A„ + A, C, 

A, étant la valeur constante de 

. j_ rvM 
!\kj Κ 

dans le domaine E/. 
Or, la constante A, est évidemment difl'érenle de zéro. On peut 

donc disposer de C de manière à avoir 

An ·+· A,G — o, 

cl si l'on s'arrête à cette hypothèse, la fonction L sein égale à zéro 
pour tous les points de E/, ce qui donnera 

4r h -1 /2 f('cosq' ds 2 

pour tous les points de S. 
Mais alors la fonction harmonique que représente l dans le 

domaine E, se réduira sur S à 

h'ds' _1 4r cos'q'ds' + 1/2 =f 

Par suite, la formule 

V= 1/r 4 h' dzs' _ 1 4r rf' cosq'ds' R2 
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considérée dans le domaine E
e
, définira une fonction harmonique se 

réduisant sur Sa /, et cette fonction admettra une dérivée normale 
régulière sur S. On voit, d'ailleurs, que cette dérivée est égale à h. 

19. En résumé, nous avons admis que la surface S satisfait aux 
conditions du n° I dans l'hypothèse α = 1 et cjuc le principe de Neu-
mann lui est applicable, et nous sommes parvenu au résultat que 
voici : 

Étant considéré le problème de Dirichlct pour l'un quelconque 
des deux domaines E/, E

e
, pour que la fonction harmonique cher-

chée V, se réduisant sur S à une fonction continue /, admette une 
dérivée normale régulière sur S, il faut cl il suffit que la fonction 

W= 1 2r f' cosq' ds' R2 

admette les deux dérivées normales dW d, dW dn qui soeint 

également régulières sur S, cl que l'on ail d'ailleurs 

dW dn = W dn c 

pour tous les points de S. 

De celle manière, la recherche concernant la dérivée normale de la 
fonction V, celte dérivée étant supposée régulière sur S, se ramène à 
une recherche analogue pour la fonction W qui est un potentiel d'une 

, , f 
double couche à densité --· 1 π 

Il va sans dire qu'il est impossible de donner les conditions néces-
saires et suffisantes pour l'existence, la régularité et l'égalité des deux 
dérivées normales de W. Mais on peut en indiquer des conditions 
suffisantes, plus ou moins générales, soit en ce qui concerne la fonc-
tion /, soit relativement à la surface S, et c'est à cela que nous nous 
arrêterons à présent. 

20. Dans une Note sur le potentiel, publiée dans les Communion-
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lions de la Société mathématique de Kharkow (t. VI), j'ai signalé 
certaines conditions assurant l'existence et l'égalité des dérivées nor-
males de W. 

Entre autres, j'y ai admis l'existence de la courbure pour les sections 
normales de la surface δ. Mais l'examen plus attentif de la chose fait 
voir que cette restriction est inutile, et qu'à l'égard de S il suffit d'ad-
mettre les suppositions du nM 1, avec la restriction « = i, que nous 
avons introduite au n° 15. 

(Test ce (juc nous allons montrer tout de suite, en faisant la même 
restriction au sujet de f que dans la Note citée. 

Cette restriction, étendue à tous les points de S, nous l'énoncerons 
de la manière suivante : 

On considère un point quelconque p9 de S et les valeurs de / en des 
points dont la distance au point p9 ne surpasse pas D (n° 1). Puis, en 
prenant le point p0 pour pôle des coordonnées polaires, le rayon vec-
teur ρ et l'angle polaire ψ, dans le plan tangent à la surface en p„, on 
regarde la valeur de f en un point ρ comme fonction des coordon-
nées ρ, ψ de la projection de ρ sur le plan tangent. Alors, si l'on pose 

,.ϊπ 

rj /4=/ «•'o 

et que l'on désigne par f9 la valeur de /au point pn, on pourra assigner 
deux nombres positifs b et β indépendants de ρ et de la position du 
point p

91
 et tels qu'on ait 

(29) I/-/.KV", 

quelque petit que soit p. 
Dans ces conditions, nous allons établir non seulement l'existence el 

l'égalité des dérivées normales de W en tout point de S, mais encore 
la régularité de ces dérivées sur S. 

Soient P
0
 un point de l'espace situé sur la normale à S en p

9
 et ζ la 

distance P0/>0 Ppise positivement dans le cas où la direction /?0P0
 est 

celle de la normale intérieure par rapport à S et négativement dans le 
cas contraire. 

Cela posé, considérons la valeur de W au point P
0

. 
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Pour une position donnée de p
0

, ce sera une fonction de ζ, et notre 
d\V problème se ramène à montrer que la dérivée de cette fonction, 

ζ tendant vers zéro, tend vers une certaine limite indépendante du 
signe de ζ, et cela uniformément pour toutes les positions du point /v 

Soient 

ρ un point appartenant à l'élément superficiel (h; 
Φ l'angle que fait la normale en ρ avec la direction ρ P

0
 ; 

Φ
0
 l'angle de la normale en p0

 avec la direction Ρ
9
p; 

l'angle des deux normales en ρ et en /?„; 
R„ la distance V9p. 

On aura 
^ ~ j(co»3r

0
 4- 3cos4>

e
 οοβΦ)*^/» 

ce que l'on peut présenter sous la forme 

O) dW dw= 2r (cosQ + 3cosQcosq (f_ dx) R20 

puisque le potentiel W, lorsqu'on y remplace f par une constante, s«· 
réduit à une constante dans chacun des deux domaines F,, M1). 

Maintenant, prenons le point p0 pour origine des coordonnées et la 
normale en ce point pour axe des s, et introduisons le cylindre (], 
considéré au n° 3, avec les mêmes suppositions à l'égard de δ. 

Soit Ω(ζ, δ) ce (jue devient le second membre de la formule (3o), 
si l'on étend l'intégration à la portion S, de S, de sorte qu'on aura 

û&o>-5-

el Ω(ζ, υ) — Ω(ζ, δ) représentera le second membre de la même 
formule, l'intégration étant étendue à S0. 

(*) Ce remplacement de/ par/—/o» <|ue je n'ai pas utilisé dans ma Note 
citée, produit toutefois de grandes simplifications. Je l'emprunte à M. Tauber. 
Voir ses Notes insérées dans les Monatshefte fiir Mathemalik und Physik 
(1897, 1 Vierteljahr et 1898, 1 Vierleljahr). 
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(Considérons l'expression de Ω(ζ,ο) — β(ζ, δ). 
En introduisant, au lieu de χ,γ, les coordonnées polaires ρ, ψ, nous 

aurons 

ΰ(ζ, ο) - ο
(
ζ, ί) = rj" <**{'(<+

3 K0J

cû7r) '
Isz

w
lL 

Or, on a 

ΟΟβΦ, = Κ, = Vf" + (î - ν)
1

. 

et, si l'on désigne par r#, φ ce que deviennent R„ Φ pour ζ = o, on 
aura 

R0
 εοβΦ = r

0 eos ç -μ ζ cos&
0

. 

Par suite, on trouve 

1+ 3 cosq cosq= p2 2 d+ z2 + z2 + 3(z-s) cos q cosa R20 R20 R20 cos e 

et, en introduisant la quantité Τ du n° 3, puis, en posant 

(ρ» -
 2

ζ»)(Τ< - >) + [
s

« + -ζ 4- 30 - ζ)?££] Τ' = Q, 

on pourra présenter l'expression dont il s'agit sous la forme 

Q (C, o) - Q (C, B)= (f-fo)(p2-2Cà) p dp (p2+ c2)2 

+ 1/ 2 r f2r 0 du f(-foà) Qdin d(p2 + ce2) 

Maintenant, remarquons que 

vo cosq cosq= pdz dop-p 

et reportons-nous aux formules des n°* 1 et 3. 
Les inégalités (i) et (2), si l'on y fait α = ι, donnent 

^|<4«p, M<» ap>. 
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Par suite, on a 

ro cosq cosq n < 6 ap2 

D'autre part, la formule 

t2 -1 = T2(d_ z2) p2-C2 

si Γοη suppose c assez petit pour que, dans le champ de l'intégration, 
on ait Τ < a, donne 

IT — ■ I < | - < τ (" > + 16 3 dT -1 4/3 é 

De là, on voit qu'oit pourra assigner deux nombres positifs fixes 
Λ et B, tels (pie, dans le champ d'intégration, on ait 

IQI < AI ζ I (jî' 4- ζ') + B(f* + ζ1)'. 

( iela posé, désignons par t\ la plus grande valeur que puisse atteindre 
sur S„ la fonction |/—| et admettons l'inégalité (ap). 

Alors, en remarquant que 

|C| F pdp (p2 +c'2 < I, 

nous aurons 

| β (ζ, Ο) - Lia, i) | < J o> + ( Λ +- Iii)r„ 

ei cette inégalité aura lieu pour toutes les valeurs de ζ, à la seule ex-
ception de ζ = ο. 

Kn même temps nous aurons évidemment 

|Ω(ο,ε)- û(o,e)|< yJ-l· lier;, 

pour tout nombre positif ε plus petit que o; ce qui fait voir que, ο ten-
Journ. de Math. (5e série), Lome IV. — Fasc. Ill, 189H. 38 
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dant vers zéro, la quantité û(o, δ) tend vers une certaine limite, et 
que, cette limite étant désignée par L

0
, on a 

|0(ο,Ϊ)-Κ.|<έ*+ΒΑ|. 
r 

Par suite, eu égard à l'identité 

Ω(ζ, ο) - L. = Ω(ζ, «>) - Ω(ζ, 3) + O(o, 3) - h, 
η-Ω(Ϊ,3) -Ω(ο,8). 

nous arriverons à l'inégalité suivante 

| û a, o) — L, I < J » + (A -I- aU3)»i + |0(ζ, S) - 0(o, 8) |. 

Or, la fonction / étant continue, la quantité η tendra, pour δ = o, 
vers zéro. D'ailleurs, la continuité de /ne pouvant être qu'uniforme 
sur S, η tendra vers zéro uniformément pour toutes les positions du 
point p

u
. 

D'autre part, δ ayant une valeur fixe, différente de zéro, la quantité 
| Ω(ζ, δ) — û(o, S) | tendra, pour ζ = o, vers zéro, et cela uniformé-
ment pour toutes les positions du point p

0
. 

Par suite, on doit conclure que, ζ tendant vers zéro, la quantité 

G (w, o)= dWdc 

tendrn vers L„ quel que soil le signe (le ζ, et cela uniformément 
pour toutes les positions du point p

0
. 

Aotre proposition se trouve donc démontrée, et, en se reportant au 
lliéorèmc du numéro précédent, on voit que, dans les conditions où 
nous nous sommes placé, la fonction harmonique V admettra une 
dérivée normale régulière sur S. 

Remarque. — Des formules que nous venons de développer on tire 

|Ω(ζ, o) — û(— ζ, „)| < 2<A + Β8)η + | ΰ(ζ, 3)-Ω(- ζ, i) I, 

ce qui fait voir que, / étant une fonction continue quelconque, la 
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diiTércnce β(ζ, ο) — Û(—ζ, ο) tend, pour ζ = ο, vers zéro, et cela 
uniformément pour tous les points de S. 

Donc, quelle que soil la /onction continue f si Vune des deux 
dérivées normales .» (7^) existe et est régulière sur S, 

Γ autre le sera aussi et ces dérivées seront égales. 
Eu égard à cette proposition, on pourrait énoncer le théorème du 

numéro précédent plus simplement, comme il suit : 

Pour que la fonction harmonique V, se réduisant sur S à une 
fonction continue/, admette une dérivée normale régulière sur S, 
il faut et il suffit que la fonction W soit dans le même cas. 

21. Maintenant nous allons indiquer, pour /, une condition qui 
assurera l'existence non seulement des dérivées normales, mais encore 
des valeurs limites sur S des dérivées prises par rapport aux coordon-
nées, tant pour la fonction W que pour la fonction V elle-même. 
D'ailleurs, cette condition permettra de s'affranchir de la restriction 
ot = i, et, dans ce qui suit, nous pourrons supposer que α soit un 
nombre positif quelconque. 

Jusqu'à présent nous avons considéré la fonction /comme étant dé-
finie seulement pour les points de la surface S. Maintenant nous sup-
poserons que f soit la valeur sur S d'une fonction donnée F définie 
pour tous les points de l'espace, assez voisins de S, et c'est à cette 
fonction F que se rapportera la condition que nous avons en vue. 
Voici cette condition. 

A l'intérieur de toute sphère Σ d'un rayon fixe D et de centre situé 
sur S, la fonction F et ses dérivées par rapport : des deux pre-
miers ordres sont uniformes et continues. 

11 est facile de montrer que cette condition assure l'existence des 

valeurs limites sur S des dérivées dW dx; dW dy; dW dz; dans chacun des deux 

domaines E/, E,. 
Four le montrer, considérons l'une quelconque des sphères Σ, en 

supposant le rayon D assez petit pour qu'il satisfasse aux conditions 
du n° 1, et pour que les dérivées des deux premiers ordres de la fonc-
tion F aient des valeurs déterminées sur la surface Σ elle-même. 
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La surface S partagera l'espace intérieur â Σ en deux portions : 
l'espace Ki0 intérieur à S et l'espace Ë

e0
 extérieur à S. 

Considérons l'un quelconque de ces deux espaces, par exemple, 
relui E/0 qui est limité par la portion Σ,· de Σ intérieure à S et par la 
portion S

0
 de S intérieure à Σ. 

Soient : 

ds' un élément superficiel de S0 ; 
de' un élément superficiel de Σ/ ; 
d-J un élément de volume pour l'espace K

<l(
 ; 

// un point appartenant soit à l'élément dx\ soit â celui dz'; 
1 v(.£',y', s') un point appartenant à l'élément d-J ; 
I^(χ',γ,ζ) un point quelconque de l'espace ne se trouvant pas sur la 

surface qui limite E
<0

; 
H la distance du point Ρ soit au point p', soit au point P'; 
//' la direction de la normale à· S ou à Σ en p' dirigée à l'intérieur 

de li/o 5 
Φ' l'angle que fait n' avec la direction ρ' P ; 
F' la valeur de F en p' ou en P' ; 

— la valeur de l'expression 

^co8(w ,./;)·+· dyCO*(// ,y) +
 ()

.ros( // , z) 

au pied p' de la normale n'. 

Cela posé, nous nous servirons des théorèmes connus pernietlaril 
d'exprimer l'intégrale 

f (d2F' dx' + d2 F' dy' + d'2 F+ )dz' B 

étendue à l'espace E,
0
 au moyen des intégrales étendues à la surface 

qui sert de frontière à E
/0

. 
Posons, pour abréger, 

F' dx' + d2F' dy' + d2F' dz' = AF' 
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Alors nous aurons : 
Si le point Ρ est intérieur à E

l0
, 

f Af' = R f'cosq'dx' f' dn' ds'R 

+J — JdPTC-W' 

et, si ce point est extérieur à E
<0

, 

AF' dz" R== f' cosq'ds' R2 - dF' d' dn'R 

+ f F' cos q' dx' R2 - d F' dn' dx' Re 

les intégrales relatives à ds' et à dv' étant respectivement étendues 
(i Sg et a Σ,. 

Or, avec les notations actuelles, on a 

W= 1 2r f' cosq' ds' R2 + W1, 

XV, étant le potentiel dû à la portion de S extérieure à la sphère Σ. 
Par suite, si l'on pose 

12/ AF' dz' R+ 1/ 2r + F' dn'( )= F' cos q' do' R2 + W1 = Ue 

il viendra : si le point Ρ est intérieur à E
<0

, 

W= 2F + 1/ 2r dF' dn' + Uni' 

et, si ce point est extérieur à E/0, 

W= 1/2 r dF' dn' + U, 

Nous remarquons maintenant que, les dérivées du second ordre de 
la fonction F étant continues et, par suite, limitées à l'intérieur de la 
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sphère Σ, quelle que soit la position de son centre sur S, on peut assi-
gner une limite supérieure fixe aux valeurs absolues des quantités 

dF dx _dF' dx' , 1 r (F dy _ DF' dy_dF' ), 1/r (dr )_dF', 

où /* désigne la distance mutuelle des points p(x, 5) et p\x',y\ z') 
auxquels se rapportent les valeurs des dérivées, ces points étant pris 
arbitrairement sur S. 

Par suite, on pourra trouver un nombre fixe A, tel qu'on ait 

F dn _ dF' dn' < Av 

quelles que soient les positions des points ρ et p' sur S, « étant le 
nombre défini au n° I. 

De là, en vertu de ce que nous avons montré au ne 4, il suit que les 
dérivées premières du potentiel 

dF' dn' ds'R 

tendront vers des limites déterminées, toutes les fois que le point P, 
en restant toujours dans l'un quelconque des deux domaines E,„, 
se rapprochera indéfiniment vers un point p de S ne se trouvant pas 
sur le contour de S

0
. 

D'autre part, on voit que la fonction U, ainsi que ses dérivées du 
premier ordre, sont continues à l'intérieur de toute sphère Σ' concen-
trique et intérieure à Σ. 

Donc, les formules obtenues montrent que les dérivées ^fW dx 

admettront des valeurs limites déterminées en tout point/; de S inté-
rieur à Σ', et cela pour chacun des domaines E

<0
, E^. 

Ces valeurs limites, pour les deux domaines, seront, en général, 
différentes. Mais, en ce qui concerne les dérivées normales, les for-
mules (5) montrent bien qu'on aura 

(xW dn;)= -(dW dn=)=L, 
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où l'on a posé 

L= 1 2r f dF( dn' cosqdx' r2+dF dn+ dU dn 

Nous n'avons considéré que les points intérieurs à Σ'. Mais le centre 
commun des sphères Σ et Σ' peut être placé où l'on voudra sur §. 

Par suite, les dérivées dW dx, dW, dy, dW dz auront des valeurs limites en 

tout point de S, et les dérivées et seront toujours égales. 

D'ailleurs, comme on le voit aisément, ces dérivées normales seront 
régulières sur S. 

Quant à la valeur commune L des dérivées normales, nous remar-
querons qu'elle satisfera à une condition de la forme 

(3i) |L-L'|<M, 

h et β étant des nombres positifs indépendants de la position des 
points ρ, ρ' auxquels se rapportent les valeurs L, L'. 

En effet, eu égard à ce qui a été montré au n° 5, l'expression ci-des-
sus de L fait voir que la condition dont il s'agit sera remplie, si l'on a 

dU dn _ dU' dn' <cr"' 

pour toutes les positions des points ρ, p' sur S à l'intérieur de Σ', 
cet γ étant des nombres positifs indépendants de la position de ces 
points, et cette dernière inégalité résulte immédiatement des proprié-
tés connues des potentiels de volume. 

22. Appliquons les résultats précédents au problème de Dirichlel. 
Considérons, par exemple, le problème qui se rapporte au do-

maine E/. 
Le principe de Neumann étant supposé applicable à la surface S, 

l'équation (27) définira une fonction continue Λ, et cette fonction, en 



3c>4 Α. LIAPOUNOFF. 

vertu de (31), vérifiera une condition de la forme 

| /ι — Λ'| < C/-T, 

c, γ étant des nombres positifs indépendants des positions des points p,p'. 
Par suite, le potentiel 

f h' ds' R 

admettra sur S des valeurs limites déterminées pour ses dérivées de 
premier ordre dans chacun des deux domaines E/, E

e
, et la fonction 

U= 1/2 W _ 1/4 r h' ds' R 

que nous avons considérée au n° 17 sera dans le même cas. 
Donc, on pourra considérer l'intégrale 

/[(SHSHS». 
étendue à l'espace Ε,, et la valeur de cette intégrale sera égale à 
celle-ci 

ΜΆ«*> 
étendue à la surface S. 

Par suite, l'égalité 

S)-· 

qui a lieu pour tous les points de S, conduira à la conclusion que 
U = ο pour tous les points de E

e
. 

Or, cela étant établi, on arrive à la formule, obtenue à la fin du 
n° 17, qui donne la solution du problème. 

D'une manière tout à fait analogue, on démontrera aussi la formule 
du n° 18 qui donne la solution du problème pour le domaine K„ et 
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(IV ces formules montrent bien que les valeurs limites des dérivées — . 

ύ\ ΰ\ . ι σ ^ existent en tout point ρ de S. 
d\ D'ailleurs, on voit que la dérivée normale ̂  est régulière sur S. 

On arrive donc à la proposition suivante : 

V(x,y
y
z) èlanl une fonction uniforme et continue, ainsi que 

ses dérivées des deux premiers ordres, au voisinage de tout point 
de S et f représentant la valeur de F sur S, la fonction Y harmo-
nique dans l'un quelconque des deux domaines E,·, E

e
 et se rédui-

sant à f sur S admettra, pour ses dérivées ~. des valeurs 
d\ 

limites déterminées sur S, et sa dérivée normale -r- sera régulière 
sur S. 

Cette proposition est exacte pour toute surface S satisfaisant aux 
conditions du n° f, pourvu que le principe de Neumann lui soit appli-
cable. 

25. Le théorème précédent permet d'établir la possibilité du pro-
blème électrostatique dans des conditions assez générales. 

Considérons un conducteur limité par une surface S satisfaisant aux 
conditions ci-dessus, et supposons que ce conducteur, chargé d'une 
quantité donnée g d'électricité, se trouve en présence de corps mau-
vais conducteurs situés tous à l'extérieur de S et portant des distribu-
tions électriques données. 

On demande la distribution électrostatique à la surface S. 
Ce problème dépend, comme on sait, de la recherche d'une fonc-

tion V, harmonique dans le domaine E
e
 extérieur à S et se réduisant 

sur S à 
C-U, 

U étant une fonction connue représentant le potentiel de l'électricité 
que portent les mauvais conducteurs et C une constante qu'on devra 
déterminer par la condition que la charge du conducteur soit égale 

Journ. de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. III, 1898. 39 
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La fonction V une fois trouvée, la possibilité du problème dépeu-
d\ dra de l'existence de la dérivée normale ̂  sur S. Or, la fonction 

G — U jouissant de toutes les propriétés de la fonction V, celte exis-
tence est hors de doute, et la densité rj de la couche électrique en 
équilibre sur S sera donnée par la formule 

q= 1 4r (V- + U qn) 

oii le second membre sera linéaire par rapport à G qu'on déterminera 

par l'équation J qds = g. 

D'ailleurs, en se reportant à ce qui u été montré au n° 18, on pourra 
déterminer q directement comme il suit : 

En entendant par u! la valeur de la fonction U au point p' de l'élé-
ment ds'j désignons par L la valeur de la dérivée normale de la fonc-
tion 

1/ 2R u' cos q' ds R2 

en un point quelconque ρ de S. Puis, désignons par //„, /e,, /t.,. ... les 
fondions se déterminant successivement par la formule 

/ J_ ΓΑ',,, , cos? ris' 
JH a TtJ r* * 

dans la supposition A„ = L, et introduisons la fonction A délinie au 
n° 18. 

Alors nous aurons 

V = h'k + ̂  L + Al + + à,+.. 

24. Une autre application, non moins importante, est relative à la 
fonction de Green. 

Soient Ε l'un des deux domaines Eh E
e

; P(&·, /, -) el P'z') 
des points de ce domaine et H la distance PP'. 

En plaçant le point Ρ dans une position fixe ne se trouvant pas sur S, 
désignons par H la fonction de y*, s', harmonique dans le do-
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maine E, et se réduisant sur S à Alors la fonction 

G=l-H 

représentera ce qu'on appelle la fonction de Green, correspondant au 
pôle P. 
Celte fonction (ainsi que R et II) dépendra non seulement de x, 
y', ζ', mais encore de A, y, J, et si Ton veut appeler l'attention sur ce 
point, on pourra la désigner par 

G 1 y y * ? y) *)' 

On sait que la plupart des applications où se présente la fonc-
cJG lion G exigent la considération des valeurs limites des dérivées 

dG dz'~ sur S, et que, dans bien des cas, cette fonction ne peut être utile 

que si ces valeurs existent. 
Or, dans les suppositions que nous avons faites à l'égard de S, leur 

existence est hors de doute, puisque, le pôle Ρ ne se trouvant pas 

sur S, la fonction ~ jouira de toutes les propriétés de la fonction 

l'(./;',y, 3'), et le théorème du n° 22 sera applicable. 
L'existence de ces valeurs limites étant prouvée, on pourra se servir 

des méthodes connues pour étudier les propriétés de la fonction G, et 
les propositions connues qui s'y rattachent pourront être établies 
rigoureusement. 

Par exemple, on pourra démontrer l'égalité fondamentale duc à 
Ricmann, 

g (·£» "îχ ) y » Ό — G (a?, y, ζ ; #, y, 3). 

2t>. En terminant, arrôtons-nous sur la formule connue qui donne 
la solution du problème de Dirichlct au moyen de la fonction de 
Green. 

Pour avoir, dans les cas des deux domaines E„ E«, les mômes for-
mules, nous conviendrons ici d'attribuer à la normale la direction 
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intérieure, non pas par rapporta Ε / (comme nous lavons fait jusqu'à 
présent), mais par rapport au domaine Κ que nous considérerons. 

Alors, quel que soit le domaine considéré, la formule de Crccu 
donnera 

V= 1 4x f' d dn' (1/Rdx'_1/4 d'n(ds' 

en supposant, bien entendu, que la fonction / satisfait à la condition 
du iin2i. 

Dans cette formule, n' désigne la direction de la normale au point // 

appartenant à l'élément ds
f et ^ ) est la valeur que prend l'expres-

sion 

1/R cos (n'c) + 4R 1 cos (n'+ df cos (n'à) 

lorsque le point z') vient en ρ'. Dans le même sens seront 
, . . . à\\ àG employees aussi les notations j^· 

Cela posé, et en remarquant que, parla nature de la fonction II, 
on a 

dV' R= fder=cd 
on Lrouve 

V_=1/4r f' fdsc 

et c'est la formule dont il s'agit. 
Celle formule n'est démontrée que dans le cas où la fonction / sa-

tisfait à la condition du n° 21. Mais elle peut être étendue à tous les 
cas 011/ est une fonction continue. 

En elï'et, quelle que soit /, la formule en question définit une fonc-
tion harmonique dans le domaine Ε. Il ne reste donc qu'à montrer que 
cette fonction se réduit sur S à /, cl c'est ce qu'on pourra faire par 
une méthode analogue à celle employée par M. Sehwarz dans le cas 
de l'intégrale de Poisson. 

L'application directe de cette.méthode exigerait la discussion de la 

fonction dans la supposition que le point Ρ soit infiniment voisin 
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du point /?'('). Mais nous pouvons éviter cille discussion, en nous 
servant du théorème du na 22. 

Λ ccl efîct, considérons d'abord le cas particulier 01Ί Γ011 a 

/ - (.#; - +(y ~/e)2 -h(5 - s,)*, 

•r»t >'01 étanl les coordonnées <l'uu point quelconque lixe de S <jue 
nous désignerons par p9. 

Dans ce cas, le théorème, que nous venons de mentionner, étant 
applicable, la formule ci-dessus donnera la solution du problème de 
Dirichlet, et, par suite, la fonction V définie par cette formule tendra 
vers f toutes les fois que le point l'tendra vers 11η point p(x,y

9
z) 

de S. 
D'ailleurs, si Ton suppose que le point Ρ se trouve sur la normale 

du point ρ et que Ton désigne par ζ la distance Ρ ρ, on pourra trouver 
un nombre positif A indépendant de la position du point ρ et tel qu'on 
ail 

|ν-/|<Αζ. 

C'est ce qui résulte, en effet, de ce que la dérivée normale do la fonc-
I ion V considérée est régulière sur S. 

Nous supposerons que le nombre A ait été choisi indépendamment 
de la position du point p01 ce qui est, évidemment, permis, / étant 
une fonction entière de &'<>,/<,, zt. 

Cela pose, appliquons notre inégalité au point p
0

. La fonction / se 
réduisant, en ce point, à zéro, nous aurons 

V#< Λζ, 

ν„ étant la valeur de V au point P
0 situé sur la normale à la distance ζ 

du point p
0
 (valeur qui est, évideminenl, positive). 

(') Cette méthode a été employée récemment par M. Zaremba, Voiries Annales 
scientifiques de l'Ecole Normale supérieure (3e série, t. XIV, p. a5i; 1897). On 
remarquera que M. Zaremba considère la fonction u qui n'est autre chose que 

~ ,) sans démontrer son existence. 
4* on 
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Nous remarquons maintenant que pour tous les points de S on a 

dG > 
M-0' 

puisque la fonction G s'annule sur la surface S et reste positive pour 
tous les autres points du domaine E. 

Par suite, on aura 

Vo < 1/4 z f' fgr' dsz' 

l'intégrale étant étendue à une portion quelconque S, de S cl G
0
 dési-

gnant la fonction de Green correspondant nu pôle P„. 
Nous prendrons pour S, la portion de S extérieure à une sphère Σ 

de rayon £ ayant pour centre le point p
0

. Alors l'inégalité ci-dessus 
donnera 

Vo < e 4 r Go ds' 

et nous aurons 

<wX,d«
7<

;
5

' 

Maintenant supposons que/soit une fonction continue quelconque 
et considérons la fonction V définie par la formule qui nous occupe. 

En posant 

4r dx_ds' =Q 

et désignant par Q„, V
0
 les valeurs de Ω, V au point P„ et par/„ celle 

de / en p0, nous aurons 

v. - /.=(o. -. )/. ■+ ~ /(/-/.) § *■· 

Or, dans le domaine E,· on a û = i, et dans le domaine E,, sauf les 
points de S, û < i. Par suite, en entendant par η la plus grande valeur 
de la fonction |/' — /01 à l'intérieur de la sphère 5 et par M la limite 
supérieure de la fonction \ f\ sur S, on trouve 

ΐν.-ΛΚΜΟ-Ω,Ηη + ̂ /^Λ'. 
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D'ailleurs on a évidemment 

1 — û«< Βζ, 

Il étant un certain nombre positif qu'on peut prendre indépendam-
ment de la position du point p

0
. 

Donc il vient 

I V
#
 — /, | < *| + a AM £ + ΒΜζ. 

Or, la fonction / étant continue sur S, la quantité η tendra, pour 
o = o, vers zéro, et cela uniformément pour toutes les positions du 
point p

0
. 

Par suite, l'inégalité obtenue, où l'on pourra, par exemple, poser 
ζ = eo®, fait voir que, ζ tendant vers zéro, Ve tendra vers /„, et cela 
uniformément pour toutes les positions du point p

9
. 

Ο résultat étant établi, la continuité môme de la fonction / assure 
cpie, toutes les fois que le point Ρ tendra vers^ suivant une courbe 
quelconque, la fonction V tendra vers /„. 

Donc, dans le cas des surfaces que nous avons considérées, la for-
mule 

donne bien la solution du problème de Dirichlet, quelle que soit la 
fonction continue/ à laquelle doit se réduire sur la surface la fonction 
harmonique cherchée. 

V= 1/4 f' dG' ds' dn' 


