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Sur certaines questions qui se rattachent au probleme
de Dirichlet,

Pz M. A. LIAPOUNOFF.

La question qui fera I'objet principal de ce Mémoire est celle de la
possibilit¢ du probléme électrostatique, en particulier du probléme
fondamental qui a pour but la recherche de la distribution de I'¢lec-
tricité & la surface d’un conducteur soustrait 4 toute influence exté-
rieure.

On sait que ce probléme a une connexion intime avec un cas parti-
culier du probléme de Dirichlet, et cette connexion est telle, qu'on
peut regarder le premier probléme comme résolu, si 'on parvient &
résoudre le second.

Mais, pour qu'il en soit ainsi, il faut que, pour la solution du pro-
bleme de Dirichlet, 'on obtienne une expression qui se préte immé-
diatement aux calculs. Cependant on ne connait de pareilles expressions
(jue dans quelques suppositions particuli¢res 4 1'¢gard du conducteur
et, en géncral, les méthodes dont on disposce ne servent qu'a faire voir
la possibilité du probléme de Dirichlet.

Or, si I'on n’a démontré que cctte possibilité, on n'a pas encore le
droit d’affirmer que le probléme électrostatique soit aussi possible.

in cffet, pour que Paffirmation soit légitime, il faut non seulement
¢tablir la possibilit¢ du probléme de Dirichlet, mais encore démontrer
que sa solution, dans le cas d’oli dépend le probléme ¢lectrostatique,
peut étre présentée sous forme du potentiel d'une simple couche ré-
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pandue sur la surface du conducteur. Il faut donc démontrer I'exis-
tence de la fonction susceptible de représenter la densité de cette
couche, et cela exige la considération des valeurs, sur la surface du
conducteur, de la dérivée normale (dérivée estimée suivant la nor-
male) de la fonction harmonique (') cherchée. Or, les méthodes
générales qu'on a proposé pour traiter le probléme de Dirichlet con-
duisent & des résultats qui ne font pas voir que ces valeurs existent et,
de la, provient la difficulté qui ne parait pas avoir été levée. ‘

Il est vrai que, pour démontrer la possibilité du probléeme électro-
statique, on s'cst servi souvent de la méthode directe fondée sur cer-
taines considérations de minima dues 4 Gauss. Mais ces considérations
sont aussi peu suffisantes que celles de la méme espéce qu'on employait
autrefois pour démontrer le principe de Dirichlet.

Donc, a la rigueur, cette méthode ne démontre rien, ct la question
((ui nous intéresse ne peut &tre regardée comme résolue, si ce n’est
dans quelques cas particuliers.

Cependant, dans certaines recherches, il est bien important de
savoir si le probléme considéré est possible en général. Clest ce qui
m’a décidé a reprendre la question pour essayer de déduire la démon-
stralion requise des principes des méthodes que posséde aujourd’hui
la Science pour traiter le probléeme de Dirichlet.

Je me suis arrété aux méthodes de M. Neumann, qui sont les plus
simples, et, en partant du principe fondamental de ces méthodes,
j’ai réussi i établir, dans des suppositions assez générales, non seule-
ment la possibilit¢ du probleme électrostatique dont il s’agit, mais
encore la méthode qu’a proposée, pour le résoudre, M. Robin (*).

(') Dans ce qui suit, nous entendrons par fonction harmonique dans le
domaine E toute fonction qui, pour les points du domaine E, saul, peut-étre,
ceux de sa frontiére, est uniforme et continue, ainsi que ses dérivées par rapport
aux coordonnées, et qui satisfait & I'équation de Laplace. D'ailleurs, si le
domaine E s'étend a l'infini, cette fonction doit s’annuler a l'infini, en tendant
vers zéro uniformément dans toutes les directions (nous supposons que la fron-
ticre du domaine E ne s’étende pas a l'infini).

(*) 1l est & se rappeler que M. Robin n’a établi sa méthode que dans la sup-
position qu'on ait préalablement démontré la possibilité du probléeme.
Récemment M. Stekloff a signalé une modification de I'analyse de M. Robin
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Cela étant établi, on peut s'en servir pour aborder les questions
plus géncérales. Cest ce que j'ai aussi essayé de faire, en considérant
le cas général du probléme de Dirichlet et en recherchant les condi-
tions assurant 'existence, sur la surface qui sert de frontiére au
domaine considéré, des valeurs limites des dérivées de la fonction
harmonique cherchée.

En traitant ce probléme par une méthode convenable, je suis par-
venu & montrer qu’en ce qui concerne la dérivée normale la question
se raméne & celle de la méme espéce pour le potentiel de la double
couche dont la densité est égale a la valeur de la fonction harmonique
sur la surface.

L.’étude de ces sortes de questions n’est pas sans importance, puisque
les valeurs, sur la surface, des dérivées de la fonction harmonique se
présentent dans bien des cas : il n’y a qu'a se rappeler le probleme
genéral de I'Electrostatique, ainsi que la formule connue dont on se
sert souvent pour représenter la solution du probléme de Dirichlet,
formule qui contient la dérivée normale de la fonction de Green.

Telles sont les questions qui feront 'objet des recherches qui vont
suivre.

CHAPITRE 1.

HYPOTHESES ET PROPOSITIONS AUXILIAIRES.

1. Notre Etude se rapportera au cas d’une surface fermée S i
I'égard de laquelle nous ferons les suppositions suivantes :
1° En tout point de S il existe un plan tangent déterminé;

permettant de se débarrasser de cette supposition et, par suite, d'établic la
possibilité du probléme (Comptes rendus, 13 décembre 18g7). L'analyse de
M. Stekloff, comme celle de M. Robin, ne s'applique qu'aux surfaces convexes.
Dans les Comptes rendus (22 novembre 18g7), en énoncant les résultats de mon
étude de la question, je me suis aussi restreint & la supposition que la surface
considérée soit convexe. Mais, pour mon analyse, cette restriction n'a rien
d'essentiel et, comme on le verra dans le présent Mémoire, elle peut étre rem-
placée par une autre, plus générale (voir le n° 7).
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2° 1] existe une longueur D, telle que, un point quelconque p de S
étant pris pour centre de la sphére de rayon D, une paralléle i la nor-
male & S en p ne puisse rencontrer S, & I'intérieur de la sphére, qu’en
un seul point;

3° & étant I'angle aigu que fait la normale au point quelconque p
de S avec celle d’'un autre point p’ de cette surface et r la distance
mutuelle dc ces deux points, on peut assigner deux nombres positifs «
ct a indépendants du choix des points p ct p’ et tels qu'on ait

s art,

quelles que soicnt les positions de ces points.

Outre ces suppositions, nous cn aurons & faire encore unc. Mais
nous l'¢énoncerons plus tard et, & présent, nous nous arréterons sur les
suppositions ci-dessus pour en déduire quelques conséquences qui
nous scront nécessaires dans la suite.

En prenant un point quelconque p, de S pour origine des coor-
données rectangulaires et la normale en ce point pour axe des 3, con-
sidérons les points de S dont la distance 7, au point p, nc surpasse
pas D.

Soient p un de ces points et &, y, 5 ses coordonnées.

En vertu de la deuxiéme supposition, 5 sera unc fonction uniforme
de z, y, s'annulant pour x =y = o, ct cette fonclion, en vertu des
deux autres suppositions, admettra les dérivées

s 03
Jdz’ dy
(qui seront continues, si D cst asscz petit pour que I'angle S, que fait la
. . . . i "
normale au point p avec celle du point p, ne puisse atteindre ;; c'est
cc qui aura lieu, par exemple, si I'on a

aD* <1,

D’ailleurs, si 'on admet cette inégalité ct que I'on lienne compte

de ce que
cosT, >1—32>1— ja'1?,



Py
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coga \/x+( ) (gy) <l+a4p"=’

d’ou I'on déduit

on trouve

dz\* Jz \* 2,02 T PR ¥
az) t\ay <Lz2arf + a'r? < 3a*ry.

Maintenant posons
x=gcosy, y=psiny

ct considérons 5 comme fonction de p et de §.
Puisqu’on a
9z\? s s
() <(@)+G)

192
idp

on aura

oL
0!

cl, par suite,
|5| < V3aD?*p < y35.
De Li on conclut

ry = \/ HEW D
On a donc
(1) %
e, par suite,
5] < B2 agen,

ce que 'on peut remplacer par I'inégalité plus simple
(2) |3]< 205",

cn remarquant que 2* S« + 1, puisque le nombre « ne peut pas évi-
demment surpasser 1.
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En méme temps on aura

PNV cc B
) EB?IS—‘, <1+ 4a*p*.

Toutes ces inégalités auront lieu, tant que r,SD, si I'on prend
pour D, ainsi que nous le supposerons dans la suite, unc quantité sa-
tisfaisant non seulement a Ja condition de la deuxiéme supposition,
mais encore a celle-ci, aD*< 1.

Pour ce qui va suivre il est utile de remarquer que, si l'on construit
un cylindre de révolution Cayant pour axe I'axe des s et, pour la plus
courte distance de ses génératrices & 'axe, une quantité plus petite
que 3D, la portion S, de S, découpée par C au voisinage du point p,,
se trouvera tout cnti¢re a I'intérieur de la sphére de rayon D ayant
pour centre le point p,. Donc, les inégalités ci-dessus auront licu pour
tous les pointsde S,.

2. Dans la suite, nous aurons & considérer des potentiels soit d’une
simple couche, soit d’'une double couche répandue sur S, et a présent
nous nous arréterons sur quelques propositions relatives & ces poten-
tiels.

Nous commencerons par préciser la notion de ce que nous appelle-
rons la dérivée normale d’une fonction au point quelconque de S.

La surface S étant fermée, I'espace tout entier sera partagé par clle
en deux portions : 'espace intéricur E; et espace extérieur E,.

Considérons I'un quelconque de ces deux espaces que nous désigne-
rons par E.

Soient P(x, y, 5) un point de E, et F (z, y, 5) une fonction définic
dans le domaine E, fonction que nous supposerons uniforme et con-
tinue, ainsi que ses dérivées

doF JF JF
a9y 95

tant que le point P ne se trouve pas sur S.
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Supposons que le point P soit situ¢ sur la normale au point p de S
et, cn entendant par 2 l'une des deux directions de cette normale,
considérons |'cxpression

d JF JF
iz cos(n, @) + Y cos(a,y)+ g cos(n, 3),

()
on p

Supposons maintenant que le point P, en restant toujours sur la
normale n, se rapproche indéfiniment du point p.

Alors, si I'expression ci-dessus tend vers une limite, cette limite re-
présentera ce que nous appclleronsla déricée normale de la fonction F

que nous désignerons par

. l d » . dF
au point p, ctce que nous designerons par on’

Dans les cas ou il sera nécessaire d’appeler 'attention sur I’espace
considéré, nous désignerons le point P par P; ou par P,, suivant
qu'il appartient & E; ou & E,, et la limite dont il s'agit scra dési-

gnce par

’ oF (&
on); on e’

de sorte qu'on aura

lim (d—F) = (QE) »  lim (QE) = (d—lj) ,
on Jy, on/; on/p, an ).
les points P;, P, s¢ rapprochant indéfiniment du point p.
Nous appellerons ces limites dérivée normale intérieure et déricée
normale extéricure.
Cela posé, considérons le potentiel V d’une simple couche & densité k
répandue sur S.
Soient ds’ un élément superficiel de S, &' la valeur de k au point p’
appartcnant i cet élément et R la distance du point P au point p'.
On aura
Vo [kds

_——

—J R

I'intégrale étant étendue a la surface S tout entiére.
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Nous supposcrons que la densité & représente une fonction continue
sur S ('). Alors V sera une fonction de x, y, 5 continue dans I'espace
tout enticr. D’ailleurs, dans les suppositions que nous avons faites &
I'égard de S, cette fonction admettra les deux dérivées normales

dV) dV)
;'7‘ l, (D-’-; ¢
en tout point p de S.

Pour fixer les idées, nous supposerons que n désigne la direction
de la normale intéricure par rapport & S, ct dans la suite, ol nous
parlerons de la dircction de la normale, nous entendrons par la tou-
jours cette direction, & moins que nous ne disions le contraire.

Cela posé, on sait que

OV\ _ [ K cosgpdy ]
‘(W)z_./ A 2k

) Y] o ol
l ((L\_f) _ /‘/. cos;rds + ok,
\\dn /. . r

ou 3 désigne I'angle que fait la normale au point p considéré (direc-
tion 2) avee la direction pp’ et 7 la distance pp’.
Donc, si l'on pose

(D)

et que 'on considére, par exemple, I'expression

(%)h_ J + axk,

(") En disant qu'une fonction quelcoaque A définie pour les points de S est
continue au point p, nous entendons par la la condition que, pour tout nombre
positif ¢, on peut assigner un autre nombre positif {, tel qu’on ait

[h—= k<,

toutes les fois que la distance du point p’ au point p ne surpasse pas /. Si cette
condition est remplie pour toute position du point p, la fonction 4 sera continue
sur la surface S. On sait que le nombre / peut étre choisi alors indépendamment
de la position du point p.
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en supposant que le point I’; tende vers p, cette expression deviendra
une quantité¢ infiniment pelite.

Dans la suite, nous aurons hesoin d’avoir une limite supéricure
pour la valeur absolue de cette quantité, et maintenant nous allons la
rechercher, en nous restreignant a la supposition (ue la fonction con-
tinue k satisfasse & la condition exprimée par I'inégalit

(6) k= k| < Ni%,

ou N, f§ désignent des nombres positifs, indépendants de la position
des points p, p’ auxquels se rapportent les valeurs k, ',

3. Soicnt p, le point de S, que nous voulons considérer, et J (p, ) la
valeur de la fonction J en ce point.

Soit, d’autre part, I, un point du domaine L; se trouvant toujours
sur la normale au point p,.

‘n désignant la distance P,p, par ¢, la valeur de V au point P,
sera une fonclion de §, que nous désignerons par V (%).

La dérivée de cette fonction ¢tant désignée par V' ({), nous aurons
a discuter 'expression

V(%) = I(po) + axk,,

olt ky désigne la densité au point p,.

Nous nous servirons du systéme de coordonnées introduit au n® 4
el nous désignerons par x, ¥, 5 les coordonncées d'un point p de I'élé-
ment superficicl ds. Alors, en posant

VY=g,  Ve+ =1, Vil4+ (=0 =R,
nous aurons
. k(z—%)ds ksds
\(Q=f—j;g*-—' 1(po) = | =5

les intégrations ¢tant étendues a S,
Maintenant concevons un cylindre de révolution C ayant pour axe
Journ. de Math. (5 séric), tome 1V. — Fasc. 111, 188, 32



250 A. LIAPOUNOFF,

I'axe des 5 (normale au point p,) et, pour la plus courte distance de
ses génératrices & l'axe, une quantité ¢, ue nous supposcrons, cu
égard @ ce que nous avons remarqué au n°® 4, plus petite que 3 D.
Soient S, la portion de S découpée par C au voisinage du point p,,
et S, la portion qui reste.
En désignant par V,(%), J,(p,) les intégrales

fﬁ'(s——t)rls kds

R’ ry

¢tendues 4 S, et par V,({) la premitre intégrale étendue a S,,
on aura

V(&) = Vo(8) + Vi (D),
J(ps) =Jo(ps) + V', (0).

Par suite, la quantité
| V(0 — 3 (po) + 27k, |
ne surpassera pas celle-ci
[Vi(©) = Vi(0) | +] Vo (0) = Jo(po) + 27k, .

Or, si I'on fixe le nombre ¢ et que I'on ne considére que des valeurs
assez petites de {, par exemple celles qui ne surpassent pas 3 D, on
pourra évidemment trouver un nombre positif A, ne dépendant ni
de la position du point p,, ni de la fonction k, ct tel qu’on ait

IV’.(C) - vlq(o)l < AaK.‘:s
K cétant la plus grande valeur que puisse atteindre sur S la fone-

tion | k|.
Donc, il ne reste qu'a discuter I'expression

V(9 = 1,(p,) + axk,.
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(i - %) ket =P,

kds
4 T{?’ =Q,

Posons

ank, —

les intégrations étant étendues & S,.
Nous aurons alors

[Vo(®) = Jo(po) + ank, | < [P] + Q]

Nous devons donc évaluer les limites supérieures pour |P|et |Q],
c¢ que nous pouvons faire cn nous servant des inégalités obtenues
ann° 1,

Prenons pour variables indépendantes dans les fonctions & intégrer
les coordonnées polaires p, 4 définies par les ¢quations

x=pcosy, y=psin}.

Alors, en désignant par 3, I'angle que fait la normale au point p avec
Paxe des z, on aura

P :fo'”dq,w["c%‘a (6 = =) ol

Or, cn vertu des inégalités évidentes

“{0-"" l <Z’ ]{0>F’ "»>Pa

on a

1 1 4 1 ' 1 3%
IR—S' T < Ryry (T{E * Rory * 73><|_*:?"

D’autre part, en posant

Ver+8 .
on trouve
v —as(3—3)+3°
==
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et, par suite,

[T =1 <

- 22
¢ + .’)_’,
quel que soit .

Maintenant supposons, pour fixer les idées, que 8 ait ¢t choisi con-
formément a l'inégalité

2a2* < 1.

Alors, pour les points de S,, on aura, en vertu de (2), |3/<;z et,
par suite, T< 2.
On aura donc

L
CHIE

3T}
<pverd

<5

VAT
Cela posé, sil'on se sert des inégalités
1

|5] <2, 05T, > s

dont la seconde résulte de (4), on trouve

|P| < 48=Kal [Jt:_:_dn

ou, ce qui revient au méme,

R\

a Z.Z,:“"d.z'.
|P|<48nKals [* 2

Nous avons déja remarqué que le nombre a ne peut pas surpasser 1.

Or, si a <1, l'intégrale qui figure dans cette inégalité ne pourra sur-
passer, quel que soit §, le nombre fixe

“zrr-tdx
T, ===
o Va4t
et, sie =1, on aura une limite supérieure indépendante de § pour le

produit de cette intégrale par §f, € étant une fraction positive fixe
qu’on pourra d’ailleurs prendre aussi voisine de zéro (qu’on voudra.



QUESTIONS SE RATTACHANT AU PROBLEME DE DIRICHLET. 253

On voil donc que, si I'on entend par a, un nombre positif fixe satis-
faisant aux conditions
@, <T, %,

ipl < A.Kﬁ“-,

on aura

A, étant ane certaine constante ne dépendant ni de la position du
point p,, ni de la fonction k.

(lonsidérons maintenant la quantité (.

On voit aisément qqu’on peut la présenter sous la forme

fm f,(k_/lo)'r; s
€0s 2 3
Or, pour les points de S, on a
r s s? s
lr""f<‘:l +s<2]r|<4a.°’
? P ?
ct, par suite, puisque T < 2,
[T — 1| <(T+1)|T?— 1| <120z

D’autre part, dans la supposition 3aé* <1, I'inégalité (4) donne

<1+ 2ap.

COS '
Done, en vertu de Vinégalité évidente

jab —r1|<|la—1]+[b—1+|a—1]|b—1],

on trouve
'r’ . z
m — l’ < 2()(!‘;

En se servant de cette inégalité ainsi que de celle-ci
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qui en résulte, et en remarquant qu’en vertu de (6)
|k — ko| < N(2p)?

(puisque, pour les points considérés r,< 2p), on arrive, aprés une
transformation évidente, & 'inégalité

t O

Q< 2K § +5anKale [F200

(x’-+— 1)?

—+ 281-N(gz)ﬂf( .rﬂﬂdx

(x’-l—l)'

Or, sauf le cas ol k est une constante, le nombre § ne peut pas sur-
passer I'unité. D’ailleurs on peut évidemment supposer toujours 3 <1.

Par suite, en remarquant que les intégrales ui figurent dans cette
inégalité sont de la méme nature que celle que nous avons rencontrée
plus haut, on aura

|Q| < A, K%+ BN,

A/ et B ¢tant des nombres de la méme espéce que A et A,
Donc, en rapprochant toutes les inégalités obtenues, on trouve

.

I V'(t) - J(pn) + 21'!’6’., I < AK{G“ + B\'Cp,

A, B étant des constantes qui ne dépendent ni de la position du point
Pay 0 de la fonction A.

Dans le cas quc nous avons en vue on aura 8 < a, et, par suite, on
pourra prendre o, = §.

Alors, en remplacant Po par p et en reprenant les notations du n® 2,
on obtiendra

(7) |(57), =+ amk| < (AK + BN),

% étant la distance Pp.

4. Comme nous I'avons déji remarqué, la condition de continuité
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de la fonction k assure I’cxistence des deux dérivées normales

Jv Al
(07 l’ \-d-'; c’
en tout point p de S.

Donc, & cette scule condition, pour chacun des deux domaines E,,
E,, il existera une limite déterminée pour 'expression

Al ov Jv
7z cos(n, x) + ay cos(n,y) + 5= cos(n, z),

lorsque le point 1’(x,y, 5) appartenant a4 ce domaine tendra a se
rapprocher indéfiniment du point p, en restant toujours sur la nor-
male n.

Mais supposons maintenant que le point P se rapproche vers p sui-
vant une courhe quelconque.

Pourrait-on affirmer alors I'existence d’une limite pour I’expression
ci-dessus? Et, plus généralement, pourrait-on conclure I'existence des
limites pour les trois dérivées

N oV IV,
(8) ;);’ "‘)'5"’ d—z‘

On s’assure facilement qu’a la scule condition de continuité de &
cette conclusion ne serait pas légitime. Mais, si I'on suppose que la
fonction k satisfasse encore 4 la condition (6), on pourra montrer,
ainsi que nous le ferons tout de suite, que les limites dont il s’agit exis-
teront toutes ct scront indépendantes du choix de la courbe suivant
laquelle le point P se rapproche de p.

Soit p, le point de S vers lequel on fera tendre le point P du do-
maine considéré et soit P, un point du méme domaine situé sur la nor-
male en p,.

En désignant les valeurs des dérivées (8) au point P respectivement
par X(P), Y(P), Z(P), nous commencerons par démontrer 'exis-
tence des limites pour X(P,), Y(P,), Z(P,), le point P, tendant
vers p,.

Pour le démontrer, cn général, il suffit ¢évidemment de le faire dans
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une supposition particuliére quelconque & I'égard du systeme de
coordonnées.

Prenons donc le systéme considéré au numéro précédent, le point p,
¢tant Porigine ct la direction p,I’, I'axe des 3.

Alors il n’y aura 4 considérer que les deux expressions X(P,),
Y (P,) ct, d'ailleurs, il suffira d’élablir I'existence de la limite pour
I'une quelconque d’entre clles, par exemple pour X(P,).

in reprenant les notations du numéro précédent, nous aurons

ka ds
o= [

Iintégrale étant étendue & S.

Introduisons maintenant le cylindre C, que nous y avons défini, et
désignons par X,(P,), X, (P,) les intégrales de la méme forme éten-
dues 4 S,, S,. :

On aura
X(Po) = Xo(Po) + X«(Po)-

Or, on voil aisément que, ¢ ¢tant fixé et § ¢lant assez pelit (par
exemple, plus petit que D), on pourra trouver un nembre positif C,
indépendant de la position du point p, et tel qu’on ait

I x'(l)o) - Xc (po) l < C,:

D’autre part, ¢ étant assez petit, on a

CY .4

- * hetds
Xo(Po) =..[ cosy dy [ T¥ cos,
ce qu’on peut présenter sous la forme

X,y = [eashdy (o )

F! -}~ :2)2

27 c— k)T prds
+[ cos d " )" 4,
v vy

Ccos%, 4
(e )

et, si 'on fait & Végard de ¢ les mémes suppositions (qu'au numéro
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précédent, on aura, dans le champ d'intégration,

3
T —1|<26ap“

cos3,
De la, cu égard & l'inégalité
|k — ,‘n|<N"f< 2NP99

on voit immédiatement que, { tendant vers zéro, la fonction X, (1’,)

tendra vers une limite déterminée.
'ailleurs, en désignant cette limite par X,(p, ), on aura

Xo(po) = hf cos.]zd.}&f (coss )G:P
+ f cosy f Pk~ cos";”’ £,

T, étant la valeur de T pour § = o.
On voit donc que, { tendant vers zéro, la fonction X(P,) tendra

vers la limite
Xo(Po) + X, (Po) (! )s

que nous désignerons par X(p,). D’ailleurs, il est facile de s’assurer
(qu’elle tendra vers cette limite uniformément pour toutes les positions

du point p,.
Pour le montrer, nous remarquons u’on peut écrire

u(l‘u) - o(Po) =k fwcos'!’dq’f (cosa'o ) [m - ;li] ¢ ‘lf’

k k., f
+f cos{/d,)» cos:o (l{’ — ﬁ) Tdg
—~ T3 dp

+I.~0f’ cosq/d.p [ o

vo

(') On peut remarquer que cette limite est la méme pour les domaines E;

et E,.
Journ. de Math. (5 série), tome IV. — Fasc. IiI, 1898, 33
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Or,on a
a__ TH(ap*s{+ 220
P-T= (p*+ ) (p*+5%)

et, par suite, puisque dans le champ d'intégration T < 2, @p* < a2* <&,
T,< 1, on trouve
!TQ_T2‘< !6a(p+ap°‘()lo*§ z&a"ﬁt

A+ 0 \/m:
|1‘3_T;'<(T+To)|’[‘z |< 2(1?'1 .
Ver+ o

in se servant de cette inégalité ainsi que de celles-ci

SoeE, ——1|<2ba |k — k] <2NgB,  cos3,> |,
L B Q.1 ’_'_ SENLE P
R S S L P2
on parvient 4 la suivante :
" Z B-rd.r
!Xo(Po) XO(PO)‘<3()01"KGC“ \/ ’+| + 48=NZP i :;.;;-—(:_T’

et, de la, si*'3 < «, on conclut
| Xa(Po) — X, (po) | < C T,

€, ¢lant un nombre de la méme espéce que C,.
Done, en désignant par C un nombre positif convenablement choisi
et indépendant de la position du point pg, on aura

0) = X(po) [ < CTP

pour toutes les valeurs de { qui ne surpassent pas une certaine limiie
fixe (par exemple, pour {<<3D); et cette inégalité prouve bicn
Pexactitude de notre affirmation.

Maintenant reporlons-nous & un systeme de coordonnées quel-
conque.
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)’apris ce que nous venons de montrer et ce que nous avons montre
au numéro précédent, nous pouvons affirmer que, la distance 3 du
point P, au point p, tendant vers zéro, les quantités X(P,), Y(P,),
7.(P,) tendront vers certaines limites (en géncral, différentes pour les
domaines E; et ), et cela uniforinément pour toutes les positions du
point p,.

Ces limites, (ue nous pouvons désigner, ne considérant u’un seul
des deux domaines E;, E,, par X(p,), Y(p,), Z( p,), représcenteront
certaines fonctions da point p,, cl il est facile de voir que ces fonctions
seront continues sur S,

En c(lfet, les expressions X(P,), Y(1,), Z(P,), si 'on y donne & I
une valeur fixe suffisamment petite (par exemple, plus petite que ;D),
deviendront des fonctions du point p, continues sur S et, comme, pour
2 =0, clles tendent uniformément vers les fonctions X(p,), Y(p,),
7.(py), on en conclut immdédiatement la continuité de ces derniéres.

Cela ¢tant établi, concevons, outre le point p,, un autre point p de S
ctun point I’ du domaine considér¢ situé sur la normale en p.

Soient ¢ la distance pP et r, la distance pp,.

Quelle que soit la position du point p, nous pouvons prendre § asscz
petit pour que les différences

X(P)=X(p),  Y(P)-Y(p), Z(P)-Z(p)

soicnl aussi petites cn valeurs absolues qu’on voudra et, d’autre part,

les fonctions X(p), Y(p), Z(p) étant continues sur S, on peut
prendre 7, assez petit pour que les différences

X(p)=X(po)y  Y(P)=Y(pu)y  Z(p)—Z(ps)

soicnt aussi voisines de zéro qu’on voudra.
Done, on pourra prendre § et r, suffisamment petits pour qu’on ait

|X(P) = X(po)| <&y |Y(P)=Y(p))|<p,
|Z(P) = Z(p.)| <=

quelque petit que soit le nombre ¢.



-

200 A. LIAPOUNOFF.

On a donc bien
imX(P)=X(p,), ImY{P)=Y(p,), |imZ(P)=Z(p,),

indépendamment de la loi suivant laquelle le point P se rapproche
de p,.

i, L'intégrale J qui figure dans I'expression de ‘(—;—)‘— jouera dans la
suite un réle considérable, et nous nous arréterons maintenant sur
une de ses proprictés.

11 est facile de montrer que, & étant une fonction quelconque, inté-
grable sur S (et par suite limitée), cette intégrale représentera une
fonction continue sur S, de sorte que, si I'on désigne par J' la valeur
de J au point p’ et par r la distance de ce point au point p, la diffé-
rence J' — J deviendra infiniment petite, toutes les fois que 7 tendra
vers zéro.

Mais il y a plus: on peut montrer que cette différence n’est jamais
de 'ovdre infiniment pelit par rapport & 7.

Pour ¢tablir ce point, qui est d'une grande importance pour ce ui
va suivre, il faut montrer que, § ¢tant un certain nombre positif fixe,
on peut assigner au rapport

[’ —Ji
ré

unc limite supéricure indépendamment de la position des points p, p'.

La recherche de la limite supéricure exacte des valeurs de 3, satis-
faisant & cette condition, serait un probléme assez difficile, et nous
nous contenterons de signaler une quelconque de ces valeurs de B, ce
qui nous suffira complétement dans notre étude.

Soient p, ct p, les deux points considérés de S dont la distance
mutuelle sera désignée par 7.

En cntendant par p un point de 1'élément superficiel ds, nous dési-
gnerons par 7', et ¢, la distance p,p ct I'angle que fait la normale au
point p, avee la direction p,p. Parcillement, par r, ct g, scront dési-
gnés la distance p, p et I'angle de la normale au point p, avee la direc-
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tion p, p. Alors, pour les valeurs de J aux points p,, p,, on aura

Jpy= [Pl y(py= [hernds,

'2
ry

les intégrales ¢lant ¢tendues i S, ct nous aurons & ¢valuer, en fonc-
tion de r, une limite supérieure pour

IJ(I") - J(l’o)l’

Nous introduirons de¢ nouveau le cylindre C, considéré au n® 3,
ayant pour axe la normale au point p,, et nous désignerons par J,(p,),
Jy(p,) les intégrales ci-dessus étendues i S, et par J,(p,), J,(p,) ces
intégrales étendues a S,.

n posant

"l ([)I )"— "l (1)0) = A’

¢l en remarquant (ue
() = 3(p) | <1 du(pa) [+ [a(p)| +|A],

nous chercherons les limites supéricures des trois lermes du second
membre cn fonction de 2 et r, sauf & établiv ensuite une certaine
dépendance entre ces deux quantites.

Dans cette recherche, nous supposerons 7 < 8.

Commiencons par les deux premiers termes.

Pour ¢valuer leurs limites supérieures, nous considérerons, d'unce
manicre générale, intégrale

2
! 0

d(po)=
v
¢tendue & une portion quelconque s de 8, dans laquelle 7 ne surpasse
pas unc quantité asscz pelite /.
Nous nous servirons du systémne de coordonnées el des nolations
clu n® 3. Nous aurons alors
ks ds
3

Js([’o)""" —

LRv) '0



262 A. LIAPOUNOFF,

ct, en supposant { assez pelit pour qu'on puisse se servir des iné~
galités

i
|3 < 2@, o8 %y > =
nous en déduirons

[d,(pa)i < haK | ¢*2cos T, ds.
s)

Par suite, & plus forte raison,
13 !
i",(po):<-’nal~;f 'l'llf potdy = EKal.

Maintenant, pour obtenir les limites cherchées, il n'y a qu'i remar-
«quer que dans les intégrales J,(p,), 1,(p,)

N .
,'u<2"7 "4<"+"o<‘{'\'
On a donc, ¢ étant assez petit,

167

]J‘,(])‘,)!<—1—-Ka3°‘, |J0(P|)|<3%EK“’:°‘~

Considérons maintenant le troisicme terme.
Nous supposerons (ue ¢ ne surpasse pas unc quantité live ¢, satis-
faisant aux inégalités

N 1 "\a
°o<;l)» 2a°o<'a
y . [\ N
et nous désignerons par A, la valeur de A pour ¢ =,

On aura
A <]A—A, |+ 14,

2% B
: cosp,  cosg,\Apdp
A-—A,,——_f du ( Ak )CM.
v G 1 0 o

Or, = ¢tant angle fait par la normale au point p, avee celle du
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point p, et «,, ¥,, 3, les coordonnées du point p,, on a

rocosy = [..—-..,—(ac—m,)a—-—(y y)o" cos <.

Par suite, puisque r, cos 3, = 3, on aura

|y cosg, — rycos%,|

<|5|(1—cos®) |3 |+ |(@ — @) 52 + (o —y) 52|

D’ailleurs

w—w.),f;'+(y =Y

<VE=EyF =7y \/ () + ()"

el, en vertu des inégalités (2), (3), (4), ona

) dd‘

|2, | < 2ad, 1, \/((‘Z') +<d"') <jart, 1—cosI<L2ar*.
1
Donc, en remarquant que dans le champ de P'intégration

[51< 8 V(w—z ) +(r —y)? <28,

il vient
N
|rycosg, — rycosg, | <1206,

D'autre part, puisque
lr—=ro |y 1 >p PS>y —r>a—1y
et que dans le champ d'intégration p — 1> o, on trouve

I
——

¥ i
r !

r (1 1 1 3r
<= .(}TI+F”T+,’.?><.
1 ]

11 ’IP(P—")*'

o) 1 . ’ M
Supposons que < ;8. Alors cetle incégalit¢ donnera
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et puisque

cos cos 1 1 ry€Co8 9y — 1'9CO8 %
.1?' - -z?" = (’-—1 - —3.)"' cos g, + - i e =
r r o ra

on aura, dans le champ d’intégration,

< 12r + mar),,r“.
?3 92

CosSy oSy,
5t T T
r ri

Par suite, en remarquant que le second membre ne surpasse pas la
(uantité
12 (8144 ad,)rr _ 1R3!\ -3,2
3 a0
P P

. . ’ I
et que dans la fonction & intégrer cos %, > ~» on trouve

|4 —4,| <7278 K 5

D’autre part, il est ¢vident qu'il y aura un nombre fixe ), ne dépen-
dant pas de la fonction & ct tel qu'on ait

|4, | < H, K=
Donc, pour un autre nombre H' de la méme nature, on aura
7 %
[A|l<I'K '—'-
De tout cela, on conclut qu’on aura une inégalité de la forme
- .z .\,
(p) = I(po)| < I'K 5 + 11K 2%,
H’, H” étant des nombres ne dépendant ni de la position des points
considérés, ni de la fonction k, ni de &, ct, par la nature méme de

cette inégalité, on voit qu’elle aura licu non sculement dans les suppo-
sitions que nous avons faites pour l'ohtenir, mais encore uels que
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soient 7 et §, pourvu qu'on prenne pour H' et H” des nombres asscz
grands.
Maintenant, posons

s =cnr,

cn entendant par ¢ une constante positive quelconque et en supposant
2

P

Alors notre inégalité deviendra

[3(py)— J(po)i< (H'é + H"c’) Kré,

avee cette valeur pour 8

a —

| =

al
p = 2~41 !
et c'est le résultat cherché.
En remplacant p,, p, par p, p’ et en reprenant les notations intro-

duites an début du numéro présent, nous le présenterons sous la
forme

(9) |J'—J| <HK/#,

Il étant un nombre positif ne dépendant ni de la position des points p,
P, ni de la fonction k.

6. Comme nous 'avons déja dit, outre les potenticls des simples
couches, nous aurons & considérer aussi ceux des doubles couches.

Par le potentiel, au point P, d’une double couche & densité (ou a
moment) i on entend, comme on sait, l'intégrale

r ' cos @' ds'
W= f hon i,

dans laquelle @' désigne I'angle que fait la normale au point p’ de I'¢lé-
ment ds’ avec la direction p'P, R la distance p'P et p’'la valeur de w
au point p’.

Nous supposerons que . est unc fonction continuc sur la surface S
i laquelle s’étend I'intégration.

Journ, de Math. (5* série), tome IV. — Fasc. IIT, 18¢8. 34
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A cette condition’ W représentera une fonction des coordonnées
¥, 5 du point P parfailement déterminée dans tout 'espace. Mais
cette fonction, tout en restant continue, tant que le point I’ ne se
trouve pas sur S, varic brusquement, lorsque ce point vient a traver-
ser la surface ¢n un point quelconque p.

Soient ¢/, 7 ce qque deviennent @, R, lorsque le point P se trouve
en p, ct

u’ cosc’ dy'

W= =

Alors w représentera ce u’on peut appeler la valeur directe de WV
au point p, valeur qui différe, en général, des valeurs limites w; et .,
«(qu’on obtient en supposant que le point I se rapproche indéfiniment
vers p, en restant toujours, soit dans le domaine E;, soit dans le do-
maine E,.

On a, en effet, comme on sait,

W, =W 2T
(10) | wi v

) W, == (¥ — 2T

On peut remarquer que, & étant continue, w e, par suile aussi, wy,
w, représenteront des fonctions continues sur S,

Maintenant, supposant que le point I e trouve sur la normale
au point p, considérons I'expression

&)
I)Il |n’

(qui se présentera dans notre ¢tude dans la supposition que la distance £
du point I’ au point p soit assez petile.

Il est bien clair que la seule condition de continuité de la fonetion w
ne suflit pas encore pour assurer I'existence d’une limite pour P'ex-
pression ci-dessus, { tendant vers zéro.

Donc la dérivée normale de la fonction W n'existe que sous cer-
taines conditions complémentaires, ct de parcilles conditions seront
indiquées dans la suite.
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Mais a présent nous n'admettrons que les suppositions déja faites,
el, en restant dans ces geéncéralités, nous nous hornerons i montrer
(que, 3 ttant assez petit, il existe une limite supéricure pour le pro-

duit
‘Zl‘f)
on )el

e qui suffira pour la recherche que nous avons en vue.
En entendant par = 'angle des deux normales aux points p et p’ ot
par @ 'angle de la normale £ au point p avee la direction Pp’, on aura

'-)-“—) / (cosT + 3 cos® cos®') — ‘—i‘- .

Yar suite, il vient
0\V
l)ll) i< Mf R

M étant la plus grande valeur sur S de la fonction | u|.
Or l'intégrale qui figure ici est bien connue, et I'on sait que, § étant
assez petily on peat assigner une limite supéricure pour le produit

ds’'
T

Dailleurs, si le rapport de § 4 D ne surpasse pas une fraction fixe,
par exemple, 4, cette limite pourra étre choisic indépendamment de
la position du point p.

Doue, pour de pareilles valeurs de §, on aura une inégalité de la
forme

) IWY | _~ M
e !(W)I'F\Gf’

(i étant une constante ne dépendant ni de la position du point p, ni de
la fonction .

7. Soit ¢, une fonction donnée définic pour les points de S de ma-
ni¢re 4 &tre intégrable sur cette surface (et, par suite, limitée).



268 A. LIAPOUNOFF.

Supposons qu'en partant de cette fonction on ait formé la suite

indéfinic de fonctions
Ceg Vay P39 .oy

lices par les ¢quations de la forme

4 ! !
L[ Yoy cosg'ds

V-
=

m ax ,.1

ol 7 est un nombre de la suite 1, 2, 3, ..., et ¢, _ la valeur de Ia
fonction ¢,,_, au point p'.

On sait que cette suite de fonctions joue un role trés important dans
les méthodes qu’a proposées M. Neumann pour les divers problémes
s¢ rallachant a I'équation de Laplace.

On sait, cn effet, que ces méthodes sont fondées sur le principe
suivant, que nous appellerons principe de Neumann:

Quelle que soit la fonction ¢, il existe une constante C, telle que,
jrour tous les points de S et pour toutes les valeurs de m, on ait

(12) |V,,,—Cl<]41m,

1., A étant des constantes positives indépendantes du nombre m, et &
représentant un nombre qui est plus petit que 1 et ne dépend point
de la fonction v,.

C'est encore sur ce principe que nous allons nous appuyer dans

:
notre recherche.

Comme on le sait, la premiére démonstration de ce principe esl
due & M. Neumann, qui aimaginé, & cct effet, une méthode spéciale
devenue maintenant classique.

Cette méthode ne s’applique qu’aux surfaces convexes. Mais clest
un cas asscz général on elle peut servir o démontrer le principe en
toute rigueur, du moins dans les suppositions qui sont ici admises.

C’est pourquoi, dans ma Note des Comptes rendus (22 no-
vembre 1897 ), je me suis borné 4 la supposition que la surface consi-
dérée soit convexe.
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Toutefois, pour I'exactitude du principe, cette supposition n'est
nullement néeessaire. On sait, en effet, par les derniéres recherches
de M. Poincaré (Acta mathematica, t. XX), que le principe de Neu-
mann peut hien é&tre exact aussi pour certaines surfaces non con-
vexes.

D’ailleurs, de cette supposition clle-méme, I'analyse qu’on trouvera
ici sera enti¢rement indépendante, et tout ce qui va suivre sera appli-
cable non sculement aux surfaces convexes, mais encore a toute sur-
face qui satisfait aux conditions du n° 1 et pour laquelle on réussit i
démontrer le principe en question.

Par cette raison, i présent, au licu de supposer que la surface S soit
convexe, nous supposcrons, plus généralement, que le principe de
Neumann soit applicable.

(C'est en cela que consistera la supposition que nous avions encore
a faire, ainsi que nous 'avons mentionné au n° 1,

Aprts ces préliminaires, abordons notre étude.

CHAPITRE II.

PROBLEME FONDAMENTAL DE I.'EI.ECTROS‘I‘ATIQUE.

8. Nous ne considérerons que le cas d’'un conducteur unique
d’¢tendue finie et limité par une scule surface fermée S a I'égard de
laquelle nous ferons les suppositions énoncées au n° 1.

Supposons cue notre conducteur soit chargé d’une quantité donnée
d'électricité, ¢l qu'il soit ensuitc soustrail a toute influence exté-
ricure.

On sait que, si I'é¢quilibre est possible, I'électricité se distribuera i
la surface S avec une densité £, telle que 'intégrale

8 !
V__.f/.ds’

R
représenlant, avec les notations déja définies (n® 2), le potentiel de la
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couche ¢lectrique, conservera une valeur constante C dans toute I'éten-
due du conducteur.

Done, pour démontrer la possibilité du probléme qui nous occupe,
on doit établir 'existence d’une fonction k satisfaisant a la condition
ci-dessus ct conduisant & la valeur donnée pour lintégrale

fkds ().

On peut remarquer que cette fonction, si toutefois elle est continuc,
satisfait a I'équation

(13) k=t [ Heoszds

27 1+

«ui découle immédiatement de la premiére des formules (5).
Réciproquement, toute solution continue de cette équation conduit
a une valeur constante de I'intégrale

‘.V ([sI
e

dans toute I'étendue du conducteur. Donc, si cetle solution n'est pas
identiquement nulle, clle donnera unc solution du probléme consi-
dére.

On sait que, dans les Traités de VElectrostatique, on propose le
théoréme d'aprés lequel, le probléeme considéré étant possible, il
w'en peut exister qu'une seule solution.

Il va sans dire que ce théoréme n’est exact qu'avec certaines res-
trictions.

Si I'on ne veut admettre pour k que des solutions continues, on peut

(') Nous désignerons I'élément superficiel tantot par ds, tantot par ds', et le
point variable appartenant a cet élément sera désigné par p dans le premier cas
et par p' dans le second. En mé&me temps, considérant une fonction d'un seul
point de S et désignant sa valeur au point p par f, nous désignerons sa valeur

en p’ par f'.
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le démontrer, par des méthodes connues, en toute rigueur. Mais, si
'on ne faisait pas cette restriction, on ne pourrait démontrer le
théoréme qu'en précisant d'avance la maniére dont se¢ comporte la
fonction k aux licux de discontinuité.

Nous ne nous arréterons pas sur ce point, puisque, dans la suite,
nous nc considérerons que des solutions conlinues.

Aussi bornons-nous 4 citer la proposition suivante :

L’équation (13) avec la condition
f k ds = quantité donnée

ne peut admettre qu’une seule solution continue.

9. Reprenons la suite de fonctions

Yoy Vs Va9 Yy eeen
définic au n® 7.
Les deux fonctions conséeutives de cette suite étant lides par 'équa-

tion
Ve, cosglds
G,y = - - R et
m 27 ’.1

tonles ces fonclions seront parfaitement déterminées, si l'ondonne v,.
Mais a présent, au lieu de donner directement celte fonction, nous
la défintrons par la formule

ky é¢tant une fonction donnée (ue nous supposerons non sculement
continue sur S, mais encore vérifiant la condition analogue i celle (6),

(1) | kg — K| << Nyrs,

ont N, 3, désignent des nombres positifs indépendants de la position
des points p, p".
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Les fonctions ci-dessus ne sont définies que pour les points de la
surface S. Mais, en partant de ces fonctions, on peut construire une
autre suite de fonctions

VM VH V!a v:u ¢0e

définies pour tous les points de I'espace E; intéricur 4 cette surface.

Nous définirons ces fonctions par la condition qu’elles représentent,
pour le domaine E;, les solutions du probléme de Dirichlet se rédui-
sant sur S respectivement aux fonctions

Coy  Cye Fgy gy eees

oods'
Vo= [l

et, en vertu de la premiére des formules (10), il viendra

Alors nous aurons

1 o cos’ ofs'
( 1 ’;) = — Pk Tt s \' .
m a1 "g mn=4

Par cette formaule, en y faisant successivement m =1, 2, 3, ..., on
déterminera, de proche en proche, toutes les fonctions V..

Maintenant supposons que, pour la surface considérée, on ait réussi
4 démontrer le principe de Neumann,

On aura alors I'inégalité (12), et comme, d’aprés le théoreme connu,
toutes les valeurs de la fonction V,, se trouvent entre la plus petite et
la plus grande des valeurs de la fonction v,,, on aura aussi

l \/m — (;l < ]"Am

pour tous les points du domaine E;.

De la, puisque A <1, on voit que, m croissant indéfiniment, la
fonction V,, tendra vers la constante C.

Or, nous verrons toat de suite que la fonction V,, peal étre pré-
sentie sous la forme

K
(IG) Vm =./ - R'(""‘
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du potentiel d’une simple couche répandue sur S & densité &, continue
sur cette surface,

Done, si 'on parvient & démontrer que, m croissant indéfiniment,
cette densité tend uniformément vers une limite qui ne soit pas identi-
«quement nulle, la possibilité du probléme électrostatique sera établie,
puisque cette limite représentera une fonction k pour laquelle I'inte-
grale

e
[

conservera une valeur constante dans le domaine E;, ct quant a la
condition

/ k ds = quantité donnée,

on pourra tonjours v satisfaire par un choix convenable de la fone-
tion k.

10. Pour démontrer la formule (16), supposons quon ait déja
frouve
K ds
Vm—l =f—‘—l‘;—_’

el que Ja densité &, de ce potentiel satisfusse & la condition

l /..III—I - ,‘.:",.| [ < NIII—I "ﬁm l,

Nty Bm—s Clant des nombres positifs indépendants de la position des
points p, p'.
Alors, comme nous P'avons vu au n* 4, les dérivées

oV, -1 ‘)vm-l v, -1
dr dy ' PE

seront déterminées et continues dans le domaine Ly, jusquwa la
surface S,
Par suite, nous pourrons appliquer & la fonction V,,_, la formule

Journ. de Math. (5 séric), tome IV. — Fasc, IlI, 18q8. 35
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connue de Green, «ui donnera

) ft",,,_, cos @' dy AN

Vi = In R ’|1r o R’

’)\” - " . () . (4
it étant la valeur au point p’ de la dérivée normale intéricure de

la fonction V,,_,.
Or, en vertu de cela, la formule (15) se réduira @

[ av', ., ds'
vm = '2_1: —dLI';'—' " -+ \'rm—l ’

ce (qui se présentera sous la forme (16), si l'on pose

N 1A% AL

arn  on K-y

k=

D'aillcurs, en vertn de (H), cette expression de h, prendea la
forme

(|7) . __fﬁ,,,_, cowde

an
d’ott I'on voit, cn vertu de ce qui a été montré au n® 5, qu'on aura
('8) l/"m - ,"ml<NIIII.Bm’

Ny B ¢tant des nombres de la méme espéce que N,y 8,, .

Done, la formule (16) et Pinégalité (18) étant exacles pour une
valeur quelcongue de m, elles le seront aussi pour la valeur plus grande
d'unc uniteé,

Or, la fonction V, a déja la forme (16) avee la condition (1), que
nous avons admise.

Par suite, la formule (16) et la continuité de la fonction &, se trou-
vent démontrées.

D'ailleurs nous avons obtenu la formule (17), qui permet de caleuler
les k,,, en partant de &,.

Remarquons que cette formule fait voir, tout indépendamment du
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principe de Neumann, que, dans notre recherche, il suffira d’établir
I'existence de la limite & pour k,, ct I'uniformité de convergence vers
cette limite. 11 résulte, cn cffet, de la formule (15) que cette limite
satisfera nécessairement a I'équation (13).

Remarquons encore (ue pour satisfaire & I'équation

f’ids =g,

& ¢tant la charge donnée du conducteur, il 'y aura qu'a prendre,
pour k,, une fonction vérifiant I'équation

f’iods =g.

On a, en cffet, en vertu de (17),

| [ o ds = f K, ds

f k,ds = f kyds,
(quel que soit m.

Cela posé, nous allons établir Pexistence de la limite A, en nous ap-
puvant sur le principe de Neumann.

el, par suite,

11. Tout d'abord, il est facile de s’assurer que la fonction V,,
peut &tre présentée sous forme de potentiel d'une double couche
répandue sur S.

A cet effet, on remarquera qu’en vertu de (12) la série

("m - “m+|) + ("mﬁ-: - "m+n) -+ (Vm-H - “Ill+.‘i) + ...

est convergente ety d’ailleurs, uniformément pour tous les pointsde S,

La scrie considérée définit donce une certaine fonction, ct, ses termes
étant conlinus sur S, cette fonction le sera aussi en vertu de 'unifor-
milé de convergence.



250 A. LIAPOUNOFF,

“n désignant cette fonction par @.,, posons
} m cos®' ds’'
(19) W= 32 f'i‘—n‘s‘—

Alors W,, représentera une certaine fonction harmonique dans le
domaine E;, ct cetle fonction, en vertu de (10), se réduira sur S i

L [Emcosglds’
27 _[ 3 teom:
Or, le premier terme de cetle expression, en vertu de la formule
(20) Uy = (0 = Smet) + (Fmea = Cmra) + - o
el des équations par lesquelles sont lices les v, est égal a
(Cmey — "mo-n) + ("m I "mﬂ) + o=, — L.
Done la fonction W,, se réduit sur S &

Cm— C’

¢l, par suite, on a
(2 ]) Vm = V\‘rm + (G

pour Lous les points du domaine E;. Clest ce que donme, daillewrs,
immdédiatement la méthode connue de Neumann.

Cela post, prenons un point quelconque p de S et un point I du
domaine E; situé sar la normale n en p. Puis, en supposant que la
distance § = Pp soit assez petite (par exemple, plus petite que D),
considérons les expressions

OV, . [OW,
(W)p ct ( n )p

Vs Wy, ¢lant définies par les formules (16) et (19).
Soit K,, une limite supéricure quelconque de la fonction | 4, |.
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“n vertu de (g) ct de (17), on aura

rkm - I";n f < HK"‘“'/'ﬁ’

H étant indépendant du nombre 7 ct de la position des points p, p' et
3 ttant défini par la formule

Par suite, linégalité (5) donnera

(5, = 2t =

< (AKm -+ BKm-a ) t‘“»

A, B étant des nombres de la méme espéce que 11, et de la on déduit

pUnd

e — b < (AK o+ B )T+ |(52) |-

on

1)’autre part, en vertu de (12), on a
lvm . 0m+l | < I‘()\m + ‘Am+ |)

et, par suite, (20) donne
L

“‘-ml < ):lm.

On aura donc, cn vertu de (11),

l dwm\)
an /p

(i ¢lant une constante ne dépendant ni du nombre m, ni de la posi-
tion du point p.
Or, cn vertude (21),

JdW, 9V,
( dn ‘>I'= ((_‘;;-)I'.
. )\m

an I ,"m+| - ,\'m I < (AK'm -+ BKm—| )tp + T

A

. )‘ m

<(l—,-)

Par suile, on a
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ol cetle inégalité, ot le premier membre ne dépend point de 3, sera
encore exacte, si 'on y pose

m

= chi+b,

o

r étant un nombre positif quelconque.
Done, en posant

£
)\H-S — Al ,
on aura une inégalité de la forme
(2'-’) I".mm"" ,"ln'<(l+"[,Km+ /[”K,,,,.)./\'.",

l, q'y q" ¢tant des nombres posilifs qui ne dépendent ni du nombre i,
ni de la position du point p.
De cette inégalité il vient

[ ,'""“‘ ‘ < l ,"”l I + (l + '/‘Km"l_ (/”Km -l))‘:”’
o Fon voit qu’a partiv de # =1 on pent admetire
Kmo-| = Km —+ (l -+ /,'KIII —+ I/"l\-,"M.)x"”,

Mais alors, & partir de la méme valewr de my on aura k., > K,
o1, par suite, en posant ¢'+ 4" = ¢, il viendra

Ko <+ ga)K, + 14},

Cette inégalité aura licu & partiv de m = . Mais, en choisissant
convenablement K, et K, on pourra Fadmettre & partie de mr = o.
Alors, en remarquant qu’elle peut éure éerite ainsi

{ m 7 /
KMH + ;i <(' +77\| )(l\m+ 7,’)’
on cn deduira

K"’*'+$<(K°+ ;;)("‘*‘9)("*'91')(' +qX) o (g A).
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Or, A, st plus petit que 1. Par suite, le produit infini
(1) (1A ) (T +gA) (1 4+ 0.

esL convergent et, si I'on désigne sa valeur par , Pinégalite: ci- dessus
donnera

, l l
l\mn + '_/ < <Ko+ a) (\)'
Donc le nombre K, quel que soit m, reste au-dessous de

%+ b=

en vertu de quoi P'inégalité (22) permet de conclure la snivante :
(23) | Ky — b | < Ly AY,

Li={+¢K))Q.
De li, on voil que la série
(2 ) /l",—}- (,l. - l\o) -+ (/u',—- /l',) -+ (,l';. - /l,) +...

converge. Dailleurs, L, et A, ¢tant indépendants de la position du
point p, sa convergence est uniforme pour tous les points de S.

Done, cctte série définit une fonction & parfaitement déterminée
s S et, comme la somme de ses m + 1 premiers termes est égale
i kypy o0 voit que, m croissant indéfiniment, A, tendra uniformément
vors b,

(Zesl ce (que nous avons voulu démontrer.

12. La fonction &, comme cela résulte de sa délinition par la
série (24), est continuc en tous les points de S. D'ailleurs, cn vertu
de (17), ky tendant wniformément vers k, cette fonction vérilie
I'équation (13).

Nous avons donc démontré que, dans le eas des surfaces que nous
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considérons ici, les équations

. o

& ¢tant une quantité donnée quelconque, admettent Loujours une solu-
tion conlinue et, comme nous l'avons déja remarqué, clles n'en
admetient cu'unc seule.

‘n méme temps, nous avons ¢tabli que cette solution peut étre
obtenue par la méthode suivante :

On prendra une fonclion quelconque k,, limitée et vérifiant la

condition
[kods=g.

Puis, en partant de cetle fonction, on construira une suite indéfinie de

fonctions
hyy hyy hyy koLl

(qu'on déterminera successivement par la formule

. . i
f L [ coned
Y= an rd !

ct la solution cherchée s'obliendra comme Ta limite de A, lorsque me
croitra indéfiniment ('),

Clest en cela que consiste la méthode proposie par M. Robin pour
résoudre le probléme considéré.

Le principe d’oft découle cette méthode consiste en ce que les
fonctions A, satisfont & I'inégalité

}/"m+| - ".m| < [‘l .",:'7

—

(') Dans la démonstration, nous avons imposé a k, une certaine restriction, i
savoir, que cette fonction satisfasse a I'inégalité (14). Mais on remarque tout de
suite qu'on peut s'en affranchir. En effet, quelle que soit la fonction 4,, pourvu
qu’elle soit intégrable (et, par suite, limitée), la fonction A, satisfera a I'inéga-
lité (18) et, par conséquent, pourra jouer le role de 4, dans la démonstration.
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oit L;, A, sont des constantes positives indépendantes du nombre  et,
d’ailleurs, A, est plus petit que 1 ct ne dépend point de lzf for.lction k.

Nous venons de montrer que, pour les surfaces satisfaisant aux
conditions du n°® 4, cc principe ¢st une conséquence nécessaire du
principe de Neumann.

13. Lecasoul'ona
j ki ds=o

meérile une attention particuliére.

Dans ce cas, la fonction continue k, it laquelle conduit la méthode
ci-dessus, satisfera aux équations

& ’
/u::—l A—c—oi?—i‘i, f/u’l.lﬁ:()

ar r3

et par suile, sera identiquement nulle.
Or, cette fonction représente la valeur de la série

b+ (hmar = bin) + (ks — Kmey) +0 0.
On aura donc
by = (I“m - km-c) +(kpyy— l"mu) +...

ety de la, en vertu de (23), on conclura

lJ - {7
‘ ,f,,,‘ < T—-—L\: /\'.'.

Done, dans le cas considéré, la série
ll'o -+ ’\.| + ,"2 -+ /l’;; “+...

sera ahsolument ct uniformément convergente, et sa convergence sera
plus forte que celle d’une progression géométrique de raison A, .
Journ de Math. (5 série), vome IV. — Fasc. 11, 188, 36
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14. Reprenons le probléme électrostatique.
Par I'équation (13), & laquelle satisfait la densité k, on voit que
cette fonction satisfera & la condition (6), si I'on y pose

Donc, en vertu de ce qui a ét¢é montré au n° 4, le potentiel

V _ ’l' ’/x

—J R

admettra des valcurs limites déterminées pour ses dérivées

N
oxr’ ()y’ PrM

toutes les fois que le point P(x,y,3) se rapprochera indéfiniment
d’un point détermin¢ de S, en restant toujours dans Pespace F, exié-
ricur & cette surface.

Par suite on arrive a la conclusion que, dans le cas particulier du
probléme de Dirichlet, celui oty le domaine considéré étant Iespace
extérieur & S, la fonction harmonique cherchée se réduit sur S i une
constante, cctic fonction admettra, en tout point de S, non scule-
ment la dérivée normale, mais encore des valeurs limites détermindes
pour ses trois dérivées partielles du premicr ordre par rapport aux
coordonnées. D’ailleurs ces valeurs représenteront des fonctions conti-
nuces sur S.

Nous allons maintenant ¢tudier les questions analogues pour le cas
geénéral du probleme de Dirichlet.
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CHAPITRE 1L

PROBLEME DE DIRICHLET,

15. Nous considérerons le probléme de Dirichlet tant pour I'espace
i, intérieur & S que pour I'espace E, extérieur a cetle surface.

Soit £ la fonction donnée & laquelle doit se réduire sur S la fonction
harmonique cherchée V.

in supposant que f soit continue sur S et en admettant toujours
(que le principe de Neumann soit applicable & la surface considérie,
nous rechercherons les conditions pour qu'il existe une dérivée nor-
male de la fonction V pour tous les points de S. Puis, nous signale-
rons aussi unc condition assurant D'existence des valeurs limites pour
les dérivées

oV 9V oV
02 dy’ 93’
le point I’( £, y, 3) tendant vers un point quelconque de 8.

Cette derniére condition se rapportera exclusivement i la fonction
J/, de sorte que le théoréme sera applicable au cas général des surfaces
«que nous considcrons ici.

Quant a la recherche concernant la dérivée normale scule, les déri-
vées par rapport aux coordonnées pouvant ne pas admettre des va-
leurs limites sur S, nous ne pourrons l'entreprendre (que sous certaines
restrictions complémentaires & I'égard de la surface, ct la supposition
a laquelle nous nous arréterons consistera en ce (ue, pour le nombre «
détini au n° 4, on peut prendre 1.

A cette condition, on pourra construire, au voisinage de S, deux
stries de surfaces fermées, dites paralléles, n’ayant pas de points
multiples et aussi voisines de S qu'on voudra, I'une des deux sérics
contenant les surfaces S; intérieures a S, I'autre celles S, extéricures
as.

Pour s’en assurer, il n'y a qu'a se servir des inégalités du n® 1 ot



284 A. LIAPOUNOFF.

Pon fera & =1, en les appliquant aux formules connues

X = = {cos(n, ),
Y =y £ {cos(n, y),
7 =z3:x{cos(n,s),

qui établissent une correspondance cntre les points p(c, y, 5) de
surface S et ceux P(X,Y,Z) d’unc des surfaces paralléles, n étant la
direction dc la normale & S au point p ct { un nombre positif fixe re-
présentant la distance mutuclle des points p et I,

En considérant ces formules, on s’assure facilement que, si le nombre
{ vérific les inégalités

C<D9 2a:<'

(dans la supposition aD) 1 & laquelle se réduit celle «D*Z 1 du e 1),
le licu géométrique des points I représentera une surface fermée
sans points multiples qui n’aura aucun point commun avee S et ad-
mettra un plan tangent déterminé en chacun de ses points, ce plan
¢tant paralléle au plan tangent de la surface S an point correspon-
dant.

Cela posé, considérons la dérivée normale d’unc fonction quelconqgue
au point I’ de 'une des surfaces que nous venons de définir et suppo-
sons qu'on fasse tendre { vers zéro.

Le point P’ tendra vers p, et comme les normales a S el a la surface
considérée aux points p ct I’ se confondent, la dérivée dont il s'agit
tendra, si clle a une limite, vers la dérivée normale de la méme fone-
tion au point p de S.

Cette remarque nous permettra, ainsi qu'on le verra tout de suite,
d’employer, & une certaine condition, la formule de Green et les
autres formules analogues qui résultent de la transformation d'une in-
tégrale étendue au volume en celle de surface.

16. Supposons que, pour I'un des deux domaines EK,, I, on ait
trouvé la fonction harmonique V se réduisant sur S & une fonction
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donnée f supposée continue sur S ('), ct que cette fonction harmo-
. . 0 ()V .
nique admette la dérivée normale 5 en tout point p de S.

(Cherchons la condition que doit remplir pour ccla la fonction f.
Pour ahorder cette recherche, nous devrons faire toutefois une cer-
taine restriction.

En supposant que la dérivée normale CAd cxisle pour tous les points
“n supp q an & P P

de S, nous admetlons seulement que la différence
AN
;);;)p dan ’

le point P étant situé sur la normale n en p, tend vers zéro en méme
temps que la distance Pp =, quelle que soit la position du point p.

Mais cela ne nous suffira pas encore, et nous devrons supposer que
la différence en question tende vers zéro uniformément pour tous les
points de S.

Lorsqu’unc fonction sera dans ce cas, nous dirons (ue sa dérivée
normale ost réguli¢re sur S.

Tel sera, par execmple, le cas du potentiel d'une simple couche
répandue sur S @ densité continue sur cette surface, comme on s'en
assure facilement par Finspection des formules développées au Cha-
pitre I (?).

N g o "\" . » LX) N
Supposons done que la dérivée normale - soit réguliére sur S.

Elle représentera alors nécessairement une fonction continue sur
celte surface.
On en déduira encore une autre conclusion importante : la valeur

(1) En disant qu’une fonction V, définie pour I'un des deux domaines E,, k,,
se réduit sur S a f, nous entendons par la que V— /flend vers zéro, toutes les
fois que le point P (.r, y, 5) se rapproche indéfiniment vers le point p de S sui-
vant une courbe située tout entiére dans le domaine considéré,

(*) Nous y avons supposé que la densité 4 satisfasse 4 la condition (6). Mais
on remarquera tout de suite que, pour ce que nous venons de dire, cette restric-
tion n’est aucunement indispensable,



286 A, LIAPOUNOFF.

(5)v

ihsolue de I'expression

pour des valeurs de § ne surpassant pas une certaine limite fixe (par
exemple, pour { <} D), admettra une limite supéricure indépendante
de la position du point p et de§, et, par suite, la valeur de V au
point P, ¢ tendant vers zéro, tendra vers sa limite funiformément
pour toutes les positions du point p.

A ces conditions, nous pouvons appliquer a la fonction V la for-
mule de Green dont nous nous sommes servi au n° 40,

Pour fixer les idées, supposons (u'on considére l'espace E; inte-
rieor & S.

Alors, avec les notations déja employées, nous aurons

(.2;) V- ;_f[__cosdb’di' o f«)\” ils'_

4w R arJ) o’ R

v, : oV . ,
-= ¢tant la valeur de = au point p'.
Jn n

“n cffet, pour tout point de E; (ui ne se trouve pas sur S, on aura
une formule analoguc ol les intégrales seront étendues & une surface S,

parallele 4 S et suffisamment voisine de cette surface. Dans cette nou-

pour tout point du domaine E;,

. av’
velle formule, au licu de /” et de -5 figureront les valeurs de V et de

oV

;oo OV amv_ .,
s cos(n'y ) + ;’.—)'-C(JS(II,UV) + Sz cos(n’y 3)

au point 1" de S, situ¢ sur la normale 2”4 S ¢n p’, e, si lon suppose
que la surface S; se rapproche indéfiniment de S, ces valeurs tendront
I)V’ . ] ) . ,
vers /" et —— uniform¢ment pour toutes les positions du point p'. Par
: n

suite, & la limite, la formule considérée donnera celle (25).
Cela posé, considérons la fonction

' J' cosd’ ds’ .
= [ =W

Comme le montre la formule (25), cette fonction admet la dérivée
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normale intéricure (%\%})1 en tout point p de S, ct, en vertu de la pre-

miére des formules (5), cette dérivée a pour expression

oW\ __ oV 1 OV coso ds’'
(7;‘;{ o T T
D’ailleurs, d’aprés ce que nous avons dit plus haut, cette dérivée est
régulitre sur S.
Or, il est facile de s'assurer que la fonction W admettra aussi la

IW
dérivée normale cxtérieure ( S ) qui scra encore réguliére, et que

L . s [OW’
cette dérivée sera égale & ( 55 )
4

PPour le montrer, considérons la fonction figurant au sccond membre
de la formule (25) pour les points du domainc E,.

Ce sera une fonction harmonique dans ce domaine se réduisant
sur S
S cos<, " ds' f V' ds'
A v oo

comme on le voit par la seconde des formules (10).
Mais, en vertu de la premiére de ces formules, la formule (2))

donne
. f'(‘os& 1 o 0\_" ﬂ
f F r? f_ an’

Donc la fonction considérée se réduit sur S a zéro, et, par suite, clle
est identiquement nulle dans le domaine E..

On a donc
. 1 oV’ ds'
W= [ R

pour Llous les points de I'espace E,, et de la on voit que la dérivée
JW . RTT .
(()—n) existe et qu'elle est réguliére sur S. D'ailleurs, en vertu de la
e
seconde des formules (5), on trouve

(dW) b1 oV cosgds’ 0V

il gy €8s o,
. On on' ’"? an
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(ow _ (WY
Nous avons considéré le probléme pour le domaine ;.

Si l'on voulait considérer le méme probléme pour le domaine E,, on
partirait de la formule

1 av' ds' M f S cosd'dy'
——

i) oW R T 4r R?

el, par suite,

(u'on établirait par la méthode indiquée pour la formule (23), et 'on
parviendrait au résultat identique au précédent.
Done, dans les deux cas, I'cxistence ct la régularité de la dérivie

0V . . d ]
normale o exigent que la fonction W admette les deux dérivées nor-

males (%\n!)t’ (%‘;) » régulitres sur S, ct (que ces dérivées soient Lou-
e

jours égales.
Nous allons, & présent, établir que cette condition nécessaire est en
méme temps suffisante.

17. Commencons par le probléme relatif au domaine E,.
Soit

OWY _ (IWY _q

On )i \on )gT D

les deux dérivées normales étant réguliéres sur S.
Alors L représentera une fonction continue sur S et cette fonction
verifiera nécessairement la condition

(26) [Lds=o,

comme on le voit par I'égalité

oW oW OW
f['ﬁ cos(n, z) + Ty cos(n, y)+ s cos(n, ::)] ds; = o

(jui aura licu pour toute surface S; paralléle & S ct suffisamment voi-
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sine de cette surface (I'intégration étant étenduc & tous les ¢léments
ds; de la surface ;).
Cela pos¢, considérons |’équation

' /' cosds’
(29) h+§';f-‘-‘°°75,3—1=L,

i élant unc fonction inconnue.
11 est facile d’en obtenir une solution sous forme d'une série.
En effet, considérons la suite indéfinie de fonctions

by Ry, by ...

se déteeminant successivement par la formule

D == = f by, COSB ds'

)3
dans la supposition
/I“ =L.

kn vertu de (26) on aura f hy ds = o, ct, par suite, d’aprés ce (ue

nous avons vu au n° 13, la série
hy—h, +hy—hy+...

sera convergente ot sa convergence sera uniforme pour tous les points
de S, Cette séric représente donc une certaine fonction continue sur S,
ct 'on voit immédiatement qu’elle satisfait & I'équation (27).
Posons donc
h=thy—ly+lyg—hy+...,

ct, en partant de cctte valeur de /4, considérons I'expression

1 1 (hds
U=_W- =)
On voit que c'cst une fonction harmonique dans chacun des deux
domaines E,, E,.

Journ, de Math. (5* série), tome IV, — Fasc. 1II, 18¢8. 37
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Or, en la considérant dans le domaine E,, on trouve

(4)(_;_) ' Neosgdsy h,

PLY AR G=) TR T g
ce qui, en vertu de (27), se réduit & zéro. Dailleurs, on voit qae
cette dérivée normale est réguliére sur S.

Dounc, la fonction U, qui s’annule & linfini, est identiquement nulle
dans le domaine E,. C'est ce qui résulte, en effet, de la considération

de Vintégrale . g
LY~ () ()

¢tenduc a tous les éléments dr de P'espace extérieur & une surface S,
paralléle a S, cette surface se rapprochant indéfiniment de S.
On a donc

WL [l

an R

pour tous les points de Pespace E, et, par suite,
| /'Ic’ ds' /" S cosslds' I
wix,) r T am, D

pout tous les points de S.
Muis la fonction harmonique que représente U dans le domaine 1,
se réduit sur S a

Am, r

I J'cos ' dy d~ 1 Ay
i Lo L,
2' A r
el P'égalite ci-dessus montre ue cette expression se réduit a f.
Done, la formule

Vo= __ff_g?_s‘b'ds ~L [k’d\

définit une fonction harmonique dans le domaine E; se réduisant
sur S & f, ct 'on voit que cette fonction admet une dérivée normale
régulitre sur S. Quant & la valeur de cette dévivée, clle est égale, en
vertu de (27), 4 A,
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18. Considérons maintenant le probléme pour le domaine E,.
n admettant, comme au numéro précédent, les égalités

oW IWY
(%)= (Ga).= T

dans la supposition que les deux dérivées normales soient réguliéres
sur S, nous prendrons pour point de départ Péqualion

I' cos g ds'
() Lt

T

A étant une fonction inconnue.
On voit immédiatement que cette équation admet pour solution

h=—hy—h,—hy—...,

Iy Byy by, ... Glant les mémes fonctions qu’au numéro précédent.
(’est une solution continue sur S, mais clle n’est pas unique.
Pour obtenir la solution continue générale, désignons par & la
fonetion continue définie par les équations

S 9 » .
/.~:§';[/‘ co,s.zﬂ’ jkds:n,

fonetion dont nous avons ¢tabli Pexistence au Chapitre précédem.
Alors la solution cherchée sera donnée par la formule

h=Chk—bhy—ly—hy—...,

(. étanl une constante arbitraire.
Maintenant, en admettant pour & cette expression, considérons la

suvante :
T ‘/c’c{.s-’__x \
U= ./;ﬂj R a\v’

(qui définit une fonction harmonique dans chacun des deux domaines
I, L, fonclion qui, en vertu de la continuit¢ de A, admettra une
dérivée normale régulicre sur S.
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En considérant cette fonction dans le domaine E;, on trouve

(()U) I cos ¢ ds’ iy -I-L,
41' 2 2

dn "

ce (qui est égal i zéro en vertu de I'équation (28).

On cn conclut que U conserve unc valeur constante dans le do-
maine E;. Cette constante dépendra de C, ct si 'on désigne par A, sa
valeur pour C = o, on aura, pour son cxpression géncérale,

A“ + 1\ 1 C,
A, ¢lant la valeur constante de

k' dy
in) R
dans le domaine E;.
Or, la constante A, cst évidemment différente de zérvo. On peut

donc disposer de C de maniére a avoir
Ao +- A'(: = 0,

¢t si Pon s'arréte & cette hypothése, la fonction U seru égale & zéro
pour tous les points de E;, ce cui donnera

1 } ds' J' cos o' .'__If
iw, r i® ” g
pour tous les points de S.
Mais alors la fonction harmonique que représente U dans le
domaine E, se réduiva sur S &

.

h' ds’' cos ¢’ ds'
Lesedd  Lray.

4= r ./4 T

Par suite, la formule

V=" h'ds i [ f cosd ds
“%r) R T i) T R
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considérée dans le domaine E,, définira une fonction harmonique se
réduisant sur S i f, et cette fonction admettra une dérivée normale
régulicre sur S. On voit, d’ailleurs, que cctte dérivée est égale & k.

19. En résumé, nous avons admis que la surface S satisfait aux
conditions du n°® 1 dans I'hypothése & =1 et (ue le principe de Neu-
mann lui est applicable, et nous sommes parvenu au résultat que
voici :

Etant considéré le probléme de Dirichlet pour Uun quelcongue
des deur domaines Uy, E,, pour que la fonciion harmonique cher-
chée V, se réduisant sur'S & une fonction continue f, admette une
déricée normale régulicre sur S, il faut et il suffit que la fonction

1t [ fcosd'ds
Tam 1Y

admette les dews dérwdes normales (2., -0-‘1) qut sotenl
an J, on /.,

dgalement réguliéres sur S, et que Uon ait d’ailleurs

Y (2
dn )~ \dn /),
pour tous les points de S.

De cette manicre, la recherche concernant la dérivée normale de la

fonction V, cette dérivie étant supposée réguliére sur S, se raméne a
b o) b

une recherche analogue pour la fonction W qui est un potentiel d'une

double couche & densité ;f;—:-

Il va sans dire (u'il est impossible de donner les conditions néces-
saires ot suffisantes pour I'existence, la régularité et I'égalité des deux
dérivées normales de W. Mais on peut en indiquer des conditions
suffisantes, plus ou moins générales, soit en ce (ui concerne la fonc-
tion f, soit relativement & la surface S, et c'est 4 ccla que nous nous
arréterons i présent.

20. Dans une Note sur le potentiel, publi¢e dans les Communica-
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tions de la Société mathématique de Kharkow (t. V1), j'ai signalé
certaines conditions assurant 1'existence ct I'égalité des dérivées nor-
males de W.

Entre autres, j'y ai admis I'existence de la courbure pour les sections
normales de la surface S. Mais I'examen plus atlentif de la chosc fait
voir que cette restriction est inutile, et qu'a I'égard de S il suffit d’ad-
niettre les suppositions du n® 1, avec la restriction & =1, que nous
avons introduite au n° 15.

(Zest ce (ue nous allons montrer tout de suite, en faisant la méme
restriction au sujet de £ que dans la Note citée.

Cette restriction, étendue & tous les points de S, nous I'énoncerons
de la maniére suivante :

On considére un point quelconque p, de S ct les valeurs de / en des
points dont la distance au point p, ne surpasse pas D (n° 1). Duis, en
prenant le point p, pour pdle des coordonnées polaires, le rayon vee-
Leur p ct 'angle polaire ¢, dans le plan tangent i la surface en p,, on
regarde la valeur de f en un point p comme fonction des coordon-
nées g, 4 de la projection de p sur le plan tangent. Alors, si I'on pose

L=y

et qque I'on désigne par f, la valeur de f an point p,, on pourra assigner
deux nombres positifs b ct § indépendants de ¢ et de la position du
point p,, ct tels qu’on ait

(29) f =Sl < bghe,

quelque petit que soit ¢.

Dans ces conditions, nous allons établir non seulement 'existence el
I'égalité des dérivées normales de W en tout point de S, mais encore
la régularité de ces dérivées sur S.

Soient P, un point de espace situ¢ sur la normale & S en p, et { la
distance P, p, prise positivement dans le cas ot la direction p,P, esl
celle de la normale intéricure par rapport & S ct négativement dans le
cas contraire.

Cela posé, considérons la valeur de W au point P,
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Pour unc position donnée de p,, ce sera une fonction de g, et notre

probléme se raméne a montrer que la dérivée dﬂ: de cette fonction,

¢ tendant vers zéro, tend vers une certaine limite indépendante du
signe de §, et cela uniformément pour toutes les positions du point p,.
Soient

p un point appartenant a I'élément superficiel ds;

® I'angle que fait la normale en p avec la direction pPy;
@, I'angle de la normale en p, avee la direction P, p;

3, l'angle des deux normales en p ct en p,;

R, la distance P, p.

On aura . J
dW : - s
T = ;'; f (cos3, + 3cosd, cosd’)'%:—,

ce ue 'on peut présenter sous la forme

(30) d—“f f (€08, + 3 cos®, cos®)’ (/- l{;")d'

puisque le potentiel W, lorsqu’on y remplace f par une constante, se
réduit & une constante dans chacun des deux domaines E, E, ().
Maintenant, prenons le point p, pour origine des coordonnées et la
normale en ce point pour axe des z, et introduisons le cylindre (
considéré au n® 3, avee les mémes suppositions 4 I'égard de .
Soit (%, 2) cc que devient le second membre de la formule (30),
si 'on ¢tend I'intégration i la portion S, de S, de sorte qu’on aura

Q(%,0) == %{l\?

Q(%,0) — Q(L, 8) représentera le second membre de la méme
formule, I'intégration étant étendue & S,.

(') Ce remplacement de f par f— /fy, que je n'ai pas utilis¢ dans ma Note
citée, produit toutefois de grandes simplifications. Je 'emprunte & M. Tauber.
Voir ses Noles insérées dans les Monatshefie fiir Mathematik und Physik
(1897, t Vierteljahr et 1898, 1 Vierteljahr).



296 A. LIAPOUXOFF,

Considérons I'expression de (%, 0) — (%, 3).
En introduisant, au licu de , , les coordonnées polaires p, J, nous
aurons

0 ey = 2 [ (s Lofe

Or,ona

cos®, =% Ry=ypi (5 -0,
0
ct, si I'on désigne par r,, 3 ce que deviennent R,, @ pour { =0, on
aura
R, cos® = r,cos5 + {cos5,.

Par suite, on trouve

3costlrocos¢ — pl—alt 430 3(s—)recosy

cos3, R R2 Ii 2c0s%,

et, en introduisant la quantité T du n° 3, puis, en posant
20)(T* —1) + [:’—4- s{+3(s - 5)'—'"0‘157‘-] Ti=qQ,

cosF,

on pourra présenter 'expression dont il s’agit sous la forme

2@, 0) - 0(%@)-—[” [ (-2 e dy

(l"+ ci )l
+ ! ‘”‘ (f —/0)Q¢ dP
2% ( 22 - Vl)l
Maintenant, remarquons que
T COSG 9
WTEN dp

et reportons-nous aux formules des n* 4 et 3.
Les inégalités (1) et (2), sil'on y fait « =1, donnent

5| <bap,  |5|<z2ap.
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Par suite, on a
rs (‘094

<bGag?

(-0-4.7(,

1D’autre part, la formule

si I'on suppose 2 assez petit pour que, dans le champ de U'intégration,
on ait T < 2, donne

IT—1]<4?

+s 16 .
1_‘l_|~—~ < 1 (a% +a*s?).

De li, on voit qu'on pourra assigner deux nombres positifs fixes
A et B, tels que, dans le champ d’intégration, on ait

[QI<A[T]E+8) +B(e* + 1)

iela posé, désignons par v la plus grande valeur que puisse atteindre
sur S, la fonction | f — f, | et admettons I'inégalité (29).

Alors, en remarquant (ue

Py

. o d
|~’:]/ pe ':i<[’
Sy (pP )

(%, 0) = Q3,3 < 3 3+ (A + By,

nous aurons

wl

¢l cetle inégalité aura licu pour loutes les valeurs de G, a la scule ex-

ception de { = o.
En méme temps nous aurons évidemment

|00, ) — Q(0,8) | < & 3+ i3y,

pour lout nombre positif ¢ plus petit que ¢; ce qui fait voir que, 2 ten-
38

Journ. de Math. (5+ série), lome IV, — Fasc. IIl, 189K,



298 A. LIAPOUNOFF.
dant vers zéro, la quantit¢ (o, ¢) tend vers une certaine limite, et
(jue, cette limite étant désignée par Ly, on a

10(0,8) — Lo | < 5 8+ B3n.

Par suite, cu ¢gard a 'identité

Q(%,0) = Ly=02(%,0) — 2, 2)+ Q(o, 8) — L,
+0(%,2) — 2o, 9).

nous arriverons i l'inégalité suivante
12 0) =L, | < ﬁé’ &+ (A+2B3)n+|Q(,0) — (o, 2)].

Or, la fonction f étant continue, la quantité v tendra, pour ¢ = o,
vers zéro. D'ailleurs, la continuité de f ne pouvant étre qu'uniforme
sur S,  tendra vers zéro uniformément pour toutes les positions du
point p,.

D’autre part, ¢ ayant unc valeur fixe, différente de zéro, la quantité
|Q(%,¢) — (o, &) | tendra, pour { = o, vers zéro, et ccla uniform¢-
ment pour toutes les positions du point p,.

Par suite, on doit conclure que, § tendant vers zéro, la quantité

Q% 0)=2Y
tendra vers L,, quel que soil le signe de ¢, et cela uniformément
pour toutes les positions du point p,.

Notre proposition s trouve donc démonlrée, et, en se reportant au
théoréme du numéro précédent, on voit que, dans les conditions ol
nous nous sommes placé, la fonclion harmonique V admettra une
dérivée normale régulitre sur S.

Remarque. — Des formules que nous venons de développer on tire
(%, 0)—B(— %, 0)] < 2(A + BE)n +Q(L, 8)— (=, 2) |,

ce qui fait voir que, f ¢tant une fonction continue quelconque, la
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différence Q(%, 0)— Q(—{,0) tend, pour { = o, vers zéro, et cela
uniformément pour tous les points de S.
Donc, guelle que soit la fonction continue f, si 'unc des deu.:

Lirice IW\ [OWY\ . A
dérivées normales (—-) s =) ewiste et est régulicre sur 8,
{ e

l'autre le sera aussi et ces dérivées seront égales.

Iu égard a cette proposition, on pourrait énoncer le théoréme du
numeéro précédent plus simplement, comme il suit :

Pour que la fonction harmonique V, se réduisant sur S & une
fonction continue f, admelle une dérivée normale réguliére sur S,
il faut et il suffit que la fonction W soit dans le méme cas.

21. Mainicnant nous allons indiquer, pour f, une condition (ui
assurera I’existence non seulement des dérivées normales, mais encore
des valeurs limites sur S des dérivées prises par rapport aux coordon-
nées, tant pour la fonction W que pour la fonction V elle-méme.
Dailleurs, cette condition permettra de s'affranchir de la restriction
« =1, ct, dans ce qui suit, nous pourrons supposer ¢uec & soit un
nombre positif quelconque.

Jusqu’a présent nous avons considéré la fonction f comme étant deé-
finie sculement pour les points de la surface S. Maintenant nous sup-
poserons que fsoit la valeur sur S d’unc fonction donnée F définic
pour tous les points de I'espace, assez voisins de S, et c’est i cette
fonction F que se rapportera la condition que nous avons en vuc.
Voici cette condition,

A Dintéricur de toute sphére £ d’un rayon fixe I et de centre situé
sur S, la fonction I et ses dérivées par rapport a x, y, 5 des deux pre-
miers ordres sont uniformes ct continues.

Il est facile de montrer que cette condition assure I'existence des

valeurs limites sur S des dérivées Q_}_V’ Q-W-, QV__V’ dans chacun des deux

dz " dy s
domaines E;, L,.

Pour lec montrer, considérons I'une quelconque des sphéres Z, en
supposant le rayon D assez petit pour qu'il satisfasse aux conditions
dune 1, et pour que les dérivécs des dcux premiers ordres de la fonc-
tion F aient des valeurs déterminées sur la surface X elle-méme.



300 A. LIAPOUNOFF.

La surface S partagera 'espace intéricur i ¥ en deux portions :
I'espace E;, intérieur 4 S et I'espace E,q extéricur & S.

Considérons I'un quelconque de ces deux espaces, par exemple,
celui E;, qui est limité par la portion &; de Z intéricure & S et par la
portion 8§, de § intéricure a Z.

Soicent :

s’ un ¢lément superficiel de S, ;

«ls’ un ¢lément superficiel de Z;;

<’ un élément de volume pour l'espace L, ;

¥ un point appartenant soit & I'¢lément ds’, soit & celui do’;

(', y’, 5’) un point appartenant a I'élément d<';

I’(x, y, ) un point quelconque de l'espace ne se trouvant pas sur la
surface qui limite E,,;

R la distance du point P soit au point p', soit au point 1”3

n' la direction de la normale & S ou & T en p' dirigée & 'intéricur
de E,’o;

@' Tangle que fait #’ avec la direction p'P;

F' la valeur de F en p’ ou en P’

JF’ .
o, 1a valeur de Pexpression

JaF ;o oF awno
T cos(a'y.r)+ Jy cos(n'y )+ g, cos(n’y 3)

au pied r de la normale »n'.

Cela posé, nous nous servirons des théorémes connus permettant
d'exprimer Uintégrale

WL + SN
J R + 4—)?’""> iE

étendue i Pespace By au moyen des intégrales étendues i la sueface
(qui sert de fronlicre a E;,.
Posons, pour abréger,

SV RF g

= Al".
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Alors nous aurons:
Si le point P est intérieur & E,,
A e’ J' cosd' dy' _ 4&7_’ {l.v'
R 2 . ' R
F’ cosd’ d7 de’ ds’

i~ J o w A

et, si cc point est extéricur a E;,,

fAF’ d' ff’ cosd' ds' ‘oF’ (_l_s’

R R? ~—Jon R
F' cosd' ds' JF' gg_’
+f_w—— o R’

les intégrales relatives a ds’ et & ds’ ¢tant respectivement étendues
AS,cta X,
Or, avec les notations actuclles, on a
1 "cosd' ds’'
W=t (LW,

PEd 2

W, étant le potenticl dd & la portion de S extérieurc & la sphére X.
Par suite, si 'on pose

| AFdY oy OF'ds 1 [ cosdds
f_l’u -+ — - /————-—-}--\\"z

aw anJ o' R~ am Rt

b
il viendra : si le point P est intéricur a E,,,

- i JF' ds'
W-—-nl-f--{;t ‘;;',"-l—‘-—i—U,

et, si ce point est extérieur a E,q,
1 doF' ds’
=)+ U

Nous remarquons maintenant que, les dérivées du second ordre de
la fonction F étant continues et, par suite, limitées & I'intérieur de la



302 A. LIAPOUNOFF,

sphére Z, quelle que soit la position de son centre sur S, on peut assi-
gner une limite supérieure fixe aux valeurs absolues des quantités

1 (0F  OF t ([0F  JF' 1 (OF  OF'
7'(75—57)’ 7(75.7_' 3?)’ 7('0—:_ 7)
ou r désigne la distance mutuelle des points p(x, y, 3) et p'(z', ', &
auxquels se rapportent les valeurs des dérivées, ces points étant pris
arbitrairement sur S.
Par suite, on pourra trouver un nombre fixe A, tel qu’on ait

JF I
la; -— ’—’;‘-,l < l\l'a,

quelles que soient les positions des points p ct p’ sur S, a étant le
nombre défini aun° 1.
De la, en vertu de ce que nous avons montré¢ au n° 4, il suit que les
dérivées premicres du potentiel
OF ds
J dn' R

tendront vers des limites déterminces, toutes les fois que le point P,
en restant toujours dans I'un quelconque des deux domaines Ly, E,,,
se rapprochera indéfiniment vers un point p de S ne se trouvant pas
sur le contour de S,.

D’autre part, on voit que la fonction U, ainsi que ses dérivées du

premicr ordre, sont continues & l'intérieur de toute spheére &7 concen-
trique et intérieure a I,
JdW JW oW
ox’ dy’ 9z
admettront des valeurs limites déterminées en tout point p de S inté-
rieur 4 ¥, ct ccla pour chacun des domaines L, E,,.

Ces valeurs limites, pour les deux domaines, seront, en général,
différentes. Mais, en ce qui concerne les dérivées normales, les for-
mules (5) montrent bien qu’on aura

(%)= ().~

Donc, les formules obtenues montrent que les dérivées
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ot I'on a posé
1 [JF cospds’ JF + U
anJ dn’ ~ 3 on dn

Nous n’avons considéré que les points intérieurs a Z'. Mais le centre
commun des sphéres X et £’ peut étre placé oi 'on voudra sur S.
IW W oW
oz’ a9y’ Uz

. - 'OW oW . .
tout point de S, et les dérivées (’:Tn—) et (T) seront toujours égales.
{ n /e

D’ailleurs, comme on le voit aisément, ces dérivées normales seront
réguliéres sur S.

Quant & la valeur commune L des dérivées normales, nous remar-
(querons qu’elle satisfera & une condition de la forme

(31)

Par suite, les dérivées auront des valeurs limites en

].4 -— IJ’ l < b"p,

b et 3 étant des nombres positifs indépendants de la position des
points p, p’ auxquels se rapportent les valeurs L, L.

En effet, eu égard a ce qui a été montré au n° 5, 'expression ci-des-
sus de L fait voir que la condition dont il s'agit sera remplie, si I'on a

au U

on ~ ogn’

<Lcrt

pour toutes les positions des points p, p’ sur S i l'intéricur de ¥,
c ety étant des nombres positifs indépendants de la position de ces
points, ct cette derniére inégalité résulte immédiatement des proprié-
tés connues des potenticls de volume.

22. Appliquons les résultats précédents au probléme de Dirichlet.

Considé¢rons, par exemple, le probléme qui se rapporte an do-
maine E;.

Le principe de Neumann ¢étant supposé¢ applicable & la surface S,
I'équation (27) définira une fonction continue £, et cette fonction, en
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vertu de (31), vérifiera une condition de la forme
| =)L er,

¢,y ¢tant des nombres positifs indépendants des positions des points p, p'.
Par suite, le potenticl
I ds'
i

admeltra sur S des valeurs limites déterminées pour ses dérivées de
premier ordre dans chacun des deux domaines E;, E,, ct la fonction

U=1iw- . [2,

2 Aw ]

que nous avons considérée au n°® 47 sera dans le méme cas.
Donc, on pourra considérer I'intégrale

IEOREARCT

étendue a l'espace E,, et la valeur de celte intégrale sera Cgale a

celle-ci
.f U (-‘;—S ) ds,

¢tendue a la surface S.
Par suite, I'égalitc

0,
an ).~ !

qui a licu pour tous les points de S, conduira & la conclusion (ue
U = o pour tous les points de L,.

Or, cela ¢tant ¢tabliy, on arrive a la formule, obtenue i la fin du
n® 17, qui donne la solution du probléme.

D’une manié¢re Lout i fait analogue, on démontrera aussi La formule
du 1n° 18 qui donne la solution du probléme pour le domaine E,, et
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. . . v e, OV
ces formules montrent bien que les valeurs limites des dérivées 3—}.
ABCA .
Jy’ s CXistent en tout point p de S. ;
D’ailleurs, on voit (ue la dérivée normale %—5 est régulicre sur S.

On arrive donc & la proposition suivante :

V(x,y,s) étant une fonction uniforme ct continue, ainsi que
ses deéricées des deux premicrs ordres, au voisinage de tout point
de S et freprésentant la valeur de ¥ surS, la fonction V harmo-
nique dans Uun quelconque des deux domaines E;, E, et se rédui-

. . OV 9V oV ,
sant & f surS admeltra, pour ses dérivées 0z 9=’ des valeurs

. . » . ’ dv . A
limites déterminées sur S, el sa derivée normale on serareg uliere
sur S,

Cette proposition est exacte pour toute surface S satisfaisant aux
conditions du n° 1, pourvu que le principe de Neumann lui soit appli-
cable.

23. Lec théoréme précédent permet d'établir la possibilité du pro-
bléme électrostaticque dans des conditions assez générales.

Considérons un conducteur limité par une surface S satisfaisant aux
conditions ci-dessus, ct supposons que ce conducteur, chargé d’une
quantité donnée g d’électricite, sc trouve en présence de corps mau-
vais conductcurs situés tous & I'extéricur de S ct portant des distribu-
tions ¢lectriqques données.

On demande la distribution électrostatique & la surface S.

Ce probl¢me dépend, comme on sait, de la recherche d’une fonc-
tion V, harmonique dans le domaine E, extéricur a S et se réduisant
sur S &

C-0,

U étant une fonction connue représentant le potentiel de I'électricité
que portent les mauvais conducteurs et C une constante qu'on devra
déterminer par la condition que la charge du conducteur soit égale
ag.

Journ. de Math. (5* séric), tome IV, — Fasc, 111, 18¢8. 39
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La fonction V une fois trouvéc, la possibilit¢ du probléme dépen-
dra de I'existence de la dérivée normale 3—,\: sur S, Or, la fonction

C — U jouissant de toutes les propriétés de la fonction I, celte exis-
tence est hors de doute, et la densité ¢ de la couche électrique en
équilibre sur S sera donnée par la formule

g= (2 4 0
7= 4e\on " Un )
ol le second membre sera linéaire par rapport & C qu'on délerminera
par I'¢quation f qds = g.
D’ailleurs, en s reportant & ce ui a é1¢ montré au n° 18, on pourra
déterminer ¢ directement comme il suit :
n entendant par ¢’ la valeur de la fonction U au point p’ de I'élé-

ment ds’, désignons par L la valeur de la dérivée normale de la fone-

tion
' w' cosd rly'

a7 R:

en un point quelconque p de S. Puis, désignons pae by, leyy fr .. ... es
fonctions se déterminant successivement par la formule

1 ('l eoszds
27 r

LAY

/'m =

dans la supposition &, = L, et introduisons la fonction A délinie au
n® 18, '
Alors nous aurons
U
7'— (‘.’_, +L+h+h,+ly+.. )
4R dan

¢ = gh +
24. Unc autre application, non moins importante, est relative i la
fonction de Green.
Soient E I'un des deux domaines E;, L ; ’(x, y, 3) et (', y",3)
des points de ce domaine et I la distance 1.
En placant le point P dans une position fixe ne sc trouvant pas sur S,
désignons par H la fonction de ', y/, 3, harmonique dans le do-
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' , . o 1 .
maine E, ct sc réduisant sur S a R Alors la fonction

G=l—l{-~H

représentera ce qu'on appelle la fonction de Green, correspondant au
pole P.

Cette fonction (ainsi que R et H) dépendra non sculement de «,
¥’y 5y mais encore de z, y, 3, et sil'on veut appeler I'attention sur ce
point, on pourra la désigner par

G(ey Y352y, 3).

On sait que la plupart des applications ol se présente la fonc-

tion G cxigent la considération des valeurs limites des dérivées
G JG
dy'’ 93
(juc si ces valeurs existent,

Or, dans les suppositions cue nous avons faites a I’égard de S, lear
existence est hors de doute, puisque, le péle P ne se trouvant pas

oz’

sur S, et que, dans bien des cas, cette fonction ne peut étre utile

sur S, la fonction ;—{ jouira de toutes les propriétés de la fonction

I°(«', ¥, 5), et le théoréme du n® 22 sera applicable.

L’existence de ces valeurs limites étant prouvée, on pourra se servir
des méthodes connues pour ¢tudier les propriétés de la fonction G, ct
les proposilions connues ui s’y rattachent pourront étre établics
rigourcusement.

Par exemple, on pourra démontrer 1'égalité fondamentale due &
Riecmann,

Gz y,s32,y,3)=G(a', 5,552, y,3).

25. En terminant, arrétons-nous sur la formule connue qui donne
la solutlion du probléme de Dirichlet au moyen de la fonction de
Green.

Pour avoir, dans les cas des deux domaines E;, E,, les mémes for-
mules, nous conviendrons ici d'attribuer 4 la normale la direction
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intéricure, non pas par rapport i I, (comme nous l'avons fait jusqu’a
présent), mais par rapport au domaine I que nous considérerons.
Alors, quel que soit le domaine considéré, la formule de Green

donnera
. ' , 0 /1 , 1 oV’ ds'
Vg [ra(i) =4 [ 5

en supposant, hien entendu, que la fonction f satisfait a la condition

dun 21.

Dans cette formule, 7’ désigne la direction de la normale au point p/

appartenant al'élément ds’ ct J (“) est la valeur que prend Fexpres-

sion

! [] !
T cos(n'y ) + o cos(n', y )+ i cos(n'y 3),

lorsque le point 1”(ic’, y/, 3') vient en p’. Dans le méme sens seront

Jal oG
employées aussi les nolauonso b

Cela posé, el en remarquant que, par la nature de la fouction 1,

on a
(ls r)ll
()n f[

"=Hf o

on Ltrouve

ct ¢’est la formule dont il s'agit.

Cetle formule n'est démontrée que dans le cas o la fonction f sa-
tisfait & la condition du n° 21. Mais elle peut étre dtendue a tous les
cas ot f est une fonction conlinue.

En effet, quelle que soil £, la formale en question définit une fone-
tion harmonique dans le domaine E. Il ne reste done qu'a montrer que
cette fonction se réduil sur S i f, et c'est ce qu'on pourra faive par
une méthode analogue & celle employée par M. Schwarz dans le cas
de U'intégrale de Poisson.

Lapplication directe de cette, méthode exigerail la discussion de la

. JdG
fonetion 5= dans la supposition que le point I' soit infiniment voisin
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du point p’ (*). Mais nous pouvons éviter cette discussion, en nous
servant du théoréme du n° 22,
A cet effet, considérons d’abord le cas particulier oti Pon a

S=( =2, )+ (Y —yo) +(5—3.),

Xgy ¥or 5 ¢lant les coordonnées d'un point quelcongue fixe de S que
nous désignerons par p,.

Dans ce cas, le théoréme, que nous venons de mentionner, élant
applicable, la formule ci-dessus donnera la solution du probléme de
Dirichlet, et, par suite, la fonction V définie par cette formule tendra
vers f Loules les fois que le point I tendra vers un point p(x, y, 2)
de S.

Dailleurs, si 'on suppose que le point I’ se trouve sur la normale
du point p et que I'on désigne par ¢ la distance P p, on pourra trouver
un nombre positif A indépendant de la position du point p ct tel qu'on

ail
IV — /< A%

Cest ce qui résulte, en effet, de ce que la dérivée normale de la fone-
tion V considérée est régulitre sur S.

Nous supposcrons que le nombre A ait été choisi indépendamment
de la position du point py, ce qui est, évidemment, permis, f étant
unc fonction enti¢re de xy, ¥y, 3.

Cela pos¢, appliquons notre inégalité au point p,. La fonction f se
réduisant, en ce point, & zéro, nous aurons

V,< A%,

V, ¢tant la valeur de V au point P, situé sur la normale i la distance {
du poinl p, (valeur qui est, ¢videminent, positive).

(') Cette méthode a é1é employée récemment par M. Zaremba. Voir les Annales
scientifiques de ' lcole Normale supérieure (3¢ série, t. X1V, p. 2515 1897). On
remarquera que M. Zaremba considére la fonction « qui n’est autre chose que

1 dG , :
i an sans démontrer son existence.
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Nous remarquons maintenant que pour tous les pointsde S on a

9G
67;7':0’

puisque la fonction G s’annule sur la surface S ct reste positive pour
tous les autres points du domaine E.

Par suite, on aura
N 1 ‘)(10 f
"/4zj:'f o' ds

I'intégrale étant étendue & une portion quelconque S, de 8 et G, dési-
gnant la fonction de Green correspondant au pole P,.

Nous prendrons pour S, la portion de S extéricure & une sphire X
de rayon & ayant pour centre le point p,. Alors 'inégalité ci-dessus

donnera
()G ,
V., > lm i1 1.

dG,
/u:f on’ ds <A

Maintenant supposons que fsoit une fonction continue quelconque
et considérons la fonction V définie par la formule qui nous occupe.
‘n posant

et nous aurons

G

'/'—1'; o ds = Q

ct désignant par Q,, V, les valeurs de Q, V au point P, ¢t par £, celle
de fen p,, nous aurons

Vo fo=(@ =)ot 7= [ (/= 15,

Or, dans le domaine I; on a Q =1, ct dans le domainc E,, sauf les
points de S, Q < 1. Par suite, en entendant par y la plus grande valeur
de la fonction | /* — fy| & 'intéricur dc la sphére X et par M la limite
supéricure de la fonction | f|sur S, on trouve

()G

Vo fol KM(1—Q)) + 1+ = 33(1
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D ailleurs on a évidemment
r— ao< Bz9

B ¢tant un certain nombre positif qu’on peut prendre indépendam-
ment de la position du point p,.
Donc il vient

|Vo— fol <n+ 2AM S + BML.

Or, la fonction f étant continue sur S, la quantité » tendra, pour
¢ = o0, vers zéro, et cela uniformément pour toutes les positions du
point p,.

Par suite, inégalité obtenue, ot 'on pourra, par exemple, poser
Z = ¢2, fail voir que, § tendant vers zéro, V, tendra vers f,, ct cela
uniformément pour toutes les positions du point p,.

Ce vésultat étant établi, la continuité méme de la fonction f assure
([ue, toutes les fois que le point P’ tendra vers p, suivant une courbe
(quelconque, la fonction V tendra vers f,.

Done, dans le cas des surfaces que nous avons considérées, la for-
mule

1 .G , ,
Vzﬁffwﬁ

donne bien la solution du probléme de Dirichlet, quelle que soit la
fonction continue f i laquelle doit se réduire sur la surface la fonction
harmonique cherchée.



