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UN CERTAIN MODE DE GENERATION

DES

SURFACES D’ETENDUE MINIMUM;

Par M. G. MATHET,

Professeur an lycée de Nimes,

—_—

Une courbe quelconque étant donnée, si I'on multiplie chaque arc
infiniment petit par une certaine fonction des coordonnées de 1’extré-
mité de cet arc, et si I'on fait tourner la ligne obtenue d’un certain
angle, fonction des mémes coordonnées, autour d’un axe normal i la
courbe en ce point, on peut imaginer ue 'on construise une seconde
courbe dont les éléments sont respectivement égaux et paralléles aux
lignes infiniment pelites ainsi obtenues : cette courbe sera une trans-
Jormée de la premiére, et dépendra en méme temps de la nature de
cette courbe, du choix de la normale prise pour axe, et de la forme
des fonctions qui interviennent dans cette transformation. J’ai montré,
dans une précédente étude, que toutes les courbes tracées sur une
surface d’étendue minimum quelconque, et ayant leurs extrémités
communes, ont pour transformées des courbes ayant aussi mémes ex-
trémités, lorsque, 'axe de rotation étant normal 4 la surface, le multi-
plicateur et angle de rotation sont des fonctions satisfaisant 4 deux
conditions analytiques tres-simples. 1l est facile des lors de prévoir
que, ces conditions étant remplies, le lieu des transformées de toutes
les courbes tracées sur une surface d’étendue minimum sera une nou-
velle surface, et I'on est conduit a rechercher quelle peut étre cette
surface. A

Je démontre, dans ce qui suit, que ce lieu est encore une surface
d’étendue minimum. Ensuite, si les courbes que 'on transforme sont
situées sur la surlace d'étendue minimum engendrée par la révolution

fr.,
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de la chainette, et que 'on peut appeler la caténoide, on pent, en
choisissant convenablement les fonctions transformatrices, obtenir,
pour le lieu des transformées, une surface quelconque d’étendue mi-
nimum; de telle sorte que toutes ces surfaces peuvent étre regardées
comme sc déduisant géométriquement de la caténoide, et peuvent se
classer par conséquent d’apres la forme des fonctions transformatrices.
Enfin, de ce mode de génération j'ai déduit un moyen, qui parait
assez simple, de former I'équation de toutes les surfaces d’étendue
minimum quoi passent par une courbe plane donnce.

I.

En conservaut les notations précédemment adoptées, il est facile de
voir que le lieu de nos transformées n’est autre chose que le lieu des
points correspondant aux vecteurs qui représentent les valeurs de
I'intégrale

‘/ F (2 du,
u(l

lorsque Pextrémité du vecteur z décrit la surface d’étendue minimum
donnée. Soient &, », { les coordonnées, par rapport a trois axes rec-
tangulaires, du point auquel aboutit le vecteur u, et &, v/, §' celles du
point correspondant au vecteur ¢ qui représente la valeur de Pinté-
grale. On doit avoir identiquement

F(u)du= dy,
¢'est-a-dire
|W — Z{ip + jq — k)| (id& + jdqa + kd§) = idE + jun' + kd§'.
Faisons la multiplication, en observant les régles posées ci-dessus et
en remarquant que pdE + gdq — d§ = o; égalons ensuite les coeffi-

cients de 7, j, k dans les deux membres. Nous obtenons ainsi les trois
¢quations suivantes

dZ = WdE — Z(ng + ),
dq'=Wdq + 2(qd§ + dE),
d¢'=Wd§ + Z(qd% + pdq:.
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Remplacons d& par pd& + qdy; il vient

1) di’:(W——qu)d&——Z([+(12)dn,
) dq' =7(1 + p*) d& + (W + pgZ) dy,
)

df' = (Wp~+ 2g)dE + (Wq — Zp)d.

(
(2
(3

Les seconds membres des équations (1) et (2) sont les différentielles
exactes de fonctions de £ et v, ¢’est-a-dire qu’on a

AW —pgZ) 420+ q)] d(We-pgZ) __ d[Z{1+4 p?)]
dn - dt ’ de - dn '

La premiére de ces équations revient en effet &

dW dZ dz \
=Py~ ) — (g5 —py 2,

et la seconde 2

dW dZ oy dZ ] N
E =P gg 0 pY) g (ps — gn) 2,

et ces ¢quations sont précisément la premiére forme, trouvée précé-
demment, des conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions Z
et W. & et »' sont donc des fonctions de £ et v, dont les dérivées par-
tielles sont

d¥ d%' v 2
E:VV—[?([Z, d'—n“:—é(l—*’“(}‘)y
dy' . dy’ , .
E:L(I—I—[)?), EZW -+ pqZ.

Si Pon multiplie I'équation (1) par p, I'équation (2) par ¢, et si I'on
ajoute les résultats, il vient

pdE +qda’ = (Wp + Lq)dE + (Wq — Zp)d=,
ou, en vertu de I'équation (3),

dg' = pd§' + gdy'.
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Or p et q, considérées comme des fonctions de £ et v, satisfont a

la condition
dp . dg

dy’ dg

On a, en effet,

dp d¥ dp d»'

. o\ Ap r dp
__-—Z(l—l"q )d—g,—i-(“ +P(]Z)d,v

b s=w e Y&
e . dp d¥ dp dn' o ap r//)
«\D) = (-[‘;’;7 E (17 2z (W—pqL) dE, L I+p )
d’ou
. d,
(W — pgZ) s+ Z(1+q*) r=[W2+ 2 (1 + p* + "] s

On a de méme

. dg’ a
(6) s—i’i_‘.+d7 l”——’“’—qu) + Z (1 —+—p)l:q,,

= J¢ dF T da dE e
, dz/ dz’ dg dn'
(7) t= T A de = Z(1—|-q)d;, (W—i—qu; %
d’ou
dl/

(W+pgZ)ys — L +p)t =W+ 22 (1 +p* +¢°)] =

On en déduit, par soustraction,

21+ @) r (1 p) e —2pgs] = (W 220+ pr )] (=52 ),

et, par conséquent,
dp dq

S —~-5=o0

dy’ dg’
I./équation

dg’ = pd& + qdv’

a donc pour second membre la différentielle exacte d’une fonction de
%' et '; par conséquent elle définit une surface, et si I'on pose

(lC'—__ , dy ,
w0 =1
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on a
p:p’ et q::q’.

Les normales aux points correspondants de la surface donnée et de sa
transformée sont donc paralléles, ce que, du reste, on pouvait conclure
du mode de génération de la seconde.

Cette surface est aussi une surface d’étendue minimum. En effet, si
nous posons, pour abréger,

Wi+ Z (1 +p*+ ¢*) = T?,

les équations (4) et (5) nous ont déja donné

Py

([ nl 'ﬂl

ll
I

7 (W = pgz)s + 2(1 -+ ¢?) r]:
elles donnent également

d, dp’ ’ (
gl%:d_]é:r T'—Z[(W—i—qu)r—Z(l-i—p“)S].

I

De méme, des équations (6) et (1), on tire

dg _dg" _ , 1., 2 ' r—
=g =t T—Z[L(l—k_q)s—i—(w-—pg/J)t].

Donc
T+ p= )t + (14 ¢?) 1 —2p'q's']
=Z+p )1+ g")s + (W= pgZ) (s + p*) t + (W + pgZ) (1 + ¢*)r
=L+ P+ gt s — apg (W — pgZ)s — apgZ (1 + ¢*)r,
ou bien
T+ p*) e+ (1+¢2) 1 — 2p'q' 5]
= (W —pgZ)[(1+¢*jr+ (1 + p*) £ — 2pgs],

et, par conséquent,
(E+p2) '+ (1 4+ ¢*) 1 — ap'q's’ = o,

équation des surfaces d’étendue minimum.
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IT.

Supposons maintenant que la surface décrite par le point £, n, { soit
la caténoide. Son équation est

z 5
o a P T a
p:y'é'+-r,~:—2—(e“+e “>-

De la on tire

p 2 g
2E 27,
P z N 9= ( z g\’
p(é”—t’ a> Pv(/a P (1)
d’ou
q % %
mug.x‘::i__—a —E—‘:—m—p
P £ cosx sinx
Donc
__ ocosm __ icosx 2sin.r /sing
P=T =7 et
et —e 8 sine - oo @ sini ~
On a maintenant
—1
e Ly
SN ')y /= — =S8z -
l) p2+72 (l’
on peut donc poser
—_t
Y=—7
d’ou
)__—ic()s.r _—isin.r
P= siniy 1= siniy

Les équations (1) et (2) deviennent alors

g = <W+ Zsinxcosz) ) (l . sin’x)dn,

y sin? iy sin® iy

dy' =17 (I _cos’.r)a”é + (W_Zsinxcosx> d

sin? iy sin?iy
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Introduisons la fonction V définie plus haut,

Ve —ZVi+pP P = —

d'ou Z==iVtangiy;

tangiy’
il vient
/ .y SINX COST o SIN2 iy — sin'a
dé;/ pamsi ‘V + IV S ———— —_— V ——-—_—)———— '{j,
siniy cosiy : sin/y cosfy

sin/y cosiy siniy cosiy

dy = iy B =T gy (Wi ) da.

Or ona
E= Z (" + e7) cosx = a cosiy cosx,
q = %(e?’—i— e7)sinx = a cosiy sinax;
done
A% = — a(cosiy sinxdx + siniy cosx . idy),
dq = a(cosiycosxdax — siniy sinx. idy ),

d’out, en substituant,

I L. __sin*x cosx __sintiy — sin’x
—d¥ = — W cosiy sing — iV ————— — iV ——ff-—————-cosx dx
a Sin T.y Sl[ll]'

/ .. _sinxcostx . sintiy -—sin’z .
+ | — Wsiniy cosx — {V ——7— + ¢ —-y—ﬂ—— sin.x
cosiy cosiy

1 .
—dy = — cosz —- W cosiy cosx — iV —

@ sin iy siniy
sin?iy — cos*x sin’z cosx

cosr — W siniy sinz + {V idy.

( y sin*iy — cos'z sinz cos“x)
gyl L7 —

-+ <— 'Y - ;
cOSiy cosiy

De 12 on tire, en simplifiant,

1 . . . . «

—d&=— (Wcosiy sinx + iV siniy cosx) dx
— (W siniy cos x + iV cosiy sinx) idy,

ldg= (W cosiycosx — iV siniysinx) dx
— (W sin iy sinz — iV cosiy cosx) idy.

Tome VIII (2¢ gérie). -- Ocrosne 1863, 42

329
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Introduisons maintenant les nouvelles variables

x‘"l_-)':xn x—{)’:]‘i;

il vient
gd?g': —(Wsinx, + Wsiny, +iVsinx, —iVsin ), ) dx
— (Wsinx, — Wsiny, + iVsina, +iVsiny,)idr,
%d'ﬂI: (Wcosa, -+~ Wecosy, —iVcosy, +iVeosx,)dx
— (Wcosy, — Wecosx, —iVcosa, — iVcosy,)idy,

ou enfin

A8 = — (W +iV)sinx, de, — (W — (V) siny, dy,

IS

e
—

;—l'(ln’z (W +iV)cosax, dx,+ (W —iVicosy, dy,.

Maintenant on a
dE = pd& + qdv';

done
2 dC' — W+ l'V) cos.xz sin.r, .——'sin(r cosx, {/'1_'
a v sin iy
4 f(\V . iV) siny, cos‘r.—-'cosg‘. sin.r dy.
sinéy
ou bien
(9) dg =2 (W +iV)de, —(W—iV)dr, .

Remarquons que W + iV est une fonction de x, seulement
W —iV une fonction de y,; car on doit avoir

dW __dV 4w av.
dx A Ay T dr?
or
T =+ Ly — 1
— 9 —_ H

?
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d’on
aw 1 [dW .dW dW 1 (a’\V AW
e | — e —— |y —— = —— 4] ?
dx, 2\ de dy dy, 2\ dx dy
AV ([/dV  .aV dV _ v (dV . dv
dz, 2 \dr ldy ’ dy, — 2 \dr dy ’
¢t par conséquent
d(WAiV) _ 1 (W AW 4V dVy
dy, T2\ dw + dy dx d_}’ 7
(l(VV-—iV)_ 1 (dW .dW l'd—V dyv — o0
T an, o e\@ ' T lae T )T

L’équation (g) s’intégre donc par deux quadratures, et donne 1'é-
quation générale des surfaces d’étendue minimum

ai

§ =S (x+i)—Flx—i)],
ou, en évitant les fonctions imaginaires,
(10) &=Ll (x+iy) — plae—iy) + i[¢(x+ i)+ o(x—ir)]]
p et ¢ étant des fonctions réelles.

111,

L’équation (g), ou son intégrale (10), fournit immédiatement le ré-
sultat énoncé ci-dessus, savoir : que toutes les surfaces d’étendue mi-
nimum peuvent étre regardées comme des transformées de la caté-
noide. En effet, 'une quelconque de ces surfaces étant donnée, et son
équation étant mise sous la forme (10), si I'on détermine deux fonc-
tions réelles de w et y, W et V, de telle sorte que

Wt iV = (o4 )+ i (2 i),
W —iV ::c‘o’(oc —_ 1]) — iq/(ac— lf),
ou bien
2W =g’ (x + i) + ¢'(x — i),
2V =4 (x+ 1)+ (x—iy),
f42..
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I'équation (g), qui est celle de la transformée de la caténoide corres-
pondant a ces deux fonctions W et V, représentera une surface iden-
tique & la surface donnée, aux constantes pres d’intégration.

Sans chercher quelles sont les diverses conséquences auxquelles
pourrait conduire cette remarque, nous nous bornerons ici a ce qui
concerne la formation de Péquation d’une surface d’étendue minimum
passant par une courbe plane donn¢e. Et d’abord, nous pouvous tou-
jours choisir 'axe des § perpendiculaire au plan de cette courbe; sup-
posons en outre, pour plus de facilité, que ce soit I’ellipse représentée
par I'équation

Elz ,nlz . l
o2 @z i

il sera facile de généraliser la méthode et de V'appliquer & une courbe
quelconque.
Posons, pour abréger,

W+iV=f(x), W—=iV=F[y.

Lorsque le point &, v, {’ décrira Dellipse, le point&, v, & décrira sur
la caténoide une certaine courbe telle, que pour chacun de ses points
on ait

(11) S de, =F(y,)dy,

puisque &’ doit rester constant, et qu'en méme temps les équations (8)
soient voérifices, ou, ce qui revient au méme, la premiere de ces équa-
tions (8) avec la condition pd& +qdv' = d¢’.

On aura donc, pour d¢’ = o,

I} i — d’ \ , . g . ___dE’
pd& + qdq’ = o, ou tangx = » o dn
Mais de I'équation de Vellipse, on tire
do _ — ¥
P
donce
VI, EI
aty’ E . % . 1

-ﬁ?_i;: rangac,

Bsinz — wcosz Vod cosiz + B o s
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d’ou
say a2 cosx , Ssinx
5 = - > n == = ’
yo? cos’x —+ Bsin’x Va? costx + BPsinix
— 22 sinxdr a? B2 cosadr
B = g s = g

3
2

f B
(@ cos*x + f?sin*x) :

(o® cos?x ~+ B?sin’x)

Donc, en vertu de la premiére des équations (8) et de I'équation (11},
on doit avoir, lorsque le point &, v/, ¢’ décrit T'cllipse,

2a* B2 sinxde

= f(x,)dx, (sina, +sin y,) == 2sinxcosiy f(x,)do,

3
a (= cos’x + Bisintr)’

ou bien
a? B2 dz

leo

= fo)da, =T (y,)dy,.

€

a cosiy (o cos*z ~+ B sin’z )

Cette équation devant avoir lieu quand le point £, », § décrit une cer-
taine courbe sur la caténoide, nous pouvons nous donner arbitraire-
ment cette courbe, en posant y = ¢ (x), d’ou

x,=x+ip(x), yi=x—ip(x),
et, par suite,

x=w(x)=0(r)

les fonctions = et § ne différant que par le signe de £. On a par con-
séquent aussi

=z —w(x)=0(y)—r

Maintenant, si I'on prend pour f(x,) et F(y,) les deux fonctions
suivantes ’

fla)= @ e’ (&) . -
acos[z, — w(z)][«*cos’m (=) + B*sin’w (2)]*
F(r)= il A2 ’

@ cos [ — 0 ()] [ cos? 0 () + §sin?0 (,)]°
I'équation

clg':g[f(xl)dxl - F(y4)dfi]
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représentera une certaine surface d’étendue minimu m, et il est évident
que lorsqu’on posera, dans 'équation de cette surface, » (x,) = x,
ou, ce qui revient au méme, § (1) = x, on obtiendra une courbe de
niveau dont I'équation différentielle sera précisément celle de I'ellipse
donnée. Cette surface passera donc par uue courbe égale et paralléle
a cette ellipse, et que I'on pourra amener & coincider avec elle, par
unc détermination convenable des constantes d’intégration.

Proposons-nous, pour prendre un exemple simple, de déterminer
la surface de telle sorte que, lorsque le point &, »', 7’ décrira ellipse,
le point £, 4, & décrive un paralléle de la caténoide, défini par la con-
dition 3 = y_. On aura alors

Ty =X+ 1Yoy =2 — iy,
X =2 — 7:)’0:,71 + 17,
Nous peserons done

Sl = il :

a cosiy, {2? cos? (x, — iys)+ P sin? (z, — iys)]’
az p’.‘
-
a cosiy,[«?cost (y, + iyo) + Bsin? {(yi+ o)}

e

F{r)=

On voit par la que, réciproquement, si m, n, P, k représentent des
nombres donnés, l'équation

e =4
=4

m?cost 2, 4 n?sin’a, -+ 2pisina, cos )

K

dy,
- z
(m?cos’y, + ntsinty, — 2pisiny, cosy,)?

est celle d’une surface d’étendue minimum dont une des courbes de
niveau est une ellipse. Les axes de cette ellipse, qui sont paralleles
aux axes des £ et des v, se détermineront aisément, en identifiant les
fonctions de a, et de y, que renferme cette eéquation, avec celles qui
sont écrites ci-dessus,



