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Sur la surface qui coupe la courbe d’intersection de deux
surfaces algébriques données dans les points de contact des

plans osculateurs stationnaires ;

Par M. CLEBSCH.

M. Salmon, dans son excellent traité Sur la Géométrie analytique
a trois dimensions (Dublin, 1862), remarque qu'il n'a pas réussi a
réduire a la forme la plus simple I'équation d’ane surface qui coupe
dans les points de contact des plans osculateurs stationnaires la courbe
d'intersection de deux surfaces algébriques données. Il ne me semble
donc pas qu’il soit sans intérét de donner dans ce qui suit la réduc—
tion dont il s’agit.

Soient u == 0 et v = o les équations de deux surfaces dounées, I'une
du degré m, I'autre du degré n; désignons par w;, o, uy, vy les quan-

tités
1 du 1 odo
i, — — — P, = — —>
] ‘\ L m dux, T m o da;
() -» h
é T d*n I d*o
Ui == —————m ey T e ey
ik m.m — 1 deidr, 1 n.n—1 dr;dr;

S, Xy, 2y, a, érant des coordonnées homogénes d’un poiut quel-
conque x. A cause des équations (1), on a identiquement

M == U ) = Ujg Ky Uy Xy + Uy Xy
g == 05 Xy o Oy Xy - Uy g =y Xy,

U== U, 00, 4 Uy g~ Uy Xy~ 1L, X,

V=00 00 AV Xy A 0y Xy 0 X

Or M. Hesse a trouvé (Journal de Crelle, t. XLI) que Véquation du
plan osculateur de la courbe d’intersection de u et ¢ en un point x

Tome VI (2° série). — Seprompre 1863. 38



298 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

prend la forme

(3 O:U((hX,+02X2—|——U3X3+0,‘X5
) ——V(zt|X,+uzX2+uaX3+u6X,‘,,

U et V désignant les covariants suivants :

i Wy Ua gy Uiy Yy
i Uyy Uy Uzs Wiz V3
U= (m—1)| uyy g Uy M 95 |
Uy, Uy Uz Uis Vs

v, WV, ¥ v, O

—
£~

~

~.

O Yoo My Vi U

Vis Yoy Var Vi U

VZ(”“) Vig Yoy Vag Yiz Us

-

Cay V3 Vs Uy

\ u, Uy Uy Uy O

Je commencerai par établir de nouveau cette équation de M. Hesse
la méthode employée par lillustre géometre d’Heidelberg élant sus-
ceptible de quelques simplifications. Concevons trois points consc-
cutifs de la courbe x, x + dx, x + 2dx + d*® x; V'équation d uu
plan passant par ces points, ¢est-a-dire I'équation du plan osculateur.
sera

X, X, X, X,
x, T, Xa X,
dx, dx, dx, dx,
d*x, d*x, d*x, d*x,

(5/) o =

Il y a entre les quantités dx, d*x des relations qu'on trouve en dit-
férentiant deux fois les équations des surfaces données. Ayant égard
aux notations adoptées, on obtient les équations

0= u, dx, + u,dx, + uydoxy + u, da,,

(6)

0= v, dx, + vy day + vy da, + 0, dx,;



PURES ET APPLIQUEES. 294

fo=u,d*x, +usd*x, + uzd? 2, + u, d*x,

-+ (m —1) ZZuy dx; doy,

~1

o=v, d*x, + 0o, d* 2y + v, d2xy + v, d*x,

\ +(n—1)23vy dx, dx,.
Crr, st Uon multiplie le déterminant (5) par le déterminant suivant

M, u, wu, u,
LT R (S
& oy Gy o,

e B B B

dans lequel les &, {8 sont des quantités quelconques, le produit, qui
ost lui-méme un déterminant, contient & cause des équations (6)
quelques termes évanouissants, et le reste se décompose en deux fac-
teurs, dont 'un contenant les o, £ est étranger au probléme, tandis
que Vautre qui est essentiel prend la forme

i, Py w, d* xy + uyd? oy + u, d? x,)
(X + 0, Xy + 0, Xy + 0, X,)
—loydixy o, dPx, + oy dPxy o d )
(2, Xy + 16, Xy + 1, Xy + 1, X,)
fci on peut se servir des équations (7) pour éliminer les d® &, et alors
on a I'équation du plan osculateur sous la forme suivante

yo=(m—1)(v, X, +v, Xo+ ¢, X; + v, X,) 22 uydadx,
? — (=), X, + 10, %p + u; Xy + 2, X,) 33 0y dx;dx,.

Les quantités da sont assujetties aux deux équations (6); mais comme
les coordonnées homogénes satisfont toujours 4 une équation linéaire

de la forme

(9) k, X, +hkyxy + kg, + ke, =1,
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on en déduit une troisieme équation
(10) kydy, + kydx, + kydoay 4k dx, = o.

in opérant par cette équation combinée avec les équations (6), il est
évident que les quantités dx seront proportionnelles aux déterminants
qui sortent du systéme incomplet

(10%) P N '

Introduisant donc ces valeurs proportionnelles au lieu des dx dans
I'équation (g), on peut substituer aux deux sommes doubles les déter—
~minants

i Wy Wy Uy Wy, ou, v,k

‘ Uy Upy Ugy Uy Ws vy Ao
Uy, Uy Uy Uy Uy 93 Ay
Moy Ugn Wy Uyg Uy vy kg |
M, u, Uy U, O O O
v, v, ¥, v, © 0 O

k, ky ki ki o o o

u, u, Uy U, 0O o o
| vy v, vy v, 0O O O
- Vk, ks ky ki o o0 o0

Pour transformer ces déterminants, il ne faut que multiplier leurs
quatre premiéres colonnes par x,, ay, X;, X, respectivement, les
retrancher de la cinquiéme, et alors opérer de la méme maniére sur
les séries. On détruit ainsi les termes %; dans le premier déterminant,
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et les ¢; dans le second; et au lieu des carrés formés par des zéros, on
obtient les carrés suivants

— U — v — 0O —u -
— 0 0 o] — i —0 0
— 1 o o, — o 0.

Les fonctions u, o s’évanouissant pour les points dont il s’agit, on
peut mettre o a la place des «, o, et les déterminants proposés se trou-
vent alors réduits au carré de 1, multiplié par les déterminants dési-

U Vv

)
m — i 7 —1
trouve réduite a la forme (3), qui est la forme donnée par M. Hesse.

Passons & l'investigation des points & de la courbe donnée qui sont
situés avec les trois points consécutifs dans le méme plan, plan oscu-
lateur stationnaire. On peut partir de deux points de vue différents. En
premier lieu, on revient & I’équation (3), et on établit la condition
nécessaire pour que le plan osculateur mené 4 un peint treés-voisin
x + dx, coincide avec le plan osculateur mené au point x, ¢’est-a-
dire la condition nécessaire pour que les équations '

gués au-dessus par

- De cette maniére, I'équation (8) se

5 ZX, (UVL'—'VZII'):(),

) { EX[(U+dU. (v +dvi..) — (V + av..)(u,+du;..)]=o

représentent le méme plan.
En retranchant la premiére des équations (11) de la seconde et en
ne conservant que les termes du premier ordre, on aura I'équation

EX,-(VJ{I’U -+ Ud&’[ —_ llidV— V(!UJ = 0,

laquelle, ne pouvant étre différente pour les points dont il s’agit de la
premiére des équations (11) que par un facteur commun, donne nais-
sance aux quatre équations suivantes

0, dU+Udy, — 11, dV — Vdu, = (Uo, — Vu,)ds,
v, dU 4+ Udvy, — u, dV — Vdu, = (U, — Vu,) ds,
0, dU+ Udvy — 1, dV — Vduy = (U, — Vu,)ds,
)

(12)
? 0, U+ Udv, — 11,dV — Vdu, = Uy, — Vu, ds,
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ou ds désigne un facteur inconnu infiniment petit. Ces quatre équa-
tions sont linéaires quant aux cinq quantités do,, dx,, dx,, dx,, ds.
et comme on a & vérifier en outre les trois équations (6), (10), qui
contiennent ces mémes quantités, on pourrait croire qu’on devait ob-
tenir trois équations finies entre x, x,, X3, &4, en chassant de ces sept
équations les cinq quantités infiniment petites. Mais on voit facilement
qu'on peut former deux combinaisons des équations (12), qui s'éva-
nouissent identiquement 4 'aide des équations # =0, v = o, de ma-
niere qu’en effet les équations (12), (6), (10) ne représentent que cing
équations diverses. On obtient la premiere de ces combinaisons en
wultipliant les équations (12) par x,, x5, X3, Xy, ou la somme des
produits §’évanouit a cause des équations

x, duy -+ a0, diy + 2, duy + 2 du, = o,

X, dvy +x.dvy +x,dvy, + a0, do, = o,

qui sont une conséquence nécessaire des équations « = o, v = 0. La
seconde sera obtenue en multipliant les équations (12) par de,, dx,,
dxy, dx,. Alors dans la somme se détruisent quelques termes i Iaide
des équations (6}, et on obtiendra

g = UdeidV,' -— V}.‘.(lx,- r{u,

= U3 {n— 1) vydx;douy —VEX(m — 1) wy da; dx;.

Mais les sommes doubles qui entrent dans cette formule sont propor-
rionnelles aux fonctions U, V, elles-mémes ; d’ou il suit que cette com-
hinaison elle-méme s'évanouit identiquement.

Pour former deux autres combinaisons des équations (12) qui ne
s'évanouissent pas, j'ordonue les expressions de U et V (4) suivant les
quantités w;, ¢;, qui en forment une colonne, et en désignant par A,
I'ensemble des termes qui sont multipliés par ¢; dans le déterminant U,
par B; les termes multipliés par u; dans le déterminant V, j'écris
ay ‘ U=v0v, A + e, A, +v Ay =0 A

)
3 | V=u,B,+ 1, B+ 1y By + ;B

Or je multiplie les équations (12) par A,, A,, A;, A, et par By, B,
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B,, B,; alors, en faisant les sommes, on obtient

UdU+ U (A, ({V, -~ A, d"z - A, dv:} -+ A4d"4) = U*ds,

14
(r4) ; VdV + V (B, du, + B, du, + By dit, + B, du,) = V* ds.

ou, en chassant les facteurs U, V,

(5 s AU+ A, dv, + Aydo, + A, dv, + A, dv, = Uds,
1
’ | dV + B, du, + B, du, + B, du, + B, du, = Vds.
En formant les équations (14), on a omis quelques termes; ce sont
ceux qui sont multipliés par

ZAL' U, ZAl d[,ll', ZBl (U ZBI ({Vl-.

11 est facile de démontrer que ces expressions s’évanouissent a cause
des équations « = o, v = o. Commencons par la discussion de I'ex-
pression S A; u;, c’est-a-dire du déterminant U, les quantités u; mises a
la place de la série des v;. Mais cela fait; si 'on retranche de la série en
question les autres séries multiplies par x,, x,, a5, ., tous les
termes u,; disparaissent, et au lieu de zéro on a ¢, ce qui s’évanouit;
donc 'expression dont il s’agit s’évanouit aussi. De la méme maniere
s’évanouit la somme ZB,¢;,. Pour faire voir la méme propriété de
SA;dv;, c'est-d-dire du déterminant U, les du; mis & la place de la
série des ¢;, on retranche de la derniére série les autres séries multi-
pliées par (m — 1) dx,, etc., et on fera de méme de la somme =B; dv;.

Cela posé, on peut se servir des équations (6), (10) et (15) au lieu
de (6), (10) et (12). Faisons, a Panalogie de I’équation (1),

1 dU

i= 3m—aon—8 dz;

1 dVv

v Y +om —8 dr;

V;

3m+2n—28 et 3n+4 2 — 8 étant les ordres des fonctions U, V.
Alors les équations (15) peuvent étre mises sous la forme

2dow;[(3m4-an — 8)U; + (n — 1) 3, Agvy ) = Uds,

16
(16) | Zdax;[(3n+ am —8)V,; 4+ (m — 1) 3, By ] = Vds,
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Dong, si l'on égale 4 zéro le déterminant des équations linéaires (6),

{10} et (16), on aura I'équation

Smt2n—8U 4 in—1) %Ay (3n4-2m—8)V 4+ m — 1) Bay w, v K|
(3 +2n—-8)Us4(n—1)SAwu  (Bn+2m—8)Vi+im—)yBuy w, o, 1,

Bm42n—8)U,+(n—1) A0y (3r4-2m—8) Vo4 (m— 1) 5By, 1wy oy k| = 0.
Bmtorn—8Ui+n—0Awy 3nd2m—8)Vi+im—1) 5By w, v, 4
U v o o o

On en forme 'équation définitive dont il s’agit en chassant les coeffi-
cients k, ce qui se fait si 'on multiplie les quatre premiéres séries par
X, x,, Iy, &, etsil’on en retranche la somme de la derniére multi-
pliée par 3m + 3n — ¢. Dans la derniére série, on aura alors o a la
place de U, Vet u, v, 1 ou 0, 0, 1 a la place des zéros qui s’y trou-
vent ; done des cinq termes de cette série quatre termes s’é{'anouissem,
et on aura, au lieu du déterminant proposé, ce qui est multiplié par le
cinquiéme terme, cest-i-dire le déterminant

Bm42n—8)U+n—1)5pwy Sr+om—8V, +(m—0)%Bay o o

(
Bm+2n—8)Us+ (n—1) 3 Apvu (3n+2m—8)Vy 4 (m— 1) Bruy w0y v,
Bm—+2n—8 U+ n— 1) Asey (

idmA-2n—8 U, 4+ {n—1)T A0

i

n2m—8)Vit-(m— 5By u, vy

,,
3
3nd-om—8)V, 4+ (m— )% Bruwy  u; v

Cette équation représente une surface de Pordre 6m 4- 6n — 20 qui
coupe les surfaces 2 = o, v = o dans les mn (6m + 6 — 20) points
de contact des plans osculateurs stationnaires, nombre que M. Salmon
a trouvé.

Lorsque les surfaces u, ¢ sont toutes deux du deuxiéme ordre, les
sommes 3, A, 0y, 2, Byuy, deviennent égales a U;, V;, et I'équation (17)
se trouve réduite 4 la forme plus simple

U, VvV, u, v,

1 L, V., u, v,
. = 0.

U, V, wu, v,

C, V., wu, v,

Une autre méthode de former I'équation {17) differe de Ja méthode

= G
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quon a fait voir, en ce qu’on forme d’une maniére plus directe les
équations (15), et que 'on effectue en méme temps la transformation
que M. Salmon a demandée. La condition nécessaire pour que quatre
points infiniment voisins de la courbe # = 0, v = o soient situés dans
le méme plan sera

x, Xy X Xy
dx, dx, dx, dx,
d*x, d*x, d*x, d*x,

3 3 3 4 3
d*x, d*x, d*x, d*®x,

== O.

Multiplions le déterminant qui forme le premier terme de cette équa-
tion par le déterminant formé par les quantités u;, ¢; et par deux
autres séries quelconques. A cause des équations (2) et (6), quelques
éléments du déterminant résultant s'évanouissent, et le reste devient
le produit de deux facteurs, dont 'un est étranger a la question,
tandis que l'autre donnera I'équation

!Zu,-dz;r,; Su;d*x;
= o,

Sv;d*a;, Zv;d®a;
équation au lieu de laquelle on peut mettre les deux suivantes

- 5 Su;fx; =ds.Su;d® 2,
1
' ) ( Evitljxi:ds.zvid:’:l‘,;,

ds étant une quantité infiniment petite. Cependant, par un choix
convenable d'un élément d5, on tire des équations (b) et (¢)
Su;d?x; = — (m—1)Z3uy dx;dxy = — ds*. U,

3
2 Sv;d? ;= —(n—1)2Zvydr;dey= —ds*. V.

Donc, en différentiant et regardant ds comme élément constant,

Sud? x; = —(m— 1) 22uyd* x;dxey — ds*.d U,

(20)
’ So;ddx;=— (n—1)33vyd? x;docy — ds*. dV.

Iélément ds est le méme par lequel les quantités dx doivent étre di-
visées pour devenir égales aux déterminants partiels du systéme in-

Tome VIII (2¢ série). — SeproMune 1863, 39
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d*x
dst
des déterminants partiels correspondants formés des deux systémes
incomplets

complet (10%). De 14 on conclut que les quantités sont les sommes

du, du, du, du, u, o, U u,
ds ds ds ds de,  do, doy  dv,
L] —_— —_— —_— — b
| o v, A v as ds ds ds
bbb kR I 3
’
ou que 'on a
du, du, du, du,
ds ds ds ds
P . d? x; dxy
m—1)33u,; —— == | dy, dv, do, dv
) ds® ds - = = —
ds ds ds s
"1 A‘: "3 A'.«
L/ TP T I T A B
oy My My My By 0y K
[ N A A N
. Ug Mg Uy Wy Mg o kK
=—(m—1)
n u, wu;, 1, © 0 O
do, de, dv, dv,
— = == L 0 o
ds ds ds ds
k) ky k£ ki 0o o0 o
dv, dv, do, du,
ds ds ds ds
( V53 d*r; dry du, du, du, du,
H— 1220, — — = 57> =— - —
' / R s ds ds ds ds
o] vy I vy
A Fra Ay ky
Oy Lt i3 Vig woooo A
[2T] 32 23] a4 U, 03 Fk
V3 33 1’33 V34 w, vy ky
‘ v Pa 42 V3 Py 7S
=—{n-—1) §
du, du, du, du,
— — — — 0 o0 a
ds ds ds ds
o O A 0o o0 o
iy by hy Ay o o
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Lorsqu’on traite ces déterminants comme on a traité les détermi-
nants (10%), ils prennent les formes

I P T P

Uy fay Mgy My 1y

u“, Uy U u v, dy dv, av. v
/” At 32 33 34 3 . A i A 2 3 A 4
vn—r) =A, A A A

e Myl Uy ds ds ds s

o, dv, dey  dp,

_ — 2 = 0

ds ds ds  ds

11 Vg Pia Y14 Uz

Oy ¥ Vi Vag iy

Vil P32 V33 V35 Uy du, du, du, du,
(n—1) =B, = + By =+ By~ + B, -

Vit Vg U4 7] iy s & - as

du, du, du, du,

ds ds ds ds

Si I'on introduit ces expressions et les expressions (19) dans les équa-
tions (20), les équations (18) deviennent

dU + A, dv, + Ay dv, - Aydo, + A, v, = Uds,
dV 4+ B, du, + Byduy + By cluy + B, du, =V ds;

ce sont précisément les équations (15) qu’il s’agissait de trouver.

{Carlsruhe, 3 septembre 1862.)

39..



