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MEMOIRE

SUR

LES NOMBRES DE CAUCHY

ET

LEUR APPLICATION A DIVERS PROBLEMES DE MECANIQUE CELESTE;

Par M. J. BOURGET,

Professeur 4 la Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand.

—

§ST. — Nombres de Cauchy.

1. Dans un Mémoire sur le développement de la fonction pertur-
batrice [*]

» illustre géométre 4 introduit avec a

vantage le nombre
N_ij.p, défini par Péquation
L[ = g ey v=T\p
(0 Noinp= gt [T (T o oy (i miye g,
o

J et p étant des nombres nuls,
entier, ou bien

i 1 mw 1\/ 1\?
(2) N-i,j,p: ;; i x l(x"f—;) (.1"—“;) ({u,

A

ou entiers et positifs, i étant nul ou

si 'on pose
- AV TT
x = c*"",
et si I'on représente par ¢ la base des logarithmes népériens.

En m’occupant des propriétés de ces nombres,

j’ai découvert quon
peut en former un tableau aussi étendu quon

voudra, analogue au

L) Comptes rendus de ' deadémie, t. XII, P 92.

Tome VI (2 série). — Fevnien 1867,
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triangle arithmétique de Pascal, et que les nombres figurés n’en sont
qu’un cas particulier. Pai va de plus qu'un grand nombre de fonc-
tions utiles en astronomie se développent en série avec la plus grande
facilité quand on connait les quantités N. Ajoutons qu’a coté de ces
nombres apparaissent naturellement des transcendantes comprenant
celle de Bessel, et faciles & calculer 4 P'aide des nombres N. Je montre
qu'a I'aide de ces transcendantes on peut résoudre presque sans calcul
le probléme de Képler et d’autres analogues. M. Faa de Bruno [*]avait
déja signalé la simplicité avec laquelle la transcendante de Bessel
donne Vanomalie excentrique et le rayon vecteur en fonction de
I’anomalie moyenne. Les recherches que nous consignons ici comple-
tent et ¢tendent ce travail.

Q. Propriétés des nombres de Cauchy. — Les propriétés des nom-
bres N_;,;,, dont quelques-unes ont ete signalées par Cauchy, se
résument dans la série des théoremes suivants :

Tutorime 1. — Le nommbre N_;;,, est égal & la partie constante
, . 1 j 1 p . .
du développement de x™* (x—l— ~'> (.1‘ — —> , suivant les puissances
X xr
de x.

En effet, tout terme qui dans le développement 1enferme Vexpo-
nentielle &, donne zéro par Iintégration.

Tatorkme 1I. — Le nombre N_;;,, est nul toutes les fois que la
somme des indices — i + j + p est négative ou impaire, et il est égal
a Uunité quand cette somme est nulle.

En effet, le développement du produit

oyl

donne un résultat de la forme

=i H, a2 Hy Pt L

[*] Thése présentée a la Faculté de Paris, 1856.
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Or il ne peut y avoir un terme indépendant de x qu'antant que

j+p—i=2k,

k étant un nombre entier positif; et si
j+p—i=o,

le terme indépendant de x est 'unité.
Tasorime 1I. — Si i change de signe, N garde la méme valeur

numérique ; mais il change de signe si p ou j — i est impair.

En effet, nous avons identiquement

i 1\/ 1\P 1\ /1 J /1 P P

e+ =-V{x—=) =(=) (-+=x (——x — 1)
x x x £ €z
donc, en prenant les parties constantes des deux membres, il vient
p— Y L. .

N_ijp = (— 1/ Nijps

1) = (— 1Y,

d’ailleurs
(= 1= (-

le théoréeme est donc démontré.
TaforimE 1V. — Si l'on connait tous les nombres N relatifs a unc

certaine valeur de j, on peut en déduire ceux qui se rapportent a une
valeur de j immédiatement supérieure.

En effet, on a identiquement
x— (x -+ l)j (.x' — 1>P: a—ir (x + l>j—| ('r — ')p
X X x
, p\/—1
+ (ac + —> (x —
x X

ce qui démontre le théoréme, car on en déduit

N_ijp= Neivijmrp+ Neimyjrpr

Triorime V. — Si Lon connait tous les nombres N relatifs a une
3..
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certaine valeur de p, on peut en déduire tous ceux qui se rapportent ¢
une valeur de p immédiatement supérieure.

On démontre, en effet, comme dans le théoréeme précédent, que
N—i.j,p= N—i+l,j,p~1 - N-—i—l,j.p—4 .

Corollaire. — Les deux derniers théorémes montrent que le calcul
des nombres de Cauchy se raméne au cas ou j et p sent nuls.

TarorkME VI. — Il existe une relation entre les nombres N qui
correspondent ¢ une méme valeur de i et a des valeurs de jetp
voisines.

En effet, on a identiquement

- +1 et
) xiD, <z‘-—- 1)” . (.r-l—i)j
i 1\/ 1\? x x
x 7l + o X — -

i (P+1)¥—1
2D, (z + l)”'. <“r _1)"“
—— I ‘r(
J+1y—=1 ’
donc

- 1 I am — 1 i—4 1\ Pti
R R

—_ L 1 ax ) 1\P—+# g 1 \J+
== mzﬂ A X (x bt ;‘) Du (x + ;) -l/u.

Intégrons par parties, il vient

N_ijp=— (p——I-I;T_—_—-l ;—n_ b[mDu [x—i (x + i)"“] <x - ;>P+'du

i [ = e

en développant, on trouve

Il

_ j—1
N—i'jvap “+1 N_i-j—|-P4" — p+ 1 N—i,]'——ﬂ;IH-Z
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et
; _ i pP—1
N—i,j,p -—-J__l_—l' N_l~,j'+i,p—1 - j.m‘_*_l N-—i,j+2,p—2.

Corollaires. — On déduit des relations précédentes

i
N-—i.l,p :PV‘F‘ " N—i,o,p-H

et
4

N—-—l‘,‘]‘,l :J+ 1

N-i,j+q,o-

Tatorime VII. — Les deux nombres N ijo et N_;,;,, qui ne
différent que par les valeurs de i > sont liés entre eux par I’équation

i+ j+o
N—(',j, [ —j-'--i N—i—2,j,o-

On peut démontrer ce théoréme directement en partant de la défi-
nition du nombre N, et procédant par I'intégration par parties ; mais
on y arrive plus facilement en faisant usage des théoremes précédents.

Un des corollaires du théoréme VI donne

(j+1) N_ij. = iN—i,j+l,07
mais les théorémes IV et V donnent

\ — .
h—4,1',1 — N~i+{,j,o - N—Fl,j,o

et
N-—i,j+|,o = N-—t‘+|,j,o -+ N—c’—l,j,o ;
done
(]+ ')N—-i+4,j,o - (]+ 1) N—i—l,j,o = iN~i+1,j,o -+ iN——l'—i,j,O’
ou bien

Gt =N =+ 1 +i)N_, .
Si dans cette identité nous changeons i — 1 en i, nous aurons

J=ON_ijo=(+2+i) N.i2je - C.q.F. D
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Corollaire I. — Nous avons vu (théoréme I1) que
j—i= 2k,

k entier et positif. Donc en remplagant i par sa valeur, il vient

___j—-k+1

Nakojijoo = —F Nak-—2j.0°

Si dans cette formale nous faisons successivement k=1, 2,3,... etsi

nous remargquons que N_j j,o = 1, DOUS aurons la série des identités

_ i
Nojjo = 7°

C g

Nijjo= % Najijuo

_J—=2
Nﬁ—j.j.o—' 3 Nl—j,i,m

j—k+1
Nﬂk—-j,j,o - N2k—

2—/,/,09

d’ou, en multipliant,

Nori i _j(j—l)(j—z)...(j—k+,)
e 1.2.3...k ’

Jest-a-dire le coefficient de y* dansle développement du binome (1 -+ )

) , i
ou de x/-** dans le développement de (.z' + :—t) .

C’est au reste ce qu'il est facile de voir directement, car on a pour ce
développement un polynéme de la forme

i . . : o
(x—’-"‘:"‘) —‘:.Z"—I-H..I"’_’—'rﬂg.rl"‘-l-...—l-Hka""—-}-,,, +x“];

multiplions les deux membres par 2?7 du et intégrons de o & am, il

vient
Ho= L [ & Y dy =N
L 27 Jo z X+ ; U= 2k—jvj70'

s b ,
W ' L .
! UL R TR e
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Ainsi les nombres de Cauchy comprennent comme cas particulier
les nombres figurés, et ils permettent d’en déterminer la formule géné-
rale,

Corollaire I]. — On arriverait par une démonstration toute sem-
blable 4 la relation

_pEr2tiy

Noiap = — ZF2FIN

—i—2,0,p

d’ott 'on tirerait

pP—k+1

p(.p-|)z'p~2).. Ap—Fk
7 Nak-ap,op =(—1) . £ ’

1.2.3... 4

]Nﬁ""—l’.-ﬂ,[’ ==

et 'on verrait facilement que cette quantité est le coefficient de y* dans
le développement du binome (1 — y)?, ou de a?=** dans le développe-

P\P
ment de (r — —> .

£

Corollaire 111. — 11 serait maintenant facile de donner la formule
générale du nombre N_; ; ,, car on connait les coefficients des deux
développements

¥ . i ; . .
(.r -+ é) =x/ + AT+ AT Ay Al

(==2)

d’ou 'on déduirait

P’ — P xP? 4 ByaPt — Byaf 0 . = BraPt oL

—i Y 1P j+p-t p—i-2 it
ATNX =) X — o) = +H, z/*r + Hyar-t=d

12k
-+ Hk xIHP-t e ey
et sil'on a
jH+p—i=2k,
le nonbre N n'est autre chose que H,; donc on pourrait poser I'équa-
tion

N,[h]‘,p: Hk — Ak —_— Ak,,J.B‘ -+ A;f___?B’ T e i Bk,

ce qui fournirait la valeur générale du nombre N.
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Mais nous allons voir qu’il est inutile de calculer N par cette for-
mule, et qu'on peut former avec la plus grande facilité des tableaux
aussi étendus qu’on voudra de ces guantités, par un procédé qui per-
met d’éviter & coup siir toute erreur de calcul.

3. Construction d'une table des nombres de Cauchy. — La table
de ces nombres se composera d’autant de tables partielles qu’il y a de
valeurs de p; et ce nombre, comme nous I'avons vu, peut recevoir les
valeurs :

o, 1, =2, 3, 4, b,. ...

Nous désignerons chacun de ces tableaux par la valear de p qui lni cor-
respond.

Tableau ot p == o.

VALEURS DE .
J i [ —————
—~10{— 9|— 8|— 7|— 8]— 5| — 4}— 3]— 2|— 1] O i 213 4 5 6 7 8
———_—————_—’h-* — w— | cvtnts | tom—— | W————
I
1 1
PR PR SN PR S PUN— p— O X — e e | — | ——— | — | —— —
1 i 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
) I I 6 15 20 15 6 1
l 1 7 21 35 35 21 7 1
| 1 3 28 56 70 56 23 8 1
1 9 36 | 84 }.zs 126 84 36 9
3 10 45 gmo 2:0] 252 210 120 45 10

Pour le former : |
1°. Fobserve que Ngy,o,,==1, puisque la somme des indices est
nulle, je Pécris en téte du tableau.

||

|
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2°. Si & partir de ce nombre je marche en diagonale vers la gauche,
je rencontre une série de cases qui correspondent encove & une somme
d’indices égale a zéro, 'y place I'unité.

3°. En partant de la case (0,0,0) J'avance en diagonale vers la
droite, je dois y placer I'unité en vertu du théoréme I1I.

4°. Actuellement il est facile de continuer indéfiniment le tableau
sans crainte de se tromper; car, en vertu du théoréme 1V, chacun des
nombres se forine en prenant la somme de celui qui est immédiate-
ment & droite etau-dessus, et de celui qui est immédiatement  gauche
et au-dessus. Ainsi, a la case marquée **, il faut mettre la somme des
nombres que renferment les cases marquées *; et la régle est générale.

5°. Les cases vides correspondent & des N nuls.

Tableaw ot p =1.

VALEURS DE ..

6°. Au moyen du tablean qui se rapporle & p=o, et en faisant
usage du théoréme V, il est facile de forwer la premiére ligne horizon-
tale du tahlean ol p = 1. Cette premiére ligne étant écrite, le procédé
qui a servi a construire le tableau précédent s’applique encore et per-
met de continuer ce dernier indéfiniment.

7°. La premicére ligne du tableau (p = 1) servirait de méme a for-
wer la premiére ligne du tableau (p = 2), que I'on achéverait encore
par le méme procédé; et ainsi de suite indéfiniment.

Remarque. — Au lieu de faire aulant de tableaux qu’il y a de va-

leurs de p, on pourrait en faire autant qu'il y a de valeurs de /, par
P p q y p

des procédés analogues a ceux que nous venons d’indiquer; la difficulté

Tome VI (2° série). — Fivaier 1861, 6
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nest pas plus grande. Les applications qu’on en veut faire reglent
elles-mémes 'argument & choisir. Le tableau j = o est particuliére-
ment utile.

§ 1. — Généralisation des transcendantes de Bessel.

1. Définitions. — On sait que Bessel a introduit dans la Mécanique
céleste la transcendante

ne 1
P14 —f r—=

—- xie * I) du,
27 o

oil

x — cllv‘:

¢ =la base des logarithmes népériens,
e =Vexcentricité d’une planete,

7 = un nombre entier positif ou négatif.

Cette quantité n’est pas autre chose que le coefficient de a' dans le
développement de

suivant les puissances de x. Cauchy a donné des applications nouvelles
de cette transcendante, dans les Notes annexées au Mémoire de
M. Le Verrier sur les inégalités de Pallas [*], et dans divers autres
articles insérés aux Comptes rendus de U Académie des Sciences [**].
M. Hansen de Gotha en a fait usage pour le calcul des perturbations
absolues des planétes, il en a méme completé les tables.

Je vais donner une légére extension a la définition de Bessel, et je
formerai une transcendante dont la précédeunte ne sera qu’un cas par-
ticulier. On verra qu’elle fournit une solution simple de questions
compliquées.

Désignons par

(], my

(*] Comptes rendus de I’ dcademic des Sciences, t. XX,
{**] Tome XII.

- , . . AR . f A R S R RRR S TR T SRR LAY RN SN ]
wriir #i E
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le coefficient de a dans le développement de la fonction
. ne ( 1)
NG T\T 3
<x—|— _) c? 3
X
suivant les puissances de x; en d’autres termes, posons

{jom): == f”.r—i (x +;>j L%:(I_é) du,

Y

la transcendante de Bessel se déduira de celle-ci en faisant j = o.

2. Propriétés de la transcendante (j,n);. — Cette transcendante se
lie intimement aux nombres N_;; ,, comme nous allons le faire voir,
et ses propriétés découlent immédiatement des propriétés de ces
nombres.

Tatorime 1. — Le calcul de la transcendante (j,n): se ramene au

ne

calcul de Uexponentielle ¢ * , au moyen des nombres de Cauchy.
En effet, nous avons

ne 1 ) e 4
CE(QE—;) = wZ,, l——z(—lil_]_; <x“ i‘)p’

donc

w <ne>P T :

. _ 2 I i T J A%

()= p1.2.3....p 27 Jo x (x+x> <x ;> du,
o

ou bien
- <£g_)[’
Gon=3 —2)_x

p1.2.3....p  THLP
o

La transcendante de Bessel en particulier sera donnée par I'équa-

6..
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tion

—l;O,P'

A(o,n),- a3y

Ces formules monirent, qu'une fois construites les tables des nom-

bres N, le calcul des transcendantes n’est pas plus difficile que celui
TE_

qui conduit 4 la détermination de ¢?, seulement la série est moins

convergente.

Taéorime 1. — La transcendante (j, n); peut se calculer au
moyen des transcendantes (j — 1, n);, par la formule

(Jom)i= (j=1,0)ics+ (J = 1y R )i
C'est une conséquence du théoréme IV du § L.

Tukorime II. — Si i change de signe, (j,n); garde la méme
valeur numérique, mais il change de signe si j — i est impair.

TaroriMe IV. — Sin change de signe, (j, n); garde la méme valeur
numérique, mais il change de signe si j — i est impair.

TukorkME V. — (j, n); reste le méme quand i et n changent tous
deux de signe.

On trouvera sans peine les démonstrations de ces théorémes a I'aide
des propriétés des nombres N.

TakoriME VI. — On a entre (1,n); et (o, n); la relation

On peut déduire cette relation de I'intégration par parties applnquee
directement 4 I'équation qui définit la transcendante; mais on y arrive
plus simplement encore an moyen des proprietés des nombres de

Ve b ' " ' [ ¢ " I O R RN RN IR L R L SR A I
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o &)
2
(1,n); = Ep .2, .PN-I',':P’

0

Cauchy. On a

Or (théoréme VI, § 1)

i

N p= P+ N—i,o,p+4 5
donc
/ ne\)l’+|
o0 —
1 2
F = N
(1 1) (ne) Zp|.2.3..<p(p+r) 4 0P
T~ o
2
ou bien
i i
(t,n); = —— (o, n)},-.
£
Tuiorimz VIL — 7/ existe entre trois transcendantes consécutives,

relativement aux valeurs de j, la relation

i J+1

mey (11,0 — e [(f )i — (5 )iv)-
) )

ne
&
En effet, nous avons
5 &)
. . 2

(Jrm)imi— (jom)ews = me (Neiwrip = Neimrip)
ne\pP

: (5)

b1.2.3...p

V]

(j+ 2,n);=

N_ijpet-

Or, en vertu du théoréme VI du§ 1,

Noipey = —
L), P J

donc

(js"):‘—a - (ja n)i+>| = ,-_:_I

Wetlie
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ou bien

+

(G 2emhi= e (A 1= L [y )iy = (o]

@ )

Tratorimr VIIL. — Une transcendante de Bessel peut se calculer,
au moyen des précédentes, par la formule

Cc. Q. F. D.

(0y1)iss = T,:?‘ (o,m);— (0ym)iy.
5)
En effet, le théoréme IT donne
(1,n);=(0,n)i~ + (0, )i s

d’autre-part, le théoréme VI donne

(1,m);=

done
'l_(()? n)i: (07 n)t'—i + (0’ n)i—H ’

ne
2
ce qui démontre le théoréme énoncé.

Remarque. — Les théorémes qui précedent font voir que le calcul
des transcendantes généralisées se raméne, si Pon veut, a celui des
transcendantes de Bessel ; ils fournissent d’ailleurs des relations
d’'identité précieuses pour vérifier leur exactitude.

§ IL1. — dpplications des nombres de Cauchy et des transcendantes
de Bessel au probléme de Képler.

1. Dans une Note préscutée & ’Académie [*], j’ai montré avec

[*] Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. XXXV, p. 8o7.
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quelle élégance l’emploi des nombres N résolvait le probléme de
Képler; je vais résumer ici ce travail, et'y ajouter les perfectionne-
ments qui résultent de Pintroduction des nouvelles transcendantes.

2. l)e’veloppement de Lanomalie excenirique. — I.)anomalie excen-
trique « est liée A 'anomalie moyenne T par I'équation transcendante

T=u— esin.

H s’agit de trouver « en fonction de T.

On peut développer u suivant les puissances de exponentielle ima-
P PP

naire VT
-glnmre c H pOSOIlS

w0
@ —T= Z_Al-c”’\/—‘.
i

—_w

Cauchy a démontré [*] que pour obtenir A;, coefficient de ¢1V—1
il suffit de chercher le coefficient de x' = ¢ dans le développe-
ment de la méme fonction multipliée par

i

(1 — ecosu) c_;:(zh;g: [1 B (x -+ é)] ci(r_é),

] > [ .

suivant les puissances de . Appliquens ce théoréme, facile d'ailleurs
a démontrer, nous aurons

3 27T

, ie 1
1 : - € 1 > ‘l>‘~_)
A= — x"esmu[l—— X+ — 02< =/ du.
27 ), ) 2 x

En développant, nous trouvons

e

A= i [(07i>t—1- (03 D)y — E('ai)i'ﬂ + 5(17i>z'+|]-

[*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t, XII, p. 85.
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el si nous invoquons les théorémes V1 et VIIT du § I, nous obenons

e .
L AP
A= = (10

ou encore

Ai = 1\/1:—1 (O’?)i'

Le terme conjugué du développement sera
1

i \/ — 1

donc la réunion de ces deux termes donnera pour lerme géneml de

u—"T

A =— (0,1);== — A,

[

- (0,1 ) siniT.

-~

Si 'on veut se dispenser de I'emploi des transcendantes de Bessel, on
introduira leur valeur, et le terme général du méme développement
deviendra
i 4
w (l_e\

2

2 . . .
—sin zTZ — N_i op
i opl.z...p

Cest sous cette forme que nous I'avons présenté autrefois.

3. Developpement du rayon vecteur. — Le rayon vecteur est
donné par la formule
r=a(t—ecosu);

il s’agit de trouver sa valeur en fonction de 'anomalie moyenne T.

Posons
o0
r_ r B.ciT\/-‘—_I
a ;L
-

il viendra en vertn du théoréme de Cauchy

B, = znx“"[l B (.1'-}-1)]’:;(.”—;)({;1
. 2 »

axm Jo

torheto IR RN SN S SN T LA AR R '
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eten développant

B;=(o0,i); —e(1, i),~+2—2(2,i),~.

Si maintenant nous invoquons les théorémes II et VI, nous ramene~
rons tout aux transecendantes de Bessel, et il viendra simplement

Bi=— Z[(0, )it — (0, iouu]

Le terme conjugué B_; est égal 4 B;, en réunissant ces deux termes nous
y r
avons pour le terme général de =
€ . . T
— 3 [(0,%)iey — (0, i)ivs] cosiT.

Si Pon veut se dispenser de Pemploi des transcendantes, on les
remplacera par leur valeur en fonction des nombres de Cauchy, et

Yon obtiendra pour la formule du terme général def; Pexpression

ie\?
(-] —
2

e — :
— scosiT > T35, .P[N—i-i-i.o,p —Neivt,0]s
- ]
ou bien encore
=)

@B —

e . 2

— ;_-COSIT pmN._;‘,o,p+|-

2]

Quant 4 B,, on le déduit directement de la formule primitive qui
donmne B; par Pintégrale définie, et 'on trouve sans peine qu’il est
égal au terme indépendant de x dans le développement du carré

=53]

e
Bo—l-‘l—z'

donc

Tome VI (2¢ série), — FEvmizr 1861. 7

R
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4. Développement du logarithme népérien du rayon vecteur. — Dé-
signons par B; le coefficient de I’exponentielle

ciTV—l

,\

dans ce développement, nous aurons

B=L [ TV ILLdT
a

2w o
r . . .
remplagons - par sa valeur en u; intégrons par parties, nous aurons

e I 2T T y= sinz
B = cmiTV=E_sine g,

T ijy=a13m/, 1 — ecosu

développons (1 — ecosu)™, il viendra

[~ D=2 ()

puis observons que
. . ie (:c l) ie (x 1)
c-——xT\/—l — C—qu—l c? z) — x—ic? x

nous aurons

. e feV 1 [T, 1 11‘%3('—11)
b= 55 (5w [ (e e T
1]

A Paide des transcendantes de Bessel généralisées, cette formule de-
vient simplement

o

B=—23%

J

(&) Goides = Giridew
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“de 14 nous concluons

[--]
=52
2l

J
1

() Divy — 17 z—vJ B:;

donc, en réunissant les deux termes conjugués, nous aurons pour le

terme général du développement de I %

o
2
i .

=

J

(g)’ [(7s et = (j» i)ius ] cOSIT.

Si I'on veut éviter I’emploi des transcendantes, on substituera leurs
valeurs et le terme général prendra la forme

(5)

[4 e 2 .

—13, 3 (5) o N cosiT.
(=]

i p
Pour trouver B, j'observe qu'il est d’abord donné par la formule

’ 1 m
By=—{ {1 —ecosu).dT.

27‘!‘0

Prenons u pour variable indépendante, et développons le logarithme
en série par la formule

[(1—ecosu)= 2/5(5) ( i)j,

nous obliendrons

D P16 E A KR ) B

et en introduisant les nombres de Cauchy,

b= 335 [ 58]
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5. Développement de I'équation du centre. — La recherche du terme
général du développement de I'équation du centre est un probleme
regardé comme difficile. Bessel et Poisson s’en sont occupés; les recher-
ches de Bessel datent de 1816, celles de Poisson se trouvent dans les
Additions & la Connaissance des Temps pour 1825 et 1826. M. Lefort
a résolu complétement le probléme dans un Mémaire qui fait partie du
t. XI du Journal de Mathématiques de M. Liouville. Toutefois la for-
mule de M. Lefort estsi longue, qu’il parait impossible d’en faire usage;
nous allons voir que l'introduction des nombres N et des transcen-
dantes (j,n); lui donne une forme extrémement simple.

Désignons par w I'anomalie vraie, I'équation du centre sera w — T;

pOSOI]S

-]
w—T=Y3 CcTV™,

il vient

ar .
- c-'T‘/:—I(w—T)dT.

4
2r Jo

Intégrons par parties, nous trouverons simplement

an —

I 1 —_ —

G, = '———f ¢~ Y .
Ly —1 27 Jo

Introduisons partout I'anomalie excentrique z au moyen de la formule

cosu —e
COSWwW —= ————
I—eCcosk

f= \/I'—— e?

et nommant j un nombre entier,

om0 [

il viendra, en posant

ou bien

Ci:i_ff?_fg ( ) (75 )i
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Le terme conjugué est

i —1

Cy=—-—L_ jj(f)j(j, D= — G5

donc le terme général de I'équation du centre qui résulte de 'addition

des deux termes conjugués sera
; ; . j
2/ . . e .o
= siniT Zj(;) (Fyi)is
o

expression extrémement simple si on la compare A celle que M. Lefort
a donnée a la page 151 du tome XI.

Si I'on veut éviter emploi des transcendantes, on substituera leur
valeur en fonction des nombres de Cauchy, et I'on trouvera la for-
mule 2 somme double

ie\P
f v v (e} (3>
af . .
TSmlT Ej zp(;) 1.2.3...pN_i’j’P'
o ]

6. Deéveloppement de ‘—: — Ce développement se trouve indiqué 4 la

page 3o du Mémoire de M. Hansen sur la détermination des pertur-
hations absolues (traduction de M. Mauvais); on Veffectue encore
avec la plus grande facilit¢ au moyen du procédé que nous avons
employé pour les fonctions précédentes.

Posons
w0
a __ LY —1
;= z‘_D,C »
—_—
il viendra
1 amr ”
D= — (t —ecosu)tc=TY—1 4T,
27 0
ou bien

I 27 ie - 1
D= — ~i 2 \" 77 .
=5 ), xc du;

RIS
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donc
D;= (0, i);s
et comme
D_;= (07 i)i = Di1 N
le terme général du développement de g qui résulte de la somme des

deux termes conjugués

D,cTV=1, D_;c~TV=t

sera
acosiT.(o, 7);,
ou bien
ie\P
[~ —
acosiTZ > N .
p1.2.3.. . p  HOP
o

Quant au terme D,, on trouve qu'il est égal a I'unité. Cela résulte
immédiatement de Vintégration qui en donne la valeur.

7. Nous pourrions multiplier encore les applications des transcen-
dantes de Bessel et des nombres N; mais ce que nous venons d’exposer
et les Notes de Cauchy (Comptes rendus de U Académie, t. XIII, p. 682
et 850) montrent suffisamment toute leur importance en mécanique
céleste. Nous avons pu, & I'aide de ces quantités, simplifier notable-
ment les belles méthodes d’interpolation de Cauchy (Comptes rendus
de P Académie, t. XX, p. 769). Nous réservons pour un autre Mémoire
I'exposition détaillée de cette nouvelle application.
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