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SUR 

L'ÉQUATION GÉNÉRALE DU niime DEGRÉ A DEUX VARIABLES 

DANS LAQUELLE ON FAIT VARIER UN DES COEFFICIENTS; 

PAR M. WOEPCKE. 

1. 
Soit 

(1) G„ = o 

l'équation d'une courbe du n'ème degré renfermant " coeffi-

cients, et soit cxp-j", où μ+v<w, un des termes de cette équation, 
c étant une quantité variable, tandis que tous les autres coefficients 
de l'équation (1) sont des quantités données. 

Parmi toutes ces courbes C„ fixons-en une 

(2) C'„ = o, 

où l'on a donné à c une valeur déterminée A, de sorte que C„ est une 
fonction parfaitement déterminée. 

Nous pourrons considérer c comme composé de k et d'une partie 
variable γ, et nous aurons 

(3) C
n

— C'„.-t- yx»yj. 

Cette équation montre que l'équation (1), où le coefficient c reste in-
déterminé, représente une infinité de courbes du nlème degré passant 
toutes pai» η mêmes points situés sur l'axe des y, par η mêmes points 
situés sur l'axe des x, et par η mêmes points situés sur la droite à l'in-
fini, et ayant chacune avec chacune des autres un contact de l'ordre 
μ — ι en chacun des η points de l'axe des y, un contact de l'ordre 
ν — 1 en chacun des η points de l'axe des x, et un contact de l'ordre 
η — (μ + ν) — r en chacun des η points situés à l'infini. On connaît 
ainsi d'avance tous les η2 points d'intersection communs aux courbes 

Tome IV (i· série). — SEPTEMBRE I85Ç). 4^ 
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C„ ; cela doit être, parce que l'on connaît " '·" ^" ''' — ι coefficients de 

l'équation, ce qui revient à connaître — ι points de la courbe, 

et qu'alors on a aussi tous les autres points d'intersection du faisceau 
de courbes passant par ces premiers points. 

On pourra en particulier déterminer k, en prenant pour C'„ une 

fonction du nieme degré dépendante de — , constantes, par 

exemple, 
C„ — P„ -4-

où P„ est un produit de η droites quelconques, et U„_2 la courbe gé-
nérale du η — ileme degré. Égalant les coefficients de la fonction 
P„ H- C„_

2 à ceux de la fonction C„ pour déterminer les premiers, on 
aura une équation de condition entre les coefficients donnés de la 
fonction C„ et le coefficient variable c. On prendra pour k une des va-
leurs de c qui satisfont à celte condition. Si alors on échange une de 
ces valeurs de c contre une autre, on voit que cela revient à faire va-
rier c d'une quantité déterminée, et que les courbes C'' font partie des 
courbes C

n
. Il suit de là que les différentes courbes 

( 4 ) P/i + o«-2 — ° 

correspondant aux différentes valeurs k qui satisfont à l'équation de 
condition, passent toutes par les mêmes points des deux axes et de la 
droite à l'infini, et ont en chacun de ces points des contacts de l'ordre 
μ — ι, ν — ι et « — [μ -ι- ν) — ι respectivement. 

On sait qu'il existe un nombre de manières, toujours limité, mais 
d'autant, plus grand que le degré de la courbe est, plus élevé, de don-

ner à la courbe une forme dépendante de ' — 1 constantes. 

Toutes les courbes C" qu'on obtient ainsi, et dont on détermine les 
coefficients au moyen des coefficients connus de C„ et de l'équation de 
condition qui renferme la variable c, passent par les mêmes points des 
axes et de la droite à l'infini en y ayant les contacts qu'on vient de 
dire. 

Il faut cependant remarquer que chacune des formes C", dépendantes 
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de ι constantes η est pas compatible avec chacun des coet-

ficients de C„ considéré comme variable. Ainsi soit proposée une courbe 
du troisième degré 

C
3
 = xJ + αχ2 y -4- bxy'2 -h cy3 -+- dx2 + exy -y-jy2 + gx-\-hy + i = o, 

et qu'on prenne pour C" la forme 

(o) C"j = (x-hay + a.') (x -+- β y-i- p')(x + y y 4- γ') — (χ -+- â y -+- d1';; 

si l'on veut identifier les deux formes, on aura les relations 

a = « + β + y, 

b — o.[S 4- ay -+- β-/, 

c — ajSy, 

d = a' h- β' -t- y', 

e = (« -t- β) y' -+- (a + γ) β' -+- ί β -h y) α', 
/= αβγ-h αβ'Ί+ α'Ργ, 
g — α! β' -t- tx'y ■+■ β' y — ι, 

A = α|3' y' + a' py' -h a' β'y — à, 
i — a! β'y - â'. 

On voit que les six premières de ces équations déterminent a, β, y et 
a', p', y'; mais, d'après la forme adoptée ici pour C"

3
, g est unique-

ment fonction de ces quantités, de sorte que l'équation de condition 
qui permet de choisir cette forme, a lieu entre les coefficients a, ό, c, 
d, e, f, g. Par conséquent, si c'était h ou i que l'on considérait comme 
variable, on ne pourrait pas, par la variation d'un de ces coefficients, 
amener C

3
 à prendre la forme C"

3
. 

Si l'on cherche l'équation de condition qui a lieu entre les coeffi* 
cients a, è, c, d, e, j, g, on trouve 

; l\ abc — b3 — 9 c2 ) d3 -+- i ah2 — l\a2 c -h 3 A c) de 

-t- (3ac — b"') ί e2 -+- idf ) -y- [ah — g c) ef -y- { — a3 -y- 'àb)j'J 

— icdb· — 4 a3 c -h )8 abc — l\b3 — 27c3) (g + i) = o. 
42.. 
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Cette équation montre que, une courbe du troisième degré étant pro-
posée, si on la coupe par deux droites quelconques en trois points ρ 
et en trois points p\ il existera trois courbes du troisième ordre de la 
forme (5), touchant la proposée aux points pet la coupant aux points p'; 
qu'il existera deux courbes de cette forme qui ont avec la proposée un 
contact du second ordre aux trois points ρ ; qu'il en existe pareille-
ment deux, ayant leurs asymptotes parallèles à celles de la proposée, 
et touchant celle-ci aux trois points ρ , ou la coupant aux six points ρ 
et ρenfin, qu'il n'existe qu'une seule courbe de ce genre ayant les 
mêmes asymptotes que la proposée et la coupant aux trois points p. 

Le genre de courbes du troisième ordre pour lesquelles l'équation 
de condition ci-dessus a lieu, est caractérisé par la propriété que le 
produit des segments interceptés entre un point de la courbe et ses trois 
asymptotes sur une transversale parallèle à l'axe des œ est égal au seg-
ment compris entre le même point de la courbe et la droite qui passe 
par les points où la courbe coupe les asymptotes. 

II. 

Considérons le cas où la courbe se décompose en un système de 
η droites, c'est-à-dire où la fonction C„ est égalée à un produit de η 
facteurs de la forme χ -+- clj -+- a'; ce qui exige que les coefficients de 

C„ satisfassent à —— équations de condition. Si la courbe pou-

vait être identifiée de cette manière à deux systèmes distincts de 
η droites, les droites du premier système auraient avec les droites du 
second système en 3 fois η points situés respectivement sur les deux 
droites prises pour axes et sur la droite à l'infini des contacts de Tordre 
λ — ι, μ — ι, y — ι, où λ + μ -f- ν = η. Dès que η > a, il n'existera 
donc qu'un seul système de droites. Il résulte de là le théorème algé-
brique suivant ; 

Soient ι η quantités a, β, y,... et α', β\ y\..., et désignons par^ η la 

somme des termes qu'on obtient en écrivant d'abord la somme des 
produits des η quantités a, β, y,..., u à u, et remplaçant ensuite chaque 
terme de cette somme par la somme de termes qu'on obtient en accen-
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tuant de toutes les manières possibles ν des facteurs de ce terme \* j, 

d'où il suit que le nombre des termes de la somme ̂  η est égal à 

— -——i— -f- Cela pose, si Ion forme le système 

suivant. 
(ο) (i) (2) (3) (n —a) (η — i) (n) 

Ση> 2"» 2"? Σ"»···' 2"» 2"' 2n' 
1 ι ι 3 η — 2 η — ι η 

(ο) (ι) (a) (3) (η—a) («—Γ, 

Ση' 2"' 2"'···' 2"' 2"' 
2 2 3 4 ™— 1 " 

(ο) (ι) (a) (3) ;>—2) 

2"' 2"' 2"» 2"'···' 2 «' 
3345 71 

(0) (ι) (3) (3) 

2"' 2"' 2"' 2"' 
η — 'i η — 2 η — ι η 

(°) (θ ί2) 

2w' Ση> 2"· 
π — ι η — ι η 

(Ο) (') 

2"' 2"' 
22 Π 

;*1 KxcmpJe : 5 ~ α'β'γ$ 4- ο! ψ ft -1- α' β' ι5ε -Η y.'y'δε -+- β' 7 αε 

4- α' β'/ ^ α' βν* £ 4- «' β1^' fi -4- α' γα' £ Η- β' γα' ε 

Η- α'βγ£' -Η χ'βγε' -f- α'βί %' χ'γ<?ε' β'γαε' 

-J- αβ' γ' ί -κ αβ; γ' ε 4~ αβ' ε -f- χγ' e 4~ βγ' δ' ζ 
*+- ά$'yd' 4- αβ'γε' 4- χβ'<ΐε' 4- ay'δε' βγ'αε' 

-f— αβγ' Η-αβγ'ε' 4-αβί'ε' xyor ε' 4- βγ£;ε'. 

Dans le produit de η facteurs linéaires, « est le coefficient de .rn~" et en 
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où les sommes ayant pour indice supérieur o, et les sommes ayant les 
indices supérieurs et inférieurs égaux sont, comme on voit, les coef-

ficients des deux équations du n.u:mc degré, dont les racines sont res-

pectivement les a, jS, y, ... et les a', j3', y',...; chacune de ces "■ ·Λ ^ 

fonctions peut s'exprimer rationnellement par les autres. 
Il n'est peut-être pas sans intérêt de vérifier à posteriori, pour une 

valeur déterminée de η, le théorème qu'on vient de démontrer. 
Soit η — 3, on aura 

( ι ) a = α 4- β -h y, 

(2) b — α/3 + ay -+- /3y, 

(3) c = a/3y, 

(4) d — a' + β' -h y', 

(5) e — a/3' H- a'β 4- ay' -f- a y 4- |Sy' -+- /S'y. 

(6) / = αβy' -f- aj3'y 4- a'/3y, 

(7) g = a'/3'+ a'y'H-/3'y', 

(8) 4 = a/3'y' 4- a//3y' 4- a'/S'y, 

(9) i=a'/3'y'. 

Des équations (4)> (5), (6), on tire 

a _ (a— P)fa— 7)' " (a — β)(|3 —γ) ' ^ ~ ( α — γ ) ( β — γ ) 

Substituant ces valeurs dans les équations (7), (8), (9) et remplaçant 
les fonctions symétriques de α, β, y par leurs valeurs en a, b, c, on 

passant du [η — ι)'""' produit au nièm°, le nièm' facteur linéaire étant χ + oy H- p', on a 

X . Π I . A.·"-"-1 .yu~* + pf. π I . Xn—" .Y"-"—I _Ι_ ρ ^ n j χη—,« ' 

4} (<-) ("—0 
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obtient 

l [a2 b2 — /[a* c -+- ι 8abc — 4 b* — ?.·) c2 ) g 
( ι ο) ' ~ (4 abc — ft3 — QC2) d2 4- (ab2 — 4 or c 4- ibc) de 

( 4- (3i7c — b2) (e2-\- idj) 4- (aft — 9 c) e/ H- — α24- 3 ft ..y 2, 

1 [a2 b2 —c 4- 18abc — 4^3 ~ 2 je2) h 
(n) : = ( 3 ac ~ b2 ) cd2 4- ( «4 — 9c) ede 4- ( — a2 -f- 3 ft) c (e2 + u df ) 

' 4- (a2 b 4- 3at' — i\b2) ej— a3 4- 4aft — 9 c)/', 

| (a2 ft2 — 4a31 -i- iSaftt — 4fts — a 7 c1'') i 
(IÎ) j =— c2 d3 + bed2 e — aede2

 4- te
3 — (ft2 — 2 at; d2 f 

' 4- (aft — 3c) dej — be2 f — (a2 — 2 b) d/ 4- ne/2 —f3. 

On a donc exprimé rationnellement g, ft, i par a, ft, c, d, e, j . 
On remarque en outre que, en remplaçant dans le système des équa-

tions (1) à (9) 

j-'ï jt fJ' 1 (^ ·) / ; 
par 

α', β', ■/, a, β, y, 
ou par 

y.' ψ y' ι ι ι 
on remplace 

a, ft, t, d, e, J) g, ft, /, 
par 

S' '> τ ο b·* J, ^· 
ou par 

f h i b e £f a <1 ι 

de sorte que l'on peut immédiatement écrire les équations au moyen 
desquelles ft, c, f s'expriment rationnellement par a, r/, t, g, ft, i et 
a, d par ft, c, t, _/, g, ft, /. Quant à e, on l'exprime rationnellement 
par a, ft, c, c/, y, g, h en éliminant e2 entre les équations (10 1 et (1 1 . 

Nous avons exclu ci-dessus le cas de « = 1. On remarque en effet 
que, si l'on fait varier dans l'équation du second degré à deux va-
riables le coefficient de xf, de x, ou de j, on obtient toutes les co-
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niques qui passent par les intersections d'une d'entre elles avec les 
deux axes, ou avec un axe et la droite à l'infini. Mais c'est ce qui 
peut se faire par un système de deux droites dans les trois cas de deux 
manières différentes. On voit ainsi à priori que l'équation de condi-
tion qui exprime qu'une conique se décompose en deux droites, doit 
être du second degré par rapport aux coefficients de xy, de χ et de 
y, tandis qu'elle doit être du premier degré par rapport aux trois au-
tres coefficients. 

III. 

Supposons actuellement que la courbe de degré η ait été décom-
posée en plusieurs courbes de degrés inférieurs, dont une soit du de-
gré p. Si, par un changement du coefficient du terme en χιχy, on 
pouvait décomposer la courbe de degré η dans un autre système de 
même espèce, la courbe de degré ρ du nouveau système devrait pas-
ser par ρ des points où l'ancien système coupe l'axe desjy, et avoir en 
chacun de ces points μ. points communs avec l'ancien système ; de 
même elle devrait avoir respectivement υ et η — μ — ν points com-
muns avec l'ancien système en ρ points où celui-ci coupe l'axe des x, 
et en ρ points où il coupe la droite à l'infini ; c'est-à-dire qu'elle serait 
assujettie à passer par pn points donnés d'avance; mais cela est im-
possible, parce qu'on ne peut disposer pour la courbe de degré ρ que 
Je VUfffï constantes au plus, nombre plus petit que pn dès que 

η > a. Uorsque parmi les courbes de degré inférieur il s'en trouve 
plusieurs de même degré et dépendant d'un même nombre de con-
stantes, on pourrait concevoir que l'une d'elles prît la place d'une 
autre et réciproquement; mais cela ne produirait pas un système dis-
tinct du premier. 

Il suit de là que si Von forme le produit de plusieursfonctions à deux 
variables dont ρ de degré r, a de degré s, τ de degré i, où 

ρ r -}- (j s —1— τ t —H. * ·==^ tiy 

et dans lesquelles les termes x'\ xs, x', etc., ont l'unité pour coefficient 

et qu'on égale les " ^ coefficients du résultat ordonné suivant 
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les puissances de χ et y à 'LÎ.ÉltJ') quantités a, b, c, etc. : chacune 

de ces dernières quantités pourra s'exprimer rationnellement par les 
autres. 

Il n'est peut-être pas entièrement sans intérêt de voir aussi pour ce 
théorème comment il pourra se vérifier à postériori dans un cas dé-
terminé, choisi comme exemple. Identifions la fonction du troisième 
de gré à deux variables avec le produit 

{x2 axy -f- β y2 + yx -+- c}y -h ε) (x -h et' y -+-
 ;
S'). 

On aura 
ί a — a. -f- a.', 
! b = σ.σ.' -h β, 

I c = a' β, 
Ι d = β' -+- γ, 

j ( e = α β' + a'y -+- c\ 
j/ = a'& -h ββ', 

I ë = β' 7 + ε> 
I h=. a! ε -h β' à. 

| i = β' ε. 

Éliminant d'abord a', β', ε, β, ci, on obtient 

( ι ) c — ab — (a2 + b ) α -f- 2 α α2 — α3, 

(3) /' = («c -l- Wj — {si ad h-e) α — (u2 -t- b)y -+- 4«c-7 -t- dda2 — 3α2"/, 

(4) Λ = {ag + de) — (a ad-hé) y — (d2 -h g) α + 4 ̂ 7 α -+- stay2 — 3 γ2 α, 

(5) / = dg — {d2 -f- g) 7 + sidy2 —■ y3. 

Tirant de l'équation (3) la valeur de y et la substituant dans l'équa-
tion (5), on obtient une équation du sixième degré en a; éliminant a 
entre cette dernière et l'équation (2), on obtient 

(61 j[a, b, c, d, e, f, g, i) = o, 

où d est une fonction rationnelle; la forme des équations (2) à (5) 
Tome IV (ae série). — OCTOBRE 1859. 43 
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montre qu'on aura en même temps 

(7) 8> b a> ei hi hi c) = °-

Éliminant entre (6) et (7) successivement les puissances supérieures 
à la première de β, h, c, d, e, g, i, on exprimera respectivement cha-
cune de ces quantités rationnellement par les autres et f, h. 

Tirant ensuite de l'équation (3) la valeur de a, substituant cette va-
leur dans l'équation (4) et faisant disparaître le radical par une éléva-
tion au carré, on obtient une équation du sixième degré en y, et, 
par l'élimination de y entre celle-ci et l'équation (5) une équation 

(8j F(a, b, d, e, /, g, h, i) = o; 

on aura en même temps 

(9) g, a, e, 4, b, /, c) = 0, 

et les équations (8) et (q) serviront à exprimer rationnellement f et 
h par les autres quantités a, b, c, etc. 


