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SUR
L’EQUATION GENERALE DU nm DEGRE A DEUX VARIABLES
DANS LAQUELLE ON FAIT VARIER UN DES COEFFICIENTS;

Par M. WOEPCKE.

Soit
(1) C,=o

—(f—:——g) coeffi-

. . . A n
Péquation d’une courbe du "¢ degré renfermant

cients, et soit cx y¥, ou p—+vZn, un des termes de cette équation,
¢ étant une quantité variable, tandis que tous les antres coefficients
de I'équation (1) sont des quantités données.

Parmi toutes ces courbes G, fixons-en une

(2) GI":-_O’

ou 'on a donné a ¢ une valeur déterminée k, de sorte que C/, est une
fonction parfaitement déterminée.

Nous pourrons considérer ¢ comme composé de & et d’'une partie
variable 7, et nous aurons

(3) C,= C',,,-—I——'yx“‘)"’.

Cette équation montre que I’équation (1), ou le coefficient ¢ reste in-
déterminé, représente une infinité de courbes du n**™ degré passant
toutes par n mémes points situés sur 'axe des y, par n mémes points
situés sur I'axe des x, et par » mémes points situés sur la droite 4 I'in-
fini, et ayant chacune avec chacune des autres un contact de Yordre
¢.— 1 en chacun des z points de ’axe des y, un contact de Tordre
v — 1 en chacun des n points de I'axe des x, et un contact de lordre
n— (g -+ v) —1 en chacun des n points situés & I'infini. On connait
ainsi d’avance tous les n? points d’intersection communs aux courbes
Toma IV ( 2* série). —— SerrenMeRrE 1850, 42
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A o4+ 3 .
C,; cela doit étre, parce que I'on connait 22 +3) | coefficients de
2
5 . . . R s n{n 4 3) .
équation, ce qui revient i connaitre ——— — 1 points de la courbe,

et qu’alors on a aussi tous les autres points d’intersection du faisceau
de courbes passant par ces premiers points.
On pourra en particalier déterminer 4, en prenant pour C, une

. " . nin+3
fonction du n'" (egré dépendante de -(—2-—)-—r constantes, par

exemple,
ald ral
(—‘n — PII + .\"Il—'_’7

ou P, est un produit de n droites quelconques, et C,_, la courbe gé-
nérale da n — 27" degré. Egalant les coefficients de la fonction
P,+ C,_, 4 ceux de la fonction C, pour déterminer les premiers, on
aura une équation de condition entre les coefficients donnés de la
fonction C,, et le coefficient variable ¢. On prendra pour £ une des va-
leurs de ¢ qui satisfont a cette condition. Si alors on échange une de
ces valeurs de ¢ contre une autre, on voit que cela revient 4 faire va-
rier ¢ d’une quantité déterminée, et que les courbes €, font partic des
courbes C,. I1 suit de 1a que les différentes courbes

4 P, 4+Cp,=o0

correspondant aux différentes valeurs & qui satisfont a I’équation de
condition, passent toutes par les mémes points des deux axes et de Ia
droite a l'infini, et ont en chacun de ces points des contacts de I'ordre
p.—1,v-—1etn—(p-+ v)— 1 respectivement.

On sait qu’il existe un nombre de manieres, toujours limité, mais
d’autant plus grand que fe degré de la courbe est plus élevé, de don-

n{n—+3)
2

ner a la courbe une forme dépendante de — 1 constantes,

Toutes les courbes €, qu’on obtient ainsi, et dont on détermine les
coefficients au moyen des coefficients connus de C, et de I'équation de
condition qui renferme la variable ¢, passent par les mémes peints des
axes et de la droite 4 I'infini en y ayant les contacts qu'on vient de
dire.

Il faut cependant remarquer que chacune des formes C, dépendantes

[N TN R FE] Lo e
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nin—+ 3; , . :
de 2 o — — T constantes n'est pas compatible avec chacun des coef-

ficients de C, considéré comme variable. Ainsi soit proposée une courbe
du troisieme degré

Cs= 27+ ax® y + bxy*+ cy* + dx? + exy i 4 gxhy +i=o,

”

et qu’on prenne pour C, la forme

Gy =(x+ay+o i (x+ Lfy+ ) (x+ 7Y+ —lx+dy 49

si l'on vent identifier les deux formes, on aura les relations
a = + ﬁ =+ %,
b=oafs + ay+ fy,
¢ = afry,
d=a + 16‘ =+ 7

a
|

=(a+LiY +{a+ 7+ 1L+ o
efsf + oy + o By,
W Ay By -,

~
|

8o}
|

h=oafy+d by +afy—9,

i= oy — .

On voit que les six premiéres de ces équations déterminent o, G, 7 et
o, ', 7y'; mais, d’apres la forme adoptée ici pour (', g est unique-
ment fonction de ces quantités, de sorte que I'équation de condition
qui permet de choisir cette forme, a lieu entre les coefficients a, b, c,
d, e, f,g. Par conséquent, si ¢’était & ou i que on considérait comme
variable, on ne pourrait pas, par la variation d’un de ces coelfficients,
? : ! :

amener C; a prendre la forme C,

Si Pon cherche I’équation de condition qui a lieu entre les coeffi-
cients a, b, ¢, d, e, /5 8, on trouve
habe — B — ge?) d? + (ab® — Late + 3hc)de
+ (Bac—b0)ie* + adf )+ (ab — gc)ef + (— a® + 3b) )¢
—{a'h* — fatc +18abe — 465 — 27¢%) (g + 1) = o.

42..



[E]

332 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Cette éqnation montre que, une courbe du troisicme degré étant pro-
posée, si on la coupe par deux droites quelconques en trois points p
et en trois points p’, il cxistera trois courbes du troisieme ordre de la
forme (5), touchantla proposée aux points p et la coupantaux points p's
qu’il existera deux courbes de cette forme qui ont avec la proposée un
contact du second ordre aux trois points p; qu’il en existe pareille-
ment deux, ayant leurs asymptotes paralleles a celles de la proposée,
et touchant celle-ci anx trois points p, ou la coupant aux six points p
et p'; enfin, qu’il n’existe qu'une seule courbe de ce genre ayant les
mémes asymptotes que la proposée et la coupant aux trois points p.

Le genre de courbes du troisiéme ordre pour lesquelles I’équation
de condition ci-dessus a lien, est caractérisé par la propriété que le
produit des segments interceptés entre un point de la courbe et ses trois
asymptotes sur une transversale paralléle 4 'axe des x est égal au seg-
ment compris entre le méme point de la courbe et la droite qui passe
par les points ou la courbe coupe les asymptotes.

1I.

Considérons le cas ou la courbe se décompose en un systéme de
n droites, c’est-a-dire ott la fonction C, est égalée a un produit de
facteurs de la forme x -+ .y + o'; ce qui exige que les coefficients de

C, satisfassent 2 z—(-n—;———') équations de condition. Si la courbe pou-

vait étre identifiée de cette maniére a deux systemes distincts de
n droites, les droites du premier systeme auraient avec les droites du
second systéme en 3 fois n points situés respectivement sur les deux
droites prises pour axes et sur la droite a I'infini des contacts de ’ordre
A—1,p—1,vy—1, ou A+ p+v=n. Des que n> a2, il n’existera
donc qu’un seul systéme de droites. 1l résulte de 1 le théoréme algé-

»

brique suivant :
®

Soient 2 n quantités o, B, ¢y, ... et &', B, 5., et désignons parZ nla

u
somme des termes qu'on obtient en écrivant d’abord la somme des

produits des n quantités «, 3,7, ..., ua u, et remplagant ensuite chaque
terme de cette somme par la somme de teries quon obtient en accen-

| [ R N TR RN R [ R AR
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tuant de toutes les maniéres possibles v des facteurs de ce terme[”|,

(¥

d’ow il suit que le nombre des termes de la somme 2 n est égal a

aln—1)(n—2)...(n—e+ 1),

u

1.2.3...0.1.2 3...(u—v)

suivant .

(o)

2

(2)

{n—2) (rn—1) (n)

(3)
Zn, Zn, Zn,..‘, Zn, Zn, Zn,
3

2

Cela posé, si U'on forme le systeme

o) (2] (3) {n—2) (n—1,
271, Zn, Zn, Zn,. ) 2 n, Zn,
2 2 3 4 n—1 n
(0) (0 (2) (3) n—2j
Zn, Zn, Zn, 2 n,..., 2 n,
3 3 4 5 n
{o) (1 (=) (®
2?2, 272, Zn, Zn
n—2 n—2 n—1 "
(o) (1 {2)
Zn, Zn, Zn.
i1—1 n-—1 n
{o) 1
En, 271,
n n
(2)

1 Ezemple

Dans le produit de n facteurs linéaires, E n est le coeflicient de ev—4 ¥4, et

:2521'?"73—!— a/@/?s o a,'@/(?e + 7."/(55 - ‘BI"/; e

4

+ o By d 4 By e+ d Bl 4 i e+ Byl
4 o Byd’ 4 @ fye’ o+ /B’ 2 gl - B yde’
-+ aﬁ"y' 7 -+ aﬁ"y's -+ a@'a’s -+ xy'é" € = ﬁ“/' s
+ 20 98" 4+ =B s’ - xf e 4 ay’ds’ - Py de
4 afy’ 3" - afy’e’ + afd’e’ + x9de’ + Gydle’

F o
(v)

u

en
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ots les sommes ayant pour indice supérieur o, et les sommes ayant les
indices supérieurs et inférieurs égaux sont, comme on voit, les coef-
Jicients des deux équations du n™ degré, dont les racines sont res—
n(n -+ 3)

ectivement les o . .et les o B Y. ... chacune de ces
H ? /7 g I k] 7 k] b

Jonctions peut s’exprimer rationnellement par les autres.

Il n’est peut-étre pas sans intérét de vérifier & postériori, pour une
valeur déterminée de 7, le théoréme qu’on vient de démontrer.

Soit n = 3, on aura

(1) a=uo+ 5+ 7,

(2) b= aff + ay + Fy,

(3) ¢ = oafiy,

% d=o + 5 +7,

(5) e=ofi +ofay oy By + (7
(6) S=ofy +offy+ o by,

(7) g=df +aoy+ £,

(8) h=af'y +ofBy +a' 'y,

(9) =

Des équations (4), (5), (6), on tire

,  S—aetaid i,:-_-vf_-i:_lﬁ_ev—_{s’_d i S ye+yd .
@ F=tThe (=aTousy

T la—B)(e—1q)

Substituant ces valeurs dans les équations (7), (8), () et remplacant
les fonctions symétriques de e, {8, ¥ par leurs valeurs en a, b, ¢, on

passant du (7 — 1) produit au "¢, le n*m facteur linéaire étant x +- 5y +4-p’, on a

v (¢} (v~—1)
xT. E ﬂ____I.wn—u—l.},u—v_l_P},.Zn_l‘xn—»u.yu~v—|_;_Fll 2 ]z——l.‘l‘"_"‘.}’“"'
123 u—1i u—i

)

fd E n.oatTY, yer,
173

) [ TR IR IR Pt O
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obtient

(@0 — fadc + 8abe — 46 — agetyg
(10) © = (4abc — b* — gc*)d? + (ab® — fa*c + 3be) de
+(3ac — by (e + adf )+ (ab — gc)ef + — >+ 3b f2,
(@®b® — ja*c +18abe — 4bB* — anc* b
U =8ac— b ed + (ab — gc)ede + (— a? +- 3b)ye (e*+ adf®
' +{a*h 4+ 3ac — 4% ef 4 (— a® + fab — gc)

2 . R 3 AN
'~ (a®b — 4atc +18abe — 4b* — 2y
{(12) © =— *d® + bed?*e — acde* + ce® — (b* —2ac &t f

“+ (ab —3c)dof — be* f — (a* — 2b) df + aef* — f*.

On a donc exprimé rationnellement g, hyipara, b,c, d, e, /-
Oun remarque en outre que, en remplacant dans le systeme des équa-

tions (11 a (g)

ps “ . ’ 2 o
“y I} I @, 4‘5 » s
par
14 farf l
ay 3, {7 s {
ou pﬂl'

on remplace

par a
d, g 4 a, e h b, ja c.
ou Pal‘

x4 .
H - - - —y —r T Yy .
¢ ¢ C 5 c 4 c c

VAR i b e g a d 1
c

de sorte que 'on peut immédiatement écrire les équations au wmoyen
desquelles b, ¢, f s’expriment rationnellement para,d, e, g, h, iet
a,dpar b, c, e, f, g, h, i. Quant 4 e, on I'exprime rationnellement
par a, b,c, d, f, g, hen éliminant e* entre les équations (10 et (1 1.

Nous avons exclu ci-dessus le cas de z = 2. On remarque en effet
que, si on fait varier dans I'équation du second degré 4 deux va-
riables le coefficient de xy, de x, ou de y, on obtient toutes les co-
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niques qui passent par les intersections d’une d’entre elles avec les
deux axes, ou avec un axe et la droite & l'infini. Mais c’est ce qui
peut se faire par un systeme de deux droites dans les trois cas de deux
maniéres différentes. On voit ainsi & priori que I'équation de condi-
tion qui exprime qu’une conique se décompose en deux droites, doit
étre du second degré par rapport aux coefficients de xy, de x et de
7, tandis qu’elle doit étre du premier degrée par rapport aux trois au-
tres coefficients.

HI.

Supposons actuellement que la courbe de degré n ait été décom-
posée en plusieurs courbes de degrés inférieurs, dont une soit du de-
gré p. Si, par un changement du coefficient du terme en x* y*, on
pouvait décomposer la courbe de degré n dans un autre systéme de
méme espéce, la courbe de degré p du nouveau systeme devrait pas-
ser par p des points ou I'ancien systéme coupe 'axe des y, et avoir en
chacun de ces points g points communs avec Pancien systeme; de
méme elle devrait avoir respectivement v et n — @ — v points com-
muns avec Iancien systeme en p points ot celui-ci coupe I'axe des ,
et en p points ou il coupe la droite a Vinfini; c’est-a-dire qu’elle serait
assujettie 4 passer par pn points donnés d’avance; mais cela est im-
possible, parce qu’on ne peut disposer pour la courbe de degré p que

3 . .
de {ip_:;) constantes au plus, nombre plus petit que pn dés que

n > 2. Lorsque parmi les courbes de degré inférieur il s'en trouve
plusieurs de méme degré et dépendant d’un méme nombre de con-
stantes, on pourrait concevoir que I'une d’elles prit la place d'une
autre et réciproquement; mais cela ne produirait pas un systéme dis-
tinct du premier.

Tl suit de 1a que si L'on forme le produit de plusieurs fonctions a deux:
variables dont p de degré r, o de degré s, © de degré t, oit :
pr+os+1t+...=n,
et dans lesquelles les termes x”, x*, x*, etc., ont Uunité pour coefficient,
n(n+3)
2

et quon égale les cocfficients du résultat ordonné suivant

! ' ' [ S R F I TR PN R AL
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les puissances de x et y a nv@;;s) quantités a, b, ¢, etc. : chacune

de ces derniéres quantités pourra s’excprimer rationnellement par les
(reLreys,

Il n’est peut-étre pas entierement sans intérét de voir aussi pour ce
théoreme comment il pourra se vérifier 4 postériori dans un cas dé-
terminé, choisi comme exemple. Identifions la fonction du troisieme
degré & deux variables avec le produit

(i + zay + By +yx+dy +a{x+o y+ 5

On aura
a=ua+ o,
b=uao + £,
c=df,
d=f+7,
e =aff + o'+ 0.
f==ald+ BE
g=Fv+¢
h=oe+ d.

i:ﬁ's.

liminant d’abord ¢/, f8/, ¢, 8, ¢, on obtient

trs

2) c=ab— (a® + b)o + 2a0® — &,
3) f =(ac+bd)— (2ad+e)a—(a+ b)y + faoy + ada® — oty,
4) h={ag +de) —(pad+e)y—(d* +g)o -+ hdya+aay’ — 3y,
(5) i=dg—(d*+g)y+ 2d7" — 7"

Tirant de P'équation (3) la valeur de 7y et la substituant dans I'équa-
tion (5), on obtient une équation du sixiéme degré en «: éliminant «
entre cette derniere et ’équation (2), on obtient
(6 7

\

a, by ¢, d, e, fl7 g, i) =o,

ol f est une fonction rationnelle; la forme des equations (2] a (5

Tome IV (2¢ série). ~— Ocroeese i859. 43
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montre qu'on aura en méme temps
(7) §(d, g, i,a, e h, b, c)=o.

Eliminant entre (6) et (7) successivement les puissances supérieures
a la premiére de a, b, c, d, e, g, i, on exprimera respectivement cha-
cune de ces quantités rationnellement par les autres et f, 4.

Tirant ensuite de I’équation (3) la valeur de a, substituant cette va-
leur dans I’équation (4) et faisant disparaitre le radical par une éléva-
tion au carré, on obtient une équation du sixieme degré en 7, et,
par I’élimination de y entre celle-ci et I’équation (5) une équation

(8) Fla,b,d,e, f,g,h, 1) =o0;
on aura en méme temps
(9) . 1“<d7g? a, eah>b’ f’ C):o,

et les équations (8) et () serviront 4 exprimer rationnellement f et
h par les autres quantités a, b, ¢, etc.
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