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SUR 

QUELQUES FORMULES RELATIVES A LA TRANSFORMATION 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES; 

PAR M. HERM1TE. 

L'expression générale des quatre fonctions 6 sur lesquelles repose 
la théorie des fonctions elliptiques est, comme on sait, la suivante : 

(A) ύμ,··ΛΧ) = iM(- 11 β H ' 

μ et ν étant zéro ou l'unité et ω une constante imaginaire telle, qu'en 
faisant 

ω — ω 0 —{— / ω t 

on ait ω, essentiellement différent de zéro et positif. Ces quatre fonc-
tions sont définies, à un facteur constant près, par les équations 

θμ,,{χ + ι) = (— \ f Β
μ
_,[χ), 

ο μ,, {χ-h ω) = {— ι)' θ
μ!

·
ί
(χ).β-ίπ('χ-+-'"^ 

et elles jouissent des propriétés exprimées par les relations suivantes : 

-r) = (— if θμ>,{χ), 

θμ + ,,,(χ) = (- ι)" θ μ,,{χ), 

'' ·+" 2 ί"3-") = ν )' 

^ + + (&) y ^ Η 

La première de ces relations montre que des quatre fonctions 6 une 
seule est impaire, celle qui correspond aux valeurs μ = ι, ν = ι ; les 
deux suivantes montrent comment la formule (A), quels que soient les 
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entiers μ et y, ne donne effectivement que quatre fonctions distinctes; 
enfin la dernière permet d'exprimer ces fonctions par une seule d'entre 
elles. A ces relations nous joindrons enfin, bien que nous n'ayons pas 
à l'employer ici, la suivante, qui fournit les équations algébriques ou 
différentielles auxquelles satisfont nos fonctions, et où je suppose 

μ ~ μ' = α, υ — ν' = β, 
savoir : 

"Ρ ϊ)θμ·,»·{Χ - ΐ)0Χ;Ο{θ)6ο,β{θ) 

= θ μ, , ( Χ) Β μ!, ,' ( JT ) 0«, o(„r)0O,/»(j) 

— g,,, y ( -r ) •/ ( -X ) 0«, o ( r ) Oo. e (~r! 

-+- (— ι)' Ô(x) (λ·) 0«-Μ,Ι ( (7) 
-+- (Λ") (.Χ·) , (y)$

0
^

+
,( jr). 

Cela posé, soient Λ, è, c, d des entiers tels, que ad — bc — k, k 
étant essentiellement différent de zéro et·positif, faisons 

ii = -,— 9 

m = a μ -+- bv 4- nù, 

η = c μ -h dv -+■ cd, 

Π (Λ) = θ·μ,;[{α + 

on aura les relations fondamentales 

Π(χ + 1) = (-i)mil(x), 

Π(χ4-Ω) = (-if II(x)e-Ai,r(2X + ̂ , 

qui servent à exprimer II (x), quels que soient μ et v, au moyen des 
quatre fonctions analogues à Θ, mais relatives au module Ω, et que nous 
représenterons par 

Θμ,, (x). 

A cet effet, je désigne par T
(
 une fonction homogène du degré i 

4-
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des carrés de deux des fonctions Θ; cela étant, on aura pour k impair 
cette expression très-simple 

Π (jc) — 0m^ „ (·τ)_ΤΑ_ ,. 

Laissant ici de côté la détermination de ces fonctions désignées par 
T,_ ,, je vais seulement, dans le cas de k=\, où Τ est une simple 

constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez délicate. 
Supposons le nombre b positif, comme on le peut toujours, car s'il 

eu était autrement on chercherait la formule de transformation relative 
au système des nombres — a, ~ b, — c, — d, ainsi qu'on y est auto-
risé par la nature de la condition ad — bc — ι, qui n'est pas altérée 
par ce changement, et cette formule trouvée, on en déduirait immédia-
tement celle qu'il s'agissait primitivement d'obtenir, la constante Τ res-
tant la même ou changeant seulement de signe, comme il est aisé de 
le reconnaître par le changement dont nous parlons. Cela étant, on 

aura 

4-, . β('-ί*) 

à étant une racine huitième de l'unité dont voici la détermination : 

— -τ îtî (actjl* H- 2 be U.V Wv1 -h 2 abc μ. ι abd ν ·+■ «ôac) 

et le signe du radical carré — ib(a -+- όω) étant pris de manière que 
la partie réelle de ce radical soit positive [*]. 

[ * ] Pour b — ο, la formule de transformation se réduit à l'équation suivante : 

e/«,»(*>») = β ®m,# (*>ω + α)> 

* étant un nombre entier arbitraire, tn étant égal à ρ et à α (p 4- i) -|- v. 
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Des cas particuliers de cette relation ont été déjà donnés par Jacobi 

dans un Mémoire sur l'équation différentielle à laquelle satisfont 
les séries 

ι rh 2q -+- 2qi zt 2q9 4- . . . , 2 yq + 2 yq9 + 2 y q2'" 

[Journal de M. Crelle, tome XXXIV, et Journal do M. Liouville, tra-
duction de M. Puiseux). Mais l'illustre auteur, laissant de côté la dé-
termination de ci, se borne à annoncer que le signe de la constante 

dépend de la quantité désignée par le symbole dans la théorie des 

résidus quadratiques. Ce fait si remarquable résulte, en effet, des pro-
priétés de la série 

b— ! -#-rP 

qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soit d'abord 

b = 2KjS, 
jS étant impair, 011 aura 

si α est pair, et 

ιπ[ 3(«,S + — ι)Π 

"J 1 1 i=r) a 
lorsque a est impair. 

En second lieu, supposons b impair; alors on pourra déterminer 
deux nombres entiers m et η par l'équation 

a = rub — 8», 
et l'on aura 

~~T / n\ \~) ,7 



3o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Ces résultats [*] se déduisent des formules données par Gauss dans 
le célèbre Mémoire intitulé : Summatio serierwn quarurndam singula-
num.; seulement j'ai fait usage, pour éviter autant que possible une 
enumeration de cas, de la forme sous laquelle elles ont été présentées 

par M. Lebesgue dans un Mémoire intitulé : Sur le symbole et sur 

quelques-unes de ses applications. Je remarque enfin que l'introduction 

des nombres p. et ν d'une part, m et η de l'autre, permet de résumer 

dans une seule équation, savoir : 

ΓΙ,'χ) =.»„,[(« + 6r,î±£). 

ce que Jacobi nomme la théorie des formes en nombre infini des fonc-
tions Q, théorie sur laquelle il avait annoncé un travail important que 
la mort l'a empêché de publier. 

Pour établir les formules précédentes, je m'occuperai d'abord des 
deux égalités 

Π (Λ-+ l) = (- l)mH (se), 

ΓΙ (*+Û) = (- ΟηΠ(α:)^*ίπ("+ί1), 

dans lesquelles, ainsi que je l'ai dit plus haut, on a 

tn = ap. -t- bv -+- ah, 

Η = cp -+- Î/V -+■ cd, 

^ = 1—T~ " 

[*] Peut-être n'est-il pas inutile d'observer que l'imaginaire i, qui figure dans la 
série a ou dans l'expression de cette série par les symboles de la théorie des résidus 
quadratiques, est absolument la même quantité qui entre dans la définition des fonc-
tions θ par l'équation (Ai. Je ferai enfin remarquer que σ se présente toujours, comme 

le produit de y!b
t
 par une racine huitième de l'unité; de sorte qu'en résumé la con-

stante Τ a cette valeur : 

Τ = ■ ou s8 = ι. 
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et 

k — ad — he. 

Pour cela, j'observe qu'on peut écrire 

Π (χ) = θ
μ
,;\(α + ί?<ύ)χ]β =V e r . 

en posant 

s (a-, i/i) ~ b (a + b ω) χ
2
 + (a TO -ρ μ; ; α + /J ω) χ -e ^ (2 m + μ)

3
 — wv. 

Or cette fonction jouit de la propriété exprimée par l'équation sui-
vante : 

ψ [χ — ι, m) — φ (Λ·, m -f- b) = 2 am -+- m = m (mod. 2), 

qu'on vérifie par un calcul très-facile, et il en résulte qu'on peut 
écrire 

11 (*+!) = y e
i
'
r,
'

(
'

+,,B,)
=(-

l)
my -

et par suite 

Π (a: H- 1) = (— ι),ηΠ(χ), 

car le nombre m devant prendre toutes les valeurs, depuis — oc jus-

qu'à + 00 , 011 peut, sans altérer la somme changer m en m -h h 
dans la fonction ψ [χ, m). 

Soit ensuite, pour un moment, 

n0(x) = e,'"*ÛI'n(i2J?) = y 

il est clair que la nouvelle fonction φ
0
 (χ, ni) sera liée à celle dont nous 

venons de parler par l'égalité 

φ
0
 (χ, m) = kilx* + φ(Ωχ, m). 

Or en recourant à la valeur de Û et réduisant les deux termes en x-, 
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on obtiendra immédiatement 

y
0
 (a?, m) = d (c + dv>) a,a + (2 m + μ) (c -4- <ι?ω) χ -+- | (a/n-+- p.)2— m», 

de sorte qu'on peut passer de la fonction φ (χ, m) à la fonction <p
0
{x, rn) 

par le simple changement de a et b en c et d. On a donc la relation 

φ
0
 [pc + 1, m) — φ

0
 (a·, m 4- d) = 1 cm -t- tt == tt (mod. 2 ), 

et par suite celle-ci : 

Π
0
 {x -+- 1) = (— 1)« n

0
(.r). 

On en déduit qu'on a, relativement à la fonction Π (a:), 

e
'«*û('^,

n(£la; + û)= (
 ... ,)« ^hSlx* π (

χ
)

? 

d'où, après avoir dans les deux membres supprimé le facteur
 β

ιπλί1χ 

et remplacé Ûa: par a-, 

Π(*4-ΰ) = (-ι)ηΠ(χ) 

Ces deux égalités démontrées, voici maintenant comment 011 parvient, 
dans le cas où l'on suppose k — 1, à la détermination de la constante 

Τ dans l'équation 

0^„[(a+ bu)x, ω] e =τθ

Μ,η\
χ

>7ΤΤω)' 

Remplaçant d'abord les fonctions par leurs développements et mettant 

nour cela dans le second membre Ω au lieu de c +cio>,
 on anra 

(A) 2
 e

'
T?c

"
m)

=
T

2 (-i)
mn

e
'"[

(am+,n)r+
?

(9m+m),
l 

Cela posé, nous introduirons au lieu de ψ (χ, m) l'expression 

ψ {χ, m) = ψ (x, m) — ma·, 

ce qui permettra de supprimer dans les deux membres de l'équation 
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précédente le facteur e™1* , de manière à avoir 

+ * .·π#(*,») Kn m)·] 

On en conclura par suite, en intégrant entre les limites zéro et l'unité, 

J/-» I -H oo il 

et il s'agira maintenant d'obtenir l'intégrale définie du premier membre. 
A cet effet, j'observe que la fonction ψ (χ, m) donne lieu à cette 

relation : 
ψ (x + 1, m) = ψ (χ, m + b) mod. 2, 

ou plus généralement 

ψ (χ + η, m) = ψ (χ, m -4- nb) mod. 2, 

η désignant un entier arbitraire. Supposons donc, comme il a été ad-
mis précédemment, que b soit différent de zéro et positif, et décom-
posons la série des nombres entiers m en b progressions arithmétiques 
4ont la raison soit b, on aura 

-ρ- oc -j- co 

_j_ y βίπ'Κχι η6+1) 

π ψ (χ, ni -+- î) 

. ίπψ{χ, nt-i-b — ι) 

Tome ΠΙ (2e série}. — JANVIER IS58. 
5 
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Or, en vertu de la propriété de la fonction Ψ(λ·, m), cette relation 

pourra encore s'écrire : 

^ίπώ(χ,ϊη) ^ f>; 

I y ^ίπψ(χ^Γ H, I) 

. ίπψ{χ, nt-i-b — ι) 

/I -+-ce 

Ainsi l'intégrale définie cherchée 

2 eivHx'm)dx, 

se trouve exprimée par la somme d'un nombre b d'intégrales telles 
que 

2 + dcc, 

ρ formant la suite des valeurs ο, i, a,..., h — ι. Maintenant, en vertu 
d'une transformation bien connue de ces sortes d'expressions, on a 
simplement 

elTtf{x + ρ) £[χ __ Ι ei ·πψ{χ, ρ) (Ιχ^ 

de sorte que l'on parvient pour la détermination de Τ à cette relation 

Te =Σ ■ I ' βίπΗι'ρ)^-" 
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Les intégrales qui y figurent s'obtiennent par la formule 

/
 e

l
^

X+qx + r)

dx = -L=,è"~ <»' \ 

oil le radical carré \j — ip est pris de manière que la partie réelle soit 
positive. Ce résultat est dû, comme on sait, à M. Gauchy, et a été donné 
par l'illustre géomètre dans les anciens Exercices mathématiques. On 
en conclut par un calcul très-facile la valeur de la constante T, qui se 
présente d'abord sous cette forme : 

ο y," " A 

d* avant pour valeur 

— '~tj l«e*~ ι «. m -f- rfm' — ab') 

Pour prouver ensuite que â est une racine huitième de l'unité, il faut 

remplacer t« par sa valeur 

a μ. -h h'j -ι- ab, 

et l'on parvient ainsi, en faisant usage de l'équation 

à l'expression 
ad — hc = ι, 

— — (ne «'-j- 2 bc u.v H- bd-/'-\~ Ί abc u. H- > abd j -f- ab* c) 

Quant à la réduction aux symboles de la théorie des résidus quadra-
tiques par les formules de Gauss de la somme 

b-1 -,π-> , " > -

5. 
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je pense qu'il suffit d'avoir donné les résultats du calcul sans rappor-
ter le calcul lui-même qui est sans difficulté, et je terminerai cette Note 
en donnant les formules pour l'expression des fonctions Π [χ) par les 
fonctions 0

m n
(x) au module Ω lorsque le nombre k = ad — bc est 

pair. 
Pour cela je distinguerai deux cas : 

i°. (m H-ι) (n + ι) = 1 (mod. a). 

Alors, pour μν — ο (mod. a), on a 

Π(χ) = TA, 

et pour μν = ι (mod, a), 

Π (χ) = θ„,υ(^) Θ0>, (χ) Θ,ι0(χ) θ,,, (χ) 

a0. (tin 4- ι) (« + ι)=Ξ ° (mod. a). 

En supposant encore μν ~ ο (mod. a), on aura 

Π (χ) — ®»η·ο ί·*") ®ο,η (■*") f *-21 
-

et pour μν = r (mod. 2 ), 

Π (χ) = Θ,,, (χ) θ(η+)> η+ι (χ) Τα_
2

. 
ο 

Tj, comme il a été dit précédemment, désigne une fonction de degré i 
des carrés de deux des fonctions 0. Je me réserve de revenir dans une 
autre occasion sur ces formules pour la transformation des fonctions 
elliptiques, qui représentent pour un ordre donné une classe de trans-
formations qu'il importe de considérer d'une manière particulière dans 
l'ensemble de toutes les transformations possibles. 


