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A LI AAGVAAR R N VOARAAANA

DES TERMES QUI COMPLETENT
LA FORMULE GENERALE DE 1A MECANIQUE ANALYTIQUE

DANS LE CAS DU FROTTEMENT;

Par M. E. BRASSINE.

Le principe des vitesses virtuelles, qui sert de base 4 la Mécanique
analytique, a été étendu et généralisé par Lagrange au moyen de la
méthode des multiplicateurs. Par cette méthode, les équations de con-
dition, entre les points du systeme, sont employées comme des forces,
et toutes les questions sont ramenées an cas le plus simple, celui d’un
systeme libre. Si, par exemple, un point &/, y', 2’ est assujetti & demeu-
rer sur une surface L = o, on ajoute aux moments des forces le terme
2J0L; 2 étant un multiplicateur dont le rapport a la pression normale
N est donné par la relation

— ’dL‘2+ (dL\ 2 dL\ 2
= (@) (87 \@)

Si la pression N fait naitre un frottementj N, que nous supposerons
d’apres Coulomb indépendant de I'étendue des surfaces en contact,
nous pourrons considérer dans le plan tangent a la surface L =0 un
point retenu par une force de résistance f N, résistance qui devra
entrer dans la formule d’équilibre, bien que sa direction ne soit pas
complétement déterminée ; pour cet effet, prenons les équations de la
normale ao point x', ¥, 2’ de la surface L = o : ces équations sont

dL dL
E‘\x“—xl)—ﬂ(z’hz’>:oy E(]“)")—W(Z—ZO:O.

En désignant par 1 une quantité indéterminée, un plan normal quel-
Tome IT (2° série). — Mar 1857, I9
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conque passant par le méme point aura pour équation

L ) dL . [dL 4L ,
Tl —x)+ 1=y —y) - (@"EI@) (2 — 2)=o;

nous pourrons supposer la résistance f N perpendicnlaire 2 ce plan,
et exprimer les cosinus des angles qu’elle fait avec les axes des x, 7,
z par

1 dL 1dL 1 /dL IdL
@t )

en faisant

dL\ 2 'di; dL\ 2
R:\/(1+12) (d—\, + (@4—1;{—}/) .

Mais la résistance fN agit en sens contraire d’une force perpendicu-
laire au plan normal, dont le moment serait estimé d’aprés le pro-
cédé de Lagrange; par conséquent, le terme qui devra étre ajouté a
Ad L dans le cas du frottement sera

—fg[%&x’+ Ij—?,d‘j’— <%,‘ + Ig}!«:) d‘z’]-

Les condit.ons du probléme feront trouver dans chaque cas les va-
leurs de 2, I, et par suite de N et f'N.

Si les surfaces en contact, dans un systéme de corps, sont de nature
différente, il faudra pour chacune d’elles prendre une valeur particu-
liere du coefficient f. Par cette extension de laformule de Lagrange, les
questions d’éjuilibre dans lesquelles on fait entrer la considération
du frottement, sont ramenées a un procédé analytique uniforme. De
plus, la généralité de la méthode fait ressortir dans quelques cas I'in-
suffisance de solutions fondées sur des constructions géométriques.

Nous nous bornerons 4 indiquer succinctement 'application de la
formule générale a deux problemes :

1°. Supposons un point sollicité par des forces P, Q,..., en équi-
libre sur un hélicoide, en tenant compte du frottement du point sur
la surface.

L’équation d’un hélicoide dont les génératrices font un angle%r —~ €
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avec 'axe des z est
L=2z—rtang€ —rtanga.9 —y=o:

2 est Pangle avec I’horizon des hélices que I'on obtient en assignant
diverses valeurs a r; r et ¢ sont comptés sur un plan perpendiculaire
aux z, et le pas des hélices 2 nr tang & est constant. ‘

Si le point placé sur I’hélicoide a pour coordonnées z, r, ¢, nous
pouvons prendre le rayon 7 pour axe des &, une perpendiculaire a r
pour axe des ¥, dx =dr, dy = rdq; par suite et sans rapporter ’hé-
licoide 4 ces nouvelles coordonnées, on aura pour le point que nous
considérons

dL dL _

dL dL
= — tang 6, =

’7? — ;l; = — tang *%.

:],

dr dx

Si de plus ce point est retenu a une distance constante r de I'axe des z,
la relation & = r introduira dans I'équation d’équilibre un terme pda.
Mais, dans ce cas, le frottement qui n’a lieu que par un glissement
possible du point sur la surface, sera nul dans le sens des x; la com-

—fN . . , , Ly -
posante *{T » dans cette direction, étant égale a zéro, R et par suite

1 deviendra infini. Avec ces données, on pent écrire immédiatement
les trois équations d’équilibre d’un point sollicité par des forces P, Q,
N, —f N, et I'on trouve les résultats connus.

Si 'on suppose @ = o, § = o, les formules de’héli¢oide deviendront
celles du plan incliné.

’

2°. Pour trouver I'équilibre d’un tour, dont les tourillons sont en
contact avec deux surfaces L = o, L = 0, nous supposerons I’axe du
tour pris pour la ligne des x, et les tourillons cylindriques de rayons
p, ¢’ en contact avec des plans tangents aux surfaces L=o0, L'=0
aux points m, m’. Ces plans touchant aussi les tourillons seront per-
pendiculaires au plan des y, z, et leurs équations auront la forme

z—ay+pyi+a®=o,

z—ay+pgyvi+a*=o.
10..
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Avec ces données, et en appelant N, N’ les pressions exercées au con-
tact des tourillons, et P, P',..., Q, Q,..., les forces qui sollicitent
le systéme, 1 suffira d’écrire les six équations d’équilibre d’un corps
solide. Tous les cas particuliers se déduiront aisément des formules

générales.
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