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DEMONSTRATION

D’ UN

THEOREME DE M. KUMMER;
Par M. Léoroo KRONECRER.

Dans son Mémoire sur la Théorie des nombres complexes composés
de racines (3*"*) de l'unité et de nombres entiers, M. Kummer a
donné le théoréme important que voici [*]

La condition nécessaire et suffisante pour que le premier facteur du
nombre des classes H soit divisible par X, consiste en ce qu'un quel-
A—3

2

On peut démoitrer ce théoréme d’une maniére trés-simple. En
effet, si I’on conserve les notations de M. Kummer [ **], tout se réduit
A examiner si la congruence

conque des premiers nombres bernoulliens soit divisible par ).

(P = b+ by P e b, TR =0 (mod. 1),

est ou n’est pas satisfaite pour une quelconque des valeurs de
n=r1,2,3,..., b
Done, puisqu’on a [***]
: Ao ="7. Vst — V>

il s’agit d’examiner la congruence
() Mg () = 2 (P - ) Y=o (mod. 3?),
ou le signe de sommation s’étend a toutes les valeurs de

k=o0,1,23,...,(2—2)

[*] Poir ce Journal, tome XVI, page 479-
[**] #oir ce Journal, tome XVI, page 475.
{***] Poir ce Journal, tome XVI, page 474.
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Partons de I'égalité identique

7= (= )= e

En élevant cette égalité 4 la puissance 2 n et en observant que le
nombre entier (% — ;) est un multiple de %, on obtient la congruence

P — 2 mynV (g — ) =" (mod. A7),
ou
(1—2n) P+ an. gy =" (mod. }*).
En remplacant & par (k — 1) et en multipliant par 3*", il vient

([ — 9 n) .Yﬂnk + 2n7k—| 7(2n-—l)k+l Ey2n 7:_’:| (mod. )\2).

En retranchant cette congruence de celle qui précede, on obtient
an (yyem — ) ¥ =P R - (med. 3.

Donc on aura de méme

an. S(Yphr — i) YEIE= R 2yt — Syt (mod. A7),
Or, comme les nombres 7o, 71, Va5---y Vi-2 €t les nombres 1, 2, 3,...,
(A — 1) sont les méres & V'ordre prés , on a enfin

i) 2 1.3 (P — )y

( = (y"— )[1*"+ 2 +... + (A —1)*"] (mod.}*).

Le nombre 2 n est moindre que A. On voit donc que la discussion de
la congruence (I) se réduit a la question si le second membre de la
congruence ( 11) est divisible par 3*. Cela n’a pas lieu pour la valeur

an=ap=»>L—1.

Car, suivant ’hypothése ( faite par M. Kummer) que le nombre y# -+ 1
ne soit pas divisible par }*, le nombre y2* — 1 ne contiendra qu’une
fois le facteur }, et, en vertu du théoreme de Fermat, la somme

Pt L (A=)

(R R I
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sera congrue a4 —1 suivant le module A. Ensuite, pour décider si le
produit
(.y‘m _ I) []an -+ 22n + ..+ ()\ — ')2n]

est divisible par 2* pour une des valeurs de n = I, 2,..., (@ —1), ob-
servons que, dans ces cas, le nombre (y*" — 1) n’est pas divisible par
2, et que I'expression connue de la somme

12 2 4 (e — )™
en fonction rationuelle entiére de x, fournit la congruence
14 2% 4+ (A —1)"= %= B,.% (mod.2?),

B, désignant le nombre bernoullien n*"°. Donc, pour que la con-
- gruence (1) ait lien pour une quelconque des valeurs de

n=1,23,..,u,
il faut et il suffit que la congruence
B,=o0 (mod. 2)

soit satisfaite pour une quelconque des valeursde n =1, 2...., (p—1);
ce qu’il fallait démontrer.



