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LES PORISMES DEUCLIDE,

Par M. P. BRETON (pe Cuawr),

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

La question des Porismes est née de la difficulté d’interpréter
convenablement un texte du géometre grec Pappus, dans lequel cet
auteur parle d’'un ouvrage d’Euclide sur les Porismes. Cette difficulté
d’interprélation a occupé plusieurs géometres célébres; aujourd’hui
encore on peut dire qu'elle n’a pas cessé¢ d’étre une énigme. Je me
propose de développer ici [ *] quelques idées qui me paraissent de na-
ture 4 faire envisager ce sujet sous un aspect nouveau, et certes trés-
inattendu. 1l ne sagit, en effet, de rien moins que de montrer que,
sans s’ ¢carter en rien du texte de Pappus, en le prenant tel qu’il nous
est parvenu, ou du moins en n’y faisant qu’un trés-petit nombre de
corrections dont la nécessité peut étre mise sur le compte des co-
pistes, et surtout en s’attachant au sens httéral, on parvient sans
peine & comprendre tout ou presque tout ce que l'auteur veut dire,
a se rendre compte de ce qu’étaient les porismes d’Euclide, et méme
a les retrouver.

Comme peu de personnes sont a méme de consulter les documents

[*] Tai d¢ja publié sur celte question des Porismes deux apercus dans les Comypites
rendus de I’ dcadémie des Sciences (29 octobre 1849 et 6 juin 1853 ). Le premier etait
trop restreint pour donner nne idée exacte du sens que jattachais au terme porisme ;
ce 'était pour ainsi dire qu’un cas particulier d’une conception que j’ai ensuite exposée
avec la genéralité qu’elle comportait, et que je vais maintenant jostifier dans ses
details.,

Tome XX. — JutLeer 1855,

]
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originaux sur lesquels roule toute la question, et notamment le Re-
cueil mathématique de Pappus, qui est encore inédit [*], je commen-
ceral par mettre sous les yeux du lecteur les textes ou passages des
anteurs grecs dans lesquels il est fait mention des Porismes [**]. Pes-
sayerai ensuite de faire connaitre, au moins dans ce qu’elles ont de
plus saillant, les opinions et conjectures émises successivement par
divers savants sur ce que pouvaient étre les propositions auxquelles
les anciens avaient donné ce nom. Aprés avoir ainsi tracé en quelque
sorte Phistorique de leurs recherches, 'exposerai les miennes.

La langue grecque ne m’est pas assez familiére pour que jose espé-
rer que la traduction que je donne des textes de Pappus et de Proclus
sera jugée irréprochable. F’ai du me laisser guider principalement par
le sentiment des choses géométriques. Un certain nombre de fautes
ont pu ainsi m’échapper, mais j’aime i croire qu’elles ne serout pas
assez graves pour Oter toute vraisemblance i Pexplication que je
soumets aux géometres. .

[*] Tl faut excepter quelques fragments, dont le plus important est la préface du
septiéme livre, publiée par Halley en téte de sa version latine du Traité de la Section de
raisorn ( Apollonit Pergeei de Sectione rationis; in-8°; Oxonie, 1706), ouvrage rare,
nayant été tiré qu'a 400 excmplaires. Jen ai fait usage aprds avoir collationné e
lexte grec sur les manuscrits n° 2368 ct 2440 de la Bibliothtque Impériale de
Paris, lesquels m'ont fourni quelqnes lecons évidemment préférables 4 celles de
Halley.

On a du recueil de Pappus une version latine, due & Frédéric Commandin dont il existe
deux éditions (Pappi Adlexandrini mathematicae collectiones ; in-folio; Pisauri, 1588,
¢t Bonomniz, 1660 ). La Notice sur les Porismes a été revue et considérablement mo-
difice par Halley. Simson l'a traduite de nouveau (Opera querdam reliqua ; in-4°;
Glasguee, 1776, pag. 346-352). Mais le travail de Commandin m’a ¢été surtout utile en
me permettant de restituer en quelque sorte le manuscrit dont ce traducteur s'érait
servi.

[**] Le texte de Proclus, auquel jemprunte deux passages, se trouve i la suite de
I'Euclide grec publié & Bile en 1533. 1l a été traduit en latin par Bavrocius { Procl
Diadochi in primum Euclidis Elementorum librum commentariorum libri IV ; in-folio;
Patavii, 1560 ).
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PREMIERE PARTIE.

MATERIAUX ET HISTORIQUE DE La QUESTION.

§ 1. — Notice de Pappus sur les Porismes d Fuclide |*].

Apres les Contacts, viennent les Porismes d'Tuclide, recuell
» que rendent trés-utile, pour Ianalyse des problemes difficiles et des
» consequemes des ln potheses [a], beaucoup de choses dont la na-

[*} Voici le texte de cette Notice :

Mezo J¢ o5 dnupas v Tpeol Bifiow mogiguuta fatw Edxleidou, moklois dboniape uieteyyo-
TuTov 2ic Thy dviduoy <y fubpelzatésny mpoblapitey vul 1oy yevoubvey [al, dmepiiunmToy Ti;
puTEms mopsyoudvig mhRlos. Oudsy wpoatibeinkae tols U Evxkeidoy 7PUBELGL TLOTOV, YoEis

o wf TIvE TAY TpS Gusiv dmetporeiot deutépug FpUPG Ghiy0g aITGY maputefeiragey * E2aGTou

- : : o » . - ) ~ Ay g ;o . e s
wiv wiGlng wpw[uwu Eyovras anodsifeny, wc ideifupey, Toi J8 Evxdsidov wiay Ezaarou Oévros

'.’)J o %t T'ErLfULJG«JGJ‘J[{)] Taire GE }ET.'TY]J F1-1} CU'UG'L/YJV 7al QEOOFLMJ F723 uu//amv 2ot 2l

ruraTipsy, 2ai Toig u.w'/uavocc opiy xul 7 opibzy im

repriy. Amavte 8t udtiy T eidy odce Gempn-
ity i0TE 40T mpoBhnpdTwy, RhAG: péony mwg TodTwy dxedons (ding” GoTE THE TEOTREIS alThy
Fhunabus aynpeciCeslue § be Bewpnparoy § w¢ wpoblpuartwy: b b zei cupBifinuey Tév mokiby
YERUETLOY T0Yg piy Umodupbivery wuti elvan To) yiver bemphpera, Tods 0t wpubhiuutu, amobii-
TOYTUG T GyTuutt pduoy THG mpUTROEmS. ‘
Tég d& Frapopis i THeDY TOUTWY 071 BidTeny #dsteuy of apyaioe, 040y % Ty Gpuy. ﬁuc/v
ap Ouw‘ar“w ugy givur 76 rporawouuw zig aro(;até;w autod Tod THOT Euouevw rpc@l\rp.»' d:
Tpofiadlipevoy el 2uTRaREVEY 0uTod T4 TPOTELVOREVOU * wopeape ¢ 70 mpoTevopevov el¢ mu-
propey woted Tl mpetetvouivoy. Meveypayn 6% abros & T09 mopioputos G055 Hmd T6iv vewT Ty,
w0 Fuvapgvey amuvTy « wopilety, ahhit Gy prpévey Toig aToryeiotg TovTos [¢], xub eviviow adte
wSuey 7038 dTe deth 1o Grrevpevey, iy mopbsvtoy 9 Todto, xui Eheyydpevot Omo ToD Gpou vl
T Giduarouivey, Eypmpoy amd qupbeCraotos cutms; wigeapn dart 16 ditmoy Umobicer omenod
Yewphpatog [d]. Tovtey d¢ 705 7Evove Tov moprapatwy £idic éaTiv of Tomot, wwd mhovalovae v
T dvaivopive. Keympeapuor ¢ w6 mogapitow AhpotaTar vui Emypaoetar wal mupadidote [,
due T4 molvyuToy eluu pEId0y Tov éXhey sidav. Tov 700y Tomwy fothy & pév emnidwy, & o}
TIEPION, & OF Ypapptutiy 2xi §Tt TeY REbs pEctTITYS.
Sunbebanzy dt zul Tovte Toic TOpioULGL, TUS WPOTUGELS Fyaty smreTpnpivag G Ty arohen-

{ @] Littéralement des événements, comme dans ce titre d'un ouvrage de De-
sargues: Browillon-projet d’une attcinte anx événements de la rencontre d’un céne
avec un plar, Dans les manuserits, de méme que dans le texte de Halley, il v «
vy au lien de gevomcrar. Jai cru néanmoins devoir faire ce changement, sans lequel
le texte n’aurait, pour ainsi dlre, pas de sens.

Nota. Chacune des notes [al, 151, (¢, [d],[e],[/], Lgl LAY, [i), /) (AL 1] correspond 4
la fois & un renvei du texie francais el Cu teste grec.
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» ture offre une abondance illimitée. Il n’a toutefois été ajout’ aucun
porisme a ceux qu'Euclide le premier a écrits, si ce n’est par cer-
» tains géometres qui, avant nous, ont mal a propos placé, i la suite de

Thre wokéy Guvhlng cuvumazovoptvey, HaTe Follols 16y yewpetptv Emt pépang dxdéyzalar, T

6% dvaryrurdrepa kyvoely Tav oupavopivey. Uepihebely 0t moddhi i mpeTagsr fasTa duvatiy

5

o,

4 TouTolg, dik 70 ok adtov Edvdeidny ov molhé € fxdoTou eidovg Tefernévar , Ghho deiyuutos
Bverw 175 mOIMRAGOInG &y § Chiyx.... mpls dpyiv dedouévoy..... Tod Tp@TOV Bebhiov élzzey Al
6;LosL6‘?} rap g2efv0u TOD c?aw)\em'a‘nou eidoug TV T, Gg Oive 0 whifug. Atd zui meptin Esi
ToiTag v (i TPOTRASL gvdeybpavoy ehpdutes olTag Eypadupey.

Fay Omticy § mupumtiov tpin Te émt i onpsle, § mepeddilov éripu dedopiva 7, To 9%
Yorma whi Svbs GmTnrar Oiast Jedopivag s00zing [ g], =l 1008 dperor Oiger dedontvng edbeiug.
Tout éni TecGhpoy piv edlaiy eipgrar pivoy, o Gu mheloveg 4 090 Jeer Tod avTol enpeiou eialy
wyvoeiTal d% emi mwovtos ToD mpotevopivoy mwhkfsug ahalee Umapyoy obte heydpevov, Eov 6mu-
outody sbbsion Tépvaaty Edghas i wheloves § do Suir Tob adTod erpeioy, mavta Jf émt prig
wUTOY u“sd“oyém 7, nak TV émt Evépug EzaaToy antrToe Yéose dedopévang evletus § xabmhuirepoy

Hrwg, duw bmocaredy subsine Tépvwary ZANhhas wh whelovee § 8o it Tob autol orusity, mhvty

o

3% 76 imt peiee aUT@ orpein Jedopiva 7, Téy 0% daemiv T8 whifog Exdvrav Tpiyuvoy dptluty, i
mheupk TOUTHY Ermoroy Eyet anpsioy Gmtdpevov edfelug Gige: dsdopivng, ov Tpin [/L] [
quvins UmGpyoy Tayevoy gepioy, Exmatoy domoy grpeiov Gbetar Bias dedopivag ebfziug [{].
Tiw J¢ ororystwtiy 9% eintg ayvohgut Tod70, THY & Gpyav pdvey teSur, Kui imt wivtoy 08 Thw
moptIpaTwy YriysToL &Fyﬁ.; vol omippate pove whdsy wONGY Rork peydhdev xatefeblnriver, by
EpuaTow 0V 20T TEE TOY VTLhiTzmy ()“w.f,aop&.; FreaTildery i, @M natd Tie TOY GUUELEui Ty
2ok GoTovuivey© wi pby umelices muoat Jupioouety Ghkhlew eifusTutor odgar, tow 0t Guy-
Burvivray 2zt {ovovptvy Eastoy 8y wul 16 wvto &y wolluis Yrabicioey Jeapigorg oupbibue.
Unegzéoy odv iy uiv 76 mpdte Billin taldre T pivg /) wov év <aig mpotiazar SnToupivmy (&v
Gy uey 700 ¢ dedjpmppr T0070). Eiw & §Uo Jedopivew onpaioy wpoc biae dedoudviy edfeiony
WDuGhHT, GROTEESD d% pio émd Gicae Jedopivins eubfziug mpds 1 in wuTic d‘eé‘a‘uéwp arpEln,
gmoTiuel 2ok 9 ETénn amh ETipac Myov iyouguy Jo6ivte., Ev &% toig éfhg 6T 760 76 ghpeiov

dmeeran Oiger dedopdvng edfeiuc” tre hdyos tiede mpdg Thude dobeic [A]* &7 2dync wieds mpoc

. e aal s L T T Y . . I
amotowhy® 4Tt 44 iv mupubige foviv [[}* bre §d% imi dofiy veder® Gt dyoc Theds mpig Tive
emo a9 Ewg dobevtog” 81 Myes Thede meds Tivx dmd Todde waTrypévy * T Myog Tobde 7ol
ymptoy 7poe 76 UTH dobzigng nut Thsde ote Tabde ToU ywpinu & piv Tt Jobiv EaTiv, & 9% ddyey
. . T IE S e e "
EystTpog GamOTOERY GTLTI0E TO yoploy, 7 ~6de paTaTivng /wamu Sobévroc, §6Tiv,. .. exElve O P
5 . e Ry N R . o .-
Tyst mpie dmotophy  GTe #0s peh e mpde By e Mdyew Exer dubivta, dbyov Exa wpds Tve gmo
1608 fwg SoBivtag 4Tt 6 U ol dobéving nal thede, icey (671 TG URO dobivtog wul TR R

@

Ta3de dwe OobivTos® §Te niyeg Tl wuk THCdz mpis T &mé ToUde Emg Jdabévtog
Tépwsl. amo Gigst Gednusvmy doliy mepeyoisas.

Ev 6% 6 Sevtépn Bibhin Umoliaers pby vepur, wov 4 Luroupéunry Té piv mielove T 20T Toig
gy 1 mpome Prb)im, mepani 98 taiTec G 6de o ywpioy FTor Myov Eyer mpds amoTopdy.
# pete dofiivtog Moyov xet wpie dmovomhy * 4Tt Myos 43 U7 il 7pog GmoTopfy 6Tt Meyos
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quelques-uns, de nouvelles démonstrations, chaque porisme étant,
» @ la vérité, présenté plusieurs fois, comme nous 'expliquerons,
» mais Euclide n’en donnant chaque fois qu’une seule démonstration
» extrémement claire [ b]. La théorie en est fine et naturelle, et néces-
» saire et tres-générale, et fait les délices de ceux qui savent voir et
» trouver. Toutes ces choses nc sont, quant a leur nature, ni des
» théorémes, ni des problemes, mais tiennent en queique sorte le
» milien entre les deux; de sorte que les propositions qui ont ces
» choses pour objet peuvent étre mises sous forme de théoremes ou
» de problémes; d’ou il est résulté que, de beaucoup de géometres,
» les uns estiment qu’elles doivent étre classées parmi les théoremes,
» tandis que d’autres, ne tenant compte que de la forme des propo-
» sitions, les considerent comme des problemes.

» Mais les différences entre ces trois choses ont été mieux connues
» des anciens, ainsi gu’on le voit par leurs définitions; carils disaient :
» Théoreme est une vérité que I'on énonce, et qu’il faut rendre ¢vi-
» dente par une démonstration; probleme est un but que Pon définit
» et qu'il faut atteindre par une construction; porisme est une chose

. ~ A v TEc wode by Bl Mvow Ever Jobivtat zai 6 Gmd tHcde wal =B
GUVGLULQOTENOY THG0E TE wot TS TPog v Goe 7.0701: Eyz doféute® zol TO Umd THdE nai vhe

b 4de hayov Eyse dobévie, dyny Eyst mpos amotophy® 6Tt Myog cuvepgatipou wpis TIve «To
=094 Swg dobévrog® 47t dabiv 7o Um THvde.

v % 16 =pitey frfihio ai phv whsloves Umobigees ni duuavediny eigty, dhiyae 0% imb winies
2L TUBLATOY T TOY 0¢ Lnvoupévey Té pEv mokhi rupamInaios Toig Eumpoaley, mepage dt TadTy"
e Myos 00 7o Tévde mpoc T6 D Tévds’ Tt Myog 1ol and Tids wpls amoTouny 4T 76 VTS
w6vdz 16 Umé dollelans wal The amd Tolde fwg doféviog* o7 76 amé tisde 6 Imd dobivrog wai
grodopbuvouivng Om6 zelitou fug dobévtag” §Te 76 Urd quvrpgpotépoy xal Thede mpds by fde hayoy
dyee dollévta hiyov E’"/;r. wphs amotopay 61t dati Ti dubty cypziov &y’ o) el imGsuyvipever imi
=ode dobiv mzpiébouce 6 sider Tpiywuoy © &7 éoTt Ti dofiy arpeiov &g’ 0% ab imbzupydusvar it
<60 16Uz &nolu{.cﬁduouaz mEpLpEOTing " 3Tt Hde KTot &y nupxlisst Eatar, ) paTi Teveg ed0zing gmtTh
Fofiy vevodane deleioay mepiéyzt yoviny. ]élxsz d% vo Tpix Libhia Ty wopLoustoy Mupate a',

witi % Qewpopitav 6tiv poa’.

{ #] Halley traduit : « ... Nihil vero additum estiis qua Euclides primumn scripserat,
« praeterquam quod scioli nonnulli qui nos przcesserunt, sequentibus editionibus
» puuéa de suis immiscuerint. Apud hos enim uvnumquodque porisma definitum
» habet demonstrationum numerum : cum Euclides ipse non nisi unam eamque
» maxime evidentem in singulis posuerit, » {dpollonii Pergeei de Sectione rationis,
preef., pag. xxxur.)
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qu'on demande de découvrir. Cette définition a été changée par
des géometres récents, lesquels, hors d’état de découvrir tous les
porismes, mais se prévalant de ce qu’ils voyaient dans I'ouvrage
d’Euclide[], et montrant ce qu’il faut chercher sans pouvoir le
trouver, ont, sans tenir compte de la définition précitée et de ce
qui est enseigné, écrit ceci d’aprés une circonstance particuliére [a
certaines propositions] : Le porisme est ce qu’il faut ajouter 4 Phy-
pothese pour que celle-ci devienne I'énoncé d’un théoréme local [d].
A cette espece de porismes appartiennent les lieux, et ils abon-
dent dans T'analyse. 1ls sont, les porismes en étant retranchés,
réunis en groupes distincts ayant chacun son titre particulier [e],
a cause que cette espece est beaucoup plus nombreuse que les
autres. En effet, parmi les lieux, les uns sont plans, d’autres
solides, d'autres lincaires, et il y a en outre ceux aux moyennes.

» 1l arrive aux porismes que les propositions en sont difficiles 2
suivre a cause de I'incertitude résultant de plusieurs choses ordinai-
rement sous-entendues, de sorte que beaucoup de géometres ne
saisissent qu’en partie ce dont il s’agit, et que ce qu’il y a de plus
essentie]l leur échappe. Quant 4 réunir plusieurs de ces propositions
dans une seule, cela n’est guere possible, parce qu’Euclide ne donne
pas beaucoup d’exemples de chaque porisme, mais seulement un ou
peu comme échantillons pris dans le grand nombre. Cependant, il
en a placé..... au commencement du premier livre quelques-uns [ /]
enticrement de la méme nature, appartenant a cette catégorie
si nombreuse des lieux, de sorte que leur nombre s'¢léve A dix.

»

[e] Y.e sens me parait doutenx en cet endroit.

[«] Commandin a traduit: « Porisma est quod hypothesi deficit a locali theore-
mate. » Halley se rapproche davantage du texte : « Porisma est quod deest in hypo-
thesi theorematis localis. »

[¢] Commandin et tous les autres commentateurs ont traduit : « Ac seorsim i
porismatibus collecta,... » ou d’une maniére analogue.

[f] Le texte est évidemment corrompu dans Halley et dans les manuscrits, Le

voici tel quionle trouve:... &V deiyparos évera modumhnfing & § dhiya mpbg Goyny.
Ardopévey 0B mporeu fibliov Tifewmey, clc. Toutefois on entrevoit le sens. Je dois i

M. E. Littré 'idée de placer un point aprés le mot ohiye, et d’écrire &y % au lieu de év 4.
Je propose, page 28g, une restitution conjecturale pour le surplus.

[EEET] i ; " VU b S O R i T . o
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(lest pour.juol, trouvant possible de les comprendre dans une seuic
proposition, nous écrivons celle-ci comme il suit :

» 8i, dans un systeme de quatre droites se coupant deux i deux ci
six points, les trois situés sur 'une d’elles sont donnés, on les deux
quand cette droite est parallele 4 une des trois autres [g], et que
les points restants, un seul excepté, soient assujettis 4 demeurer cha-
cun sur une droite fixe, e dernier point demeurera pareillement sur
une droite fixe. Tl ne s’agit ici que de quatre droites telles que pas
plusde deux ne se coupent en un seul point; mais ce que on ne sait
ppas, c’est que la méme chose est vraie pour un nombre quelconque de
droites, de cette maniére. Tant de droites qu’on voudra se coupaut
les unes les autres, mais pas plus de deux en un méme point, si
tous les points ou l'une d’elles est rencontrée par les autres sont
fixes, et que chacun des points ott une de ces dernicres est coupde
par les droites restantes soit assujetti 4 demeurer sur une droite
fixe ; ou plus généralement : tant de droites qu’on voudra se coupant
les unes les autres, ais pas plus de denx en un méme point, s
tous les points ou I'une d’elles est rencontrée par les autres sont
fixes, et que parmi les points d'intersection de ces dernieres, lesqueis
forment un nombre triangulaire, il s’en trouve autant d’assujettis a
demeurer sur des droites fixes qu'il y a d’unités dans le coté de co
nombre, de telle sorte que trois [%] de ces points ne puissent élre
les sommets de un des triangles formés par les droites mobiles,
chacun des points d’intersection restants sera pareillement assujett:
a demeurer sur une droite tixe[i].1l est vraisemblable quelanteurdes
Eléments n’ignorait pas cette extension, mais n’a fait qu’en poser le
point de départ; et ii parait avoir répandu dans tous ses porismes les

{g] Jai suivi a peu de chose preés la lecon du manuserit n° 244o. Les termes
Lo 5

imTiov et mupuntiov me m’ont pas parn susceptibles d’étre rendus autrement que par

une périphrase. Simson traduit: « Si quadrilateri cujus anguli oppositi vel e

»

»

»

»

x ad-
verso vel ad easdem partes sunt positi ( lateribus productis) data sint in uno ipsoram
tria puncta (intersectionum scilicet); cetera vero puncta preter unum tangant rec-
tam positione datam, etc. » ( Opera quadam reliqua, page 348.)

[%] Halley et les manuscrits portent <piiv. Le sens exige qu'on mette zpix.

[7] Simson traduit : « ... Vel generalius sic. Si quotcumque recte occurant inter se,
neque sint plures quam duz per idem punctum, omnia vero puncta (intersec-
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» principes et les germes d’une multitude de propositions de divers
» genres. 1l ne faut pas distinguer les porismes d’apres les différences
» des hypothéses, mais d’aprés celles des choses qui arrivent ou sont
» cherchées. Toutes les hypotheses different les unes des autres, étant
» tres-particulieres, mais chacune des choses qui arrivent ou qui sont
» cherchées se présente absolument la méme dans plusieurs hypotheses
» différentes.

» Voici en conséquence, pour le premier livre, les genres [j] des
» choses cherchées dans les propositions (la figure est au commence-
» ment du numéro 7). Si de deux points fixes on méne deux droites
» se coupant sur une droite fixe, elles retranchent respectivement de
» deux autres droites fixes, a partir de deux pointsdonnés (sur ces der-
» nieres), des segments qui sont entre eux dans un rapport constant. Et
» ensuite: quetel pointdécrit une droite donnée de position; que le rap-
» port de telle droite a telle autre est constant [£]; que le rapport de telle
» droite a une abscisse qu’elledétermine est constant ; que telle droite est
» donnée de direction [/]; que telle droite passe par un pointfixe; que
» telle droite a un rapport constant avec un segment intercepté entre

» tionum scilicet) in earum uni data sint; reliquorum numerus erit numerus
» triangularis, cujus latus exhibet numerum punctorum rectam positione datum tan-
» gentium: quarum intersectionum si nulle tres existant ad angulos trianguli spatit
» (null quatuor ad angulos quadrilateri, nullee quinque ad angulos quinque lateri, ete.,
» i.e.universim si nulle harum intersectionum in orbem redeant), etc. » (Opera
queedam reliqua, page 349.)

{J] wevemera conviendrait peut-éire mieux que yivy.

[ #] Halley traduit : « quod ratio ipsius... ad rectam... data est, etc.; » il inter-
cale des points comme si l'on eiit omiis dans le texte des lettres de renvoi a des figures
qu’il suppose perdues. Foute sa version, a partir de cet exemple, est ainsi interrompue
par des points; ce qu’on ne voit pas dans celle de Commandin. Pour qu’une sem-
blable hypothése fit justifiée, il faudrait que le texte grec fit rétabli de cette ma-
niére : « 7. Myos Tis... wpds Thv... dofeeg », en supprimant partout la particule Js,
dont la présence donne au texte la signification générale que j'ai adoptée.

[¢] Les manuscrits portent i7. #dc Séger dedopévn éotiv. Le sens général m’a paru
exiger que Pon mit gre 4d: év mupabéicer éotiv, de maniére & indiquer le paralle-
Jisme d’une droite, variable de position avec une droite fixe,
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elle et un point fixe; que telle droite a un rapport constant avec une
autre droite menée de son extrémité variable; que tel rectangle a
un rapport constant avec le rectangle qui a pour c6tés une certaine
droite variable et une droite donnée; que tel rectangle équivaut i
un rectangle constant, plus un autre rectangle qui varie propor-
tionnellement # une certaine abscisse; que tel rectangle variable,
pris senl ou avec un espace donné,..... a un rapport constant avec
une certaine abscisse ; que telle droite variable, plus une antre droite
proportionnelle & une seconde droite variable, est dans un rapport
constant avec un segment mesuré a partir d'un point fixe; que le
triangle qui a pour sommet un point fixe et pour base telle droite
variable est équivalent au triangle qui a pour somimet un autre point
fixe et pour base un segment mesuré & partir d’un point fixe, que
la somme de deux droites variables a un rapport constant avec un
segment mesure a partic d’un point fixe; que telle droite détermine
sur des droites données des segments dont le produit est constant.

» Dans le second livre, les hypothéses sont autres que dans le pre-
mier, mais le plus grand nombre des choses cherchées sont les
mémes, et, en outre, il y a celles-ci : que tel espace variable, ou
la somme de cet espace et d’un espace donné, est en raison con-
stante avec une certaine abscisse; que le rectangle qui a pour
cotés telle droite variable et telle autre droite variable, est en raison
constante avec une certaine abscisse; que le rectangle qui a pour
cotés la somme de deux droites variables et la somme de deux au-
tres droites variables est en raison constante avec une certaine
abscisse; que la somme du rectangle qui a pour coté telle droite
variable et la méme droite augmentée d’une auire droite propor-
tionnelle & une droite variable, et le rectangle qui a pour cotés telle
droite et telle autre, cette derniére étant proportionnelle i une droite
variable, est en raison constante avec une certaine abscisse ; que la
somme de ces deux rectangles est en raison constante avec une

certaine abscisse ; que le rectangle de telle droite variable et de telle
autre droite variable est constant.

» Dans le troisicme livre, le plus grand nombre des hypotheses ont
pour objet le demi-cercle, et quelques-unes le cercle entier et los
Tome XX, — JuiLLET 1855, 28
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» segments. Des choses cherchées, beaucoup sont i peu pres sem-
» blables a celles indiquées ci-dessus. 11 y a en outre cellesci : que le
» rectangle de deux droites variables est au rectangle de deux autres
» droites variables dans un rapport constant; que le quarré construit
» sur telle droite est en rapport constant avec une certaine abscisse ;
» que le rectangle de deux droites variables est dans un rapport con-
» stant avec le reciangle qui a pour cdtés une droite donnée et un seg-
» mentvariable mesuré a partir d’un point donné; quelequarréconstruit
» sur telle droile est dans un rapport constant avec le rectangle qui a
» pour cOtés une droite donnée et le segment déterminé sur une droite
» fixe, & partir d’un point donné, par la perpendiculaire abaissée sur
» ceite droite. Que le rectangle qui a pour cotés la somme de deux
» droites variables et une droite proportionnelle a une autre droite
» variable, est dans un rapport constant avec une certaine abscisse.
» Qu’il existe un point tel que les droites menées de ce point a deux
» poinis variables comprennent un triangle donné d’espéce. Qu’il
» existe un point tel que les droites menées de ce point & deux points
» variables interceptent des arcs égaux. Que telle droite est paralléle
» & une autre droite passant par un point fixe, ou fait avec cette
» derniére un angle constant. .

» Il'y a trente-huit lemmes pour les trois livres des Porismes, ils
» renferment cent soizante et onze théorémes. »

§ 1. — Lemmes relatifs aux porismes.

Outre cette Notice, Pappus donne les trente-huit lemmes suivants,
qui sont relatifs aux propositions de I'ouvrage d’Euclide sur les Po-
rismes [ *].

[*] Tai cru devoir les traduire en entier, bien que la plupart soient des théorémes
connus, et que plusieurs ne présentent, par eux-mémes, aucun intérét. La question
aurait pu sembler n’étre pas cntiére , si je me fusse abstenn de rapporter ici ce docu-
ment. Toutefois, je me suis permis de ne pas reproduire le texte grec, dont le sens est
bien clair dans toutes ses parties, ni la totalité des figures dont quelques lemmes sont
accompagnés. Le premier en a cing, le troisiéme six, le quatriéme huit, et le sei-
ziéme trois. Ces figures offrent les divers cas de la proposition qu’il s’agit de démon-
trer; mais la démonstration est générale, et peut étre suivie sur chacune d’elles sans

o . . " SO e [EERERERASEREANE
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« L. (Pour le premier porisme du premier livre.) — Soit la figure
» a8ydeln, et soit an:&n 11 ad: dy. Joignez Gx. Je dis que Gx est
» parallele a av.

» Menez, par le point £, &) paralléle a €¢'. Puis-
» que 'on a

S an i gnaddy,
., - » il vient par inversion, addition et permutation
B » do @ ag, cest-a-dire, & cause des paralléles,

So . o) iiyo:on.
» Par conséquent Ay est paralléle a €. On a douc,

» a cause des paralléles,

t8:68) i en:nl etaussi 0 Gy,
» d’our

e 2l 1t ef Gy
» Donc Gx est parallele a a7.
» Demonstration par la raison composée. — Puisque I'on a

af 1 &n W oad i dy,

» il vient par inversion,

'Y

ng :gulyd: de.

» Puis, par addition, permutation et soustraction,
28 108 Ll ay L yn.

» Mais le rapport de «d & @§ se compose du rapport «€ a 6z et de
» celui de ex a «&, et le rapport de 7 & % se compose du rapport
» de 2.6 4 8z et de celui de ¢ & G%. Donc le rapport composé du rap-
» port de € a 6z, et de celui de ex 4 z&, est le méme que le rapport

qu'il soit nécessaire d'y rien changer lorsqu'on passe d’un cas 4 un autre : ce qui
mérite d’étre remarqué. Les géométres de I'antiquité simplifiaient ainsi leurs démons-
trations, et peut-étre Fexemple leur en avait-il ét¢ donné par Euclide fui-méme ; mais
il leur a manqué de connaitre nos abréviations si commodes, auxquelles e n’ai pas
crit devolr enticrement renoncer en traduisant. Chez eus tout est parlé; de la des
longuenrs, qui nous font sentir le prix des notations et des méthodes modernes.

28..
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» composé du rapport de a6 a 6c et de celui de 6 a Gv. Soit re-
» tranché le rapport commun de 8 i 8¢ Le rapport restant de ¢x

» a 2§ est par conséquent égal 4 celui de 0 & 6. Donc 6z est paral-
» lele a oy [*].

» IL. (Pour le second porisme.) — Soit, dans la figure a8ydesn8,
» af parallele a &6, et ae: el :: vn i n&. Je dis que les trois points
» 4, %, § sont en ligne droite. »

5 8 » Par le point », menons 5 paralléle & ds,
;\ » et tirons §« jusqu’a la rencontre de %) en .
\ » Puisque 'on a

|
;\(\ ae &g il yn 0,
\\
\

7 h NN . .
/ 4@‘\ » il vient, en permutant
/ X ’
/ N e e
« T 3 aclyn il g g,

» Mais [on a la proportion
nh 30 innixd et ux:xd:ilyn:Ed.
» D’oa résulte celle-ci
Aniyn il 0606, Clest-a-dire  : 0¢: ae,
» et par suite] on a
welyn ilel lql,
» et conséquemment

Ha N4 BN B

» Or 8 est parallele a »). Donc les trois points §, x, £ sont en ligne
» droite; ce qu’il fallait démontrer [**].

[*] Je me suis écarté, dans cette démonstration, de la version de Commandin, ui
est évidemment défectuense. Il me paralt certain que Pappus a voulu faire ici une
application du théoréme sur les transversales, qui fournit immédiatement les rapports
composés dont il faut démontrer I'égalité. (#oyez, a ce sujet, la note du lemme IV.)

[**] Le texte grec parait étre incomplet. Fai rétabli, entre crochets, la démonstration
de la proportion ze : gn ;i 0 1 ).
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» III. — Que les trois droites o8, oy, ad soient coupées par les
deux transversales 0z, 60 je dis que I'on a

96 >< 07160 < 6y 116 nE 160 < L.

Vs » Par le point §, menez «) paralléle a
//" » Zya, et soient x, X les points ou cette
/ » droite est rencontrée par da, 6. Parle

» point X, menez parall¢lement 4 du la
~._  » droite Ay, et soit u le point ou elle ren-
» contre ¢§. On a de cette maniére

eS8l 0h et al:gn:i:iOh:bp,

et aussi 1 Gx ! xy, & cause des paralléles. Donc, par suite des termes
communs aux deux proportions, on a

e§ 1 8n 11 el 0p;
donc

b < n§ = e§ < Oy
Formons cet autre rectangle ¢£ < 6. On a I'identité
€0 ><n8 L el X nf 11 ef < G €8 < nd,

Cest-a-dire 11 6. : On ou encore :: A9 : Gx. On démontrerait de méme
que 'on a

x9 1 6% 1100 < 6y 1 98 < ¢,
d’oti, par inversion,
2002 11 G8 < yd 68 < 6y.
Mais il est démontré que 'on a
MG On el X G el < 0.
» On a donc
e§ X8 ef < nd 1 68 yd 1 06 < €y.

» Démonstration par la raison composée. — Le rapport de §z < 7¢
& 0 X< &e se compose du rapport 8z & ¢, de celui de En acg, et de
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»

»

n

celui de e a nf. Oron a
be.eC i 0N Ca

el

Cninfd i Calx;

donc le rapport de 6c>< 0 4 Gn < ¢ se compose du rapport de
OX i Ga, et de celui de §o a Gx. Mais le rapport composé du rap-
port de G) a So et de celui de §a 4 Ox est le méme que celui de 52 &
G, de sorte que I'on a

Oz < & 1 9n < Ge it 0N Gxn.
On démontrerait de la méme maniére que I'on a
00 < 8y 1 66 < yd 11 Gn . G2,
ou, par inversion,
6 <y 60 < Gy 11 O): Gz,
On a donc
e < Gn 2 G < ef 108 yd 1 00 < &y,
» IV. — Soit, dans la figure a8§ydelnful,
al X By af < &y af < detad < &,
Je dis que les trois points §, , § sont en ligne droite.

» Puisque I'on a

A>
A al <&y ab < g8 i el x 0 ad < &,
NN » il vient, par permutation,
2N o Gy .o ¢
AN s C &y et < o
i ?L\é c’est-a-dire
/ AT NN
T BYsE 6y :dei: af < y8 1 ad > €L,

Par le point x, menons xp. parallele a g, le rapport de &y a dzse
compose de celui de 6y a xv, de celui de xv 4 zp., et de celui de xp. i
dz. Or le rapport de o€ < 75 & ad < ¢§ se compose de celui de 7€ a
a9, et de cclui de y¢ a €. Soit retranché le rapport commun de
824 ad, qui est le méme que celui de xv & .. Le rapport restant de

oy i : 1 [N R NN I R R A R R AR RN RNRR AR
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» 7§ a Ge se compose par conséquent du rapport de €y a zv, cest-a-
» dire de Gy & «6, et de celui de ®L A de, c'est-a-dire de xn & e D'on
» Pon conclut que les trois points 6, , £ sont en ligne droite. Car
» si par le point ¢ nous menons parallelement & 67, la droite <2, qui
» rencontre en & le prolongement de 8y, le rapport de xn a e est le
» meéme que celui de «6 4 ¢£. Le rapport, qui se compose du rapport
» de 70 a Gx et de celui de x i <%, se transforme dans le rapport de
» Gyh ek, et le rapport de y¢ a e est le méme que celui de y6 4 <&,
» 76 étant parallele 4 z£. Donc les trois points 6, &, ¢ sont en ligne

» droite; cela est évident. Donc aussi les trois points 9, », £ sont ¢n
» ligne droite [ *].

» V. — Dans la figure aSydein8, on a
ad 1 dy b &y,
» Soit donc cette proportion

a8 .y 1 b1 6y,

» Je dis que les trois points , », § sont en ligne droite.
oz » Menons, par le point y, «}. parallele i
\ » ad, on a par hypothése
ad 1 dy i of: 6y,

5w » mais on a aussi

@
.
<

2

ud i dy i uhAn, et o8 16y 1 v
» DYVou
wh Ay LA Lo,
» et, par sousiraction,
a2 A,
» ¢ est-a-dire

2d > yd 10k,

[*] La derniére partic de cette démonstration est la réciproque du théoréme fonda-
mental de la theorie des transversales; d'oit 'on peut conclure que la proposition

directe doit étre censée connue. Clest ce que j’ai supposc dans la seconde démonstration
du lemme I.
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» et, par permutation,
ad inh il yd i, Cest-adire i d9:6),
» et n) est paralléle & do. Donc les trois points «, v, § sont en ligne
» droite. Cela est évident.
» VL. — Soit, dans la méme figure, d7 paralléle a oy ; alors of est
» égal & 6y. Supposons a6 = 6y : je dis que ¢ est parallele a ay.

» Clest ce qui a lieu en effet. Car soit pris sur
» le prolongement de 8, €9 = 18, joignez o9, 0y,
» la figure ofyq est un parallélogramme. Et, a
» cause de cela, on a

b de 9% g

£

» car chacun des deux rapports dont se compose
» celte proposition est égal 4 celui de 6y a y:.
» De sorte que d¢ est parallele a ay.

» VII. — Soit encore la méme figure, et 60 troisiéme proportion-
nelle & 8, 25 : je dis que &y est parallele a ary.

b4

» Prolongez ¢§; par le point ¢, menez g
» paralléle a d% et joignez yx. On a, par hy-
» pothése,
786 b &0,

> » et, par construction,
af ;60 : «8: 66,

» et par conséquent

76 6o 1 w6 6h.

-

» Donc #y est paralléle a4 «f. D’ou il suit que 'on a
o8 181l 1 ue,

» car chacun des rapports qui composent cette prop()l'tion est le
» méme que celui de %9 a 0¢. De sorte que &x est parallele a ay.

» VIHI. — Soit dans la figure o8ydeln (en grec Swpionog, ayant la
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forme d’un petit autel), d% paralléle & €y, et e paralléle 4 65 : je dis
que d% est paralléle & 7.

» Joignez €&, dvy, {n. Le triangle d€: est,
» d’aprés cette construction, équivalent au
» triangle dye. Ajoutons & Fun ct a4 lautre
» le triangle daz. Le triangle total afe est
» par conséquent équivalent au triangle
» total yde. Maintenant, puisque 6 est pa-
» rallele a e, le triangle 6%z est équivalent
au triangle €. Retranchons de part et d’autre le triangle .
Le triangle restant o8 est équivalent au triangle restant eng. Mais
le triangle a8 est équivalent au triangle a7, et par conséquent
aussi le triangle ayd au triangle a&n. Soit ajouté i 'un et a Pautre
le triangle ayn. Le triangle total yd est équivalent an triangle totai
7én, etils ont la méme base yy. Donc gy est parallele a J¢.

» 1X. — On mene, dans le triangle a8y, les droites ad, vz, et &y pa-
rallele 4 6y, et on tire x). Supposons que l'on ait

€910y 11096z
je dis que x) est parallele a 6.
» Puisque I'on a, par hypothése,

[+3

/ﬂ‘\ - .. .
FA 661Gy 1199 Ge,
/"",ﬂ"‘ \ » il vient, par soustraction,

:/F ‘ ]

/ \7/ ,‘( V// & : ve il 09 Ge.
SN aic
: ,)LLJO \ » Mais on a |

/ \ 8d:ey:ipmivg et 109 0Ge;

I ‘

i
'\
v » d’ou, par permutation,

Su:dG ivn b

» Mais, & cause des paralleles, on a

.00 i 8uixd et wvifziinrllg,

-

» et par conséquent

Sz ixf 1inh 00,

» Donc =k est parallele a n§ et par conséquent aussi 4 /5.

Tome XX. — JerLLer 1855. 20
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» X. — Par un point § on meéne les deux transversales 00, Ge qui
» coupent les deux droites 8ae, duy. Supposons que I’on ait

9n><§s:6£><c_‘fnZ:d‘@x@y:d‘yx@@,

-

» Je dis que les trois points 7, o, £ sont en ligne droite.

» Par le point 6, menons parallélement
» & ya la droite x1 qui rencontre ad, «f
» en x, . Par le point A menez paralle-
» lement 4 «d la droite Ay, et soit . le
point ou elle rencontre ¢§. Par le point «

S 0 X . .
v » meunez parallelement & 25 la droite v, et
‘ AN . » soit v le point ou elle rencontre ¢6. On
' » a, a cause des paralléles,

d9 6v:iidyiy8, dout 00 x 8 = dy < by,

-y ™~

=4

» Formons le rectangle dy < 66; on a I'identité

09 < 610y < 8011 yd < Oy 10y < 89, Clest-a-dire :: Oy : 6.

3

Mais, par hypotheése, on a
00 >< 6y 0y < 80 .16y = Lo 1 Gz < Cn,
» et, a cause des paralléles,
v 16614616}, Ccest-d-dire ::1nf:0u, ou 6y Ge: Op < &e.
» D’ou résulte la proportion
On < Ge1be <&yt ln < Ge: Op < Ge.
» Donc

be < §n = 6 < e,
» ce qui doune

Op. 2 0 2 G e,
» et, par addition et permutation,

pelen o el
» Mais on a

pEien ke e,
» el par conséquent aussi

heleo ) Qe el
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» Donc af est parallele i »). Or 7o Uest aussi. Donc les trois points 7,
» o, { sont en ligne droite ; ce qu'il fallait démontrer.

» Les divers cas sont semblables 4 ceux précédemment indiqués
» l'occasion du lemme dont celui qui vient d’étre démontré est la
» réciproque [*].

» X1. — Parle sommet 2 du triangle a8y on méne o0 paralléle i &y.
» Soit une transversale d qui rencontre 8y en ¢. Je dis que 'on a

de < n:el < nd 1198 6.

» Par le point 7, menons parallélement & -

;”*}J » d& la droite y6, et soit § son point de ren-
s Xr » contre avec ¢f. On a ainsi
T yeion 98 n, et vyuian::ed:dy,
) 1_ B 4 » et par conséquent aussi
: L 1 dn i by .
Jo » Donc

70 X< M = &b X {n.
» Formons le rectangle :Z < nd. On a I'identité
0e X {n 1 dn < el iyl < L <
» ¢ 'est-a-dire .
iyfiel, ou 148k G
» On adonc :
ds < {n: el < nd 8 G,

» 1l en est encore de méme lorsque la droite ad menée parallelement
» & €y est dirigeée dans le sens opposé 4 celui indiqué sur la figure, et
» lorsque, partant du point d, elle est wenée hors du triangle, par
» exemple du cOté du sommet 7, et prolongée (au besoin) au-dessous

» de 6y [™*].

{ * ] Cette derniére phrase, ¢ &t mrwrmd «vtod OMDINS TOLS MPOYEYPRILUEVOLE 4 Doy SGTLY
wveaTpogioy, est placée , dans les manuscrits , en téte du lemme suivant; ce qui la rend
inintelligible. Elle m’a paru-se rapporter aux diverses figures du lemme 111 > qui est, en
effet, la réciprogue de la proposition ci-dessus. (Poir la note de la page 218.)

[**] Ces derni¢res indications me paraissent rendre complétement le sens de cette
phrase, Ta davra x’z}cv ¢t To reon #eepn &;59{753 zd TapEAAYACS s Kati wxS Tah K exTos, @x
ta070 7y ik Thy solsiay, qui fait suite & la démonstration ci-dessus.

2Q..
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» XII. — Ceci étant démontré, il faut faire voir que, les droites 4§,
» o étant paralléles, et coupées par les couples de transversales ad,
» af, 8y, &, si 'on méne ¢, ¢y, les trois points v, ., # sout en ligne
» droite.

» Car, puisque du est un triangle, et que
» e est parallele 0§, et que ¢y est une trans-
» versale qui rencontre ¢7 en 7, on a, par
» le lemme qui précede,

O s Ly 1t qe < nd : yn X Ce.
» De méme, puisque 85 est un triangle, et

» que & est parallele a 75, et que de est une
» transversale qui rencontre 77 en ¢, on a

VR I VRN P T
» et, par inversion,
0Lt Ly B de: dexx dn.

» Mais on a déja
O = Ly iiye < nf 2y < G,

» et par conséquent

1e X 08 X< fe i dn X ke i de < wh.

» Or c’est 1 le cas de 'avant-dernier lemme, car les deux droites yui,
» Jud sont coupées par les deux transversales ¢y, ¢d, et on a

Ve X 0l 1 yn < Ge L dn < eh : de X< .

» Donc les trois points n, u, « sont en ligne droite. Cela est en effet
» démontré dans le lemme précité.

» XIII. — Mais que les droites o€, 7d' ne soient pas paralleles, et

g | " TP iy o R ERER XA
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qu’elles se rencontrent en v. Je dis que les points 7, u, % sont encore
- en ligne droite.

» Puisque les trois droites av, «&, z6
» sont coupées par les deux transversales
» e, vd, issues du point y, on a

YEX On i< e < Ed 1 vd < L

» De méme, puisque les trois droites v,
» 8y, € sont coupées par les deux trans-
» versales d¢, dv, issues du point ¢, on a

vy §0 v < Ey 1l s ed s O .
Mais il a été démontré qil’mx a

vy X §8 1 vd > yE 1 ye 10 1y < b
On a donc aussi

Ye X 00ty < Be 11 0 < ed: e < .

De méme que dans le cas ou a8 est paralléle a 70, on conclut, en

vertu du lemme cité, que les trois points 7, {, » sont en ligne
droite.

» XIV. — o6 étant paralléle a4 40, on méne les transversales «e, 4,
soit & un point pris sur &y, de telle sorte que I'on ait

deley Y818 186 .
Je dis que les trois points a, £, ¢ sont en ligne droite.

» Menez par le point ¢, parallelement a &/, la

» droite d9, et soit § le point ou elle rencontre

» ae. Par ce point 6, menez 0x paralléle a 2, et

» prolongez &y jusqu’en x. On a, par hypothese,
de eyt Y8 &n 88 ym,

et, par construction,

o

deieyiidGiyn ou 110065y < 6L,
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»

»

»

»

»

»

donc

8y < &n = d§ < 6¢;
d’ou résulte la proportionv
75:65::0G:8n, Cest-a-dire ::yx:ng,
et, par addition,
2660 uy:8n, Cest-a-dire ::d9:&n.
Mais, 4 cause des paralléles, on a
#6:6n:0u an etaussi ::d6:&n;

or les droites 99, &» sont paralléles, donc les trois points o, £, ¢

sont en ligne droite.

» XV. — Ceci étant démontré, que les paralleles o, 0 soient cou-
pées par les deux couples de tranversales ag, &6, ve, <, et que 'on
joigne €y, 1, je dis que les trois points a, p, d'sont en ligne droite.

» Tirez la droite dyu, et prolongez-la jus-

o : . . ]
< / B » qu’en 6. Puisque & est mené parallelement
\\\ \ .
NS \ , » 4 93, hors du triangle €y¢ par son som-
N N
\\\Ze\ x}/ » met §, et que ed' est une transversale, on a
~ .
“ - \ . .. -
N6 Y8180 1 de < ud s eh X xd;

/>< \ » INais on a aussi

Y ¢ 5 O > nd I X ke &y X e o ye < b,

puisque ¢y, ¢ sont deux transversales issues du point ¢, qui cou-
pent les trois droites 72, 89, nx. On a par conséquent

0% 1y e nf L ym < bs;

donc les points «, G, ¢ sont en ligne droite, en vertu du lemme qui
précéde. Donc aussi les trois points o, p, d sont en ligne droite.

» XVI. — Les droites a8, «y étant coupées par deux transversales
9%, dz, issues du point ¢, si Pon prend sur ces derniéres les points

oy ' ’e TIE e e i [ERRERENRRRENERNE



i1

-3

PURES ET APPLIQUEES. 3

7, 4, tels que I’on ait
0> &8 de < ng 11 60 < 1 89 x 46,

je dis que les trois points u, u, § sont en ligne droite.

2

/T\ » Menez, par le point », ») parallele a
/
A » &d. On a, par hypothése,
7\-4\-, Enx{;d‘jd\EXC‘f)I:@9><75"Z€d\><70;

Ay e ARV

/ ’ \z » or le rapport de e < &d a dexx ¢ se
/ i \ » compose du rapport de ne & &, c’est-a-
S A\ » dire de #v 4 87, et du rapport de d¢ i
g8 [} Y g PP
)

» &, cest-a-dire de yd' a ni, et le rapport
de §5 < yd 489 < ¥ se compose du rapport de 6§ a €4 et du rap-
port de dy a 5. Donc le rapport qui se compose de celui de
27 4 60 et de celui de yd & v} est le méme que le rapport qui
se compose de celui de 80 4 63 et de celui de dy & v6. Mais le rap-
port de xn 4 60 se compose du rapport de xn 4 69 et du rapport de
86 4 62. Donc le rapport composé de celui de «n 4 89 et de celui de
66 4 6, et encore de celui de dy a 7, est le méme que le rapport
qui se compose de celui de 66 a €2 et de celui de dy & y9. Soit retranché
de part et d’autre le rapport de 69 4 €¢. Le rapport restant, com-
posé de celui de xn 460 et de celui de dy & nk, est par conséquent
le méme que celui de dy 4 70, c’est-a-dire celui qui se compose du
rapport de dy 4 ) et du rapport de ) 4 9y. Soit retranché encore
le rapport de dy & ). Le rapport restant de xn a 86 est donc le
méme que celui de n) a §y, et on a, par permutation,

20 inhii 660y,

et les droites », 6y, sont paralléles; donc les trois points o, », §
sont en ligne droite [*].

» XVII. — Mais que les droites a8, 79, ne soient pas paralléles, et

[*] Ce lemme se confond, quant a I'énoncé, avec le lemme X. La démonstration

seule est differente
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» qu’elles se rencontrent en v; je dis que les trois points «, 1, ¢ sont
» encore en ligne droite,

» Les trois droites 6y, 8y, 65 étant cou-
» pées par les deux transversales d<, dvy,
» issues du point ¢, on a

VO X Y8 vy 08 1 e ud ed < nd
» mais on a aussi

60> xh led X nd 1l el X yn ey < by,

» car les trois droites 7}, 89, nx sont cou-
» pées par les deux transversales &, €0, issues du point ¢. On a par
» conséquent

0y tey><On 1 ve X ¢ vy < 0%,

En vertu du lemme qui précede, les trois points , §, ¢ sont en
» ligne droite; donc aussi les trois points ¢, 1, ¢ sont en ligne droite.

» XVIII. — Soit le triangle a6y et «d paralléle & &y. Supposons les
droites de, £n menées de telle sorte que I'on ait

N

g:syxﬁ::@n:ny;

~

» Joignez €d, je dis que les trois points 8, x, 7 sont en ligne droite.
» On a, par hypothese,
€ : ey X Y61 6y .
» Ajoutons de part et d’autre le rapport de

» e aeb, lequel est le méme que celui de
» gy > 98 4 £8< &y 1l en résulte que le

) » rapport de 6 a6 €y, c’est-a-dire de

£ B Tos 8a 8y, est le méme que celui qui se com-
» pose du rapport de €y a ny et du rapport de ¢6 < ¥8 & €6 < &, le-
» quel est le méme que celui de ey 4 ¢€; de sorte que le rapport de

» 6426 x &y se compose du rapport de &n & 0y et du rapport de ¢y a
» 6, et conséquemment est le méme que celui de g7 >< 6y a 8 x .

-

-

o s
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Mais, en vertu d’un des lemmes précédents, on a

e§:1 6y G 0 : D &6,

et par conséquent

Ve Bnlyn <810 I dex L6

donc les trois points 6, z, 7 sont en ligne droite. Cela est, en eftet,
parmi les cas des réciproques précédemment démontrées.

» XIX. — Trois droites «§, ay, ad, étaut coupées par deux transver-
sales €&, ¢6, issues du point ¢, sil'on a

e§ 1 8n 11 Be b,

ie dis que ’'on a aussi
J

€18y eddy.

» Par le point n, menez ix parallele a -

efiini
» d,ol‘l
et, par permutation,
€0 un s
mais on a
20kl 6y
et par conséquent
€e::d 11 8y
ou, par permutation,
€16y ed

» On a, par hypothese,
€ 8n .6 O,

» et, par construction,

1%, G:0n 109,
Bzimn 1o dz i nh,

0k

L0,

79

9.

La proposition se démontre semblablement dans les autres cas.

» XX. — Soient deux triangles 28y, d¢§, ayant un angle égal, sa.

Tome XX, — Aovur 1855.

3o
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n

»

voir o = d3 je dis que V'on a

Sx3< oyt ed < 0% 1 laire du triangle a6y : I'aire du triangle 7.

- 5 » Abaissons les perpendi-
. N\ » culaires 8y, 0. Puisque
\{' SN » Pangle a est égal a @, et v
) \\\ _ B \‘\\ » A 9, on a
oo B 28 8n 17 e e

mais on a les identités
al:6n i8uxay:ibn><uy et deief il ed < I ed < g,
et par conséquent
Sax<ay:Bn <oy ed < 08 ef < d¢,
et, par permutation, '
Boxay:ed <0 Bnx<ay .l dL;
mais les rectangles 67 < a7y, €0 > J7 sont entre eux comme les aires

des triangles .6y, d</, car 8y, ¢0 sont respectivement les hautenrs
de ces deux triangles. On a donc

8 < oy e >< 9% ;2 Paire du triangle o8y : I'aire du triangle d:7.

» XXI. — Supposons maintenant que les angles «, ¢ fassent en-
semble deux droits; je dis que 'on a encore

Sa 2 uy i ed > 96 2 Paire du triangle a8y : Paire du triangle d¢Z.

» Sur le prolongement de 8, prenez

h 4
A / e
/ \

\ /) » et Joignez yn. Puisque les angles «, d,
\ ! \ .
ol \ FE » font ensemble deux droits, et que les
SN sl y-» angles adjacents 8ay, yor, font aussi
X \\ o » deux droits, yan est égal 4 &. On a
¢ AN \ \\ \“ ,
_h\\% g » par conséquent

a2 > oy 7 ed X d¢ 11 Paire du triangle axy: l'aire du triangle 97 ;

oo f : ' VUL e U U S i "
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» mais no étant égal a of, les triangles voy, 28y sont éguivalents.
) g (at

» Donc on a

S oy L ed < 0% 11 Vaire du triangle a8y : I'aire du triangle d<¢

» XXII. — Soient quatre points «, 7, d, §, en ligue droite; suppo-
» sons que I'on ait

z.aéxyd‘:}z’:

je dis que 'on a
—6—52: ;’—"yﬂ_'_ O\—g‘?;

» car, puisque, par hypotheése,

LS

208 < 30 = ?@2,
» sil'on retranche de part et d’autre 2 66 < dy, il vient
2 00 < o :7-6‘2+3‘_€2;
» soit encore retranché de part et d’autre y—d‘l, il en résulte
2 oy X *yd‘#—?o“z: 08
» Ajoutant enfin ;/.7, il vient
0d = oy + 06 .
» XXII. — Soil 26 < &y = 8_0“’, je dis que Pon a ces tx‘éis relations :
(29+09)<80=adxdy, (ad4dy)xGy=0dy, (ad4+0y)<Ea=nd .

» Car, puisque I'on suppose

N
e
.
N

ol < byt &,
» on a la proportion

u8:60::6d:6y, dou ad:6d::yd:6y,
» puis, par inversion et addition,

70 + Qo da Ll o 96
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» donc
(0d 4 dy) < 80 = ad < dv.

b

La proportion o.d: dy :: d6: 8y donne ensuite, par addition,

0d +dy1dyiidy s,

» donc

(ao“+d‘y)><"/8=;“_72.

1%

» Enfin de la proportion «d': dy:: «6: 64, on tire, par inversion et
» addition,

-

18+ de i du b
denc

b

(0 + Oy) < a8 =20 .
» XXIV. — Soient quatre points a, 7, ¢, §, en ligne droite. Sup-
» posons que l'on ait

70 = 2.0y % 96;
» je dis que 'on a aussi
O—t-@zz ;a-“z—k %2.
» Car de 'hypothese

& r _z68

B 776—‘2: 2.0 < 9§,
» il résulte I'égalité 2
2,07 X Y=y + 2.0y 7d.
» Ajoutant de part et d’autre o?yz, il vient
2.0 96 + 0;;:: 23
» ajoutant encore gf, on 2z enfin
i

» XXV. — Soit a8 ¢ @'y:éy; je dis que I'on a ces trois relations :

(00 —09) < 6d=adxdy, (20—dy)x8=0y, (ud—0y)<Eu—0d .

A R » Car ’hypothése donne la proportion

af: 60 ::6d: 6y,
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d’oti, par soustraction,

~3

ad &3 :: dy 1 6y.
Permutant et soustrayant de nouveau, il vient
ad—ady:dy 1 ad: d8;
done
(ad —dy) < 06 = ad < dy.
La proportion ad': dy :: 96 : 6y donne, par soustraction,

ad —dy:dy i dyiy6;

: donc

(ad —dy) =< 6’7:0772.

Enfin, de la proportion ad 1 dy a8 80, on tire, par inversion et
soustraction,

ad —dyiad:: ad;ab;

donc
(20 — ) < b =ad .
» XXVI. — Supposons que 1'on ait
a8 :6y:iad oy,
je dis gque Von a aussi
ab < By Sy

» Prenons de =94, on a, par cette con-
» struction,

*Q
deg
o

!
¢

|

!
LN
i

— , . . —
X ay+yd, Cest-a-dire ea X ay 490 x de= 25 .

D'apres cela, la proportion o8 : 6y :: 0 : Ey? donne,

par soustrac-
tion,

wyiy8  Clest-a-dire  ex ay e X By il emx oy yd de;
donc

ae X 6y =0 x de.
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» De 14 une nouvelle proportion, de laquelle on tire, par soustrac-
tion,

a0 0c  Cest-a-dire oy 1. 06 6y;
done
od — 684 ou a@:d‘y-—éy ou 60::60:8y;
donc

26 Ey =60 .
» XXVIlL. — Soit encore a@:@y ::Z}‘ : 3\}’, je dis que 'on a aussi
283 6y =60 .
» Prenons, comme ci-dessus,
de = yd,
il en résulte
o< e =+ y_d‘ . Cesteddire  yo X oe+ < dy=ad ,
et la proportion que nous supposons avoir lien donne, par soustrac-
tion,
oy 98, cest-a-dire yo < o e > Y8 11 yo < ae D € X Ay
donc
oz X y8 =ed < .
De I3 une nouvelle proportion, de laquelle on tire, par addition,
ad ; dc - Cest-a-dire dy 066y,
et
20 +08 ou ob:0y+79€ ou 6&2::6d:6y;

done

a@x@y:@‘z.

» XXVIII. — Les droites ad, dy, touchant le cercle a6y, joignez zy,
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» et menez a volonté la sécante 9§ je dis que I'on a
6d:de 1167 L.

» De ce que l'on a

J— ad = dy,
5 M _
g \\ » il résulte
S o470 — b
; L e wl X Ly + {0 =du;
; / / » maiS
s al XLy =80 L3

» done

Q)

—
60 < Le+ 37 =180 ¢
» Cela érant, il s’ensuit la proportion
. prog
6 e 87 =[]

» XXIX. — Un segment de cercle étant déerit say 8, y inscrire un
» angle a6 dont les cdtés soient entre eux dans un rapport donné.

- » Supposons le probléme résolu, ot
. » menons par le point v la tangente 70
. » Ona

—

o

ay 6y ad: 98;

o

» or le rapport de oy 4 € est donné, ainsi que les deux points «

~ .
s T
» donc ¢ est donné, et par conséquent aussi 6.
» Ce probléme se construira de cette manicre :

» Soil a8 le segment donné. Supposons que les deux cordes doi-
» vent étre entre elles comme les longueurs g, 7. Soit déterminé le
» @ par la condition de satisfaire a la proportion

27wl G0

point

=

» Par ce point, mencz la tangente dv, et joignez a7, 46. Je dis que
ces droites résolvent la question, En effet, on a, d’apres cette con-

[*] Cette démonstration est tellement abrégée , que Commandin ne I’
Il a eru que la sécante 88 devait nécessairement passer par le centre;
démontré la proposition que pour ce cas particulier.

4 pas comprise.
du moins it n'a
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»

b4

struction,
2.2 ad:d8;
mais on a aussi
—_— ——2
of 106 lay Y8,
puisque d* est une tangente; il vient par conséquent

Day g8, o el ilayiofs

o

donc Vangle ay€ résout le probleme proposé.

» XXX. — Soit un cercle décrit sur «8 comme diamétre. Du point
quelconque ¢, abaissez sur ce diamétre la perpendiculaire de. Par le
méme point, faites passer une corde quelconque J¢. Joignez ¢Z, et
soit v le point ou cette droite prolongée rencontre le diamétre af s

je dis que I'on a

oy 08 e Ge.

» Joignez da, us, a.f, (6. Puisque d=

» est perpendiculaire au diametre o8,

» les deux angles do8, Gue, sont égaux

7 » entre eux. Or, d’une part, 'angle da€

» est égal a 676, comme étant inscrit

» dans un méme segment. D’un aulre

» cOté, Iangle 8ue est égal a Pangle €7,

extérieur an quadrilatere «8Zz. Par conséquent les angles 678, 67n

sont égaux, et comme 'angle w6 est droit, il résulte d’'un lemme
connu que P'on a

om 08 1 af 166[7].

» XXXI. — Soit un demi-cercle décrit sur o8 comme diametre.
Elevons en o, 8, les perpendiculaires az, 80, et tragons a volonté la
transversale ds, Par le point {, menons a cette transversale la per-
pendiculaire {», et soit v le point o elle rencontre af. Je dis que

[*] Le lemme sur lequel Pappus s’appuie & la fin de cette démonstration est la reci-

proque de la proposition LII du VI livre des Collections mathématiques.

U ¢ LK) N R R LR IR RN R R R RN R R NN RN
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» ['ona

ag < 60 = an < 5.

» Car, supposant la chose vraie, il en résulte
» que I'on a

od

cx a0 &0

» (que par conséquent les triangles can, 750
» ont un angle égal, savoir ¢ =§, compris
» entre cOtés proportionnels; que par consé-
» quent encore les angles ane, 8dn sont éganx entre eux. Or les
» angles ore, «fe sont égaux, comme étant inscrits dans un méme
- segment [de la circonférence décrite sur e comme diamétre |; de
» méme les angles 8¢, €77 sont ¢gaux, comme inscrits dans un méme
» segment [de la circonférence décrite sur »d comme diametre |. Tt
» s'ensuit donc que les angles ¢l¢, €7n sont égaux. Or cela est, car
» les angles o€, £y sont I'un et autre droits. Donc, ete. | *]

» XXXII. — Supposons que les cotés of, ay du triangle a8y soient
» égaux. Sur le prolongement de a€, prenons 4 volonté un point ¢, ct
» par ce point menons une droite d¢ de telle facon que le triangle &4
» soit équivalent au triangle a8y, Je dis quesi la droite §¢ partage cn
» deux parties égales I'un des cotés égaux du triangle, savoir celui
» «ui est dans angle opposé 4 d, on a la proportion

2

Y8 G Il TG
> g
' » Par le point §, wenons parallele-
N ‘ » ment a dz la droite &z, et soit » le
. /0 » point ou elle rencontre le prolon-
o D » gement de oy, Prenant pour vrai
’ ’ . » oce quiil faut démontrer, il en résulte

[*} Conmandin donne dans sa version une seconde démonstration, wais elle nianeque
dans les manuscerits n 2368 et 2440 de la Bibliothéque Tnpériale. Cest nne démans-
tration synthétique.

2
Come XX. — Aopur 1835 A
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»

»

»n

»

»

»

»

»

n

»

que I'on a
{a+29:00 Clest-a-dire (Jn+x8) <76 : Z@z al (6 \
d’ou
(Ex +x8) < 26 C'est-a-dire 2742 — = i
et par conséquent
T =
or on a

—2 ——2
2y — fo =< na.

Donc

_—
VA X 2o = Gn ,
ce qui donne la proportion
yr .29, Cclest-a-dire y8:6c:: kb ux, cClest-a-dire Q€ C e

Or cette proportion est vraie, car ac est paralléle a dy. En effer,
les triangles 96, 25y étant équivalents, si Pon retranche la partie
commune o8, il reste deux triangles due, aye qui sont équivalents
et ont méme base. Donc, etc.

» XXXIIE. — Soit un cercle décrit sur #4 comme diametre. Suppo-
sons que ce diametre prolongé soit perpendiculaire a4 d¢, et déter-
minons le point ; de maniére que 'on ait

—2
{n = af < 8.

Je dis que si l'on prend sur ds un point quelconque ¢ et que de ce
point on meéne la sécante ey qui rencontre la circonférence en %, G
on a

-

—2
Gz et =en .

. . T IR IR SRR EAL
TR 1 1 G



PURES ET APPLIQUEES. 243

» Joignez oz, 6}, 'angle ) est droit ainsi
» que Z, d’'ott il résulte que I'on a

SN

3 .
RS . o
| . oe X &) =oaf < {6+ [*].
1" . o  » Mais
1 .’l '[3 Y
! ‘ +oe > ek == 0 <,
g » et
iy 2 —2
al < 8=1{n .
» Done
—2 —2 , Lo —2
Jexkam=¢el + Iy, Ccosti-dire =z .

» XXXI1v. — Supposons que l'on ait la proportion
o6:8y 1 ad:dy,
» ctque ¢ soitle milieu de ay, je dis que 'on a ces trois relations :
-—2
e ed = ¢y, 60 < ds = ad x< dY, 78 X 8y = £ x &9.
> T 2 » La proportion
uf 6y ad: dy
» donne, par addition et en prenant ensuite la moiti¢ de chaque an-
» técédent, puis par conversion,
Ccieyiiey:ed;
v donc
—2
Bex<ed = ¢y .

[*] L’égaliee
@z > s)-:a'C.XCG-i—'C.sz
est facile 4 obtenir. En effet, les triangles scmblables a8k, as¢ donnent

25)(7.1:13)(0('5_,
mais
—a — R
o = a{ —+ L& .
De cette egalitc, retranchons la précédente, il vient
—1
28 X sho= al > 48 4+ Ze .
3r1..



244 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

»n

»

3

2

. -2
En second lieu, retranchons d¢ de chacun des deux membres de
cette égalité, il vient

8d < de = ad < d.
-2
Enfin retranchons de & chacun des deux membres de la méme
égalité, il vient
a8 < 8y = 5 < 60\
» Supposons maintenant que 'on ait
80 < d: = ad < dY,
et que ¢ soit le milieu de yo. Je dis que 'on
o816yt ad:dy.
En effet, 4 chacun des membres de Pégalité €0 < gz = 26 < 0,
-—_—
ajoutons de. Tl en résulte
8e.ed = e,
d’ou la proportion
Qereyiieyied,

et, par des opérations inverses de celles qui ont servi & Uobtenir ci-
dessus, 1l vient

a8 5y addy.
» XXV. — Cela étant, soit un cercle décrit sur «5 comme diameétre.
Supposons que ce diametre prolongé soit perpendiculaire 4 une
droite quelconque d, et déterminons le point 4 de maniére que I'on
ait
al ({81 an .
» Je dis quesi 'on prend 4 volonté sur d¢ un
T . » point e et que 'on méne la sécante e qui
s L S . ’
/ » rencontre la circonférence en x, 6, on a
/ 3 : :
Ui e s g Be:en . 6nnu.
\ e
\ /U J : .
\\ , 7 P » Soit A le centre du cercle. De ce poing
o » abaissez Ay perpendiculaire sur 6. Le pied

¢ de cette perpendiculaive est le milieu de 2. Chacun des angles u,

' : e VL6 r e s e I
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¢ étant un angle droit, les quatre points ¢, {, X, p. sont sur une cir-
conférence de cercle, d’ou il résulte que 'on a

{n <X nh =&y X nu, Cest-a-dire = an x 1§,
puisque I'on a, par hypothese,
al {8 on 08
et que 2 est le milien de € [*]; ou encore = §n < 71, 4§, 25 étant

deux droites inscrites dans un méme cercle. Mais le point u est le
milieu de G : donc, en vertu du lemme qui précéde, ona

Beien 2 Gy nn.
» XXXVI. — Soit une demi-circonférence décrite sur 25 comme dia-

metre, et yd' une corde parallele a ce diameétre. Abaissons les perpen-
diculaires ye, d%, je dis que I'on a

oz = n8.
o » Soit{ le centre, joignez 77, 7&. On a
N
R r=0
| 1y » et, par suite,
S o
=09
Mais
— 2 u— ) -—_—12 2 —_2 —_—
W=ve+ et & =dv+nf
d’ou
— —2  ——2 —2
ve + & ={n + nd.
Or

— —1
e =2dn.
Il reste par conséquent
— E—
£ =10n, dou =~
Mais .

oe+ 3, Ccest-a-dire «f ={n+ 6, CcC'est-a-dire €.

1] En vertu de la derniére partie da lemme qui précede.
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» DOHC

o = nb.

» XXXVII. — Soit une demi-circonférence décrite sur a6 comme
» diamétre. Du point quelconque 7 menons 4" et abaissons la perpen-

» diculaire d%. Je dis que I'on a
—_ J— )
ey — 99 = (o + 48) < ae.
o » Prenant la chose pour vraie, et rempla-
- ) . JR—t ——a —
~ » cant yd par d¢ + &y, il faut que Pon ait,
TR » par suite,
’ —2 — —
oy =d + ey + (ay + 48) > as;
5 que conséquemment retranchant de part et d’autre yz < ac et rem-

p)

et . -
placant ¢ par oz >< &8, il vienne

—2
oy K YE = 08 X 68 + s + az X< 48 ;
—2

» que retranchant encore ¢, on ait
e X &y = 0 > & + ae < &y.
» Or cela est, donc, etc. [*].

» XXXVIII. — Etant donné un parallélogramme «d, mener parle

» pointdonné ¢ la transversale &, de telle facon que le triangle {yn soit
» équivalent au parallélogramme o0

» Supposons le probleme résolu. Le

< . J - -7Y » triangle {yn étant par hypotheése équiva-

T //‘ / » lent au parallélogramme o0, et ce paral-

‘\.>/ ‘; g » lélogramme étant lui-méme égal i deux

e N : / » fois le triangle ayd, on en conclut que

// :,7_\_’1_‘ » le triangle {yn équivaut au double du
[ R

» triangle ayd. Mais ces deux triangles
» ayant un angle égal 7, sont entre eux comme les rectangles {yy >< y»

[*| D’aprés les manuscrits n° 2368 et 2440, ce lemme serait le dernier de ceux qui

se rapportent aux Porismes d'Euclide, et le suivant se rapporterait aux sections co-
niques.
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» oy Xyl qui comprennent cet angle. Or gy x 7¢" est donné, donc
» {7 >< yn est aussi donné: de sorte que l'on a mené par le point
» donné ¢ la droite ¢ de manicre 4 intercepter sur les deux droites oy
» y9 deux segments dont le rectangle est donné. Donc cette droite
» est donnée de position.

» Ceprobléme se construira comme il suit. Soient ad, ¢, le parallélo-
» gramme et le point donnés. Faites passer par ce dernier une droite ¢”
» qui détermine sur les cotés de I'angle {y des segments L, o tels,
» que le rectangle {y < vy soit égal 4 un rectangle donné double de
» a7 < 40 [*]. De méme que dans I'analyse, nous montrerous que
» le triangle £y ainsi construit est équivalent an parailélogramme «0.
» Ladroite £z résout donc le probléme, et il est clair qu’elle est la seule
» qui le résolve, puisque cette droite elle-méme est unique.

§ I, — Passages extraits de Proclus.

e Traité des Porismes est cité dans les deux passages ci-apres ou i
fant prendre garde qu’il s'agit aussi des corollaires qu’Luclide, dans
les Eléments, désigne par le terme mapiG L.

« ... Porisme [**] se dit de certains problémes tels que les Porismes
» d’Euclide; mais il se dit plus particuliérement lorsque, de la dé-
» monstration d’un théoréme il en surgit quelque autre que nous n’a-
» vous pas énoncé, et que pour cela on a appelé porisme; lequel est
» comme un gain fait en dehors de I'objet de la démonstration.... »

« ... Porisme [**] est un terme de géométrie. Il a une double accep-
» tion; car on appelle porismes et ces théorémes qui se présentent

[*] L'auteur se référe sans doute an Traité d&’Apollonius., de la Section de Cespace ,
7 ept yapiov @morepiis, qui était consaceé 4 la solution de problémes de ce genre.

[“*] ... 15 8% mhpoua MyeTan wiv xei ini mpo€daudtmy Ty, oioy T& Edvleids iy
roptausta. Abyetar g8 1ding, btuy in Taw &rod‘sd“er:‘,/.uéku &hd T auvagayy Geopque wh moubs-
wEVwy Gy, O b 0k TodTo TOpLOpa KERMGRAGL GaOTEp T #Epdog v Tig EmieTruovRis umodiifime
magsypos. | Commentaire sur le premicr livre des Eléments d’Euclide page 58.)

[***] ... Ev 7t wov YEMPSTRLRGY EGTLY dvopdTay 10 magtops, Todto 8% eypuiver Jrrrev. haroim
YUp TeplonaTe, ral Goa bemphunre TUYRETRTRIVALETHL TR UA)my %modeifeaty oloy Eomnte wu
Zé‘ao“'f. THY ENToUVTILY Umdpyovta, wi bou Crreitur piv, eEGEmg 0% xpnler, zat olne YEVEGEM

wovag 2ol Qempiug driics dr 1Y gep THY 1Gaare)Ey Ui mEYs 7% Bhsst i, GeaoZaur Jer, 2o} Guzen
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» dans la démonstration d’autres théorémes comme une heureuse
» trouvaille et un gain dont on profite chemin faisant, et ces choses
» que Pon recherche et dont la découverte exige de I'invention et non
» pas seulement une simple déduction ou un raisonnement facile.
» L’égalité des angles a la hase d’un triangle isoscéle est 'objet d'un
» théoreme, et telle est la connaissance que nous avons des choses
» qui sonf. Partager un angle en deux parties égales ou construire
» un triangle, retrancher une droite d'une autre ou I'ajouter, toutes
» ces choses se réduisent & quelque opération. Mais un cercle étant
» donné, en trouver le centre, ou bien deux grandeurs commensura-
» bles étant données, en trouver la plus grande comme mesure, et
» autres choses telles, tiennent en quelque sorte le milien entre les
» problémes et les théorémes, car ces questions se résolvent non par
» simple déduction, mais par invention et non par un raisonuement
» exempt de difficulté. 11 faut découvrir la chose demandcée, et la
» rendre évidente par nne construction. Tels sont les Porismes qu'Eu-
» clide a donnés dans les livres de problemes qu’il a composés. Mais
» ne nous arrétons point & parler de ces porismes la.... »

On ne trouve aucun autre géometre qui fusse mention des Porismes
d’Euclide. Toutefois Diophante parait faire allusion, dans plusieurs de
ses questions arithmétiques, a des porismes sur les nombres. Son con-
mentateur, Bachet de Meziriac, a cherché a les rétabliv [“].

§ 1V. — Observations sur les documents qui précédent.

(Yest dans la préface du VIIe livre des Collections mathématiques de
Pappus, que se trouve la Notice sur les Porismes. Ce VII® livre est
consacré au fiew résolu (rérfcg &.’ld?\’JO/MiI«'O:), dont Pappus explique
Pobjet comme il suit :

« Ce que V'on appelle le liewe résolu, 6 mon fils Hermodore, est,

09 Ty mpsyphTow AT ) TOIRDTY yUBGLs T T 0% yoviay Sfyu Tegsiv 3 Tpiywvov gueTicacbor,
. - g . ~ ’ ' ’ > ~ ™ P & P! — pEay - ., Y Fe
i Gpeleiv 1 Giclor, Tudte mhyTu woinary Tivog amurtel, 769 0t dulévTog virhou 76 #évTpoy supsiv,
7 Moo debiviow cuppitpey peyelov, T6 uiyLatoy xul vowvoy pétpoy ebsely, § 60w zofude, pstuli
mwg a1t wpoblnpaTwy ol GswpnpbTwv. Olite qap yevigeg eigiv gv ToUTOLG TOY LgToupivmy,
) sunigere ot Gempiv Lok, Asi pip U Glew dyaryely wui mept Oppatey morguctur T6 §uTov-
Ot“a'upad.., (%3 J‘O.‘Jw. g /P b3 // & "P [‘LH L A 7
peuov, Toubre &po doti 2ol Loy mopleunTe Edxheidne yéyuoge, Biblie mpobhquatny TuvTaivs.
!
TN Lo .. . , . N . 2.
ANhE wELh uEV THY TOLUTHY ROGLTULTIAY rupsiahn hiysey. (1bid., page 60'/

K \

"1 Diophanti Alexandrini arishmeticorum libri sez ; in-fv; Paris, 1021,

g f . " GOl b A e [ IERREEERNREEE
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» dans son ensemble, une matiére a Pusage de ceux qui, apres avoir
» étudié les ¢léments de la géométrie, veulent encore se metire en état
» de résoudre les problémes qui peuvent leur étre proposés; c'est la
» son utilité. 1l se compose d'écrits dus 2 trois géometres : Euclide
» lauteur des Eléments, Apollonius de Perge et Aristée I’Ancien. On y
» procede par voie d’analyse et de synthese. ...

» Voici la liste de ces écrits dont se compose, comme nous avouis
» dit, le liew résolu : d’Euclide, un livre des Données; d’Apollonius,
» deux livres de la Section de raison, deux de la Section de Lespace,
» deux de la Section déterminée, deux des Contacts ; d’Euclide, trois
» livres des Porismes ; &’ Apollonius, denx livres des Inclinaisons; du
» méme, deux livres des Lieux plans, huit des Coniques ; d’Aristée,
» cing livres des Lieux solides; I’Euclide, denx livres des Licux ¢ lu
» surface; d’Eratosthénes, deax livres des Moyennes : en tout trente-
» trois livres, du contenu desquels je te donne ci-aprés la description
» jusqu'aux Coniques, avec le nombre des Lietac, des Diorismes et
» des divers cas pour chaque livre; et aussi les lemmes & la recherche
» desquels ils ont donné lien (zArz x2) T Apupate To {nTovusere);
» et Je n'ai omis, je crois, aucune question en parlant de ces livres. »

Viennent ensuite les Notices dans lesquelles Pappus consigne les dé-
tails promis par lui. Chacune renferme, en effet, outre diverses indica-
tions sur le contenu de Pouvrage auquel elle est consacrée, le nombre
des lieuzx, diorismes, maxima et minima, etc., ainsi que celui des théo-
remes et des problémes dont I'ouvrage se compose, et enfin le nombre
des lemmes quis’y rapportent. Cette préface est ainsi en quelque sorte
un inventaire des richesses du liew résolu, et cet inventaire doit étre
considéré comme tres-complet si Pappus a eu, comme il le dit, le soin
de n’omettre aucune des questions traitées dans tous ces écrits dont il
rend compte.

Le corps méme du VII°¢ livre des Collections mathématiques se com-
pose de lemmes recneillis, selon toute vraisemblance, dans les écrits
des géometres qui avaient commenté les Traités du lieu resolu. Cette
diversité d’origine se reconmnait a des différences dans le style et dans
les moyens de démonstration. L’identité des lemmes X et XVI, qui ne
sont qu'une méme proposition démontrée de deux maniéres diffé-
rentes, en est une autre preuve. nfin certaines notions, par exemple

Tome X X. — Aovr 1855, 32
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celle de la génération des trois sections coniques an moyen du foyer
et dela directrice, qui est nettement formulée dans le dernier lemme
du VII® livre, et qui n’a point été indiquée par Apollonius daus son
grand ouvrage, prouvent que ces lemmes appartiennent 4 une géo-
métrie plus récente que celle d’Euclide et d’Apollonius. Plusieurs de
ces propositions peuvent avoir eu pour objet d’introduire de non-
veaux principes dans les Porismes.

Les auteurs qui se sont occupés de la divination des Porismes ont
naturellement cherché a tirer parti de ces lemmes. Sans doute il en
peut sortir de précieuses inductions, mais il faut étre trés-réservé a cet
égard, du moins si 'on en juge par ce qui a lieu relativement aux
sections coniques. Sur soixante et dix lemmes qui s’y rapportent, il
n’y en a que trois ou il soit question de sections coniques.

L’ouvrage de Proclus, duquel jai extrait deux passages dans les-
quels il est question des deux siguifications que le terme 7ré,317/.m avait
chez les géometres grecs, est un commentaire trés-prolixe du premier
livre des Eléments d’Euclide. 11 est dés lors tout simple que ces pas-
sages de Proclus se rapportent en partie aux corollaires qu’on trouve
a la suite de quelques propositions, et qui sont désignés par ce méme
terme 770/;319744. Ces propositions y sont en effet nettement caractéri-
sées par la circonstance qu'elles se rencontrent, sans avoir été préa-
lablement énoncées, dans la démonstration d’autres propositions. Cette
définition du corollaire n’a pas toujours été bien comprise. M. Chasles,
la prenant pour une définition des porismes, fait dire & Proclus qu’il
s'agit, dans les porismes, « de linvention dune chose que l'on ne
» recherche et l'on ne considere point pour elle-méme [*] ». Ce que
Proclus dit des Porismes d’Euclide ou des porismes en général est bien
différent. Toutefois, comme il n’en parle qu’incidemment et n’entre
pas dans les détails, la Notice de Pappus est, en réalité, unique do-
cument d’ou l'on puisse espérer de faire sortir avec quelque certi-
tude la vraie notion des porismes.

Te texte de cette Notice nous a ¢té heureusement conservé dans un
état tel, qu'on peut facilement en découvrir le sens, méme dans la

{*] Apereu historique, page 276. (Poir ci-aprés, page 254, 'opinion de Bouilland . )
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partie ou Pappus donne des exemples de porismes. Ges exemples
ont fait le désespoir des commentateurs parce qu’ils y cherchaient
ce qui n’y était pas, savoir : des énoncés de propositions dans le
genre de ceux des théorémes, c’est-a-dire composés d'une hypothése
et d’une affirmation. Or Pappus ne donne, 4 une ou deux ex-
ceptions pres, que des affirmations. On en concluait que le texte
était non-seulement corrompu, mais encore rempli de lacunes. Je
n’ai pas pu admettre une pareille supposition. Com:ment croire 4 une
mutilation qui aurait fait disparaitre systématiquement I'hypothese
de chaque énoncé, et en aurait laissé subsister affirmation? La tra-

duction que j’ai donnée rétablit, je crois, le véritable caractére de ces
exemples.

§ V. — Opinions ou conjectures de divers géomeétres sur les
Porismes.

La Notice de Pappus sur les Porismes d’Euclide n’a ¢té connue, en
Europe, que vers la fin du xvi© siecle, par la.version latine des Collec-
tions mathématiques, ceuvre posthume de Commandin. Cette publica-
tion appela par des détails du plus haut intérét Pattention sur plu-
sieurs Traités géométriques des Grecs, dont la plupart n’avaient point
été retrouvés, et que des lors on entreprit de rétablir sur les indica-
tions de Pappus. Les plus célebres géometres travaillerent 2 ces resti-
tutions conjecturales ou divinations. On chercha naturellement i resti-
tuer de méme ces Porismes d’Euclide, dont Pappus fait un si grand
¢loge ; mais I'on ne put parvenir & comprendre les explications qu’il
donne a ce sujet. Tel a été le commencement de la question des Po-
rismes.

Plusieurs géometres ont écrit sur cette question; d’autres, sans en
traiter formellement, ont présenté, sous cette dénomination de po-
rismes, certaines propositions qui étaient sans doute destinées i
donner une idée de ce que pouvaient étre les Porismes d’Euclide. Je
vais essayer de faire connaitre les plus remarquables de ces essais, en
suivant Fordre des dates.

Porisme &’ Alexandre Anderson.

Alexandre Anderson a intitelé Porisme un probléme ou il s’a.git
3a..
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de trouver le lierw du sommet d’un triangle dont la basc est donnée, et
dont les deux autres cotés sont entre eux dans un rapport constant[*].

Opinion de Fermat.

On voit dans les OEuvres de Fermat [**] que ce grand géometre avait
cherché 4 résoudre cette question. Lécrit trés-succinct dans lequel il
cxpose sa pensée a pour titre: La doctrine des Porisines renouvelée et
présentée aux géometres modernes en maniére d'introduction [***]. Ce
n’est qu'un simple apercu de la maniére de concevoir les Porismes a
laquelle Yauteur avait été condnit. Dans une sorte de préface, il rap-
pelle les restitutions qui ont été faites du leu résolu, et constate qu’on
ne savait pas avant lui ce que ¢’était qu’un porisme, et qu’on ne s’en
doutait iméme pas [***]. 1 donne cnsuite les énoncés de cing propo-
sitions qu’il considére comme des porismes, et enfin quelques expli-
cations a 'appui de son opinion.

Les idées de Fermat sur les porismes, celles du moins qu'on est
autorisé a lui attribuer d’apres ces explications, peavent se résumer

¥ Animadversionis in Franciscum Fictam , @ Clemente Cyriaco rnuper editee, briois
Aiarpioisy Paris, 1617 ; In-4°.

[**] Faria opera mathematica ; in-foliv; Tolosz, 1679; page 116. Une version fran-
caise de cet opuscule a été publiée récemment par M. Brassine, dans son Précis des
OEuores mathématiques de P. Fermat, et de UArithmétique de Diophante ; in-8”;
Paris, 1853; page 41.

[***1 « Porismatum Euclideeorum renvoata doctrina ct sub forma isagoges recentio-

w ribus geometris exhibita. »
[****] « Sed supererat tandem intentata ac velut desperata Porismatum Euclideorum
doctrina. Eam... nec superioris nec recentioris w%vi geometra vel de nomine cogno-
» verunt, aut quid esset solummodo sunt suspicati. Nobis tamen in tantis tenebris
» dudum czcutientibus, et qui ratione in hic materid geometriz opitularemur elabo-
» rantibus, tandem se clara videndam obtulit, et pura per noctem in luce refulsit.. .
» Ut auiem clarius se prodat porismatum negotium, celebriores quasdam proposi-
tiones porismaticas selegimus easque geometris et considerandas et examinandas
» confidenter exhibemus . ut mox quid sit porisma et cui maxime inserviat usui inno-
» tescat. »

Celte citation nous meontre que Vessai de Fermat avait ¢te adress¢ par lui conli-
dentiellement aux géométres. La date de cette communication remonte au moins i
I’année 1655; car Bouillaud, dans Vécerit sur les Porismes qu'il a publié en 1657, dit
que les propositions de Fermat lui‘ont été communiquées depuis pius de deux ans.

9 f : . " TUE R e i ey
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en peu de mots. Concevons que Von ait formé une premiere équation
d’un lieu géométrique. Cette équation pourra étre transformée d’une in-
finité de maniéres, en rapportant le point du lieu, soit & des droites fixes,
soit a4 des points fixes, etc. Ce sont les nouvelles équations ou proposi-
tions ainsi obtenues que Fermat appelle des Porismes. Considérons, par
exemple, le lien du point V tel que le quarré de la perpendiculaire
abaissée de ce point sur la droite donnée AB soit équivalent au rec-
tangle des segments supposés additifs, dans lesquels la longueur
AD est partagee par cette perpendiculaire. On reconnait sans peine
que le lieu du point V est la circonférence de cercle décrite sur
AB comme diametre. Admettons maintenant que 'on ait transformé la
relation qui caractérise ce licu en une autre relation [*], cette derniere
sera un porisme. C'est ainsi que Fermat voit un Porisme dans la pro-
position que voic :

C cdtant le centre du cercle et CD e

/7%\ rayon perpendiculaire & AB, si par les dewx
/- /l/ O\ points ¥, G, également distants du centre C,
‘ i‘r‘\* /0 __\*\_Q} o onéléve surAB les perpendiculuires FP, G(,
! \ /,:/ Lol V) Cgales lune et lautre a DF, et que des
! RS //\,\ ' dewx points P, Q on méne & un point quel-
1 ST " \ 1 conque Vde la circonfirence les droites PV }
;/ ; QV qui rencontrent le diamétre AB en M,

N, la somme des quarrés des cotés VM, VN

du triangle VMN aura avec Uaire de ce triangle un rapport constant,
CF :

Fermat dit que les indications de Pappus relatives i la définition

des Porismes proposée par des géometres récents 'ont mis sur la voie

savoir celui de DF o

et lui ont permis de pénétrer ce mystére. 11 interpréte cette définition
en ce sens que les Porismes seraient, pour un lieu géométrique donné,

[*] Lorsque Fermat parle d'un Ziew, il entend par la une proposition locale ct en
quelque sorte I'dguation de ce que nous appelons avjourd’hui up Zex géométrique.
Clest par inadvertance que j’ai attribu¢ & Fermat, dans mon premier Mémoire sur les
Porisnes, I'idée de transformer les figures elles-mémes. Passer d’un licu & un autre,
c’est pour Fermat passer de I'équation ou d'une propriété d'un lieu géomeétrique A
une autre équation ou une autre propriété de ce méme lieu.
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toutes les propositions pouvant servir i caractériser ce lien, de sorte
que les porismes sont, a ce point de vue, les diverses propositions que
renferme implicitement une premiére proposition locale, et qui rie sont
pas actuellement énoncées. 1l fait remarquer que ces porismes sont
susceptibles d’étre énoncés comme des théorémes ou comme des pro-
blemes. Celui qui a été pris tout a I’heure pour exemple, étant ainsi
transformé, devient le probléme que voici :

AB étant le diamétre d'un cercle, trouver deux points P, Q, tels, que
si LUon méne de ces points a un point quelconque V de la circonférence
les droites PV, QV, qui rencontrent respectivement en M, N le dia-
metre AB, la somme des quarrés des c6tés VM, VN du triangle VMN soit
dans un rapport donné avec laire de ce triangle.

Opinion de Bouillaud.

(esta’occasion de 'essai de Fermat sur les porismes que Bouillaud
a publié une dissertation sur ce sujet [*]. Il ne partage pas les idées
de son illustre contemporain. Dans sa pensée, les Porismes auraient
constitué un ordre particulier de propositions auxiliaires, intermédiaires
entre les théorémes et les problemes. Lorsqu’un probléme proprement
dit est proposé, et que sa solution se trouve ramenée i dépendre de
quelque autre probléme, il arrive assez généralement que ce dernier,
supposé résolu d’avance, sinon spécialement pour le cas que i’on con-
sidere, est susceptible de s’énoncer comme un théoréme. Les poriswes
auraient consisté dans ces propositions d’un caractere ambigu. Bouil-
laud ne cite que le premier passage de Proclus sur les porismes, ce
qui prouve qu’il n’en avait pas compris la véritable signification. Sa
dissertation renferme des remarques sur plusieurs parties du texte de
Pappus, et notamment sur !a premiere phrase de sa Notice.

Porisme de Schooten.

Schooten a employé le motPorisme une seule fois, dans ses Eacercices
mathématiques [**], sans indiquer explicitement intention d’intervenir
dans la question des porismes. Mais I’époque & laquelle il écrivait et

[*) Ismaelis Bullialdi Exercitationes geometricee tres; in-4°; Paris, 1657 ; page 37.
[*] Francisci a Schooten cxercitationum mathematicarwm liber ¥ continens sectiones

triginta miscellanece ; Lugduni Batav., 1657.
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la portée réelle de ce qu'il a donné, démontrent suffisamment qu’il
s’en préoccupait comme ses contemporains. I} a intitulé Porisme la
section XXIV de son Recueil. Cette section est entierement consa-
crée a montrer de quelle maniére on parvient a découyrir les veritds
mathématiques [*]. Schooten prend pour exemple la figure ci-des-
sous, et se propose de déterminer les relations qui existent entre ses
divers éléments. Dans cette figure, la droite BD est perpendiculaire
au diametre Al du cercle ABCD. H est un point pris sur le prolonge-
ment de ce diamétre, Le point C est dé-
terminé par la rencontre de la droite BH
et de la circonférence, et le point G par
la rencontre de la corde CD avec le
diametre AI. GK est une perpendicu-
S laire 4 ce diamétre.

Schooten trouve en effet successivement divers théorémes concernant
cette figure. Les uns se traduisent en relations telles que les suivantes:

DG < GC + AE x EG = DE < EB + EG < GL,
GB.BH ;. GC :CH,
BH :HC ;: BM : MC,

_GB C__BG—CG _ BG+CG

B CH ™ BC  BH—+HC
AG:GB::GC:GI,

BM:MC::BG:GK ou ::GK:GC,

BG < CG = GM + BM x MC, etc., etc.;

@’autres sont des propriétés descriptives. Par exemple, il démontre que

[**] T objet de la section XXIV est indiqué comme il suit :

» Ratio disquircndi proprietates circa objecta mathematica.

» Cum ad contemplationem nature eornm quz in his scientiis proponi qucunt,
» non modo jucundum, sed etiam utile sit intelligere qua ratione plures proprietates
» detegantur, visum fuit hoc loco exponere modum, quo illas in circulo (ut hine de

» alliis objectis judicium fiat) indagavimus atque invenimus, sicut videre est in sequenti
» porismate. »
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HK est une tangente, et que K est le point de contact; que GK, 1B,
IK, IC sont bissectrices des angles BGC, GBH, GKH, GCH; que les
triangles GBA, GCI sont semblables entre eux, etc.

La méthode suivie par I'auteur pour découvrir toutes ces propriétés
n’est autre chose que I'algébre appliquée a la géométrie. Il établit, 4
'aide des théorémes les plus élémentaires de la géométrie, un petit
nombre d’équations tres-simples entre les diverses lignes de la figure;
puis, combinant ces équations de diverses manicres, il en déduit
successivement de nouveaux théorémes.

Il termine en disant : « Et ainsi en comparant entre elles les quantités
» demaniére 4 obtenir toujours de nouvelles équations, on pourra tron-
» ver d’innombrables propriétés appartenant aux objets proposés|{*]. »

On voit par cel exposé que Schooten avait sur les porismes des idées
qui différaient essentiellement de celles de Fermat et de Bouillaud. On
doit regretter qu’il ne les ait pas développées davantage, et surtout
qu’il n’ait pas dit comment, dans sa pensée, les porismes tels qu'il les
concevait, pouvaient servir a expliquer les passages obscurs de Pappus
et de Proclus.

Opinion de Hallcy.

Te savant astronome Halley, auquel on doit des travaux distingués
sur la géométrie des anciens, n’cst ordinairement cité, en matiere de
~ porismes, que pour avoir confessé¢ n’y rien comprendre; rais la ne se
borne pas son role. En effet, tandis que d’une part il rendait aux
mathématiciens un éminent service, en publiant le texte grec de la
préface du VH® livre des Collections mathematiques de Pappus et
en mettant ainsi chacun 4 méme d’étudier dans Poriginal des détails
qu’on pouvait croire v’avoir pas été fidelement reproduits dans la
version de Commandin; d’un autre coté, tout en déclarant ne rien
comprendre i la question, il dénaturait profondément le sens de cette
meme version, surtout en supposant I'existence de nombreuses lacunes

[*] « Atque ita porro, comparando inter se quantitates, sic ut aliz aique aliz semper
» obtineantur squationes, licebit circa ea (ua proposita sunt, invenire proprietates
» innumeras. »

[T RT] ' ' e VUL U T e e P TR
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dans la partie du texte o Pappus donne des exemples de porismes [ *].
Cette supposition, que rien n’autorisait, a eu I'influence la plus fa-
cheuse sur la direction des recherches ultérieures.

Divination de Simson.

Robert Simson fit, en 1923, un pas vers la découverte de la vérité,
en devinant le sens de cet énoncé général dans lequel Pappus résume
dix porismes du premier livre de I'ouvrage d’Euciide. Puissamment
encouragé par ce premier succes, il s’attacha & compléter Pexplication
st ardemment désirée de cette grande énigme des porismes. Ses recher-
ches, publiées huit ans apres sa mort [*], forment un corps de doc-
trine qui a recu de nombreuses adhésions.

Simson dit que les porismes d’Enclide étaient des propositions dans
Vénonce desquelles on affirmait la possibilité de trouver des points
fixes, deslignesfixes, des paramétres, etc., jouissant de quelque propriété
déterminée pour tous les états d’une figure variable. C’est du moins
4 cela que revient la définition qu’il donne du porisme [***], lorsqu’on

[} Halley termine sa version en disant: « Hactenus porismatum descriptio nec
mihi intellecta nec lectori profutura. Neque aliter fieri potuit : tam ob defecturn Sche-
matis cujus fit mentio; unde rectew satis multee, de quibus hic agitur, absque Notis

» diphabeticis , ullove alio distinctionis charactere, inter se confunduntur : quam ol

»

omissa queedam ac transposita vel aliter vitiata in propositionis generalis cxpositione;
» wende quid sibi velit Pappus hand mihi datam est conjicere. His adde dictionis mo -
v dum nimis contractum , ac in re difficili, qualis hec est, minimé wsurpanduni. »
{ Apollonii Pergei de Sectione rationis, in prefatione , page xxxvir. )

R. Simson, M. Poncelet et M. Chasles, ont cru, comme Halley, & I'existence de la-
cunes dans le texte de Pappus. Voir Opera queedam reliqua , page 3525 Traité des pro-
priétés projectives , introd., page xxxvj; dpercu historique, page 12.

[**] Roberti Simsan Opera quardam reliqua ; in-4° ;5 Glasgow, 17763 pag. 315-594.

[***] Je transcris ici intégralement les diverses définitions de Simson :

« 1. Theorema est propositio in qua aliquid proponitur demonstrandum.

» 1. Problema est propositio in qua aliquid proponitur construendum, vel inve-
» niendum,

» III. Datum, sive propositio de Datis, est theorema in quo proponitur demonstrare
» aliquid datum ess¢ (secundum definitiones Datorum Fuclidis) quod propositam
» quandam relationem habet ad ea (uz ex hypothesi data sunt.

» Datum ctiam in formd problematis enuntiari potest, si nimirum ea quwx data esse
demonstranda sunt, invenienda proponuntur. Quod si fiat, demonstratio Dati, ut

Tome XX. — Aour 1855, 33
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laréduit & ce qu’elle renferme d’essentiel. (est d’ailleurs Ia forme de
proposition 4 laquelle on est forcément conduit lorsqu’on essaye de
transformer en problémes les théoremes présentés par Fermat comme
des exemples de porismes, car ces problémes supposent la possibilité
de certaines relations, et on voit immédiatement que cette possibilité a
besoin d’étre démontrée.

Cette définition est complétée, dans 'ouvrage de Simson, par celles
du théoréme, du probléme, des données et des lieua, que je reproduis en
note. L’auteur s’est évidemment proposé de trouver des propositions
dont I'énoncé présentitle double caractéredu théoreme et du probléme;
mais il est obligé d’abandonner la définition de Pappus, ce qui est une
premicére et tres-grande difficulté. En outre, il ne s'inquiete nullement
d’expliquer en quoi les lieux qui figuraient dans les porismes, se dis-
tinguaient soit des lieux plans, soit des autres liewa sur lesquels les
géométres grecs avaient écrit divers traités, car on ne peut admettre
quil v’y avait entre eux aucune différence essentielle. Mais ce que
nous avons A dire deviendra beaucoup plus clair en raisonnant sur un

» theorema propositi, analysis erit problematis ; compositio autem analysi respondens
erit constructio et demonstratio problematis.

» Quoniam Pappi definitio porismatis nimis generalis est, vice ¢jus sit h=ec, viz,

» 1V. Porisma est propositio in qua proponitur demonstrare rem aliquam, vel
plures datas esse, cui, vel quibus, ut et cuilibet ex rebus innumeris non quidem

datis, sed qua ad ea qua data sunt eandem habent relationem, convenire osten-
dendum est affectionem quandam communem in propositicne descriptam.

» Porisma etiam in forma problematis enuntiari potest, si nimirum ex qua data
» demonstranda sunt, invenienda proponantur.

» V. Locus est propositio in qua propositum est datam esse demonstrare, vel inve-
» mire lineam aut superficiem cujus quodlibet punctum, vel superficiem in qua qua-
> libet linea dati lege deseripta, communem habet proprietatem in propositione de-
» scriptam.

» Unde patet, quod Pappus affirmat, locos speciem esse porismatis; et communis
» affectio que de punctis aut lineis hisce demonstranda proponitur, est ea omnia sita
» esse in una quadam linea aut superficie, qua quidem invenienda est.

» Alie autem propositiones in quibus proponitur aliquid demenstrare, aut inve-
» nirc, preter eas que Data aut Porismata sunt, simpliciter theoremata ant proble-
» mata vocantur. » (Opera quadam reliqua, pag. 323 et324.)

. o e e
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exemple. Prenons a cet effet la proposition I, qui est d’ailleurs 'un des
exemples choisis par Simson pour expliquer sa pensée.

ProrositiON 1,

e im0 Etant donné une droite PQ et un cercle NBC, il
existe un point A tel, que, menant par ce point une
droite quelconque qui rencontre la droite en M et

la circonférence en N, le rectangle AM x< AN sera
constant.

On démontre aisément que le point A, ou la
perpendiculaire OL abaissée du centre O sur la

droite PQ rencontre la circonférence, jouit en effet de la propriété
énoncée, et que l'on a

AM < AN = AL < AB,

B étant le point de la circonférence diamétralement opposé a A.

L’énoncé ci-dessus affirme la possibilit¢ de trouver un point tel
que A, qui jouisse de cette propriété que le rectangle AM < AN soit
constant, quelle que soit la direction de la droite MAN. Tj v a dans le
tait de cette affirmation un théoréme, en tant qu’il s’agit de démontrer
que le point A existe en effet. Mais comme ce point n’est pas donne
par 'énoncé, non plus que la valeur du produit AM > AN, il y a fa
en réalité un probléme A résoudre. Simson réunit ainsi dans un méme
enoncé le double caractére du théoréme et du probleme, objet prin-
cipal qu’il avait en vue.

Le méme exemple lui sert i expliquer comment il concoit les lieux.
La proposition ci-dessus sera un lieu si on la présente sous cette forme -
Etant donné un point A et une droite PQ, si l'on méne comme or
voudra la droite AM qui rencontre PQ en M, et que sur son prolonge-
ment on porte une longueur AN telle, que le rectangle AT > AN soir
constant, le lieuw du point N sera une circonfeérence de cercle,

ci Paffirmation porte sur ce point que le liewe de N est une circonfe-
rence de cercle. Simson dit qu’une pareille proposition, qu'il appelle un

33..
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liew, differe du théoréme local, lequel s’énoncerait de cette manicre :
Si Uon a une circonférence ABC et une droite PQ; que du centre O on
abaisse OL perpendiculaire sur PQ, et que par le point A ot cette per-
pendiculaire rencontre la circonférence ou mene comme on voudra la
droite MAN ferminde en M a la droite PQ et en N a la circonjerence,
on aura AM > AN = AL > AB. Simson entend par théor¢me local

_une proposition dans laquelle on démontre qu’une certaine propriété
appartient & un lieu géomeétrique connu, mais il ne donne pas ce
nom aux proposilions dans lesquelles il s’agit de démontrer qu’il
existe ou de trouver une des lignes droites, des circonférences de cer-
cle, etc., dont tous les points jouissent d’une méme propriété, définie
par I’énonce. 11 leur réserve le nom de lierx.

Aprés avoir établi cette distinction entre les lieux et les propositions
locales, Simson soccupe d'expliquer la définition des géometres
récents, rapportée par Pappus et ce que cet auteur dit lui-méme
des lieux, au sujet de cette définition. 1l suppose que dans 1é-
noncé ci-dessus du théoréeme local, on ne donne ni le point A, ni la
valeur du produit constant AM < AN, et que I'on affirme d’une part
que le point A existe, et d’autre part que le rectangle AM < AN est
constant. Comme on est ainsi ramené 2 I’énoncé duquel nous sommes
partis, il voit dans cette circonstance Pexplication cherchée. 11 consi-
dére en conséquence le porisme comme un théoréme local de Vénoncé
duquel on aurait retranché quelque chose; et réciproquement, en ajou-
tant quelque chose a I'énoncé du porisme, celui-ci doit devenir un
théoréme local. 11 fait remarquer finalement que la chose retranchée
peut €tre la nature méme du lieu géométrique. Ainsi on peut faire
cette uestion : Etant donné un point A et une droite PQ on méne a
volonté AM, et sur le prolongement de cetie derniére droile on porte
une longueur AN telle, que le rectangle AM >< AN soit égal a un rec-
tangle donné. Trouver le liew du point N. Nous verrons plus loin que
Simson a rencontré ici, sans le savoir, la véritable forme des énoncés
du Traité des Porismes.

L’ouvrage de Simson renferme un grand nombre de propositions.
Les unes sont des liewx, et notamment celles qu’il présente comme
ayant du étre, dans Euclide, les divers cas de cette proposition géné-
rale de Pappus sur le lien décrit par le sommet d’un triangle variable,

sy ' N e e o Perriireenie
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ies deux autres sommets étant assujettis & glisser sur des droites
fixes, et les trois cOtés tournant respectivement autour de poles fixes
situés en ligne droite. Dans les ¢nonces de toutes ces propositions,
Simnson décrit d’abord les conditions qui reglent le mouvement du
point variable, puis il affirme que le lieu géométrique de ce point est
une ligne droite.

11 est difficile de ne pas voir la de véritables théorémes semblables
en tout aux propositions que, d’apres Pappus, renfermait le Traité des
licux plans d’Apollonius.

Quant aux Porismes autres que les liena, Simson en donne un cer-
tain nombre. Quelques-uns sont de nouveaux exemples qui lui ser-
vent & expliquer ses idées, quatre autres sont des porismes de Fermat,
mis sous la nouvelle forme. Enfin, six sont présentés comme ayant di
faire partie de Pouvrage d’Euclide. Ces derniers offrent un degré par-
ticulier d’intérét, en voici les énoncés.

ProrosrrioNn X XIIT.

‘ Ftant donné deux points P, P' et une dioite
‘}\\ 1H, si £fon méne les droites PI, P'1 a un point
! )Q, quelconque de 1H, et que P1 détermine sur une
N droite fixe FH, a partir du point donné ¥ un seg-
S N ment ¥G, on peut trouver une autre droite T'H’
: 7w et surcettederniére unpoint ¥’ tels, que le segment
oSS F' G’ déterminé par P'I soit a ¥G dans un rap-
e port donné.

Ce porisme est tir¢ de la premiere phrase de
cette partie du texte de Pappus qui renferme
les exemples de porismes. La droite et le point demandés peuvent
s'obtenir comme il suit. Par le point P on méne PF qui rencontre
IH en R; et de ce point on tire RP’. D’autre part on meéne PQ paral-
lele 2 FH, et on joint QP'. La droite cherchée est parallcle & QP et
il ne reste plus qu’a la mener de maniére que le segment I’ G' seit a TG
dans la raison donnée.
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ProrosiTron XXXIV.

Litant donné un triangle «8¢ et deux
points fixes vy, d en ligne droite avec le
sommet §, si Uon méne a un point quel-
conque ¢ de of les droites ys, d¢, qui ren-
contrent respectivement af en v et 8§ en «,
la droite nx pivotera autour d’un point

Sixe.

Ce porisme correspond a 'exemple que
j’ai traduit ainsi « que telle droite passe par un point fixe. » Sa dé-
monstration est une conséquence immédiate du lemme XIII, dont
nous avons reproduit la figure.

7

Prorosition XLI.

Etant donné un point C et deuzx droites
OX, OY, on peut trouver sur ces derniéres
deux points fixes A, B, tels, que le pro-
duit des segments AP, BQ, déterminés par
une transversale quelconque passant par le
point C, soit constant.

Ce porisme correspond au dernier des exemples qui se rapportent
au premier livre du Traité d’Euclide. Les points A, B ne sont autre
chose que les sommets du parallélogramme construit dans Pangle YOX
sur la diagonale OC.

Prorosrrion L.

Deux cercles étant donnés, on peut
trouver un point tel que, si de ce point
on méne aux deux circonférences res-
pectivement des droites formant entre
elles un angle donné, et que I'on achéve
le triangle, tous les triangles ainsi con-
struits seront semblables entre eux.

Ce porisme correspond au sixiéme exemple du troisieme livre. Pour
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trouver le point qui jouit de la propriété énoncée, soient A, B les cen-
tres des deux cercles. Sur la droite AB construisez un triangle SAB tel,
que I'angle S soit égal a I'angle donné, et que les cotés SA, SB soient
entre eux comme les rayons des cercles A et B, le sommet S sera le
point cherché, c’est-a-dire que si 'on méne 4 volonté les droites Sa,
S faisant entre elles 'angle aSé égal 4 ASB, le triangle Sab sera sem-
blable & SAB.

Pour résoudre ce probleme, Simson décrit sur AB un segment ca-
pable de P'angle donné, puis il y inscrit deux cordes qui soient entre
elles comme les rayons, ce qui est I'objet du lemme XXIX.

Prorosition LIII.

Etant donné un cercle et un point P, on
peut trouver un autre point Q tel, que me-
nant par le premier une corde ou sécante
quelconque BC, les droites BQ, CQ inter-
ceptent sur la circonférence des arcs égaux
AB, CD.

Ce porisme correspond au septicme exemple du troisieme livre. Pour
trouver le point Q, on méne par le point donné P une corde quelcon-
que CB, et par le point C perpendiculairement au diameétre sur lequel
se trouve le point P, une autre corde CA. La droite AB, prolongée.
coupe ce diametre au point cherché.

Prorostrions LVIT, LVIII er LXI.

Side deux points donunés A, B, on méne
a un point quelconque C d'une circonfc-
rence donnéde des droites qui la rencon-
trent de nouveau en D, E, la corde DE
fera un angle constant EDF avec une
certaine droite DF passant par un point
Jixe ¥, ou bien sera paralléle a une droite
Jixe, ou bien encore passera elle-méme par
un point fixe.

Ce porisme correspond au huitieme et dernier exemple du troisieme
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livre. Pour construire le point F dans le cas le plus général, on mcne
une sécante AC par le point A, et on détermine sur AB le point K pour
lequel on a

AK >< AB = AD < AC.

Sur le diameétre passant par le point K, on détermine le point F par
la condition FG:FH::KG:KH.

Lorsque le point B est 4 Finfini, ou lorsque la

el corde CE est paralléle 2 AD, le point K se confond
c,,./"l,fifi_\}g avec A. '
;/\ [ ) La figure ci-dessus de la proposition LIl pré-
'\\ e / sente le cas ou la corde est paralicle & une droite
“\;\':\T‘TF / fixe, P et Q sont alors les deux points donnés
| et AC est la corde que on considere.

- Ces diverses propositions sont faciles 4 démon-

B

trer. [lles satisfont d’une maniére tres-remar-

‘quable & la condition qui, pour Simson, caractérise les porismes.

Mais ce résultat n’est obtenu qu’au moyen de plusieurs suppositions
qui sont loin d’étre justifiées. En effet, on a déja remarqué que la.
forme adoptée pour les énoncés de ces propositions s’¢carte de I'an-
cienne définitior: rapportée par Pappus. Pour satisfaire a la seconde,
il a fallu attribuer au texte grec une signification qui parait complé-
tement arbitraire.

Le type d’énoncé auquel Simson rapporte les porismes, était connu
des géometres de l'antiquite, ainsi qu'on le voit dans le commentaire
d’Eutoce sur les sections coniques d’Apollonius [*]. 1} cite un exemple
de liew plan, d’apres Apollonius. Or Pénoncé de cette proposition
affirme la possibilite de decrire un lieu gdométrique dont tous les points
jouissent d’une propriéte’as.w'gnée. 11 est vrai que Pappus, dans sa Notice
sur les lieux plans, ne rappelle pas cette forme d’énoncé, mais on
doit observer que, donnant des énoncés généraux qui résument les
énoncés particuliers d’Apollonius, il a bien pu ne pas s'astreindre 4 en
conserver le type primitif.

[*] Voirle § I de 'Appendice, & la fin de ce Mc¢moire.

ey ' (K] Gy s o Jerrrtonico e
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Ce genre de propositions dans lesquelles Simson fait consister les
porismes, a été cultivé par plusieurs géomeétres anglais, lesquels se
sont attachés seulement A reproduire la méme forme d'énonces | *],
sans faire avancer l'interprétation de Pappus. Toutefois, je dois men-
tionner Popinion de Playfair, qui pensait que les anciens avaient
compris sous le nom de porisme des propositions ou 'on affirme la
possibilité de trouver des conditions qui rendent un probléme indé-
terminé ou susceptible d’un nombre infini de solutions [**]. Cettc
définition, si elle était exacte, aurait 'avantage, sur celle
d’assigner le but qu'Euclide avait pu se pr
Traité des Porismes.

Leslie a présenté [**] la doctrine des porisﬁws, telle que Font
congue Simson et Playfair, sous une forme plus ne
fait ces deux géometres, et surtout sans cetie
lecture de Simson si fatigante.

26035

de Simson,
oposer en écrivant son

tte que ne I'avaient
prolixité qui rend Ia

Conjecture de Hoéne Wronshi,

Hoéne Wronski | ***] n’admettait pas la divination de Simson. Dans
$a pensée, la solution de la question des porismes dev
ment dépendre de quelque distinction i établir entre |
les problémes, qui permettrait de les sép

ait nécessaire-
es théoremes et
arer en deux classes, dont

[*] L’ouvrage de Matthews Stewart, qui a pour titre
considerable use in the higher parts of mathematics, etc.
rémes généraue d’un grand usage dans les hautes mathématiques , et dont jal doune ,
en 1848, un précis analytique complet dans le tome XIII
de propositions dont les énoncés ont |

2 Some gencral theorems of

» Cest-d-dire guelques thio-

de ce Journal, se compose

a forme que Simson croit propre aux porismes,
Wallace et lord Brougham ont donné, sous le titre de

tions en 1798, le premier dans les Transactions de la
sceond dans les Transactions philosophiques de

Porismes , diverses proposi-
Société royale d’k dimbourg | et lo
la Societs royale de Londres.

[**] « A proposition affirming the possibility of finding such conditions
» a certain problem indeterminate, or capable of innumerable solutions. »
de la Societé royale d’Edimboarg ; 1794 ; tome III, page 140.)

[***] Geometrical analysis, liv. 111 » in-8¢; Edimbour
tion francaise de cet ouvrage a été publiée

as will render

( Transactions

g, 1809 et 1821. Une traduc.
& la suite du deuxiéme Supplément i la
Géometrie descriptive de Hachette ; in-4°; Paris, 1818.

[****) Introduction & la Philosophie des Mathématiques ot technie

de U Algorithmie ;
in-4°; Paris, 1811; page 217.

Toeme XX, — Aocr 1875, 34
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I'une comprendrait les porismes et I'autre les problemes ordinaires.
La premicre de ces deux classes aurait été composée des problemes
dans lesquels le but qu'on se propose d’atteindre est necessairement
possible; tel estle cas ot I'on demande de trouver le centre d’un cercle
donné. Les probléemes de la seconde classe auraient été, par contre,
ceux ou la possibilité du but qu'on se propose d’atteindre a besoin -
d’étre démontrée. Par exemple, faire passer une circonférence par trois
points donnés serait un probleme ordinaire, parce que la possibilité
de la résoudre n’est pas évidente a priosi. On sait qu'en effet la possi-
bilité de faire passer une circonférence par trois points donnés est
I'objet d’un théoréme de géométrie élémentaire.

Ce systeme n’est autre chose que 'application aux Porismes d’Eu-
clide de la définition du met Wo/pm/,w& donnée dans un sens purement
philosophique : Ferbum Dialecticorum, Prologuium,vel Problemna quod
consecutionem habet necessariam atque heerentem iis quee jam probata
sunt et comperta [*].

Conjecture de M. Poncelet.

I’énoncé général donné par Pappus comme résumant des proposi-
tions du premier livre des Porismes et quelques-uns des lemmes qui se
rapportent & cet ouvrage se présentent comme des conséquences tres-
simples des recherches de M. Poncelet sur les propriétés projectives
des figures. Cette circonstance lui a paru étre de nature a faire croire
« que le Traité de Porismes d’Euclide n’avait guére d’autre objet
» que ces propriétés générales et abstraites des figures, dont le carac-
» tere ne pouvait que difficilement étre défini par la langue de la géo-
» métrie ancieune; en un mot, que les porismes étaient de véritables
» propriétés projectives, déduites par Euclide des considérations de la
» perspective... [**]. »

Opinion &’ Eiscnmann .

M. Poncelet nous apprend [**] que le professeur Eisenmann parta-
geait cette opinion; mais ce dernier doit étre considéré comme ayant

[*] Thesaurus linguee greece , nouvelle édition, au mot Iopiogee .

[**] Traité des propriétés projectives des figures , page xxxu de I'Introduction.
f***] 1bid., Note de la page xxxvij.

[ ' . " N I I
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appartenu a ’école de Simson; c’est du moins ce qui semble résulter
de cette phrase, ot il dit en parlant de Pappus : « N’est-ce pas lui
» seul qui nous a conservé, dans une Notice abrégée, la connaissance
» de ce savant Traité d’Euclide, ceuvre de art le plus relevé, ou il
» enseigne la détermination des constantes arbitraires, comme nous
» nous exprimons aujourd’hui [*]? »

Opinion de M. Chasles.

M. Chasles s’occupe depuis longtemps de cette grande énigme des
porismes. Il admet, avec Simson, que les porismes d’Euclide étaient
des propositions dans I’énoncé desquelles on affirmait la possibilité de
trouver certaines choses. Mais, dans sa pensée, la question générale &
laquelle Euclide a pu destiner ses porismes, a di étre celle-ci :

Un liew étant déterminé par une construction con:mune a tous ses
points ou par un certain systéme de coordonndes, trouver une autre
construction ou un aulre systéme de coordonnées qui satisfasse a
tous les points de ce liew, et qui en fasse connaitre la nature et la po-
sition.

Les porismes auraient été des propositions dans lesquelles on éta-
blissait la possibilité de trouver ces nouveaux modes de construction.
ces nouvelles coordonnées qui permettaient, soit de substituer a I'ex-
pression géométrique ou analytique d’un lien une autre expression
plus simple propre a en faire mieux connaitre la nature et la position,
soit « de ramener 2 une méme description ou a un méme systeme de
» coordonnées les différentes parties d’une figure qui, par les hypo-
» théses de la question, étaient produites par des descriptions ou des
» coordonnées différentes. » La doctrine des Porismes aurait ainsi
formé une véritable Géométrie analytique qui ne différait de la notre
que par les symboles et les procédés de I'Algebre [*]-

[*] « Nonne is est qui doctissimum iltud Euclidis et summa artis opus, quo arbi-
» travium constantium , ut nune loquimur , determinationes instituuntur, solus nobis
» compendiaria notitia servavit? » ( Pappi Alexandrini Collect. mathem. nunc primum
graece edidit Hermannus-Joscphus Eisenmann, etc., libri quinti pars altera ; in- folio
Paris, 1824 ; Préface.)

[**] dpercu historique sur Uorigine et le développement des méthodes cn Géométriv ;
in-4°; Bruxelles, 1837 ; pages 12, 274 et s. Voir aussi, du méme auteur, le Traité dc
Géométrie supérieure ; in-8°; Paris, 1852. Discours d’inanguration , pages XLIIT 1 LXX.

34..
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Suivant M. Chasles, les porismes étaient, par rapport aux proposi-
tions locales, ce que les données étaient par rapport aux simples théo-
réemes des EZ@'ments,de telle sorte que la conception de porismes aurait
dérivé de celles des données. Cette mauniére de voir lui parait confirmée
par le Trait¢ des Connues géométriques [*] du géométre arabe Tassan-
ben-Hassan-ben-Hai'tem, qui florissait au commencement du x1° siécle.
On trouve, en effet, dans ce Traité quinze propositions relatives a des
lieux géométrignes, lesquelles offrent cela de remarquable, que c’est la
nature de ces lieux qui est la chose qu'on démontre étre connue.
Hassan-ben-Hassan dit que ce sont 14 « des choses tout 4 fait neuves,
« et dont le genre méme n’était pas connu des anciens géomelres. »
M. Chasles suppose que les porismes d’Euclide, qui existaient encore
en Orient au x1n° siécle suivant le géomctre Castillon [**], n’ont pas
€té sans influence sur cette production du géometre arabe.

DEUXIEME PARTIE.

COMMENTAIRE DES TEXTES DE PAPPUS ET DE PROCLUS.

En présence de la diversité des opinions qui ont été exprimées sur
les porismes depuis la fin du xvi® siécle jusqu’a nos jours, on sent la
nécesssité de se rattacher plus étroitement aux textes que Pappus et
Proclus nous ont laissés, et de procéder autant que possible par voie
d’interprétation littérale. Clest ce que yai fait en présentant une tra-
duction qui les reproduit presque mot pour mot, et d’apres laquelle
on a pu se former une premicre idée de ce que je crois qu’étaient les
porismes. II ne me reste plus qu’a justifier dans ses détails Iinterpré-
tation que j’ai adoptée, notamment en ce qui concerne les passages
pour lesquels je n’ai pas suivi les versions de Commandin, de Halley
et de Simson.

S L. — Objet et utilité du Traité des Porismes. — Premiers détails
qui prouvent que les porismes différent des proportions ordinaires.

J'ai peu de remarques a faire sur les généralités par lesquelles Pap-

[*] Voirle § IT de I'appendice & la fin de ce Mémoire.
"] Mémoires de I Académie de Berlin, années 1786-1787.
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pus commence sa Notice sur les Porismes. Il nous apprend que ces
porismes offraient les moyens de résoudre les problemes difficiles et
de découvrir les conséquences des hypothéses ou les evénements, pour
nous servir d’un mot qui a été autrefois employé dans ce sens mathé-
matique, ainsi qu'on le voit par ce titre d’un ouvrage de Desargues :
b’muillon-pmjet dune atteinte aux événements des rencontres d'un
céne avec un plan, etc.

Le nombre des porismes est illimité. Cependant les géomeétres venus
aprés Euclide n’en avaient ajouté aucun i ceux dont lui, le premier,
avait formé un recueil. Mais Pappus les blame pour avoir fait a quel-
ques-uns certaines additions spécifiées par les mots devripac ypapac,
que Commandin traduit par secundas descriptiones. 1.’idée qui se pré-
sente d’abord, c’est qu'il s’agit de secondes démonstrations, et que
-ypacq);; signifie deémonstration. Cela exige que le terme oZ7ro’J‘e:£1g quelon
trouve dans Ia méme phkrase et qui ordinairement a cette signification,
soit pris dans le sens d’exposition ou d’exemple, car Pappus dit que
chaque porisme paraissait un certain nombre de fois dans Vouvrage
d’Euclide, et que chaque fois Fuclide n’en donnait qu’une seule dé-
monstration, ey ypz @iy [*], extrémement lumineuse. Toutefois il ne
serait pas impossible que yrapn ditt étre traduit par figure. Alors
il s’agirait simplement de figures nouvelles ajoutées mal propos i
Punique figure donnée par Euclide dans chaque exemple de porisme.

Cette circonstance, que chaque poristae paraissait un certain nom-
bre de fois, a embarrassé Halley. Ce géometre, qui, selon toute vrai-
semblance, supposait que les porismes ¢taient certaines propositions
que Pon énoncait et que P'on démontrait ensuite, ne concevait pas
‘Jue ces propositions, énoncées et démonlrées nne fois, dussent étre
énoncées et démontrées plusieurs autres foisdans le méme ouvrage. Aussi
s’est-il écarté, dans sa version, du texte de Pappus et en a-t-il dénaturé
le sens littéral. Nous montrerons bientot que la nature de ces propo-
sittons comportait précisément ce que Halley croyait impossible.

("] Je ne me dissimule pas que 'on pourrait m'objecter que piay parait se rapporter
plutdt & grodeifeny qui le précéde immcédiatement qu’a 7pepas. Halley a traduit dans
cette hypothése, mais jai préféré au sens grammatical le sens logique qui veut que
#izy sOit 0PPOsE A Fevripug.



270 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

- § 1. — Eloge que fait Pappus du Traité des Porismes — Cet éloge
s‘applique spécialement aux méthodes mises en usage par Uauteur.

Pappus dit que les méthodes ou les théories mises en usage par Eu-
clide dans ce recueil étaient 2 la fois fines, naturelles, nécessaires et
tres-générales, et que on avait un extréme plaisir  le lire ou a I'étu-
dier lorsqu’on était en état de woir et de trouver.

Un pareil éloge est assurément de nature A donner une bien haute
idée du Traité des Porismes et 2 augmenter les regrets que doit inspirer
sa perte. Mais il faut se garder d’en conclure qu’il renfermait une
science plus relevée que celle des autres traités du lieu resolu. S'il en etit
été ainsi, Pappus, qui est trés-exact et trés-judicieux, n’aurait pas
manqué de le faire observer. Or non-seulement il ne dit rien qu'on
puisse invoquer a 'appui d’'une semblable supposition, mais encore
Pordre méme dans lequel il présente ses notices peut étre considéré
comme une preuve du contraire. En effet, il rend compte du Traité
des Porismes immédiatement aprés avoir parlé des contacts, et, apres
les porismes, il passe aux lieux plans. La science des porismes n’était
donc pas supérieure a ce que nous connaissons de la géométrie des
Grecs.

11 ne faudrait pas cependant tomber dans ’excés contraire et amoin-
drir )a partie de cet ¢loge en le considérant comme ayant trait seu-
lement au soin apporté dans le choix des questions. Sans doute,
puisque le Traité des Porismes était un recueil, et que conséquemment
les propositions qu’il contenait ne s’enchainaient pas les unes aux
autres comme celles d’un traité didactique proprement dit, Euclide
avait pu choisir les questions les plus élégantes parmi toutes celles que
ses immenses recherches avaient dit lut faire rencontrer. Tous les au-
teurs de recueils de problémes usent naturellement de cette liberté de
choix, de maniére a intéresser le lecteur tout en I'instruisant. Mais ce
n'est certes pas ce genre de mérite qui a pu valoir au Traité des Po-
rismes une aussi éminente distinction. C'est évidemment sa haute utilité
et surtout le caractére si remarquable des méthodes qui y étaient
appliquées. De cette discussion résulte, pour ceux qui voudraient ten-
ter de restituer le Traité des Porismes, la nécessité de retrouver ces
méthodes elles-mémes.
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§ 1lL. — De la divergence d'opinions qui existait, du temps de Pappus,

entre les géométres, sur la question de savoir si les propositions du

Traité des Porismes devaient étre rangées parmi les théorémes ou
parmi les problemes.

Nous avons déja conclu de divers indices que les porismes n’étaient
pas des propositions ordinaires. Pappus confirime maintenant cette
induction, en disant que les porismes n’étaient, quant aa type, ni des
théorémes, ni des problémes, mais tenaient en quelque sorte le milieu
entre les deux, et qu'on pouvait leur donner & volonté la forme des
théoremes ou celle des problemes. Dot il résultait que, parmi beau-
coup de géometres, les uns voulaient que les porismes fussent des
théoremes, tandis que les autres, n’ayant égard qu’a la forme des pro-
positions, les appelaient des problémes.

Ces particularités sont le point de la question des porismes sur lequel
Iimagination des commentateurs s’est le plus exercée. A Fépoque ou
parut la version de Commandin, on ne conunaissait en géowmétrie que
deux especes de propositions, les théoremes et les problémes, et on ne
pouvait pas comprendre qu’il put y en avoir d’autres. C’était une
énigme qu'on cherchait vainement 4 deviner. On s’est attaché & ces
indications comme si elles eussent été la définition méme des porismes,
et on a cru que si 'on parvenait & découvrir des propositions qui ne
fussent ni des théorémes, ni des problémes, ou plutdt qui fussent a la
fois 'un et Pautre (car tel est en réalité le résultat auquel Simson est
parvenu), la question se trouverait résolue. Mais ce n’était point la qu’il
fallait chercher le secret des porismes. Car cette discussion sur la ques-
tion de savoir si les porismes étaient des théorémes ou des p‘roblémes
résultait, ainsi que Pappus nous 'apprend, de ce qu’un grand nombre
de géomeétres ne connaissaient pas la véritable définition des porismes.
Cette divergence d’opinions ne pouvait dés lors étre considérée que
comme un renseignement négatif. Si Pappus s’y arréte un instant, c’est
sans doute non-seulement pour mentionner le fait, mais aussi parce
que lui-méme doit, en indiquant le nombre des propositions de l'ou-
vrage d'Euclide, faire connaitre quelle en est V'espéce, ainsi quiil le
fait dans ses autres notices pour les propositions que renferment les
traités auxquels ces notices sont consacrées. On voit en effet qu’il ter-
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‘mine ce quil a & dire des porismes en classant comme théorémes les

propositions dont il s’agit, quoiqu’il soit certain qu’elles avaient été
présentées par Euclide sons forme de problémes.

S V. — En quoi les porismes se distinguaicnt des théorémes et des
problemes. — Interprétation des anciennes définitions rapportées

par .Pappus.

Pappus, apres avoir signalé la divergence d’opinion qui existait au
sujet de I'espece de propositions que constituaient les porismes, ajoute
que la véritable différence entre les théorémes, les probléemes et les

porismes était mieux connue des anciens géometres. Voyons donc quel

était, pour eux, le sens de ces trois termes : théoréme, probléme,
porisme.
Ils disaient :

Théoréme est une vérité qu'on énonce et qu’il faut rendre évidente
par une démonstration.

Probléme est un but que 'on définit, et qu’il faut atteindre par une
construction.

Porisme est une chose qu'on demande de découvrir. On voit, par
les exemples que donne Pappus d’apres Euclide, que cette chose est une
verité. Padopterai cette spécification comine propre a Euclide; toute-
fois nous verrons plus loin que Proclus prend le terme porisme dans
un sens plus étendu.

La premieére de ces définitions est absolument la méme que celle
quon donne aujourd’hui du théoréme, tandis que la seconde différe i
certains égards de la définition actuelle du probléme, savoir, que ¢’est
une question proposée qui exige ure solution. On voit que les modernes
emploient le mot probléeme pour désigner non point le but méme a
atteindre, mais la proposition dans laquelie il s’agissait de Vatteindre.
Si 'on voulait pareillement faire du porisme, qui est aussi un but i
atteindre, une proposition, il faudrait dire :

Probléme est une question qui se résout par une construction,

Porisme est une question qui se résout nar la découverte d’une
veérité. Mais il demeurera bien entendn que, par le fond, probléme et
. . . LJ
porisme se rapportent au but & atteindre.

- , . " I TR I O L " v
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Le lecteur remarque sans doute déja que je prends ici le mot pro-

~1

bléme dans une acception notablement moins é¢tendue qu’on ne le fait
d’ordinaire. Mais cette restriction est ici tout i fait essentielle, car
d’abord elle résulte directement du texte de Pappus, et ensuite elle
existe, ainsi quil est facile de le vérifier, dans les problemes qu’on
trouve dans les Fléments d’Euclide. I’autres ouvrages des géometres
de Pantiquité viennent aussi démontrer ce fait.

An surplus, I'extension que P'on a donnée dans les temps modernes
a la signification du mot probléme est si peu nécessaire en ce qui touche
la géométrie proprement dite, que dans les ouvrages ou 'on étudie
maintenant cette science il n’y a qu'un fort petit nombre de problemes
auxquels la définition des anciens ne pourrait pas s’appliquer. Par
exemple, celui deLegendre woffre sous ce rapport que deux exceptions,
savoir : 1° Trouver la commune mesure, s'il y en a une, enire la diago-
nale et le c6t€ du quarre [ |; 2° Etant donné les surfaces A et B d'un
polygone régulier inscrit au cercle et d'un polygone semblable circon-
scrit, trouver les surfaces A' et B' des polygones roguliers inscrit et
circonscrit d'un nombre de c6tés double [**]. Dans la premiere de ces
deux questions on est conduit a effectuer non point une construction,
mais & formuler cette vérité abstraite : Qu'il w'y a pas de commune
mesure entre la diagonale et le c61€ du quarre. Cest un véritable théo-
reme qu’Euclide [**] énonce de cette maniére : Qu'il nous soit propose
de démontrer que dans le quarré [vdiagonale est incommensurable en
longueur avec le c¢6té. 11 s’agit bien la d’une vérité énoucée quon
propose de rendre évidente par une démonstration.

La solution de la seconde question consiste dans les deux formules
ou relations

TN , A+ B
AN=yVvAx B, B =2 A A

qui peuvent aussi s'énoncer comme des théoremes. Mais ces théoremes
wWont pas été donnés par Euclide.

[*] Livre IIT, probléme XIX.

[**] Livre IV, probléme XIIIL

[***] Livre X, proposition CXVIIL.
Tome XX. — SEPTEMBRE 1855. 35
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L’ancienne définition de probléme est donc tellement conforme 4 Ia
nature des choses, que les auteurs modernes s’en écartent eux-mémes
rarement, malgré la liberté que leur laisse la définition actuelle. Cest
que la raison d'étre de cette derniére est moins dans les besoins nou-
veaux de la géométric pure, que dans la nécessité de n’avoir qu’une
seule définition pour les problémes geométriques et algébriques.

Ainsi donc, pour les Grecs, proposer un probléme en géométrie,
c'était demander de construire d’apres une théorie connue des points,
des lignes, des figures, etc., dans des conditions assignées, ou, plus
généralement, de faire quelque opération. Pappus et Proclus se servent
de ces deux mots xzracxrevn et woingic qui ont bien réellement cette
signification.

Cela étant démontré, toutes les questions dans lesquelles le but
atteindre, au lieu d’étre simplement quelque construction ou quelque
opération déduite des propositions supposées connues, consistait dans
la découverte d’une vérité abstraite ou impliquait cette découverte,
¢taient des Porismes. Tel est, selon moi, le sens de cette définition
ancienne rapportée par Pappus : wépw,ux &1l TO 7rpo1‘ewo’,uevov ¢ig
TOPITIUOY @UTOD ToU 7poTevoumvon. On voit que 7ro/pm',ua est ici rap-
proché de 7opiseoc et que le premier de ces termes est au second ce
que inventum est i inventio. Cette remarque caractérise bien la signifi-
cation géométrique du mot 7ro'p;ap,cz.

Cette maniére de voir est assurément plausible indépendamment de
toute application aux exemples de Porismes que Pappus nous a con-
servés. En effet, puisque les geéometres de 'antiquité avaient le terme
théoréme pour les vérités énoncées qu'il fallait démontrer, le terme
probleme pour les questions qui se résolvaient par quelque opération,
naturellement ils devaient en avoir un troisicme pour les questions
dans lesquelles Ie but A atteindre, au lieu de consister dans une opé-
ration, était ou impliquait la découverte de quelque vérité abstraite.
Il ne faut pas perdre de vue que, dans la géométrie ancienne, toute
vérité était démontrée par une construction, et que conséquemment le
porisme suppose aussi une construction. Les deux problémes de
Legendre que jai cités plus haut sont des porismes dans I'acception
générale de ce mot. Si nous examinons maintenant le porisme de

' i IR RN EA RN R AR RANT)
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/
Schooten, nous reconnaitrons que ce caractére appartient également
aux diverses propositions qui ressortent successivement des recherches
développées dans ce porisme. Cn voit qu’il faut, dans cet exemple et
dans ceux de Legendre, prendre porisme plutdt dans le sens de véritd
a découvrir que dans celui de proposition, ou de question qui se résout
par la découverte d’une verite.

Ces porismes qu’on rencontre ainsi ¢ca et la chez divers auteurs
peuvent déja servir 4 fixer les idées sur le sens général du mot po-
risme. Mais la question de savoir ce qu'étaient en particulier les Po-
rismes d’Euclide, sera traitée plus loin, lorsque la suite de ce com-
mentaire nous conduira & examiner les exemples de porismes auxquels
Pappus a consacré une partie de sa Notice.

§ V. — L'explication qui précéde fait evanouir la principale difficulté
de la question des porismes. — Commnent Uancienne signification du

mot pOl‘iSlll(“ a [)lt se I)L’T([I'(,’.

Nous pouvons actuellement tirer de ce qui précede la solution d’une
des principales difficultés de la question des porismes. En effet, le po-
risme, tel que nous le définissons ici, était une question posée sous
forme de probleme, en ce sens qu’il s’agissait d’une chose inconnue
qu'on demandait de trouver, et cependant ce n’était pas un probleme,
puisqu’il ne consistait pas, comme les problémes ordinaires, unique-
ment dans quelque opération qui fiit la conséquence d’une théorie
connue. La solution ou la vérité cherchée, une fois découverte, pou-
vait étre présentée sous la forme d'un théoreme, car il s’agissait non
point dedémontrer une vérité préalablement énoncée, mais de décou-
vrir cette vérité méme, et de trouver ensuite la construction néces-
saire pouar la démontrer. Or ce sont la précisément ces particularités
qui, an dire de Pappus, étaient un sujet de discussion pour les géo-
metres, et qui ont tant préoccupé les commentateurs. Les propositions
auxquellesbje donne le nom de porismes ne sont en effet, 4 propre-
ment parler, ni des thcorémes ni des problemes, et pourtant partici-
pent a la nature des uns et des autres.

Ainsi tombe cette grande difficulté qu'on rencontrait dans I'inter-
prétation de Pappus. 11 a suffi pour la faire disparaitre, de rétablir 1a
35..
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distinction quiexistait dans’antiquité entre les deux catégories de pro-
positions aujourd’hui confondues sous le nom de problémes.

Mais ici on peut faire une objection, ou émettre un doute. Comment
expliquer que ces distinctions dont parle Pappus aient pu étre ou-
bliées ou méconnues par les géometres de son temps? Car il semble
que si le Traité des Porismes existait encore & cette époque, il devait
suffire de ouvrir pour savoir d’une maniére précise ce que <'était
quun porisme. La réponse a cette objection est facile. En effet, les
ouvrages des géametres de I'antiquité n’étaient pas, & beaucoup pres,
aussi explicites que les notres. Par exemple, Euclide définit bien dans
ses Fléments chacun des objets que I'on considére en géométrie, mais
il ne dit nulle part ce que c’est qu'un théoréme, un probléme, un
corollaire, un lemme, etc., et méme ces mots ne paraissent pas en téte
des propositions. Chaque livre est précédé de définitions, puis vien-
nent les propositions qui consistent simplement dans une suite de pa-
ragraphes numérotés. Euclide ne dit pas non plus ce que c’est que la
géométrie, enfin il ne donne pas de définition générale dans le genre
de celle-ci : La géométrie est une science qui a pour objet la mesure
de Uétendue. Si des Eléments nous passons aux Donnees, nous trouvons
A faire des remarques analogues. Ainsi donc, a cette époque reculée,
certaines notions qui sont anjourd’hui consignées explicitement dans
les Traités de Géomdétrie, ne s’écrivaient pas, ais se transmeltaient
par la tradition. On peut donc tenir pour certain qu’en ne trou-
vait en téte du Traité des Porismes, ni la définition des porismes, ni
Pindication de Vobjet de ce traité. 11 n’est donc nullement extraor-
dinaire que la notion exacte du porisme ait pu se perdre pour beau-
coup de géometres, & une époque ou l'ouvrage d’Euclide existait
encore.

Ce serait sans doute un curieux sujet d’étude que l'examen, dans
les documents scientifiques qui nous restent des anciens, dc Pemploi
quils ont pu faire de certaines définitions. Leur absence dans les
écrits des plus anciens géometres s'explique sans peine. Elles n’étaient
pas nécessaires lorsque la science ne se composait que d’un nombre
restreint de propositions. Quand les éléments furent rassemblés en
corps de doctrine, on ne dat pas songer 4 y ajouter d’autres définitions
que celles relatives anx termes emplovés dans les propositions. T.a dis-
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tinction de ces dernicres en théorémes, problémes, etc., ne dut venir
clle-méme que plus tard. Onsse préoccupait bien plus de la rigueur des
démonstrations que de définitions dout la nécessité ne se faisait pas
sentir encore, et qui n’ont été introduites que par suite du besoin d’ap-
porter plus de précision dans le langage. Pappus dit, au commencement
du troisiéme livre de son recueil [*]: « Ceux qui se piquent de définir
» avec exaclitude les objets dont s'occupe la géométrie, ont coutume
» d’appeler probléme toute proposition ou l'on demande de faire
» quelque opération ou quelque construction, et théoréme toute pro-
» position o il sagit, certaines choses étant posées, de rendre ¢vi-
» dente, & P’aide du raisonnement, une vérité qui résulte de ces choses
» et qui en est entierement la conséquence. Toutefois, parmi les an-
» ciens, les uns disent que toutes les propositions sont des problémes,
» d’autres que ce sont des théorémes. » Ainsi donc, du temps méme
de Pappus, il sen fallait que tous les géometres eussent des idées bien
arrétées sur le sens de certains termes, et, par suite de la tendance
(ue nous avons & ne voir dans la science que deux grandes divisions,
savoir le connu et Vinconnu, il n’était pas rare d’en rencontrer qui
ne supposaient pas qu’il put y avoir d'autres propositions que les
théorémes et les problémes.

S VUL — Seconde définition du porisme, unagince par des géomeétres
récents ou contemporains de Pappus.

Mais ¢’il y avait du temps de Pappus des géomeétres qui, ne sachant
plus ce que c’était qu’un porisme, disputaient sur la question de sa-
voir si les propositions de ouvrage d’Euclide étaient des théoremes ou
des problémes, il s’en était aussi trouvé dautres qui, s'attachant a une
circonstance que présentaient un grand nombre de ces propositions,
la prenaient pour définition et disaient : Le porisme est ce qu'il faut
ajouter a Uhypothése, pour que celle-ci devienne Uénoncé d'un théoréme
local [**]. Pappus repousse cette définition comme contraire i celle des

[*] O a2y yEwpeTpin SrTovpsve fouddpevor TeyvireTEpoy Cuanpivaty,... mpsbhaps piv ZEwdar
»)aly ¢y ob mpofadlsTae Tt worRoue nul xurTrorzuGoRL” bedprpa 0% &y &, Tivdiv dmorstpivey, 74
Emnpsuny wUTels vol RhuTosg émcup.@v.ivow Gewpsigur, 26y medatdy <Gy e meablpaty whvty,
0w 0% Dzwpipata sivat PUTabITRY,
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anciens rapportée plus haut, et a ce qui est enseigné. Il fait observer
que ceux qui adoptaient n’étaient pas en état de découvrir par eux-
mémes tous les porismes, c’est-a-dire les choses proposées colnme sujet
d’investigation, et montraient ce qui était a chercher, mais ne le trou-
vaient pas. Ceci demande a étre expliqué.

(Qu’une définition nouvelle des porismes ait pu étre proposée, c’est
ce qui ne surprendra pas d’aprés ce que nous avons dit dans le précé-
dent paragraphe. I.e point important est de saisir le véritable carac-
tere de cette définition, et de tAcher d’en tirer quelque lumiere sur la
nature des porismes. Car il n’est pas possible d’admettre qu’elle avait
été présentée sans aucune apparence de fondement.

Comme elle s’appliquait spécialement aux lieux, qui étaient tres-
nombreux dans le Lraité des Porismes, ainsi que cela sera démontré
plus loin, il fallait nécessairement que la forme des énoncés relatifs
aux lieux put la justifier. Or c'est ce qui arrive dans Pexemple
que -voici : Ftant donné un point A et une droite PQ, on meéne a

volonté AM, et sur le prolongement de cette der-
v vm e piére droite on porte une longueur AN telle, que
le rectangle AM < AN soit égal a un rectangle
i A donné, trouver le liew du point N.
A La réponse a cette question est que le lieu du
-0 ¢ point N est une circonférence de cercle. Si cette
‘ réponse étair introduite dans Pénoncé, on affirme-
- rait alors que le lieu du point N ainsi déterminé
g est une circonférence de cercle, c’est-a-dire que
Von ¢énoncerait un théoreme sur le cercle : ce serait un théoréme
local. Ce que I'on a proposé de découvrir, c’est-a-dire le porisme sui-
vant I’acception des anciens géometres, est donc, conformément 2 la
nouvelle définition, ce qui manque a Uhypothese ou a Uénoncé de la
question pour que celle-ci devienne un théoréeme local.

On remarquera que Simson a rencontré précisément ce porisme
dans ses observations 4 la suite de sa proposition I, mais il n'a pas
adopté la forme d’énoncé qui seule pouvait rentrer dans la définition
ancienne. Tl a supposé que la nature du lieu devait étre nécessaire-
ment indiquée dans I’énoncé. Evidemment s’il en avait ¢té ainsi, aucun
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géometre n’etit soutenu que des propositions présentées sous cette
forme étaient des problémes et non des théorémes.

La forme des porismes relatifs aux liewa étant ainsi reconnue, il
n’est pas inutile de faire observer qu’elle se présente naturellement, et
que méme elle tend & prendre place dans les éléments. Plusieurs au-
teurs proposent, de nos jours, comme sujet d’exercice, des questions :
résoudre, qui sont précisément de cette forme.

Ce n’est point a dire cependant qu’il faille 1a regarder comme ayant
¢té exclusivement celle des questions qui, dans les Porismes, avaient
pour objet les lieux géométriques. La nature d’un lien n’est pas la seule
chose que I'on puisse proposer comme sujet de recherche. On peut la
supposer connue, et demander de découvrir la relation qui existe,
par exemple, entre les distances d’un point quelconque du lieu a des
droites ou a des points fixes, car il est manifeste que ces distances ont
entre elles une certaine relation, par le fait seul que le point considéreé
appartient au lieu. Cette relation qu’il s’agit de trouver présente encore
les caractéres du porisme. La question se résout, en effet, non point
par quelque opération, mais par Pénoncé d’une vérité abstraite. T.a
seconde définition du porisme sapplique encore directement ans
questions de cette espéce

Il résulte de examen que nous venons de faire de cette seconde (é-
finition du porisme, que le liew proposé par Fermat n’est pas un
porisme. Quant au porisme de Schooten, on n’y trouve rien qui puisse
étre considéré comme se rapportant & cette méme définition. On voit

enfin que R. Simson n’a pas deviné juste et s’est complétement écarte
dlu but qu’il poursuivait.

S VU. — Comment les anciens ont pu se servir d'un méme terme pors
désigner les corollaires et les porisines.

L’une des conditions a remplir dans ]’interprétation des porismes est
d’expliquer comment les anciens ont pu étre conduits i se servir d'un
seul et méme terme pour désigner des choses aussi différentes entre elles
que les corollaires et les porismes. Cette explication est maintenant
facile. En effet, par cela seul que le porisme était une vérits qu'il fal-
lait découvrir, et que U'énoncé de la question ne renfermait pas expli-



280 JOURNAL DE MATUHEMATIQUES

citement , il offrait une analogie wanifeste avec le corollaire, qui est
aussi une vérité que I'on n’a pas affirmée dans I'énoncé de la propo-
sition dans la démonstration de laquelle cette vérité surgit. La diffé-
rence consiste en ce que dans le corollaire cette vérité vient s'offrir
sans qu’on I'ait cherchée, tandis que dans le porisme tel que nous le
concevons, on la cherche pour elle-méme, et 'énoncé de la question
ne comporte pas un autre but, quoique ce but soit une chose inconnue
au moment ou la question est posée.

On voit par la en quoi cousiste ce qu'il y a de commun entre les
. - - - /
corollaires et les porismes, et la raison de I'emploi dn mot 7opisuz
pour désigner les uns et les autres.

§ VII. — Interprétation des deux passages de Proclus sur
les porismes.

Les indications de Proclus sur les porismes difféerent ou semblent
différer & certains égards de celles de Pappus. Cette circonstance de-
mande A étre examinde avec attention. Jusqu’a présent je n’ai invoqué
'autorité de Proclus que pour faire connaitre d’une maniere précise le
sens du mot corollaire , qui est indiqué par lui avec beaucoup de vé-
rité, et pour prouver que les porismes étaient présentés par Euclide
sous forme de problemes. Appelant par deux fois les porismes des
problémes, comme beaucoup de géomeétres le faisaient du temps de
Pappus, il nous fonrnit ainsi une indication qui est d’autant plus stire
qu’elle n’exige pas qu'on suppose qu’il ait eu une connaissance com-
pléte des porismes. Evidemment s’il emploie le mot probléme pour dé-
signer les propositions de Pouvrage d’Euclide, c'est & cause de la
forme que ces propositions avaient en effet.

D’apres Proclus, porisme est une chose que lon cherche , dont la
découverte requiert essentiellement de 'invention, qui n’est pas une
conséquence de propositions déja démontrées, et & laquelle on ne par-
vient pas par un raisonnement facile. Pour faire comprendre ce qu’il
veut dire, il établit en quelque sorte un parallele entre les théo-
rémes, les problemes et les porismes. Les théorcmes (textuellement
les choses qui sont) s’établissent par le raisonnement : tel est le cas
ot il s'agit de démontrer Tégalité des angles a la base d’un triangle
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soscele. Les problemes, tels que partager un angle en deux parties
¢égales, construire un triangle, retrancher une droite d’une autre ou
I'ajouter, se rédnisent essentiellement & certaines opérations. De plus,
les démonstrations des théoremes et les solutions des problémes ont
pour caractére, non-seulement de n’exiger qu’un raisonnement peu
compliqué, mais encore d’étre des conséquences de propositions ant¢é-
rieurement démontrées. Mais la solution de problemes tels que ceux-
ci : un cercle étant donné, en trouver le centre ; trouver la plus grande
commune mesure entre deuwx grandeurs commensurables, n’est pas la
conséquence de propositions antérieurement démontrées, ni d’un rai-
sonnement simple ou qui se présente de lui-méme a Vesprit. Elle a
pour caractere d’exiger de I'invention. Proclus ajoute que de telles
questions tiennent en quelque sorte le milieu entre les théoremes et
les problemes. « Tels sont, dit-il, les porismes donnés par Euclide
» dans ses livres de probléemes, mais ne nous arrétons point a parler
» de ces porismes-la. »

Ces deux exemples indiqués par Proclus appartiennent aux Eléments
d’Buclide. Le premier, un cercle étant donné , en trouver le centre, est
la proposition I du troisiéeme livre, laquelle n’est précédée d’aucune
autre proposition sur le cercle, de sorte que la solution n’est pas une
simple conséquence de propositions antérieurement démontrées. Dans
les Eléments modernes de géométrie, on ne pose cette question qu’apres
avoir démontré que la perpendiculaire élevée sur le milieu d’une corde
passe par le centre du cercle. La solution donnée par Euclide com-
prend la découverte du principe ou théoreme sur lequel cette solution
est fondce, et Papplication de ce principe ou la construction du pro-
bléeme.

Le second exemple, trouver la plus grande commune mesure entre
dewx grandeurs commensurnbles , est la proposition HI du dixieme
livre des Eléments. 11 donne lieu a des remarques analogues. Clest
donc avec raison que Proclus dit que « ces deux propositions tiennent
» en quelque sorte le milieu entre les théorcmes et les problemes. »

Il semble résulter de ces explications que Proclus désigne sous la
dénomination de porismes toutes les questions qui sont proposcées de
manicre que leur solution exige une certaine contention d’esprit, Uem-
ploi de considérations fines et surtout de 'invention. Toutes les pro-
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positions qui sont la conséquence directe d'autres propositions dé-
montrées ou n’exigent qu’un raisonnement relativement facile, toutes
les questions qui se résolvent par quelque opération ou construction
qui n’est pas 'application d’une théorie déja connue, rentreraient dans
les deux grandes classes des théorémes et des problémes proprement
dits. A ce point de vue, les problemes un peu difficiles qu’on rencontre
dans une foule d’ouvrages, par exemple cenx que Leslie a réunis
dans le livre T de son dnalyse gdométrique des anciens, seraient des
porismes.

Toutefois il ne faut pas se hater de conclure de la que, dans ]’npia
nior de Proclus, les porismes d’Euclide étaient analogues aux deux
problémes ci-dessus. C’est dans le cours de ses commentaires sur le
premier livre des Eléments qu’il est amené 2 distinguer deux accep-
tions différentes du terme Wépl“)‘p‘.d. 11 tire de ces Eléments mémes les
exemples dont il a besoin pour fixer les idées du lecteur sur nn genre
particulier de propositions. 11 oppose ces exemples & ceux qu’il a don-
nés des théorémes et des problémes proprement dits. Indiquant en-
suite les caractéres généraux des porismes, il ajoute que ce sont la les
caractéres des porismes d’Euclide, c’est-a-dire que les questions pré-
sentées dans le Traité des Porismes « se résolvent non par simple dé-
» duction, mais par invention et non par un raisonnement exempt de
» difficulté. 11 faut, en effet, découvrir la chose demandée et ia
» rendre évidente par une construction. » Proclus termine en disant:
« Mais ne nous arrétons point & parler de ces porismes-la. » 1l
les laisse alors, en effet, pour s’étendre longuement sur les corollaires,
dont il a donné auparavant cette définition que Bouillaud et apres lui
M. Chasles ont transportée aux porismes d’Eaclide.

Tout porte donc a croire que Proclus n’a pas voulu donner des
exemples de ces derniers porismes. Faisons remarquer, & Pappui de
cette conclusion, que les exemples qu’il cite n’offrent certainement
pas & un degré suffisant le caractére le caractére de théorcmes ou de
vérités abstraites, pour que, présentés comme ils le sont sous la forme
de problémes, la question ait pu s’élever parmi les géometres de sa-
voir s'ils ne devaient pas étre considérés plutot comme des théorémes,
et pour que Pappus leur ait appliqué cette derniere dénomination.

Les indications de Proclus ne renferment au fond rien qui contre-
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dise ceiles de Pappus. Files sont plus générales, mais wmoins expli-
cites, et partant ne nous fournissent aucune lumiére nouvelle. Clesl
donc dans les exemples de porismes que Pappus nous a conservés
qu’il faut chercher la vraie notion des porisines d’Enclide.

§ IX. — Indications de Pappus relatives aux lieus.

L'interprétation que j’ai adoptée du passage ou Pappus parle des
lieux, est une conséquence toute naturelle de la définition des géo-
metres récents. Du moment ou il est reconnu que le porisme est, par
le fait, ce qui manque dans Pénoncé d’une proposition locale, il faut
bien admettre que, dans Youvrage d’Euclide, le porisme, c’est-a-dire
Ia chose qu’on demandait de trouver, n’était pas indiqué explicite-
ment dans 1'énoncé de la question. Cest ce que Pappus exprime par
ces mots ZGXCUFlfﬂéL’O)i’ A\% TC;V WCFI;T/MC!:TCOV.

Les lieux étaient en assez grand nombre dans le Traité des Po-
rismes pour y former des groupes distincts, suivant la catégorie a la-
quelle ils appartenaient ; les uns étaient plans, &autres solides, d’autres
lindaires ; il y en avait aussi qui étaient aux moyennes.

le m’écarte ici complétement de la version de Commandin qui &
éte suivie par Halley et par Simson. D’apres ces commentateurs, el
notamment d’apres le dernier, tout lieu aurait été un porisme, et
divers recueils de liewa plans, solides, lindaires et aux moyennes au-
raient été¢ composés de porismes pris dans Pouvrage d’Euclide.

Cette interprétation ne saurait étre maintenue. Car on peut voir
d’abord que tous les lierx w'étaient pas des porismes. En effet, nous con-
naissons, tant par les indications de Pappus que par le commentaire
d"Eutoce sur les Coniques d’Apollonius, la forme des énoncés des liewx
plans. Or cette forme offre un énoncé cowplet de théoreme local et
ne justifierait en aucune facon la définition des géometres récents.

Ensuite il est bien évident que Pappus ne parle de lieux plans,
solides, lincaires et aux moyennes que parce que le Traité des
Porismes contenait réellement des lieux appartenant a ces diverses
especes, mais sous la forme spéciale indiquée par les mots REY WEATUE V0
Se Ty cht?uatl,rwv, lesquels signifient que Pon avait retranché des
énoncés les porismes qu'il s’agissait de déconvrir.
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§ X. — Des difficultés que présentait la lecture du Traite des
Porismes.

Pappus nous apprend que les propositions du Trait¢ des Porismes
étaient difficiles a suivre, & cause de nombreux sous-entendus; qu’il
était facile de se méprendre sur le sens qu’elles présentaient; que le
lecteur n’apercevait pas toujours bien ce dont il s’agissait, et que méme
ce qu'il y avait de plus essentiel pouvait lui échapper.

1l ne parait pas possible de déterminer aujourd’hui en quoi consis-
tait précisément ce genre de difficulté, et quelle était la nature de ces
sous-entendus. Peut étre la rédaction d’Euclide était-elle plus concise,
araison de la destination de I'ouvrage, qui s’adressait anx géometres
sachant voir et trouver, et couséquemment en état d’entendre a demi-
mot. Observons qu’il n’y a rien la qui mmplique contradiction avec
I'éloge que Pappus fait du Traité des Porismes, si I'on admet avec nous
que cet éloge s'adresse aux méthodes qui y étaient appliquées.

§ XI. — De la proposition génerale donnée par Pappus comne résu-
mant dix propositions du premier livre du T'raité des Porismes.

Pappus, en parlant de plusieurs des ouvrages d'Apollonins, donune
les énoncés de quelques propositions générales dans lesquelles ils se
résuinaient. 1l fait observer que le Traité des Porismes n’est pas sus-
ceptible de se résumer d’une maniere analegue, Fuclide ne donnant
pas beancoup d’exemples de chaque porisme, et inéme se bornant 4
un seul dans quelques cas. Cependant le premier livre offrait une
suite de lieux, au nombre de dix, tous de la méme espece. Pappus les
comprend dans un meme énoncé, et nous fait ainsi connaitre d’une ma-
niére certaine I'objet d’une partie des propositions dont ce livre se
composait. Voicl cet énoncé réduit 4 ses termes essentiels : Si fes
cotés dun triangle variable sont assujettis ¢ passer respectivement
par trois points fixes situés en ligne droite, et deux sommets a glisser
sur des drottes fixes, le troisiéme sommet décrit ure ligne droite.
Pappus étend cette proposition a un polygone dont les cotés en nom-
bre qtie]conque sont assujettis i passer respectivement par des points
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fixes situés en ligne droite, et dont tous les sommets moins un glissent
sur des droites fixes. Il considére méme les lieux décrits par les points
d’intersection des cotés supposés indéfiniment prolongés, et suppose
d’ailleurs qu'Euclide n’ignorait pas cette généralisation, mais n’avait
voulu qu’en poser le principe. Les autres porismes lui paraissent ren-
fermer de méme le principe et le germe d'une foule de propositions.
Bemarquons que cette opinion de Pappns est exprimée sous forme
dubitative, ce qui annonce qu’aucun géomeétre n’est venu, apres Eu-
clide, réaliser ces développements dont la possibilité est simplement
indiquée.

I’énoncé ci-dessus n'est pas présenté par Pappus sous la forme que
je crois avoir été celle des propositions qui entraient dans le Trait¢
des Porismes. Le véritable type est celui-ci : Trouver le lieu décrit par
fe sommet d'un triangle variable dont les c6tés sont assujettis a passer
respectivement par trois points fixes situés en ligne droite, et les deux
autres sommets a glisser sur des droites fixes. De cette mavicre, la
question est mise sous forme de probleme. Ce qu'il faut trouver, sa-
voir la nature du lien décrit, n’est pas une chose que 'on détermine
par quelque opération, de sorte que ce n’est point la un probléme
proprement dit. Pappus a complété I'énoncé en ajoutant ce qu’on pro-
pose de découvrir, c’est-a-dire le porisme méme ou, suivant la défini-
tion des géometres récents, ce qui manque a Uhypothése pour que celle-
ci devienne U'énoncé d'un théoréme local; définition qui s’applique ici
naturellement, puisqu’il s’agit de propositions qui sont peut-éire
celles-l4 mémes qui en ont donné 'idée.

I’énoncé de Pappus n’est donc pas un énoncé de porisme, mais
de théoréme local. Non-seulement il fixe les conditions qui détermi-
nent le mouvement du point décrivant, mais encore il affirme que ce
point décrit une droite, et ce qu’on propose, c’est de démontrer que
le lien décrit est réellement une ligne droite. On ne pent voir la qu’une
vérité énoncée, qu’il faut rendre évidente par une démonstration. C'est
donc un véritable théoreme, et il est impossible d’imaginer que des
géometres aient pu voir la un probleme.

St Pappus ne se fait aucun scrupule de changer la forme d'éncncé
adoptée par Euclide, ¢est qu’il n’en pouvait résulter aucun inconve-
nient, puisque le Traité des Porismes existait encore, et qi’atcun
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géomeire ne pouvait par conséquent s’y tromper. Ayant a donuner une
proposition générale, il le fait de la maniere la plus simple, en com-
prenant dans 'énoncé la demande et la réponse au lieu de les rap-
porter s¢parément. Son véritable but est de faire connaitre cette pro-
position considérée indépendamment des porismes. C’est une occasion
qu’il saisit volontiers de montrer son savoir en parlant des travaux
des autres géométres. C’est & une digression analogue, faite peut-étre
avec moins d’a-propos a la fin de sa Notice sur les seclions coniques,
que nous devons de savoir que Pappus est I'inventeur de cette autre
proposition, aussi trés-générale, qui est connuc sous le nom de

Théoréme de Guldin.

§ XII. — Interprétation des exemples de porisines.

Les explications qui précedent vent nous metire & méme d’aborder
ces exemples de porismes par lesquels Pappus termine sa Notice, et
qui ont été jusgu’a présent Vécueil des commentateurs. Je laisse de
cOté, pour y revenir tout a I'heure, le renvoi que fait Pappus a une
certaine figure, ainsi que I'énoncé qui se rapporte & cette figure, et je
considére immédiatement le porisme qui suit, savoir que tel point
déerit une droite donnce de position. C’était la évidemment la solution
commune des divers cas de cette question énoncée dans le précédent
paragraphe : Trouver le liew décrit par le sommet d'un triangle variable.
les deux autres sommets étant assujettis a glisser sur des droites fixes
et les trois cOtés a passer respectivement par trois points fixes silués en
ligne droite. Nous avons vu qu’au commencement du premier livre dn
Traité des Porismes Euclide avait résolu dix questions résumées dans
cet ¢noncé. Toutes ces questions et vraisemblablement d’autres encore,
mais dans lesquelles le point décrivant était soumis a d’autres condi-
tions, comportaient une seule et méme réponse, savoir que le liew
decrit est une ligne droite.

Cette réponse ou solution qui se représentait ainsi un grand nombre
de fois, était le porisme méme, c’est-a-dire ce qudil fallait trouver, et,
puisqu’il $'agit d’un lien, ce qu'il fallait ajouter & Uénoncé de la question
pour faire de celle-ci un théoréme local. Car Pappus n’a pas voulu
reproduire les divers énoncés des questions résolues par Euclide, mais
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seulement donner les porismes eux-mémes, indépendam:ment de ces
énoncés. Clest la ce qu’il veut dire quand il fait observer qu’il ne
faut pas s’attacher aux ky pothéses lesquelles sont trés-particulieres ct
toutes différentes les unes des autres, mais aux choses qu’il s’agit de
découvrir ou qui s'offrent dans les recherches, chacune de ces choses
reparaissant dans plusieurs hypotheses et se retronvant Ia méme non-
obstant ]a diversité de celles-ci. Cette intention est d’aillenrs rendue
¢vidente lorsque Pappus dit : « Voici en conséquence pour le premier
» livre les genres des choses cherchées dans les propositions. »

Ceci nous donne véritablement la clef de ces énigmes dont le sens
est resté si longtemps caché. Nous apercevons que le texte des exemples
n'offre pas ces lacunes que l'on y supposait, et que si tous commencent
par la conjonction o711, comme des énoncés de théoremes dont on au-
rait vetranché I'hypothése, c’est que telle a été en effet Pintention de
Pappus.

Cette conclusion, qu’on le remarque bien, découle trés-directenient
du texte grec pris dans son sens littéral, genre de preuve qui est d’une
extréme importance dans une question aussi controversée que celle des
porisines. Nous nous trouvons donc en présence d’un texte i peu
pres complet. Je ne veux pas dire toutefois qu'il doive en méme
temps étre considéré comme exempt de toute altération. Il est an con-
traire facile de voir que ce texte a subi, de méme que tout ce qui nous
reste des Collections mathématiques; les atteintes de Vignorance et de
In négligence des copistes. Mais J’aime a croire que ces atteintes n’ont
rien d’absolument irréparable, et que les savants auxquels la géométrie
ancienne est familiére parviendront sans peine a rétablir dans toute leur
pureté ceux des porismes dont la signification, telle que je la donne,
paraitrait incertaine ou contestable.

SXIN. — De la figure a layuelle Pappus renvoie au commencement des
exemples de porisines.

Le renvoi exprimé par les mots & ac’px}j Tou 7 que j’ai traduits « au
commencement du n® 7 », m’a paru se rapporter a 'ouvrage méme
d’Enclide. Les traités géométriques des anciens étaient divisés en para-
graphes portant une série de numéros, a peu pres comme on a coutume
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de le faire & présent dans les ouvrages de mathématiques, et ce se-
rait conséquemment au § 7 du premier livre du Traité des Porismes
que Pappus renvoie le lecteur. On ne peut d’ailleurs douter qu’il ne
s’agisse du systeme de deux droites assujetties 4 pivoter autour de deux
points fixes et & se couper sur une troisicme droite supposée fixe. Les
segments formés par ces deux droites mobiles, sur deux autres droites
fixes, a partir de points respectivement donnés sur ces derniéres,
conservent entre eux un rapport constant. Mais cette proposition, savoir
que les deux segments ainsi déterminés sont entre eux dans un rapport
constant, n’est vraie que sous cerlaines conditions, faciles & trouver [*].
La possibilité de trouver ces conditions, ou plutot de compléter le
systéme en partie donné, de telle sorte que cette proposition se vérifie,
est ce qui, dans la divination de Simson, constitue I'essence du porisme.
A notre point de vue, le porisme ne peut étre ici que le fait de la
constance du rapport des deux segments.

Malgré ce que cette hypothése présente de plausible, je dois en faire
connaitre une autre & laquelle j'aurais peut-étre donné la préférence,
si elle elit été d’une nature moins conjecturale. Elle consiste & inter-
préter ces mots ¢ apyf ToU ' comme un renvoi a la partie du sep-
tieme livre des Collections mathématiques qui est consacrée aux po-
rismes d’Euclide, c’est-i-dire aux lemmes de Pappus. La figure qui
accompagne le lemme 1 est bien dans les conditions indiquées. n et £
seraient les points ou poles fixes, o8 la droite sur laquelle les droites
mobiles sont assujetties & se couper, ¥4, o« les denx segments dont le
rapport doit étre constant. La constance de ce rapport est d’ailleurs
une conséquence du parallélisme des droites dy, 9, démontré dans le
lemme dont il §'agit. De cette maniére, la figure a laquelle Pappus
renvoie serait retrouvée, et on sent hien que ce serait la un résultat
sinon important pour la solution de la question des porismes, du
moins digne de fixer Pattention. Cette interprétation se recommande
encore par cette circonstance, que le lemme I est mentionné expressé-
ment comme se rapportant an premier porisme.

Quoi qu’il en soit de ces deux interpretations, il est évident que

[*] Poir ce que nous avous dit au sujet de la proposition XXIII de Simson,

page 261.
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Pune et Pautre permettent de rétablir comme il suit Pavant-derniére
phrase du troisieme paragraphe de la Notice sur les porismes : Mete
ds 7o ded opevoy 7rp5g agxm Tob wiwroy Bibriov e Tiaxer, etc.,
c’est-a-dire : « Cependant il en a placé, aprés le porisme donné au
» commencement du premier livre, quelques-uns, etc. » Cette resti-
tution comble d’une maniére heureuse I'une des deux lacunes gue
j’aiindiquées dans le texte. )

Il ne serait pas impossible que le systeme particulier de points et
de hignes auquel Pappus renvoie se rapportat non point & un seul po-
risme, mais a tous ceux du premier livre. Ces porismes seraient alors
les cvénements d’un type unique sur lequel on aurait fait différentes
hypotheses. Cette conjecture demanderait, pour étre justifi¢e, un exa-
men spécial que je ne puis faive ici, mais que rendent facile les chapi-
tres XXI et XXII du Zraité de Géometrie supérieure. On serait ainsi
conduit & concevoir le Traité des Porismes comme composé de para-
graphesanaloguesau porisime de Schooten, lesquels auraient conséquem-
ment roulé sur divers types de figures ou systémes de points et de lignes,
dont chacun servait 4 mettre en évidence un certain nombre de po-
rismes. On s’explique facilement que les porismes trouvés dans un
systeme pouvaient s’offrir de nouveau dans les aulres,systémes, e,
par suite, reparaitre plusieurs fois, conformément & ce que Pappus nous
apprend.

Je crois inutile d’insister davantage sur ces inductions nécessaire-
ment tres-hasardées. Remarquons, au surplus, qu’il ne faut pas s’¢ton-
ner de ces incertitudes qu’'on rencontre deés qu’il g’agit de déterminer
avec quelque précision les énoncés de ces questions qui étaient réso-
lues dans Pouvrage d’Euclide, puisque Pappus ne s'est attach¢ a fuire
connaitre que les porismes.

S XIV. — Remarques sur quelyucs porismes.

Les deux porismes quii font suite 4 ceux que nous venouns de prendre
pour exemples, savoir que le rapport de telle divite ¢ telle autre est
constant et que le rapport de telle droite & une certaine abscisse
est constant, sont certainement de ceux qui se présentent le plus
souvent. lls devaient naturellement figurer parmi les premiers daus le
Traité des Porismes.
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Le suivant, que telle droite est donnée de direction, ne résulte pas
de Pinterprétation littérale du texte, tel qu’il nous est parvenu, laquelle
eut été que telle droite est donnde de position. L'adoption de cette
interprétation aurait eu pour conséquence de conduire a admettre
parmi les porismes une proposition de Pespéce de celles qui font Pobjet
du livre des Données d’Euclide. Je n’ai pas cru que cela fat possible,
et il m’a paru indispensable de faire ici une de ces rectifications qui,
vu l'état des manuscrits de Pappus, ne peuvent étre complétement
évitées. Tout porte 4 croire que les énoncés ou les kypothéses des ques-
tions traitées par Euclide roulaient exclusivement sur des figures va-
riables de forme suivant certaines conditions, ce qui ne s’accorde guere
avec cette conclusion gu’une certaine droite est donnée de position.

Non-seulement la rectification que j’ai faite évite cet inconvénient,
mais encore le porisme dont il s’agit, ainsi rétabli, se trouve précéder
trés-naturellement et presque annoncer celui-ci : que telle droite passe
par un point fixe.

Les autres porismes du premier livre sont pour la plupart des rela-
tions segmentaires, qu’on retrouvera sans peine dans le Z'raité de
Géométrie supérieure. Je dois cependant faire observer qu’un certain
nombre sont présentés sous forme de relations d'aires. Plusieurs théo-
rémes sur les sections coniques, dans le grand Traité d’Apollonius,
consistent dans de telles relations, qui sont anjourd’hui peu connues.
On peut rapporter a ce type le dernier porisme du premier livre,
savoir que telle droite détermine sur des droites données des segments
dont le produit est constant. 1l a été rétabli, comme nous 'avons vu,
par Simson, a son point de vue particualier. Je vais, pour fixer les idées,
indiquer une seconde maniere de le rétablir, c’est-a-dire énoncer une
question a laguelle il servira de réponse Voici cette question :

Etant donné deux droites Go., (8, et
sur ces droites les points o, §, trouver la
relation qui doit exister entre les segments
oy, 80, pour que les aires des deux trian-
gles afe, dvye, formés par les cotés et les
diagonales du quadrilatére a€dy, aient
entre elles une différence égale a Uaire
du triangle donné M§?
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On trouve, en effet, facilement que le rectangle ou le produit oy >< 69
doit étre constant , et c’est 1a le Porisme cherché.

Il ne sera peut-¢tre pas sans intérét de faire observer que les lemmes XX
et XXI semblent avoir trait spécialement aux propositions dans les-
quelles il s'agissait, comme dans celle-ci, de relations d’aires. Pour
montrer de quelle maniére ces lemmes sont utiles dans la circonstance
actuelle, prenons {0 = d§ et joignons af, y0. Puisque, par hypothese,
la différence des aires des deux triangles a6¢, dey, doit étre constante,
il en sera de méme de la différence des aires des deux triangles «&2,
480, qui ont en commun la partie ¢ Or les triangles o7, ¥67 sont
respectivement équivalents aux triangles 284, y€d", comme ayant méme
sommet et leurs bases égales et situées sur une meéme ligne droite. La
question se réduit donc a trouver la relation nécessaire pour que Paire
du triangle a0 soit égale a Taire Ap.Z. Si maintenant nous prenons
{x =, et sinous joignons z0, le triangle (x5 sera équivalent & 6.
Or, en vertu da lemme XXI, les aires des triangles {xf, kug sont entre
elles comme les rectangles ou produits {x < 8, () < {u, et comme
elles doivent étre égales entre elles, il faut que I'on ait

Ca < 8I-=80 < Gu ou ayxEd=70 <y,
puisque 'on a, par la construction,

{r=1z et (§=06.

On peut déterminer une fonle d’autres hypothéses pour le méme
porisme. Je me bornerai A citer celle-ci :

Ftant donné un demi-cercle décrit sur le cia-
1 'y . ’
metre of, concevons que lon ait mené les deux
, .
tangentes ak, 6y, et que d'un point quelcongue
de la demi-circonférence on méne une troisiéme
tangente qui rencontre les deuzx premiéres respecti-

vement en ) et ., trouver la relation entre les seg-
ments oh, Sp.

Pour résoudre cette question, menez du centre x au point v de
contact la droite xv. Les deux triangles Aza, Axv sont égaux entre eux,
comme étant rectangles en o et en v, ayant en commun I'hypoténuse )«

37..
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et ayant un coté de Pangle droit égal, savoir v = o, Done Pangle Jxp.
est égal 4 la demi-somme des deux angles droits, donc le triangle Jxu.
est rectangle en %, et on a
v sy = A_J .
Or
=lda, p=yps;
done le produit a < 8u. est égal an quarré du rayon.

Cette démonstration met en évidence un autre Porisme, savoir que
la tangente variable . est vue du centre z sous un angle constant. Ce
porisme se présente ici 4 la maniére des corollaires, parce que nous
avons borné notre ¢noncé 4 la relation entre les segments A, Su. Si
Ion eiit demandé de faire connaitre les conséquences, ou, pour parler
comme Desargues, les évdnements de la rencontre de la tangente va-
riable A avec les deux tangentes fixes ), S, ce porisme se serait preé-
senté de la méme manicre que le premier; mais rien dans la Notice de
Pappus ne donne lien de penser que ces porismes ainsi rencontrés
comme des corollaires, c’est-a-dire que 'on ait eu Pintention de les
chercher, n’étaient point considérés comme des porismes proprement
dits. Bien loin de Ia, Pappus se sert, pour désigner les porismes, des
deux termes (nrozfpcem et 7U//,Ce€‘nxc§m, qui correspondent parfaitement
a ces deux origines, d’ou il résulte que lui-méme les avait remarquées.
Le premier de ces termes s'applique évidemment aux choses que Pon
recherche pour elles-mémes, et le second 4 celles qui s’offrent, chemin
faisant, dans le cours des recherches et qui conséquemment sont en
quelque sorte aux porismes ce que les corollaires sont aux proposi-
tions de la géométrie. Tes deux perismes du troisiéme livre, qui rap-
pellent la forme d’énoncé adoptée par Simson, et dont 'un s'est ren-
contré dans la démonstration qui précede, paraissent avoir appartentu
spécialement i cette catégorie de porismes accidentels. Mais ’ensemble
des porismes est désigné plus particulicrement par le terme Inrovusa,
dont Pappus se sert exclusivement en annoncant le contenu de chacun
des livres de I'ouvrage d’Euclide.

e Poriste ci-dessus, savoir que le produit o). =< S est constant,
peut étre pris pour hypothése, et si 'on admet que le produit af =< 65
est égal, non plus au carré du rayon, inais a une quantité moindre,
il existera encore un point 1 tel, que la droite 76 sera vue du point 7
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sous un angle constant. Nous savons en effet que Ienveloppe de 75
est une ellipse ayant € pour axe focal, et que chacun des foyers
Jouit de la propriété énoncée. £ érant P'un des points de rencontre de
{6 avec la demi-circonférence v, le foyer u se trouve sur la droite &y
menée par ce point £ perpendiculairement 3 9, et Pangle {76 est
droit,

Il semble résulter du lemme XXX1 que cette propriété avait été con-
sidérée par Euclide non-seulement dans le cas ou les segments of, €9
sont situés d’un méme coté de «f, mais encore dans celui de segments
situés de cotés différents par rapport a cette droite.

C'est peut-étre 1a qu’Apollonius a puisé la notion des foyers de I'el-
lipse et de ’hyperbole; on s’expliquerait ainsi comment il a pu ne pas
connaitre le foyer de la parabole.

Le dernier porisme, que telle droite est paralléle a une autre dioite
ou fait avec cette derniére un angle constant, qui a été rétabli par
Simson dans de curieuses propositions sur le cercle, se retrouve ici
tres-naturellement, d’abord en ce que la droite »Z, menée du foyer ¢
an point € cu la droite £§ rencontre la circonférence décrite sur af, est
parallele 4 la droite menée de Pautre foyer an second point de ren-
contre, et ensuite en ce que l'angle %£Z est constant. Mais ce ne sont
la que des cas particuliers d’une proposition plus générale. 11 y a une
infinité de circonférences qui Jouissent de propriétés analogues i celles
de la circonférence a8, et qui sont telles, que les droites mences des
deux foyers aux points ’intersection de I'une quelconque de ces
circonférences avec la droite variable 79 font entre elles un angle con-
stant. Et il arrive en méme temps que le triangle qui a pour sommets
le foyer et les points de rencontre de 70 avec deux de ces circonfé-
rences reste toujours semblable 4 lui-méine, ce qui est Pantépénul-
tieme porisme. Je me borne a ce simple énoncé, la démonstration étant
tres-facile 4 trouver.

Je terminerai ces remarques par faire observer que le méme porisme
reparaissait plusieurs fois dans 'ouvrage d’Euclide, et que cela résulte
clairement de ce que dit Pappus. 1l expose d’abord les porismes du
premier livre, puis il ajoute que dans le second ce sont les mémes po-
rismes qui reparaissent dans d’autres hypotheses, sauf un certain nombre,
qu’il fait connaitre. Enfin, dans le troisieme livre, ce sont des porismes
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offrant beaucoup d’analogie avec ceux des deux livres précédents, avec
cette particularité que les hypothéses sont relatives au demi-cercle, au
cercle entier et aux segments de cercle. S'il ne dit pas qu’il y avait ab-
solument identité, c’est sans doute parce que certains lienx géome-
triques n’étaient pas de la méme nature que ceux considérés dans les
denx premiers livres.

Ces détails confirment ce que jai dit dans le § 1 de ce Commen-
taire sur les additions que certains géometres avaient faites & quelques
porismes. Il résulte en effet de la nature méme des porismes, qu’Eu-
clide en avait donné plutdt des exemples que des démonstrations. En-
suite nous avons vu que plusieurs exemples de certains porismes
étaient donnés dans un méme livre, et notamment celui-ci : que tel
point décrit une droite donnée de position. 1l suit de la que le terme
Ypa @#, dont la signification reste a déterminer, ne peut que se rappor-
ter a quelques nouvelles manieres de déduire de certaines hypotheses
d’Euclide les porismes que lui-méme en avait fait ressortir, 4 moins
qu’il ne s'agisse simplement de nouvelles figures, comme je Pai aussi
indiqué.

§ XV. — De lusage quon peut Sfaire des lieux plans d’ dpollonius
pour rétablir une partie des propositions du Traite des Porismes.

Parmi les Notices que renferme la préface du septieme livre des Col-
lections mathématiques, il en est une [*] qui appelle particulierement
I'attention , et dont Vimportance dans la question des porismes a d’ail-
lenrs été signalée par M. Chasles : c’est celle que Pappus a consacrée
aux deux livres d’Apollonius sur les lieux plans. Pappus nous fait
connaitre, dans cette Notice, quelles étaient les propositions dont cet
ouvrage se composait; elles roulaient sur la ligne droite et le cercle,
considérés dans leurs divers modes de génération. Or nous avons vu
que la trés-grande majorité des questions résolues dans le Traité des
Porismes se rapportaient & des lieuzx, et dans le nombre il y en avait
probablement beaucoup dont la solution consistait & montrer que le
lieu décrit par un point était une ligne droite ou une circonférence de
cercle. D’apreés cela, on est conduit a croire qu’en reprenant les énon-
cés des lieux plans, et en les présentant sous la forme de problemes

[*] Poirle §1 de I’Appendice & la fin de ce Mémoire.
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dans lesquels ce qu’il faut déterminer est la nature méme du lier décrit,
on rétablirait plusieurs des questions qui ont figuré dans le Traité des
Porismes. Mais lesquelles admettre, lesquelles exclure? Clest ce que
nous ne savons pas et ce quie nous ne saurons peut-étre jamais.

Le second ¢noncé du deuxieme livre des lieux plans, savoir : Le
licwe du point dont les distances a deux points fixes sont entre elles
dans un rapport constant, est une droite ou une circonférence de
cercle , correspondrait, en particulier, a cette question , qui est e po-
risme d’Alexandre Anderson : Dewx points fixes étant donnés, quel
est le liew du point dont les distances a ces deux points sont entre elles
dans le rapport de deux longueurs données ¢, £? Le lemme XXIX se
presente assez naturellement comme moyen de solution. Supposons en
effet que « et § soient les deux points donnés, et que I'on ait décrit

volonté un arc de cercle passant par ces

deux points. Ce lemme fournit le moyen
\ de construire le point y tel, que 'on ait

ay Syiielg.

Mais il nous apprend en méme temps que le point ¢ ou la tangente
menée par le point 7y rencontre la droite 8, est indépendant du rayon
de I'arc, et qu’il en est de méme de la distance y0. Donc tout point

du lieu est & une distance constante yd d’un point fixe ¢, donc ce lien
est une circonférence de cercle.

Le dernier énoncé des lieux plans a des rapports manifestes avec le
lemme XXXIII.

On pourrait multiplier davantage les rapprochements entre les lienx
plans et les lemmes de Pappus; mais afin de ne pas me jeter dans des
développements que le lecteur attentif pourra pousser aussi loin qu’il le
voudra, je me bornerai 2 une derniere remarque,

Le premier énoncé des lieux plans est ainsi concu : Deux droites
sont menées, soit d'un méme point fixe, soit de deux points fixes,
dans la méme direction ou de maniére a Jormer un angle constant.
Les longueurs de ces droites sont entre elles dans un rapport constant
ou bien font un produit constant. Si lextrémité de lune delles dy-
crit un lieu plan donné de position, Uextrémité de la seconde déerira
aussi un lieu plan donné de position, tantét de méme espéce que le
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premier, tantét d'espéce différente, et la position du nouveau lien de-
pendra de la direction dans laquelle le rayon de ce dernier aura été
mesuré a partir du point fixe qui Iui sert dorigine. On reconmnait
la une foule de lieux obtenus par wvoie de transformation, et on ne
peut douter que ces transformations n’aient figuré dans le Traité
des Porismes. J’avais méme, dans Vorigine, borné les Porismes A ces
transformations ; mais j’ai dt abandonner ce point de vue trop res-
treint, & mesure que je parvenais 4 mieux déméler le sens du texte de
Pappus.

Ne perdons pas de vue que les liewx plans n’étaient pas les seuls dont
Luclide se ft occupé dans son Traité des Porismes, et que si nous pos-
sédions les Traités des Grecs sur les licux solides, les lindaires et ceux
aux moyennes, ou si nous avions seulement sur leur contenu V'équi-
valent de la Notice de Pappus sur les liexx plans, nous pourrions vrai-
semblablement en tirer de nouvelles lumiéres sur la composition du
Traité des Porismes.

§ XVI. — D'une conjecture a laquelle donnent liew les lemmes de

Pa ppus.

T'ai fait connaitre dans la premicre partie de cet écrit les raisons pour
lesquelles il est peu & espérer qu’on puisse remonter des lemmes de
Pappus aux propositions mémes du Traité des Porisies. Nous avons
vu toutefois, dans le cours de ces recherches, quelques-uns de ces
lemmes soffrir, avec un certain & propos, comme d’utiles auxiliaires,
et cette circonstance nous conduit 4 consigner ici, sous toute réserve,
une conjecture qui s’applique 4 un assez grand nombre de lemmes.

Puisque la plus grande partie des propositions du Traité des Po-
rismes €taient relatives a des lieux géométriques, on peut penser que
ces lemmes se rapportaient aussi en grande partie & des liewx. Or il
se trouve que la plupart ont pour réciproques des propositions locales.
Ainsi le lemme I, lorsqu’on suppose que x se meut en restant paral-
iele & 0, correspond a ce porisme que le point < décrit une ligne droite.
Le lemme 11, en supposant fixes les droites §, &y et les trois points
s, {, n, et la droite {0 mobile, correspond & ce méme porisme que le
point o décrit une ligne droite, et ainsi de presque tous les autres; cela
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est meéme vrai de ceux ou il s'agit de systémes de quatre points en
ligne droite. Cette transformation peut s’effectuer :

Pour le femme XXII, en décrivant une demi-circonférence sur le .
segment ad. Si I'on inscrit une corde ds = 9%, on aura as = ay.

Pour les lemmes XXIII et XXV, en décrivant une demi-circonfé-
rence sur le segment 8. Si ’on inscrit Ja corde 8 = &4, le point 7 sera
le pied de la perpendiculaire abaissée de ¢ sur le diametre.

Pour le lemme XXIV, en décrivant une demi-circonférence sur le
segment ¢5. Les arcs décrits des points o et € comme centres avec les
rayons ad, €7, se coupent sur cette demi circonférence.

Pour les lemmes XXVI et XXVII, en décrivant une circonférence
sur le segment 6y comme diametre, puis élevant sur la droite af la
perpendiculaire ¢l. Si 'on mcéne du point % la droite 2§, qui ren-
contre en v la circonférence décrite sur 6y, on a respectivement et les
signes semblables se correspondant,

M8 (08602 (80 =6y,

Pour le lemme XXXIV, en décrivant une demi-circonférence sur wy.
Si Pon décrit une autre dewmi-circonférence sur 5, elle coupe la pre-
miere en un point qui se projette en ¢ sur le diamétre.

On peut donc voir dans ces lemmes autant de propriétés du cercie,
quiont pu servir & reconnaitre cette courbe. Mais, je le répete, de telles
conjectures, quelques séduisantes qu'elles puissent paraitre, doivent
¢tre considérées comme tres-hasardées.

§ XVIL. — Résumé et Conclusions.

Les résultats auxquels je suis parvenu dans ce commentaire penvent
se résumer comme il suit :

1°. Les Porismes d’Euclide nous ont ét¢ conservés dans la Notice de
Pappus. La partie de cette Notice qui leur est consacrée doit étre con-
sidérée comme 4 peu pres exempte de lacunes, sinon de défectuosités
du méme genre que celles qu’on peut signaler dans les autres parties
encore manuscrites du texte des Collections mathématiques. 11 est
vraisemblable que nous avons ainsi tous ou presque tous les porisines
qu’Euclide avait considérés.

Tome XX. — SepTeMBRE 1855, 38
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-2°, Ces porismes n’étaient pas des propositions, mais servaient de
répounse a une foule de questions dont les énoncés n’ont pas été repro-
duits par Pappus, lequel n’y a attaché aucune importance.

3°. Les questions traitées dans 'ouvrage d’Euclide ¢taient présentées
sous forme de problémes, et & cause de cela beaucoup de géométres,
entre autres Proclus, les classaient parmi les problemes. D'autres, se
fondant sur ce que les solutions étaient des énoncés de théorémes ou
des vérités abstraites, considéraient ces propositions comme de véri-
tables théorémes.

4°. La plupart de ces questions étaient relatives a des lieux géomé-
triques. Euclide s’était proposé vraisemblablement d’enseigner les
moyens de reconnaitre la natare d’un lien, lorsque cette nature n’était
pas mise en évidence par son mode de construction, Celtte connaissance
mettait les géometres 4 méme de résoudre par des intersections de lieuwx
une foule de problémes qui autrement eussent été inabordables.

5°. C'est & ce grand nombre de questions relatives aux liewx, et
aussi a absence de certaines définitions dans les Traités des géomeétres
grecs et nommément d’Enclide, qu’il faut attribuer la définition des
porismes rapportée par Pappus d’apres certains géometres récents. Ces
questions formaient, dans le Traité des Porismes, des groupes distincts,
avec des intitulés spéciaux. Elles comprenaient non-seulement des
lieux plans, mais encore des lieux solides, des lieux lincaires et des
lieux aux moyennes.

6°. Au fond, les porismes n’étaient autre chose que les relations qui
s’offraient le plus souvent dans les recherches géométriques. La pensée
qui a inspiré le Traite des Porismes a du étre de fournir des exemples
de ces relations, avec les procédés les plus généraux a employer pour
en constater existence selon les cas.

7°. Proclus a montré par deux exemples qu’il existe dans les Elé-
ments &’Buclide des questions qui, présentées sous forme de problémes,
different des problémes proprement dits, lesquels consistaient, a pro-
prement parler, dans toute opération déduite, comme une couséquence,
de propositions déji démontrées. Aprés avoir signalé le caractere
d’invention qui distingue ces questions, il ajoute que les Porismes
d’Euclide offraient ce caractére ; mais il ne donne aucune notion par-
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ticuliére sur ces derniers, si ce n’est en disant que ce sont des pro-
blémes.

8°. Les recherches qui restent i faire sur la question des porismes
consisteraient principalement a préciser, s’i] y a lien, mieux que je n’ai
pu le faire, la signification de chaque porisme, et i reconstituer d’'une

manicre plausible les méthodes générales qu'Euclide avait mises en
nsage dans son Traité.

APPENDICE.
S L. — Précis des lienx plans d 4pollonius, d'aprés Pappus.

Les géometres de antiquité ont appelé liewx plans les lieux i la ligne
droiteet au cercle. Les deux livres de Pouvrage d’Apollonius surles liexx
plans se composaient en effet de propositions ayant pour objet de dé-
montrer que les lieux géometriques, résultant de diverses construc-
tions, sont des droites ou des circonférences de cercle. On avait remarque
de bonne heare que ces constructions peuvent étre variées a l'infini,
et qu'il et é1é chimérique de vouloir les rassembler toutes dans un
vecueil. Cest pourquoi Apollonius n’avait donné que les éléments de
la maticre. Comme des éléments ne s’inventent pas, il est permis d’ad-
mettre, avec M. Chasles, que Pauteur a pu se servir des porisnies
d’Euclide, dans une certaine mesure. et cn ramenant les propositions
ainsi empruntées i la forme que Cofnportait son point de vue parti-
culier.

Voici les énoncés des licux plans que Pappus nous a conservés dans
la préface du septieme livre de son Recueil.

Premier livre.

. Deux droites sont menées soit d’un méne point fixe, soit de deux
points fixes, dans la m¢me direction ou de maniere & former un angle
constant; les longueurs de ces droites sont entre elles dans un rapport
constant ou bien font un produit constant. Si Pextrémité de une
d’elles décrit un lieu plan donné de position, 'extrémité de la seconde
décrira aussi un lieu plan donné de position, tantét de méme espece
que le premier, tantodt d’espece différente, et la position du nouvean
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lieu dépendra de la direction dans laquelle le rayon de ce dernier aura
été mesuré a partir du point fixe qui Iui sert d’origine.

Cet énoncé en résume plusieurs autres, et Pappus le donne comme
tel. Les propositions ajoutées au commencement de Pouvrage par
Charmandre fournissent en outre les trois suivants.

2. Si I'extrémité d’une droite de longueur donnée est fixe, son autre
extrémité décrit une circonférence de cercle.

3. Si les droites menées d’un point mobile 4 deux points fixes
font un angle constant, le lieu de ce point est une circonférence de
cercle.

£. Le lieu du sommet d’un triangle variable dont la base est fixe et
I’aire constante, est une ligne droite donnée de position.

5. Siunedroite de longueunr constante se meut parallélement & elle-
méme, et que P'une de ses extrémités glisse sur une droite fixe, son
antre extrémité décrira pareillement une ligne droite donnée de po-
sition.

6. Si d’un point on méne a denix droites données des obliques sous
des angles donnés, et que ces obliques soient entre elles dans un rap-
port constant, ou bien qu’en ajoutant a 'ine d’elles une longueur en
raison constante avec la seconde, on abtienne une sonune constante, le
lieu de ce point sera une ligne droite donnée de position.

7. Etant donné tant de droites qu’on voudra, le lien du point tel
que, menant de ce point a ces droites des obliques sous des angles
donnés, la somme des rectangles faits avec I'une de ces obliqg:es et une
droite donnée et avec une seconde oblique et une autre droite donnée
soit ¢gale au rectangle fait avec une troisicme obligue et une troisiéme
droite donnée, et de méme pour les autres obliques, est une ligne
droite donnée de position.

8. Etant donné deux droites parallcles entre elies, te lien d’un point
tel quie, menant de ce point des obliques dans des directions données,
elles déterminent sur ces droites, & partir de points donnés, des seg-
ments ayant entre eux un rapport constant (ou de telle manicre que
le produit de ces obliques soit constant, ou encore que la somme ou
la différence des aires des polygones respectivement semblables & des
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polygones donnés 1]

301
, construits sur ces meémes obliques, soit con-
stante, est une ligne droite donnée de position.

Second livre.

1. Lelieu du point tel, que la différence des quarrés construits sir
ses distances & deux points fixes soit constante, est une dr
de position.

2. Te lien du point dont les distances & deux points fixes sont entre

elles dans un rapport constant, est une droite ou
de cercle [**].

oite donnée

une circonférence

3. Etant donné une droite fixe et sur cette droite un point, de ce
dernier menez une oblique et terminez-la en un point tel, que le quarre

constrait sur la perpendiculaire abaissée de ce point sur la droite don-
i1ée soit ég

al au rectangle construit sur une droite donnée, etsurla lon-

[*] Les géomeétres qui se sont occupés de restituer les lie

ux plans ont suppose
que les polygones dont il s’agit devaient nécessairement ¢tre semblables entre eux. Mais
ricn ne justifie cetle restriction. En effet, la proposition est vraie lorsque ces polygones
sont dissemblables ; il suffit que chacun reste semblable 3 lni-méme. D'ailleurs Euelide
considere, dans plusieurs propositions du livre des Donnces, des systcmes de polygones
Jui ne sont pas de méme espéce. 11 west pas problable qu’Apollonius, qui est posti-
vieur & Euclide, ait restreint inutilement la généralité de ses ¢

noncés. Fai admis en
consequence que les mots = eidy s

ignifient des polygones respectivement semblables
a des polygones donnés, qui peuvent étre d'espéce différente.
peiyg ’
{**] Cet énoncé et le précédent sont donnés par Pappus en ces termes : « Eiy &

N
IR
oA s et oS . ot
»ogedoptvey gueiny eulsine wiualimy, aut

. s . A, . .

7 oTh ar adtew Colivee Spin z?zagaaoovrr/_, <6
. L ! ! ’
aruziny e Bicst dedouivee eolicier Vov o Gom 3v S Subiure. Fror z0fefg - iy
»oggustey ayetar Doz goapeugs evlatas. Yov 6f mov v Loy guleuTe, yror eufzivg v 23
L IRSEN/

vsgeizg. » On voit par cette citalion que je ne me suis pas attaché i trad

uire mot i
mot. Cela m’u paru d’autant plus permis quil s’

agit d’¢noneés dans la plupart desquels
Pappus a réuni plusicnrs propositions traitées scparément par Apollonius. Je fer
server qu’on ne peut méme pas affirmer que Pappus ait conserveé
forme primitive. En effet, Eutoce voulant donner un exemple de

ral ob-
a ces énonces leur
licu plan, cite, dans

son Cominentaire sur les Sections conigues d’Apollonius, celui que voici: Ado Fobivzan

, _ e ; w s N s N N ,
anusiny &y dmmidy, wui Ibyou Fubivtng duigmy eleimy s Juvariy Samiy &y To Emmidy yedber

2RIV, BOTE TaL Gmd Thy Folivrow ThLusioy Emt Thy mepretpetoy ol xirkou Whopévas subzise

160y Egav Ty aitiy 76 Jebévre, Clest a-dire, textuellement : Ltant donnd dans ws plan

deuz points et le rapport de deur droites inégales, il est possibie

de décrire dans co
plan wie cercle tel, que les droites menées des points donnés & (

un méme point de} ja

circonférence soient entre elles dans une raison constante, la méme que celle qui est

donnée (Apollonii Pergeei Conicorum libri octo, ete. 5 in-folio ; Oxford, 1710; pag. 1.
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gueur variable mesurée du pied de la perpendiculaire jusqu’au point
fixe donné, ou jusqu’a tout autre point fixe situé sur la droite donnée :
le lien de I’extrémité sera une circonférence de cercle donnée de po-
sition.

4. Erant donné deux points fixes, le lieu du point tel, que le quarré
construit sur la distance 4 Pun des deux points donnés soit plus grand
que le quarré construit sur la distance 4 Pautre point d’un espace
donné qu’en raison [ *], est une circonférence donnée de position.

5. Etant donné tant de points qu’on voudra, et des polygones
quelconques en méme nombre, concevons que d’un point on mene
des droites a tous les points donnés, et que sur ces droites on con-
struise des polygones respectiveiment semblables aux polygones don-
nés : si la somme des aires des polygones ainsi construits est égale & un
espace donné, le lieu de ce point est une circonférence de cercle donnée
de position.

6. Le lieu du point tel, que la somme des aires des polygones res-
pectivement semblables 4 deux polygones donnés, construits sur les
droites menées de ce point & deux points fixes, soit égale au rectangle
construit -sur une droite donnée et sur la distance du pied de {a per-
pendiculaire abaissée du meme point sur nne droite fixe a4 un point
donné sur cette droite, est une circonférence de cercle donnée de po-
sition.

7. Etant donné un point dans Pintérieur d’un cercle donné, si par
ce point on mene une droite quelconque et que sur cette droite on
prenne un point extérieur tel, que le quarré de la distance de ce point
au point donné, ou ce quarré augmenté du rectangle des deux seg-
ments situés de part et d’autre du méme point dans le cercle, soit égal
au rectangle construit sur la droite entiére et sa partie extérieure,
le lieu du point ainsi déterminé sera une droite donnée de position.

Si cette droite est donnée, ainsi que le point fixe, mais non le cercle,

[*] Cette locution plus grand qu’en raison, psitov % v doyy, est fréquemment usitée
dans le livre des Données d’Euclide. Elle s’interpréte textuellement en disant que le
premier quarre doit ¢tre plus grand d’un espace donné que le quarré qui est au second
quarré dans la raison donnée. C'est une formule abrégée, comme on en trouve quelques
auires en geornétrie. Il a été proposé d’autres explications de cette locution, notamment
par M. Vincent (Vouvelles Annales de Mathématiques, tome 1, page g).
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et qu'on cherche, sur Poblique menée de ce point a la droite, deux
points qui jouissent de la propriété indiquée, chacun de ces points
aura pour lien une circonférence de cercle donnée de position, la méme
pour tous les deux.

S — Lieux du Traité des Connues géométriques.

Cest & M. L.-Am. Sédillot que nous devons la connaissance des
énoncés des propositions dont se compose cet ouvrage du géometre
arabe Hassan-ben-Hassan-ben-Haitem [*]- Plusieurs propositions du
premier livre ont pour objet de démontrer que certains licux géomé-
triques sont connus. Dans le Traité des Licya plans &’ Apollonius, on
démontrait que certains lieux geomélriques sont donnds. 11 y a donc
une grande analogie entre les deux ouvrages, du moins en ce qui con-
cerne les lieux. Voici ceux que considere le géomeétre arabe. Je con-
serve les numéros qu’ils ont dans la traduction de M. Sédillot,

1. Liea de Pextrémité d’une droite de grandeur connue, mende
d’un point connu de position (2° du I* livre d’Apollonius).

2. Lieu du point obtenu en menant du centre d'un cercle un rayori,
et portant ensuite, 4 partir de la circonférence, sur une droite faisant
avec ce rayon un angle connu, une longueur ayant avec le rayon un
rayon connu (1** du I¢* livre d’Apolionius)

o. Lieu obtenu par la méme construction, les rayons etaut mends
&’un point quelconque, et la longueur en rapport connu avec le rayon
etant portée sur son prolongement (1 du I** livre d’Apollonius).

4. Lieu obtenu par la méme construction, les rayons élant mencs
d’un point quelconque, etla longueur en rapport connu avec le rayon
faisant avec celui-ci un angle connu (1 du I* livre d’Apollonius ;.

o. Lieu obtenu par la méme construction, en substituant 4 la Cir-
conférence connue une droite conuue (1 du I** livre «&’Apollonius ).

6. Lieu du point tel, que menant de ce point des droites 4 deux

points connus, elles comprennent un angle connu (3¢ du I¢ livre d 4-
pollonius).

7. Lieu obtenu en effectuant la méme construction, et prolongeant

[*] Nouvean Journal asiatique, mai 1834, et
parce des sciences mathématiques chez les Gree

page 378.

Matériauw pour servir & Uhistoire com-
s et chez les Oricntaux; in-8°; Paris:
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la droite menée & I'un des points connus, de telle sorte que cette droite
soit 4 son prolongement dans un rapport connu (1" du 1¢* livre d’Apol-
lonius). A

8. Lieu des points également distants de deux points connus (2¢ du
11¢ livre d’Apollonius).

9. Lieu des points dont les distances & deux points connus, suppo-
sées inégales, sont entre elles dans un rapport connu (2¢ du 11° livre
d&’Apollonius).

10. Tieu du sommet d’un triangle d’aire counstante, dont la base
est connue de position et de grandeur (4° du I* livre d’Apollonius).

12. Lieu du point obtenn en menant entre deux cercles égaux nne
ligne droite paralléle a la ligne qui joint les deux centres, et prolon-
geant cette droite & partirde I'une de ses extrémités de maniere qu’elle
soit a son prolongement dans un rapport connu (5° du I livre d’A-
pollonius).

i5. Lieu du pointobtenu en menant d’'un point connu a une droite
connue de grandeur et de position un rayon que I’on prolonge, de ma-
niére qu’il soit a4 son prolongement dans le rapport des deux parties
de la droite connue.

14. Lieu du point obtenu en effectuant la méme construction, mais
de maniére que le produit du rayon et de son prolongement soit égal
au produit des deux parties de la droite connue.

23. Lieu du point tel, que les quarrés construits sur les droites
menées de ce point 4 deux points connus fassent une somme con-
nue (5¢ du II° livre d’Apollonius).

24. Lieu du point qui divise la corde menée dans nn cercle connu
de grandeur et de position de mwaniere que les deux segments fasseut
un produit connu.

On voit que, sur ces quinze lieux, il n’y en a que trois qui ne se
retrouvent pas parmi ceux de I'ouvrage du géometre grec. Les énon-
cés de Vauteur arabe ont d’ailleurs une forme qui rappelle tout a fait
celle qu’Eutoce attribue aux ¢noncés des liewx plans d’Apollonius. Si
donc Hassan-ben-Hassan a subi 'influence grecque, on ne peut I’attri-
buer qu’a cet onvrage d’Apollonius.
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