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PURES ET APPLIQUÉES. 36Q 

SUE 

LA QUADRATURE DÉFINIE DES SURFACES COURBES; 

PAR M. C.-W, BORCHABDT (DE BERLIN). 

I . Le Mémoire suivant se rapporte à la quadrature des surfaces 
courbes. Il traite spécialement des problèmes de ce genre que l'on 
désigne sous le nom de quadrature définie, et où il s'agit d'évaluer des 
aires entières de surfaces fermées, ou, plus généralement, des aires de 
certaines portions de surface dont les limites sont intimement liées à 
la nature même de la surface. Le caractère qui distingue la méthode 
dont je me servirai consiste en ce qu'elle donne l'aire cherchée sous 
forme d'une intégrale triple, qui, pour l'évaluation de l'aire entière 
d'une surface fermée, se rapporte à tous les éléments de volume con-
tenus dans cette surface; tandis que la méthode ordinaire la donne 
sous forme d'une intégrale double, qui se rapporte à tous les éléments 
d'une surface plane (projection de la surface courbe sur un plan). 

Cette différence de forme permet surtout de conserver dans les pro-
blèmes où les trois coordonnées jouent le même rôle, la symétrie des 
calculs, avantage que n'offre pas la méthode ordinaire, laquelle, au 
contraire, oblige de donner à deux des trois coordonnées la préfé-
rence sur la troisième, ou d'avoir recours à de nouvelles variables 
dont, le choix reste pourtant très-arbitraire dans la classe de problèmes 
qui m'occupe. 

J'exposerai deux routes différentes pour arriver à l'expression de 
Taire en intégrale triple. Dans la première, je m'appuie sur une pro-
priété des surfaces parallèles. On sait que le volume compris entre 
deux surfaces parallèles se réduit au produit de Taire de Tune des deux 
surfaces par leur distance, lorsque cette dernière devient infiniment 
petite. L'inversion de ce résultat montre que Taire d'une surface peut 
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être considérée comme la limite vers laquelle converge le rapport, 
dont le numérateur est le volume compris entre la surface et sa paral-
lèle, et le dénominateur la distance des deux surfaces. Le numérateur 
de ce rapport pouvant être exprimé, comme tous les volumes, sous 
forme d'une intégrale triple, on est conduit à une expression sem-
blable pour la limite du rapport en question, c'est-à-dire pour l'aire 
de la surface. Cette première route a plusieurs points de commun avec 
les belles recherches sur les surfaces parallèles, que M. Steiner a com-
muniquées à l'Académie de Berlin (Voir Monatsbe.rich.te der Berliner 
Jkademie, année 1840, page ι 14) · 

La seconde route repose sur des considérations précisément in-
verses de celles par lesquelles M. Gauss, dans son célèbre Mémoire : 
Theoria nttractinnis corporum sphœroïdicorum (Commentât. Gotting. 
tome II), réduit plusieurs intégrations triples, telles que la détermina-
tion du volume d'un corps, à des intégrations doubles qui se rappor-
tent à tous les éléments superficiels de ce corps. Par cette voie, on 
arrive à une formule très-générale qui embrasse toutes les intégrales 
doubles prises par rapport aux éléments superficiels d'une surface 
fermée. 

J'applique ensuite les expressions en intégrales triples à l'évaluation 
de l'aire entière de l'ellipsoïde et à la détermination d'une autre inté-
grale qui s'étend aussi à toute la surface de l'ellipsoïde, et dans laquelle 
l'élément superficiel est multiplié par la somme des valeurs récipro-
ques des rayons de courbure principale. De cette application, il résulte 
que ces deux intégrales dépendent du potentiel de l'ellipsoïde aux 
demi-axes réciproques par rapport au centre (l'attraction étant sup-
posée proportionnelle à la puissance — 2 ou — 3 de la distance), et 
qu'elles se déduisent de ce potentiel par des differentiations partielles 
prises relativement aux axes. 

2. Je commence par rappeler une proposition, qui, dans son énoncé 
analytique, coïncide avec la formule générale dont on se sert pour la 
transformation des variables dans les intégrales triples, et qui en dif-
fère seulement par la signification géométrique qu'on lui attribue. 

« Soient : 

X = Φ, (Λ·, J, ζ). Y = ?
a
(.r, J, ζ), Ζ = a

3
(x,jr,z), 
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» trois équations qui font dépendre Χ, Y, Ζ de :r, y, z. Considérons 
» x, y, ζ et Χ, Y, Ζ comme les coordonnées rectangulaires de deux 
» points variables p et P, et nommons le point Ρ le correspondant 
» de p. Soient dm un élément de volume infiniment petit, et dM l'élé-
« ment de volume correspondant, c'est-à-dire l'élément tel qu'un 
» point ρ trouve son correspondant Ρ dans d M on ne le trouve pas, 
» suivant qu'il fait partie de dm ou qu'il n'en fait pas partie. Cela 
» posé, le rapport des deux éléments correspondants de volume dm 
» et d\f est donné par l'équation 

donné par Péquatio^/ 

« cette notation désignant le déterminant différentiel de Χ, Y, Ζ par 
» rapport à x, y, z, c'est-à-dire le déterminant des neuf quantités : 

Λ <ίΧ Λ 
dx, dy, dz, 
dY dY dY 
dx ' dy ' dz ' 

dZ. dZ ΛΖ 
dx, dy, dz. » 

A l'aide de. cette proposition, il est aisé d'établir une formule dont 
j'aurai besoin dans la suite, et qui exprime le rapport de l'élément su-
perficiel ds d'une surface donnée et de l'élément superficiel corres-
pondant d S de sa surface parallèle. J'entends ici par points corres-
pondants de deux surfaces parallèles, deux points déterminés par 
l'intersection de ces surfaces avec une quelconque de leurs normales 
communes. Deux éléments superficiels de ces deux surfaces seront donc 
correspondants lorsqu'un point quelconque de l'un des deux éléments 
trouve son correspondant sur l'autre, et vice versa. Pour le rapport 
entre deux éléments superficiels dont la correspondance est ainsi dé-
finie, on connaît déjà l'expression 

; a ) ds : ds — pp' : ( p -t- λ) {p' + λ), 

où λ désigne la distance entre les deux surfaces parallèles, et ρ, ρ' les 
rayons de courbure principaux en un point de l'élément superfi-
ciel ds de l'une des deux surfaces, ces rayons étant pris avec le signe 

4:·· 
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— ou -f-, suivant qu'ils sont dirigés vers l'élement correspondant dS 
de l'autre surface ou dans le sens opposé. Mais il s'agit ici d'une autre 
formule pour le même rapport. 

Soit c un paramètre variable qui peut obtenir toutes les valeurs 
comprises entre les deux limites infiniment peu différentes c

0
 et c,, 

c, étant supposé > c
0

; soient (f
0
), (f), (f,) les surfaces déterminées 

par les équations 

(Jo) 

(/) 
(f) 

f{0C,J, 2) = C
0

, 

f (x, y, z)z) = c, 

f{x, jr,z) = c,, 

surfaces dont la seconde, en changeant de forme par la variation 
de c, reste, en général, comprise entre la première et la troisième; 
soient (F

0
), (F), (F,) les surfaces respectivement parallèles à {f

0
), 

{/')■> (ft) a 'a distallce λ et situées du côté où f{x,y, z) croit. 
Soient : 

ds
0 un élément superficiel de(fo) ; 

(Ψ) la surface lieu des normales menées à (/„ ) le long du 
contour de ds0 ; 

ds, ds, les éléments superficiels formés sur (/), {f) par 
l'intersection avec (ψ) ; 

dS
0

, dS, dS, les éléments superficiels situés sur (F
0
), (F), (F,) et 

correspondants de ds
0
, ds, ds,·, 

ίψ) la surface lieu du contour de l'élément variable dS-, 
dm

0
, dm,, dm les éléments de volume renfermés respectivement 

entre ds
0
 , ds, (ψ); ds,, ds, (ψ); ds

0
,ds,, (ψ); 

r/M
0

, r/M
(
, d M les éléments de volumes correspondants de dm

0
, dm,, 

dm, c'est-à-dire renfermés respectivement entre 
dS

0
, rfS,(¥); dS,,dS, (Ψ); dS

0
, dS,, (Ψ); 

de sorte que 

dm
0
 + dm, = dm, d M

0
 -+- R/M, = d M. 

Cela posé, on a, d'une part, 

(*) dm ; dM = ds : d S. 
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En effet, chacun des deux couples d'éléments superficiels ds

0
 et dS

0
, 

ds et d S comprend deux éléments parallèles entre eux à la distance λ; 
donc, en considérant ds, d S comme les bases des éléments de volume 
dm

0
, dM

0
, les hauteurs de ces derniers sont égales : d'où il suit que 

les volumes sont entre eux comme les bases, c'est-à-dire que 

dm0 : dM0 = ds : d S. 

La même proportion a lieu pour 

dm, : r/M, ; 
donc aussi pour 

dm
0
 + dm, ; dM0 -+- «M,, 

ou, ce qui est la même chose, pour 

dm : if M. c. y. f. n. 

D'autre part, à chaque point ρ faisant partie de l'élément de vo-
lume dm et situé sur la surface ( f), correspond un point Ρ faisant 
partie de l'élément de volume d M et situé sur la surface (F"). 

Soient x, y, ζ les coordonnées du point ρ situé sur la surface [f), 
«le sorte que x, y, ζ Satisfont à l'équation 

f{x, y, z) == c; 

soit Ν la normale menée à (f) en p, et dirigée vers la région de 
l'espace où 

/ > c; 

soient, enfin, ξ, vj, ζ les angles que Ν forme avec les côtés positifs des 
axes des coordonnées, de sorte que 

tfagTTTgrSTO 
où 

V rt ^y n. 1 Q I £ \ C\ 

et où \/R doit être prise avec le signe positif; cela posé, les coor-
données Χ, Y, Ζ du point Ρ qui correspond à ρ se déterminent en 
fonction de x, y, z à l'aide des conditions que Ρ soit situé sur Ν et à 
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la distance λ de p, ce qui donne les équations : 

o) 

\ — OC -4- X COS 2 = X -h 

Y = Y -+- X cos r, — y 1 df v'r dr 

X cos Ç 

Et comme ces formules lient les coordonnées x,y, ζ d'un point quel-
conque ρ de l'élément de volume dm aux coordonnées Χ, Y, Ζ d'un 
point correspondant Ρ de l'élément de volume dM, et vice versa, 011 
aura, d'après la proposition énoncée au commencement de ce numéro 
et d'après les proportions (a), (b), 

(a ! . — « L’élément superficiel 4l'une surface donnée . ». m:*^ ^ *. 

Ce résultat fournit le lemme suivant : 

Lemme. — « L'élément superficiel d'une surface donnée se trouve 
» à l'élément correspondant de sa surface parallèle, dans le rapport 
» de J ; L, L étant défini par l'équation 

(«**! *·■(<+;) + « +H 2, 
» où 

(3) 

dr \^R dx ) Ay \ yR dy ) dz \ y/ R dy j «J y v R n d ( i df\ d ( . df\ d f i df\ d / . , 

A d z 

A d f 

di 1 df\ d f i df\ _ d f \ df\ díl df\ r~ dx \ T/n dx ) dr i ,/"r dy I dz \ r rtV ) dr \ J~R dz j 

(4; » = (.£)'-(D>(Î)'· 

» Dans ces formules , 

f{x, y, ζ) = constante 



PURES ET APPLIQUEES. j
7

:> 

» est l'équation de la surface donnée (_/), λ la distance de (_/ ) à sa sur-
» face parallèle; ρ, p' sont les rayons de courbure principaux de [f] et 
» Χ, Y, Ζ sont définis en fonction de x,J- ζ par les équations (1 ). » 

Dans le développement de L suivant les puissances de λ, le coef-
ficient de λ3 disparaît d'après un théorème connu, car il est. le déter-

minant différentiel des trois quantités-7=—3 —=—> —=f· qui, avant 
vR dx Vr dy Vr dz 

la somme de leurs carrés égale à ι, ne sont pas indépendantes entre 
elles. 

Changeons λ en — λ, et nommons A ce que devient L après ce 
changement ; alors 

a=R)K) 
s'évanouit pour λ = ρ et λ = ρ', d'où l'on tire le corollaire suivant : 

Corollaire. — « Soit 

X' = o:-4=^, VR dx 

Y ' = r-4=£, VR dy 

Τ — 7 y- <lf 

S/R DZ 

»=(£)"-(S Mi)'-
» regardons λ comme indépendant de χ, χ, ζ, et formons le détermi-
» nant différentiel 

Δ = dX' dX' dX' 
dx ' dy ' dz 

dT dT dT 
dx dy dz 
dZ' dZ> d7J 
dx ' dy ' dz 

=
 ι G). H- Ηλ2; 

« alors les deux racines de l'équation 

Δ = ι — Ολ II/2 = ο, 

.·■ sont les deux rayons de courbure principaux ρ, ρ' de la surface dé-
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» terminée par l'équation 

f {x,j, ζ) = constante, 
» de sorte que 

1 + 1 = G, 1 = H, 

» G et H étant donnés par les équations (3). ,> 

3. Considérons à présent le cas dans lequel l'équation 

f (x, y, z) = c 

représente une surface fermée (f) qui sépare un volume fini (μ), 
dans lequel 

fix, Y, ·ζ) < c, 

du reste de l'espace infini, dans lequel 

f (x, y, s) > c-

Supposons que la surface (f ) soit continue ou composée de parties 
continues, qu'elle soit de courbure continue (sans arêtes et sans 
pointes) et que sa surface parallèle (F) soit à une distance λ assez 
petite pour que (J) et (F) ne se coupent pas, et pour que deux sur-
faces (F), qui correspondent à deux valeurs infiniment peu différentes 
de c, ne se coupent pas non plus [*]. 

En conservant les signes du numéro précédent, soient : 
dm l'élément de volume; 

V
0
 le volume entier compris entre (/„) et sa parallèle (F

0
); 

V, le volume entier compris entre (f,) et sa parallèle (F, ) ; 
m

0i
, le volume entier compris entre (/„) et ( f ); 

M
0>

, le volume entier compris entre (F
0

) et (F, ). 
Cela posé, le volume entier compris entre (/

0
) et (F, ) aura la double 

expression 
Y

0
 -t- M

0;
, — m

0t
, Y,, 

[*] On suppose ici que f{.r, y, z) soit une fonction bien définie. Sous cette hypo-
thèse, deux surfaces (f), qui correspondent il des valeurs infiniment peu différentes 
de c, ne se coupent pas, et la même propriété se maintient dans les surfaces (F ),. au 
moins pour les valeurs de > situées au-dessous d'une certain*? limite. 
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d'où 

V, — V
0
= M

0i)
 — m

0i t
 ; 

mais on a 

itions (a) et ( 2 ¿>/.y)j IÖ /* A 

et, d'après les équations (2) et (2 bis), 

M
0>

i — fffLdm, 

co<f(x,y, z)<r. 
où 

L = 1 + GX + Πλ2, 

G et H étant déterminés par les équations (3). On a donc 

(5) 
- ' -fff

 L — 1) dm = fff (G). + II).2) dm. 

e„</(x, j, z) <c, 

11 est aisé de s'assurer que cette équation ne cessera pas d'être 
exacte, lorsque la différence c, — c

0
, au lieu d'être infiniment petite, 

devient finie Pour le prouver, on n'a qu'à ajouter un nombre indé-
fini d'équations semblables, qui se succèdent de manière à ce que, 
dans chaque équation, la limite inférieure de l'inégalité à laquelle 
f (x, y, ζ) doit satisfaire, coïncide avec la limite supérieure de l'équa-
tion précédente. L'équation (S) permet donc de réduire la détermina-
tion du volume V, compris entre la surface ( /,), définie par l'équation 

/(x,J, z) = c,. 

et sa surface parallèle (F,), à la solution du même problème pour une 
autre valeur c0 de c. 

La fonction J (x-, r, z·) étant < c, pour tous les points du volume 
renfermé dans la surface (/t), elle y aura une valeur minimum (si 
nous excluons le cas dans lequel J (x?JF, z) peut être discontinue ou 
infinie pour des valeurs finies de x, y, ζ), et, ce minimum n'ayant 
lieu que pour des valeurs de x,y, ζ qui satisfont aux trois équations 

valeurs de x, y, z qui satisi 
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il n'y aura, en général, que des points isolés pour lesquels 

f {x,y, ζ) = minimum. 

Soient c
0
 la valeur minimum de f (x, y, z), et η le nombre des 

points isolés pour lesquels 

f (x, y,z) = coi 

alors la condition 

C
0
 < z) < c. 

se réduit simplement à 

f (x, y,z) < <V, 

de plus, le volume V
0
 se réduit au volume de η sphères au rayon λ, 

c'est-à-dire à |H7T}.8. Par conséquent, la formule (5) (en y omettant 

les indices de c, et de V, ) devient 

Y —J"J"j" (GX -t- Ηλ2) dm + | nul
3

. 

f{x,y,zXc 

Divisant par λ et faisant décroître cette quantité jusqu'à zéro, la 
v 

limite vers laquelle converge le rapport - est l'aire entière s de la sur-

face fermée (/ ), d'où 

s=fffGdm· 
f (x, y3)<c 

On a donc les deux théorèmes : 

THÉORÈME I. — Soit f une fonction de χ, y, % telle, que l'équation 
f = c représente une surface fermée (f) qui sépare un volume fini (p.), 
dans lequel J < c, du reste de l'espace infini dans lequel / > c\ cela 
posé, l'aire, entière s de la surface fermée ( f ) est 

(6) 
s = f Jf G dm 

TE G du 

où les intégrales triples s'étendent à tous les éléments de volume dm 
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qui jont partie du volume [p.), ou, ce qui est la même chose, à toutes 
les valeurs de oc, y, ζ propres à vérifier l'inégalité f<C c. 

TIIÉORÎÏME II. — En maintenant les hypothèses du théorème précé-
dent, soit η le nombre des points isolés pour lesquels la fonction j a 
sa valeur minimum, soit (F) la surface parallèle à if) à la distance λ 
et du côté où f > c\ cela posé, le volume entier V compris entre ( f ) 
et (F) est 

(7) V= sy + siy2 + 3 4 npy3, 

s, étant donné par l'équation 

(7 bis) M 
d( 1dr) d (1 dr) + d (1 df) d (1 df) 
dy V \jR dJ ) dz \sjKdz ) <iz \ Y/R <lz ) dx

 V V'R
 dx

 ) 
d(1 df) d (1 df) = d(1 df) d (1 df) 

dx
 V \/r

 dx
 )

 d
r \fR

d
r )

 dz
 /

 d
y \\jR

dz

 / 

d (1 df) d (1 df) d (1 df) d(1 df) 
dx \ fR dz ) dz \ v' R dx J dy \ y'R dx ) dx \ y'R dy ) 

dm, 

où les variables .r, y, ζ doivent prendre toutes les valeurs propres à 
vérifier l'inégalité f < c. 

4. Je passe maintenant à la seconde manière d'établir les résultats 
obtenus ci-dessus. Au lieu de se borner à ces résultats spéciaux, on 
arrive, par les considérations suivantes, avec la même facilité, à une 
formule plus générale, qui transforme toute intégrale double 

f j Ψ z) ds, 

étendue aux éléments superficiels ds d'une surface fermée, en une 
intégrale triple. 

Conservons les signes des numéros précédents. 
Soient (/) la surface fermée définie par l'équation 

f(œ,y,z)= c; 

'μ) le volume renfermé dans (f) et pour tous les points duquel on a 

fix, y, ζ) < c: 
48.. 
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ds un élément superficiel de {j)', p un point faisant partie de ds et 
ayant les coordonnées x, y, ζ·, Ν la normale de (/) en ρ dirigée vers 
la région extérieure au volume (p.); ξ, vj, ζ les angles formés par la 
normale Ν et les côtés positifs des axes des χ, γ, z. 

Concevons, avec M. Gauss, une droite g parallèle à l'axe des x, 
qui perce le plan des j-, z dans le point dont les coordonnées sont 

J>'> 2· 
Dans ce plan , soit 

da = dydz 

le rectangle élémentaire dont les quatre angles sont les points corres-
pondants aux coordonnées γ, z; γ + dy, z; y, z -h dz; y + dy, 
z-^-dz-, et soit (C) le prisme infiniment mince dont da est la base 
et g l'une des arêtes. En parcourant la droite g depuis χ = — oc jus-
qu'à χ = —)~ co , on trouve un nombre pair de points ρ', ρ", p'", etc., 
correspondants aux valeurs χ', χ", x'", etc., de x, dans lesquels cette 
droite rencontre la surface {/) : savoir, elle entre dans le volume (p.) 
en p', elle en sort en p", elle y rentre entre en p'", etc. Soient ds', ds', 
ds'", etc., les éléments superficiels de (/), desquels les points p', p", 
p'", etc., font partie, et que le prisme (C) détermine sur la surface [j ) 
en la coupant. Soient Ν', Ν", N'", etc., les normales de (f) en p', p", 
p'", etc., et soient ξ', η', ζ', ξ", yζ", ξ'", ζ'", etc., ce que devien-
nent les angles ξ, yi, ζ pour les normales Ν', Ν", N'", etc. Cela posé, 
on a les équations 

cos ξ' .ds' = — da, 
cos ξ" . ds" — da, 
cos ξ'". ds'" — — da, 

Soit φ (χ, γ, z) une fonction quelconque de x, y, 2; multiplions 
ces équations respectivement par 

φ(χ', y, z).cos|', 

?(*"> h z)-cos?"> 
y(x"',y,z). cos ξ'", 

... , 
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et faisons la somme des produits; alors d vient 

ψ (x\ χ, ζ). cos E'3ds' -h φ (x", J", ζ). cos ξ"2 ris" -+- ψ (x"',y, ζ). cos£'"2ds"' ■+ ... 

ύω [— ψ (x',y, ζ). cos ξ' + φ (x",y, ζ). cos ξ" — ο {x"',y, ζ), cos Γ" j. 

La série qui, dans le second membre de cette équation, se trouve 
multipliée par dω, peut être convertie en une intégrale. En effet, on a 

I w vr v «A v» • « t être convertie 

où 

e de R devant être prise avecl 

la racine de R devant être prise avec le signe positif. La différence 

<p (x", γ, ζ), cos ξ" — ψ [x',y, ζ). cos ξ' 

est donc égale à l'intégrale 

de même la sérié 

et de même la série 

— φ [x'ij, z). cos ξ' + φ {x",y, z). cos ξ" — φ (χ'",y, ζ). cos ξ'" -t- ... 

est égale à 

11* d \y(x,y,z) df~\ , f*" d [f(*,jr,z)4r\ , 

c'est-à-dire égale à l'intégrale 

ale à rintégrale lift. . _ 

étendue à tous les éléments linéaires dx de la droite g, faisant partie 
du volume (μ). Cette intégrale, multipliée par dtà = dydz, c'est-à-
dire par la base du prisme infiniment mince (C), est donc égale à 
l'intégrale triple 

///=W=]dx dy dz, 
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étendue à tous les éléments de volume dx dy dz du prisme (C), faisant 
partie du volume (μ). 

En variant le prisme (C), de sorte qu'il reste toujours parallèle à 
l'axe des χ, et en sommant tous les résultats partiels, on arrive à ce 
résultat final, que l'intégrale double 

¿graie doublé 

étendue à tous les éléments superficiels ds de la surface ( f), est égale 
à l'intégrale triple 

fffêdx dy dz, 

étendue à tous les éléments de volume dx άγ dz qui font partie du 
volume (μ j. 

Il y a deux égalités semblables qui se rapportent d'une manière 
analogue à l'axe des y et à l'axe des z. En désignant, comme dans les 
numéros précédents, par dm l'élément de volume dxdydz, on a 
donc les trois équations : 

(8) 

// ?(w, '«r* = ///s <>

m
< 

JJ* í*'* Z) COS dS = )jÎ7yTr] dm> 

fi*s) tos A=fffî ΡτΐΗ s] ̂  · 

les intégrales doubles s'étendant à tous les éléments superficiels ds de 
la surface {/), et les intégrales triples à tous les éléments de vo-
lume dm qui font partie du volume (μ), c'est-à-dire à toutes les va-
leurs de x, y, 2 propres à vérifier l'inégalité 

/(^J, 2) < C. 

En faisant la somme des équations (8) et en remarquant que 

cos ξ2 -+- cos ïf -+- cos ζ2 = I , 

on arrive au théorème général suivant. 

THÉORÈME III. — Soit φ une jonction quelconque de x,y, ζ et f une 
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fonction des mêmes variables, telle que f= c représente une swjace 
fermée (f) qui séparé un volume fini (μ), dans lequel f > c, du reste 
de Γ espace infini dans lequel j > c ; cela posé, l'intégrale double 

ï legue Lj , 

étendue à tous les éléments superficiels de la surface ( j ), est trans-
formée en une intégrale triple par la formule 

(»> Jfi
 A =///[έ (fié) fi (fi fi fi fi ι )] <*■ 

ou 

\ T y V * r> 

et où l'intégrale triple s'étend à tous les éléments de volume dm qui 
font partie du volume (μ), c'est-à-dire à toutes les valeurs de x. y, ζ 
propres à vérifier l'inégalité f < c. 

Si dans ce théorème on pose 

ψ = υ 

on retrouve l'expression (6) pour l'aire î de la surface {f)· 
Si l'on pose 

φ _ L _ + -j (' + p?) — ι G λ -+- Ηλ% 

L. G, H étant définis par les équations (a bis), (3); alors (d'après le 
letnrae du n" 2) la seconde partie de l'équation (9) donne pour l'aire 
complète S de la surface (F) parallèle à ( f ) à la distance λ, une ex-
pression en intégrales triples, analogue à celle que l'équation (7) a 
fournie pour le volume Y compris entre {f) et (F), tandis que ces 
mêmes quantités S et Y ont été exprimées par M. Steiner en intégrales 
doubles. 

Chacune des deux parties de l'équation (9) prend, par la substitu-
tion de L au lieu de φ, la forme 

J + tl «λ2,-
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on a donc 

S — s -f- th + ζ/λ2, 

'=//* 
-tJ-—%£— 

ι-//(ΐ+ϊ')* 

=///[=(^WFÈFWFÈ£)]<* 

u=ffèds 

’aire complète S de la surface (F) on passe au volume V ule suivante qu’il est aisé de démontrer! 

De l'aire complète S de la surface (F) on passe au volume Y par la 
formule suivante qu'il est aisé de démontrer, 

I/O 

d'où 

«lac ut uvin wii t1 ci j 19 ^ 

En comparant ce résultat avec l'équation (7), on trouve 

■' = "'=// (r+ ?)d'='fffadm 

t / o 

ix) dy\s/R<iyJ 

-JT-P' 18 ,= rrj,= frfGjJ 

En y joignant l'équation (6), c'est-à-dire l'équation 

5= ffds = Jf f G dm 

r r rv ri / h df\ d / H âf\ d ! H ,lf\ I , 
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et en se rappelant que 

UJ \p ■ P7 r r i . 

on arrive aux égalités suivantes : 

(10) 

ffds=j'ff{l + j)dm· 
ff+ = fffï?dm· 
1 ds = 4n 

qui méritent d'être signalées, et que l'on peut regarder comme se rap-
portant à un système de surfaces de niveau. Dans les premiers membres 
de ces équations les rayons de courbure ρ, ρ' sont relatifs à une sur-
face de niveau déterminée; dans les seconds membres, ils sont rela-
tifs à tout le système, de sorte que, dans cette dernière acception, il 
existe, pour chaque point de l'espace, deux rayons de courbure prin-
cipaux. Les intégrations doivent être étendues, comme dans ce qui pré-
cède, à tous les éléments superficiels ds de la surface (f) et à tous les 
éléments de volume dm renfermés dans la même surface. 

L'équation 

//Ί
Α

 =
 4

"
Π 

est l'expression analytique du théorème connu , que la courbure en-
tière (curvatura intégra) d'une surface fermée complète est égale à un 
nombre entier η de surfaces sphériques au rayon 1. Ce nombre η est 
donc égal au nombre de points isolés auxquels se réduit la surface 
fermée déterminée par l'équation 

j=c 
pour la valeur minimum de c. 

Dans l'article cité plus haut M. Steiner a donné aux deux intégrales 

ffC-+?)ds et ff^d3· 

étendues à une portion quelconque de surface, des noms que je tra-
duis un peu librement par ceux de courbure, cylindrique et de cour-

Tome XIX — Décembre tS54■ 4p 
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bure sphérique_, de sorte que notre courbure sphérique est identique 
à la courbure entière [curvatura intégra) de M. Gauss [*]. Les inté-
grales t = ai, et u = ànn sonl donc les courbures cylindrique et 
sphérique complètes d'une surface fermée. 

En substituant dans l'expression obtenue de S la valeur de u, on 
arrive au théorème suivant : 

THF.ORÈME IV. — En admettant les hypothèses des théorèmes 1,11, 

l'aire complète S de la surface (F), parallèle à (f) à la distance λ, 
est 

S = Î + tl +4n2, 

s désignant l'aire complète de ( f ), η le nombre des points isolés pour 
lesquels f (x, y, ζ) a sa valeur minimum, et t la courbure cylindrique 
complète de ( f ), c'est-à-dire l'expression 

(") 

= ccc r 

D dx df_V R dx ?L ÍJL (^\ d ( 0 dfd dy v/R dY J dz \ v"R dz 

où les intégrations se rapportent à tous les éléments superficiels ds de 
la surface ( f ) et à tous les éléments de volume dm renfermés dans la 
même surface (/"). 

En terminant ce numéro, j'observerai que les résultats précédents 
concernant tous des intégrations étendues à des surfaces fermées com-
plètes, peuvent, avec de légères modifications et les conditions conve-
nables , être appliqués à des intégrations étendues à certaines portions 
de surfaces non fermées. Pour en donner un exemple, j'énoncerai le 
théorème suivant : 

THÉORÈME V. — Soit (E) la portion positive de l'espace, c'est-à-dire 
la portion de l'espace qui correspond à des valeurs positives des coor-

[*] Les dénominations imaginées par M. Steiner sont textuellement Stimme dcr 
Karttcnkruemmung et Summe dcr Eckenkruemmung. Regardez une surface comme un 
polyèdre, suivant l'esprit du calcul infinitésimal, et vous comprendrez comment l'illustre 
géomètre a pu être naturellement conduit à cette façon de parler. 
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données; soit (f) la surface représentée par Γ équation 

f = c-, 

et soit f une jonction de χ, χ, ζ, telle que la portion positive s de la 
surface if), c'est-à-dire la portion de f qui se trouve dans (E), sépare 
un volume fini [μ), dans lequel f < c, du reste de. ( Ε ), dans lequel 
f > c ; soit enfin 

— — o pour x = ο quels que soient y et ζ ; 

— = ο pour y = ο quels que soient ζ et x ; 

— = o pour 2 = 0 quels que soient x et y. 

(fia posé, la portion positive s de la surface [j ) est 

-///[έ(τκΙ)^(τιΙ)-Ι(7ΐΊ)]"-

où les variables doivent prendre toutes les valeurs positives pmpres à 
vérifier l'inégalitéf < c. 

5. Je ferai maintenant l'application des théorèmes I et IV à l'éva-
luation de l'aire entière s de l'ellipsoïde et de sa courbure cylindrique 
complète 

'-flip +?)ώ' 

Les équations (6) et (1 1) donnent, pour ces deux intégrales, les ex-
pressions suivantes en intégrales triples : 

s=ffïç"'m 

= fff (d dx (1VR df dx) + df dy(1 VR df dy) + d d2 (1VR df dz) dm, 

' ~ /J/1 f )+s É! f )] <*» · 
OÙ 

df2 df2 df2, 
Ά~ \te) + \dr) +\dz), 

49.. 
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les intégrales étant prises pour toutes les valeurs de x, y, a propres à 
vérifier l'inégalité J"> c. 

Dans le cas d'un ellipsoïde aux demi-axes α, β, y, il faut faire 

y = -(- + ■?; +-i — I ) » C = O. 

Alors, en posant 

x=ax', y=py', z — yz', 

de sorte que 
dm = dxdydz = a β y dx'dy'dz', 

on trouve 

s = al3 y yy G dx'dy'dz', 

Jf"+/'+ï'!< ι 

t = ci βγ JJy G' dx'dy'dz', 

x'2 + y'2 ■+■ z"<^ I 

G =~«^'\v/RaJ+ ρ J + 7 ώ 7 J ' + 1 b d dy' (1VR y' B) + 1y d dz (1 VR z' y), 

Γ' — - — f -4- i — — N\ -t- 1 — ( G z'\ 
adx2 VR a B dy' VR B ydz VR y 

R = H — — H—^7 —7· y'2 B2 + z'2 y2 
» 

Une fonction ψ homogène de l'ordre zéro de x' et de a, c'est-à-

dire qui ne dépend que du quotient —, satisfait à l'équation 

x do dx' + a do da = 0. 

Cette remarque permet de convertir les differentiations relatives à 
x',y',z', qui se trouvent dans G et dans G', en differentiations rela-
tives à a, β, y. On obtient ainsi : 

G
~ s) (γ v/â) ' 

1 a d (1) - 1 b d (1) - 1 d (1)y'R 2 α da \ x'R J 2 ^ </β \ p3R J 2 ^ dy \73R J 
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L'expression de G substituée dans l'intégrale s donne : 

s =- ajSy ffj(^y± + y
a
± + ̂ d^dx'dy'dz' 

x'2 + y'2+z'2< I, 
où 

I 
I -r 

Les limites de l'intégration par rapport à χ', χ', ζ' étant données 
par une inégalité qui ne contient pas les quantités α, j3, y, on peut 
intervertir l'ordre de ces intégrations et des différendations par rap-
port à α, β, y. Donc, en posant 

y. Donc, en posant rr 

,r'2j'V2< ι 
expression qui, en faisant 

x'=ax', ?'=βχ", z'—yz", 
se transforme en 

1/ J xt'x"'-+- P'Y771 
a!x"-'+ β27"! + γ2ζ"!< ι 

on trouve 

(la) s = - 2 (1 x dP dx + 1dP + d + 1dP + d) 

VREn substituant la valeur de -L dans G', on obtient neuf termes : 
trois de la forme 

1 cl ß cl 7 FfoVfa 27 rfg \ ¡fyR 

et six autres de la forme 

I 2 = 1 2 d 

ι d' f ι \ ι d / ι \ 
=2 d$dy VpyR/ 2yrfp\p-)iR/ 

Donc; en posant 

F fe 
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on a 

Q, βγ d'w y a d2w αβ (l'tv 
lada2 2βίίβ2 2y dy2 

dr w Q d'w d2 (v 
^ dpdy ' dy da dadp 

P2-i-y2dtv y2-*-a2dw a2+p2dw 
2 fiy da 2ya dp 2αβ dy 

En substituant cette valeur de G' dans l'intégrale t, puis en interver-
tissant encore des intégrations et des differentiations, on obtient : 

(i3) t — α2β2γ 

Ι d1 Q 1 d'Q Ι DQ 

2 a! da2 2 p2 dp' 2 y2 dy2 

1 (/'Q 1 PQ 1 <?2Q 
βγ d β dy γα dy da. αβ datip 

l_/± , Λ £Q [_(± . l\£Q ΐ_Λΐ . 
2α\β' y2) da 2 β \γ! α2 ) dp ?.γ\α! ρ2} dy 

OÙ 

Q-fff^ïïr-
x'2/2 ̂ "<1, 

expression qui, en posant 

x'=ax", γ'=βγ", z'=yz", 
se transforme en 

ο - Γ Γ Γ dx"dy"dz" V ~J J J x'"-h/"-hz"2' 
a2x"2 + Ρ2/'2 -+- y2z"2 < I 

On a donc le résultat suivant : 

« Désignons par P, Q le potentiel de l'ellipsoïde aux demi-axes 

» f, i, I relatif au centre et pour des attractions respectivement pro-

» portionnelles aux puissances — 2, — 3 de la distance, de sorte 
» qu'en désignant par dm l'élément de volume, on ait 

" .'AG·T., 

» où les variables prennent toutes les valeurs propres à vérifier l'iné-
» galité 

a.'2 x2 4- β2 y2 + γ2Γ·2 < ι. 
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» Soient ds la surface complète de l'ellipsoïde aux demi-axes α, β, y; 
» ρ, ρ' ses rayons de courbure principaux; t l'intégrale 

//(W)*· 
» rapportée à tous les éléments ds de la surface s. Cela posé, les inté-
» grales s, t dépendent de P, Q, au moyen des équations 

(12) a = -a2B2y2 (1 a dP da+ 1B dP dB + 1y dP dy), 

( 12) t = a2 β2"/2 

ι d*Q ι cPQ ι d" Q 
2 a2 dcd 2 β2 </β2 2 75 i/72 

Ι IT'Q 1 </2Q J_ d* Q 

β-/ ίίβί/7 -/a r/7 <ïa a β da dp 

A / , Λ L /l _i_ J_\ 15 
2a \β2 72y i/a 2β \72 a2 / c/β 

_ J_/l+Λ15 
2y a2 B2 dy 

» 

Cette liaison entre diiférentes intégrales multiples ne me semble 
pas indigne de l'attention des géomètres, d'autant plus qu'on y est 
parvenu sans avoir eu besoin d'évaluer auparavant ces intégrales. 
Entre les expressions finales en intégrales simples, pour l'aire de l'el-
lipsoïde et pour les attractions de l'ellipsoïde à axes réciproques sur 
un point intérieur, M. Jellett a remarqué une liaison analogue à celle 
qui existe entre Ρ et s, mais qui pourtant en est différente (voir le t. XII 
de ce Journal, p. 92, année 18/(7). 

Les équations (12), ( 13) conduisent aux expressions finales de s et t 
par la substitution des valeurs de Ρ et Q en intégrales simples. On a 
généralement 

f f* (* dxdjdz 

J J J («* -t- y
i
 +-

 z
'
!

)
 Ί 

= p21 r (p -1 2) r (3 - p 2) /;>-3 du vi„ + S2;t„.+ V2, p - 3 a du (u + a2) (u + B1) (u + y2) 

a2x2 β2 r2 -+- y-z' <7 1 
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(voir le Mémoire de M. Dirichlet, Académie de Berlin, année ι 83g, 
page ηη ) ; de là, pour ρ = a et p = 3, 

P = J J J r1 -f-z3 J0 \ja(u + a2) (u + β') (« f) di (Vu (u +a2) (u + B) (u +y2) 

Q = JJJ x' + r2+z2~27TJ0 /(V+«>)(u+p')(u-if) du V(u + a2) (u+ B2) (u +y2) 

(Ces valeurs de P, Q peuvent également être prises dans le Mémoire 
de Jacobi : De transformatione et determinatione integralium dupli-
cium, Journal de M. Crelle, tome X, page 101.) 

Faisons 
α2 = a', p2 = β', 72 -- 7', 

φ («) = (u + a') (M -+- β') (« + 7') ; 
de sorte que 

Ρ = π / -» Q = απ / -7==; Q = 2r Sa o du Va(µ) 

dP da = 2a dp da, d2Q qa2 = 2 dq da' +Ίΰ 2rfT' + ^a^7"j' i/pi/γ '' 

Ces valeurs, substituées dans les équations (12), (c3), donnent 

s = -2a'B'y' (dP da' + dP dB' + dP dy') 

= — ma! β'y' Π^\~\-Φ=\ + — [^=1 + Γτ^=-]| 

= — ιπα'β'-j' / — -τ- -== ; Sa o du Vu { d da' 1 Vo(a) + dB' [1 Va(µ) + d dy' 1 Vo(u) 

et de même, 

t = α' β'y' 

, + 2 ^5 + a ̂  
da2 dB'2 dy' 

+ ^</β' dy' + ^dy' du' + ^ du' d$ 4 d2Q da' dB' 

- _fA + - + -Ί /1Q_+ β' ^ 7'/ \i/«' </β' rfy'/ (dQ da' + dQ dB' + dQ dy' 
2 dQ 2 d Q 2 C/Q 

+ ί7 7Ï7 + ψ d$' / <*γ~' 

, 
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Or 

dQ dx' + dQ dB' + dO d 

% _Q , £Q di! d ft' ,/V 

Jo L Y 7 \ / Jo9 TlV(CO) 7T©'(O)7f 

6 » Cdu± U=l = --

10 ¿Q _i_ ciq dQ a' daf ß' rfß' 7/ dy' 

[*(«)]T [T(o)J y/a'fi'v' \«‘ 

Jo O) 7r»'(o) 7T 

J0 u^(u) L?M ?(o; 

Jo u vV ( * 

1J rx <*« r-p'i«) y'(o)i 

donc on obtient, comme expression finale de t, 

i = 4W«'j3y (i + f+ 7?) 

Soient û, p' les rayons de courbure princii 

Ces résultats se résument comme il suit : 

« Soient ρ, ρ' les rayons de courbure principaux d'un ellipsoïde 
» aux demi-axes a, β, y, soit s l'aire complète de sa surface, et t sa 
» courbure cylindrique complète, c'est-à-dire l'intégrale 

If {'t+
 p)a 

TONTE XIX. —DÉCEMBRE 1854. 5o 
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>» étendue à tous les éléments ds de sa surface. Cela posé, on a 

‘ina? 00 02 „.2 ß2 7 

'=«"(Ï--V
 +

 Î) 

16 /¡na-ß2f r - Í- r Jo “ d“ Lv/(“+»’)(«+P)( 

— 2 Tr ( ß2 y2 -h y2 a2 4- a2 ß2) fCO 

L'aire complète ί de l'ellipsoïde, évaluée pour la première fois par 
Legendre, et puis d'une manière bien simple par Jacobi, a déjà été 
présentée sous la même forme symétrique relativement aux axes par 
M. Cayley, qui l'a obtenue au moyen de considérations très-différentes 
{voir le tome XIII de ce Journal, page 267). 

Les exemples que je viens de donner suffiront pour montrer l'avan-
tage qu'offre la transformation des intégrales rapportées à la surface, 
en intégrales rapportées au volume. 


