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NOTE

UNE PROPRIETE D'UN SYSTEME DE QUATRE CONIQUES;

Par M. WOEPCKE.

Dans un remarquable Mémoire sur les propriétés des courbes du
quatrieme ordre, inséré dans les Comptes rendus de U dcadémie des

Sciences, séance du 16 aott 1853, M. Chasles énonce le théoréme
suivant :

Etant pris sur une conique S deux systémes de quatre points a, b,
c,deta, V', ¢, d', et étant mendes par les quatre premiers points
deux coniques quelconques A, A’ et par les quatre autres deux co-
niques quelconques B, B'; les quatre points dintersection des deux co-

niques A, B, et ceux des deux coniques A’, B sont huit points situés
sur une méme conique X.

Ce théoreme et son corrélatif ont fait partie du Cours de Géométrie
supérieure professé a la Sorbonne, dans lequel cette propriété de
trois coniques (S, A, A’) donne lieu 4 des conséquences nombreuscs
qui sont I'expression d'importantes propriétés des courbes du second
degré.

C’est en prenant pour point de départ ce méme théoréme, et en
mettant en présence, dans un méme plan, quatre coniques quel-
conques au lieu de trois, que je suis parvenu a4 quelques développe-
ments qui forment le sujet de la présente Note.

THEOREME.

Si Lon a trois conigues quelconques C,, C,, C,, lesquelles sont ren-
contiées par une quatrieme conique quelconque U en trois systémes de
Tome X1X. — Noveusee 1854, /[[;
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quatre poinis, et si U'on fait passer par ces trois systémes de quatre
points trois coniques A,, A,, A, respectivement ; les huit points d’in-
tersection de G, avec C, et de A, avec A, sont (en vertu du théoréme
ci-dessus) sur une conique Z=,, les huit points d’intersection de C,
avec Cq et de A, avec Ay sur une conique 3,, et les huit points d’in-
tersection de C, avec Cy et de A, avec A, sur une conique 3,. Je dis
que les trois coniques X,, Z,, %, passent par quatre mémes points

(et conséquemment sont rencontrées par une transversale quelconque
en six points en involution). -

En effet, les équations des quatre coniques proposées étant
C,=0, Cy=o0, G=0, U=o,
les équations des coniques A seront respectivement
A,=0+)\C, =o,
A, =U~+ ),C,=o,
A, =U+ NG

I

o.
I} est évident alors que les coniques

3, =1,C, —,C,=o,
22:)\40| —“)\303 = 0,
212)\202_)\363:0,

passent respectivement par les intersections de C,, C, et A,, A,, de
Gy, C; et A, Ay, de C,, Gy et Ay, Ay, Mais il est également évident
yue chacune des trois coniques 2 passe par les points d’intersection
des deux autres. Donc.... C. Q. F. D.

AUTRE ENONCE.

Si lon a trois coniques quelconques C,, C,, C, qui sont rencontrées
par une quatriéme conique quelconque en trois systémes de quatre
points, et si Lon fait passer par ces trois systémes de quatre points trois
coniques A,, Ay, Ay respectivement ; les huit points d’intersection de C,
avec C, et de A, avec A, sont sur une conique 24, les huit points d'in-
tersection de C, avec C, el de A, avec A, sur une conique X, et les
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douze points d'intersection de C, avec C;, de A, avec A; et de 2,
avec 3, sur une conique Z,.

Si Pon se donne un point p par lequel doivent passer les trois co-
niques A, les trois coniques 2 passent par ce méme point. Dés qu'on
se donne ce point, les trois coniques X sont déterminées, et les trois
coniques A ont deux 2 deux trois intersections, outre p, sur une co-
nique 2 respectivement.

COROLLAIRES.

1. Si deux des coniques C, soient C, et C,, sont des cercles, la co-
nique 3, est également un cercle ; donc les dix points d’intersection
de C, avec C,, de A, avec A, et de X, avec 3, sont situés sur un
cercle.

Si les trois coniques G sont des cercles, les coniques X sont égale-
ment trois cercles qui passent par deux mémes points.

2. En prenant pour U et pour les trois coniques A des systemes de
deux droites, on obtient ceci :

Si I'on coupe trois coniques C,, Gy, C, par deux transversales, on
aura sur C, quatre points d’intersection que l'on pourra joindre
deux 4 deux par deux droites l,, l,, de méme sur C, quatre points
d’intersection qui donnent lieu a deux droites /,, [, , et sur G, quatre
points d’intersection gui donnent lieu 4 deux droites I3, £, ; les points
d’intersection de [, {, avec I, [, et de C, avec C, sont sur une
conique I;, les points d’intersection de i,, I avec I, I; et de C,
avec C, sur une conique 2,, les points d’intersection de /,, [}, avec
l,, I, et de G, avec C; sur une conique 2,, et les trois coniques 2
passent par quatre mémes points.

3. En prenant pour U deux droites coincidentes, on obtient :

Si I'on a trois coniques C,, G,, (; ayant avec trois autres coniques
A,, A,, A, respectivement un double contact sur une méme droite;
les points d’intersection de G, avec C, et de A, avec A, sont sur une
conique Z;, les points d’intersection de C, avec C, et de A, avec A,
sur une conique 2,, et les points d’intersection de C, avec C;, de A,
avec A; et de 3, avec Z, sur une conique 2.

Si I'on coupe trois coniques quelconques par une transversale, et si

44..
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Pon meéne les tangentes aux points de contact; les trois angles cir-
conscrits déterminent deux a deuy trois quadrilatéres tels, que par les
sommets de chaque quadrilatére et les quatre points d’intersection des
deux coniques tangentes 4 ses cotés Opposés on peut mener une co-
nique Z, et que ces trois coniques 3 passent par quatre mémes points.

4. Silon a trois cercles quelconques et une conique U, et si par
le point de concours des trois axes radicanx des trois cercles on mene
trois coniques passant respectivement par les points d’intersection
de U avec chacun des trois cercles, ces trois coniques sont homo-
thétiques.

Etsi Pon fait passer par le point de concours des trois axes radicaux
de trois cercles trois coniques ayant avec les trois cercles respective-
ment un double contact sur une méme droite, ces trois coniques sont
homothétiques.

5. Etant donnée une conique U, si par un point quelconque p on
mene trois couples de droites, et si I'on fait passer trois coniques A, ,
A, A; par les intersections de U avec les trois couples de droites res-
pectivement; les trois coniques A ont, deux 2 deux, un couple de
cordes communes (réelles ou imaginaires) passant par le point p, et
ces trois couples forment un faisceau de six droites en involution

Et si I'on a trois coniques A, ayant chacune, avec une quatriéme
conique U, un double contact, de telle sorte que les trois cordes de
contact concourent en un méme point; les trois coniques A auront,
deux & deux, un couple de cordes communes concourant en ce méme
point, et ces trois couples de cordes communes formeront un faisceau
en involution.

THEOREME CORRELATIF,

Etant données quatre coniques U, C,, C,, C,, si dans les trois qua-
drilateres circonscrits & U et C,aUetC, aU et Cs, on inscrit trois
coniques Ay, Ay, Ay respectivement; les huit langentes communes a C,
et Cy, et a A, et Ay, les huit tangentes communes & CyetCy, et a A,
et Ay, enfin les huit tangentes communes & C, et Cyy et a A, et A, sont
respectivement tangentes a trois coniques %, 3,, 3, qui sont inscrites
dans un méme quadrilatére (et conséquemment six tangenies mendes

[T ' pe VIO e s Prpnen s Fone
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d'un point quelconque aux trois coniques X formen.t un faisceau en
involution).

Si 'on se donne une droite I que doivent toucher les trois coni-
qjues A, les trois coniques = sont également tangentes & cette droite. Dés
qu’on se donne cette droite, les trois coniques X sont déterminées, et
les trois coniques A ont, deux a deux, trois tangentes communes,
outre L, qui sont tangentes en méme temps i une conique X respecti-
vement.

COROLLAIRES.

1. Faisant passer la droite L & Vinfini, on obtient que :

Si, dans les trois quadrilatéres circonscrits a une conique U et a
trois coniques C,, C,, C, respectivement, on inscrit trois paraboles A,
A, Ajs les trois systemes de sept tangentes communes 4 deux coni-
ques C et aux deux paraboles correspondantes enveloppent respecti-
vement trois paraboles 3, qui sont inscrites dans un méme triangle.

2. Prenant pour les trois coniques C trois droites limitées, et pour
les conigues A des diagonales des quadrilatéres formés par les tan-
gentes menées a U des extrémités de chacune des trois droites  res-
pectivement, on obtient que :

Si trois quadrilatéres quelconques sont circonscrits & une méme
conique U, en joignant dans ces quadrilatéres, pris deux a denx, les
sommets opposés de 'un & ceux de I'autre, on obtient trois systémes
de huit droites, tangentes respectivement  trois coniques X, qui sont
inscrites dans un méme quadrilatére.

3. Prenant pour U une droite limitée, ou un systeme de deux
points u et ', on obtient :

Si, de deux points quelconques, on mene trois systémes de quatre
tangentes 4 trois coniques C,, GC,, G, respectivement, et si 1'on inscrit
dans les trois quadrilatéres ainsi formés trois coniques A,, A,, A, ; les
huit tangentes communes 4 C, et C, et a A, et A, les huit tangentes
communes a G, et G, eta A, et A,, et les huit tangentes communes 2
Ciet Gy et 4 A, et A; enveloppent respectivement trois coniques X, ,
2y, %, inscrites dans un méme quadrilatere,

Si I'on fait coincider les deux points «, «’ en un senl U, les coni-
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ques A ont un double contact avec les coniques C aux points de con-
tact des tangentes menées a ces dernieres du point U, et en prenaunt en
particulier, pour les coniques A, les cordes de contact, on obtient
que:

Si, d’un point U, on méne a trois coniques C,, C,, C; les six tan-
gentes dont les six points de contact soient a,, a';, @, a'y, dy, al;
les quatre tangentes communes 4 C, et C,, et les quatre cotés du qua-
drilatére a,a,a’ a'y, puis les quatre tangentes communes a G, et Gy,
et les quatre cotés du quadrilatere a,a,a’,a’y, enfin les quatre tan-
gentes communes de C, et C;, et les quatre cotés du quadrilatere
a,asa’, a'y forment trois systemes de huit droites, enveloppant res-
pectivement trois coniques =, qui sont inscrites dans on méme qua-
drilateére.

4. SiC,, G,, C, sont trois coniques homofocales, tandis que U est
une conique quelconque, ou subit une des modifications particulieres
considérées dans le corollaire précédent, les trois quadrilateres cir-
conscrits aux coniques A, prises deux a deux, on déterminés par les
extrémités des cordes de contact a,a’,, a,a’y, a;a’y, prises denx i
deux, sont circonscrits respectivement a trois coniques 2, qui sont
homofocales entre elles, et homofocales aussi aux coniques C.

De méme, en considérant deux coniques homofocales C,, G,, et pre-
nant pour G, leur excentricité commune, les trois coniques 2 sont
homofocales entre elles et aux deux coniques proposées C,, G,. En
ce cas, si 'on prend pour U un point et pour les coniques A les cordes
de contact, une des coniques A et deux des coniques 2 se réduisent &
Pexcentricité commune de G, et C,.

5. En prenant pour G,, C;, C, trois coniques ayant un double con-
tact avec U, et pour les coniques A les trois poles de contact, on obtient
que :

Si trois coniques C,, C,, C; ont chacune un double contact avec une
quatrieme conique U, les poles de contact étant A,, A,, A, respective-
ment, et si 'on construit une couiqlle 2, tangente aux quatre tangentes
communmnes de C, et G, et a la droite A, A,, une conique 2, tangente aux
quatre tangentes communes de G, et G, et a la droite A, A,, et une
conique 2, langente aux quatre tangentes communes de G, et G, et a
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ja droite A, A,, les trois coniques 2 sont inscrites dans un méme qua-
drilatére.

6. Ftant données deux coniques homofocales C,, G, et deux coni-
ques quelconques U, Gy, si Von inscrit dans les trois quadrilateres cir-
conscrits 4 U et G,,aUet Cy, eta Uet Gy, respectivenient, trois coni-

ques A,y As, A,; les huit tangentes communes aC, etCyetd A, et Ay

seront tangentes a une conique 2, les huit tangentes communes a G,

et C,, et & A, et A, seront tangentes i une conique 2, et les huit tan-
gentes communes @ Aet A,, et a3, et 2, seront tangenies a4 une co-
nique homofocale a G, et G,.

Et, étant donuées deux coniques homofocales C,, G,
quelconque G;, si Pon prend sur cette derniére deux points quelcon-

ques u, u'y le pole de la droite uu', par rapport & Gy, étant A,, etsi

I’on inscrit, dans les deux quadrilateres qu’on obtient en m
et ¢/, les tange

et une conique

enant de «
ates 4 C, et G,, deux coniques A, et A,; on pourra
juscrire, dans le quadrilatere circonscrit & C, et Gy, une conique 2,
ayant un double contact avec A,, les tangentes aux points de contact
concourant au point Ay; de méme, dans le quadrilatére circonscrit A
C, et Gy, une conique 2, ayant un double contact avec A,, les tangentes
aux points de contact concourant également an point A,, et, en outre,
les huit tangentes communes a A, et Ay, eta I, el 2, seront tangentes
i une conique homofocale a C, et C,.

On voit en méme temps que deux sommets op
du quadrilatére formé par les tan
sommets opposés, soient d, al,,

posés, soient a,, a,
gentes menées de u, u' a C,, et deux

du quadrilatére formé par les tan-
gentes mences de i, u’ a C, sont situés respectivement sur deux coni-

ques 2, Z,, inscrites dans les quadrilateres circonscrits & C,, G,, et a
C,, Gy, que les tangentes menées par les sommets a aux coniques 2,,
S, concourent au point A, et que les quatre tangentes communes a
3, et 3,, conjointement avec les quatre cotésdu quadrilatere a, a,a,aly,
sont huit tangentes d'unc meme conique homofocale a G, et C,.

7. Etant données deux coniques homofocales G, C,, une conique
quelconque Gy, et une conique U ayant un double contact avec G, si
Pon inscrit dans les deux quadrilateres circonscrits AaUetCyetal
et C,, respectivement, deux coniques A, Ags les huit tangentes com-

TR I IR
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munes a G, et C, et 3 A, et A, seront tangentes i une conique 3,, les
quatre tangentes communes ; C, et C, seront tangentes 4 une conique
2, ayant un double contact avec A,, et dont les tangentes aux points
de contact concourent au pole de contact A,de Uet C,, et Jes quatre
langentes communes de 2, et %, seront tangentes a une corzique homo-
Jocale & C, et Csy ayant un double contact avec A,, et dont les tas-
sentes aux points de contact concourent au point A, [*].

Et, étant données deux coniques homofocales C,, C, et une conique
quelconque G, si I'on prend sur 'une des deux coniques homofo-
cales, soit C,, deux points quelconques uy, ', et si’on prend, dans
les deux quadrilatéres déterminés par les tangentes menées de u, eta,
a G, et G, denx couples de sommets Opposés, soient a,, ayeta,, a;
les quatre tangentes communes 3 C; et Cy, et les quatre cotés du qua-

“drilatére @ azaya’y, seront tangentes 4 une conique X,, les quatre
tangentes communes 4 C, et C, seront tangentes 4 1ne conique 3, pas-
sant par a,, a'y, et dont les tangentes en ces deux points concourent
aupole A, de la drojte wu' par rapport 4 C,; enfin, les quatre tan-
gentes communes a 3, et 2, seront tangentes 4 une conique X, homo-
focale a C, et C,, passant par les deux sommets @y, a'y, et dont les tan-
gentes en ces deux points concourent au point A,.

Et, étant données deux coniques quelconques C., C; et une coni-
que U passant par les foyers Sy ["de C,, si Pon inscrit, dans les deux
quadrilatéres circonscrits alUet Cyeta Uet C, respectivement, deux
coniques A, et A,; les huit tangentes communes 3 CretCy, eta A, et A,
seront tangentes a une conique X, les quatre tangentes, menées de J
et /7 a C,, seront tangentes & une conique 3, ayant un double cor,.
tact avec A,, et dont les tangentes au point de contact concourent au
pole de contact A, deff" par rapport 4 U; enfin les quatre tangentes
communes 4 3, et X, seront tangentes 4 une conique homofocale 3 C,,
ayant un double contact avec A,, et dont les tangentes aux points de
contact concourent également au point A,

Observons encore que le théoreme qui vient d’étre discuté est sa
[*] En vertu d’un des corollaires du théoréme ci-dessus cité de M. Chasles relatif 2

un systéme de trois coniques, on pourra prendre pour la conique A, un cercle ayant
son centre au point A,.

Tl e g ' re [N T e [
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propre réciproque, ou que les coniques qu'on y met en présence peu-
vent changer de roles. De sorte qu’en se donnant arbitrairement 2,
3,, G, A, et en faisant passer par les points d’intersection de 2,
avec Z,, avec C, et avec A,, respectivement, trois coniques X,, Gy, Ay}
les intersections de 3, avec C, et de 2, avec C, sont sur une conique C,,
les intersections de 2, avec A, et de =, avec A, sur une conique A;,

et les intersections de C, avec A,, de G, avec A,, et de C, avec A,
sur une conique U.

33

(&4

APPLICATIONS AUX CONES DU SECOND DEGRE ET AUX CONIQUES
SPHERIQUES.

Prenart un point quelconque s dans U'espace, on peut considérer
les coniques qui se présentent dans les théorémes précédents comme
les traces que forment, sur un plan coupant, autant de cones du se-
cond degré, ayant tous pour sommet le point s; a la place des quatre
points d’intersection de deux coniques, on aura les quatre arétes d’in-
tersection de deux cones, et, a la place du quadrilatere circonscrit 4
deux coniques, I'angle tétraedre circouscrit a deux cones. En cou-
pant tous ces cones par une sphére décrite du centre s, on voit que le
théoréme et le théoréme corrélatif énoncés ci-dessus, relativement r
quatre coniques quelconques dans le plan , ont lieu également pour un
systéme de quatre coniques sphériques.

COROLLAIRES.

1. Silon a trois couples de coniques sphériques homocycliques A,
et Gy, A; et Gy, A,y et Gy, les huit points d’intersection de C, avec C, et
de A, avec A, sont sur une conique sphérique 2,, les huit points d’in-
tersection de G, avec G, et de A, avec A; sur une conique sphérique .,
et les douze points d’intersection de G, avec C;,de A, avec Ay, et de 3,
avec 3, sur une conique sphérique Z,.

2. Sil'on a deux coniques sphériques homocycliques U et A,, et
deux coniques sphériques quelconques C,, C,, et si, par les intersec-
tions de U avec G, et C, respectivement, on fait passer deux coniques
sphériques A, et Ay, les huit points d’intersection de C, avec C, et de
A, avec A; seront sur une conique sphérique 3,, les quatre points
d’intersection de A, avec A, sur une conique 2; homocyclique & C,, et

Tome ).;ZIX. — Novexsre 183}, 45
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les huit points d’intersection de A, avec A; et de 3, avec X, sur une
conique 2, homocyclique a C,.

3. Si I'on a trois couples de coniques sphériques homofocales A,
et G, A, et C,, A, et C,, il existera une conique sphérique X, inscrite
a la fois dans les deux quadrilateres sphériques circonscrits 2 A, et A,,
et a G, et C, respectivement, une conique sphérique 3, inscrite 4 la fois
dans les deux quadrilatéres sphériques circonscrits &t A, et A,, et 4 C,
et Cyrespectivement, et une conique sphérique 2, inscrite 4 la fois dans
les trois quadrilatéres sphériques circonscrits & A, et A,, 4 C, et C,,
et a %, et I; respectivement.

4. Sil’on a deux coniques sphériques homofocales U et A, et deux
coniques sphériques quelconques C,, C,, et si, dans les quadrilateres
sphériques circonscrits & U et C,, et 4 U et C, respectivement, on in-
scrit deux coniques sphériques A, et A, ; les deux quadrilatéres sphé-
riques circonscrits & C, et Cy, et & A, et A, respectivement seront cir-
conscrits a une méme conique 3, ; le quadrilatére sphérique circon-
scrit & A, et A, sera circonscrit & une conique 2; homofocale & C,, et
les deux quadrilatéres sphériques circonscrits i A, et A,, et a 3, et 3,
seront circonscrits 4 une méme conique ¥, homofocale a C,.

5. 8i I'on a sur la sphere un petit cercle quelconque C, et deux
couples de coniques homofocales A, et C,, et A, et C,, et si 'on méne
par le pole du petit cercle de grands cercles tangents & A, et A,, dont
les points de contact soient respectivement a,, a, et a,, a’;; on peut
inscrire, dans le quadrilatére sphérique circonscrit 4 C, et C,, une
conique sphérique 2, ayant un double contact avec A, aux points a,
et a’y; de méme, dans le quadrilatére sphérique circonscrit 4 C, et C,,
une conique sphérique =, ayant un double contact avec A, aux points
a, et a’;, et, en outre, les trois quadrilatéres sphériques circonscrits
aGCyetCy, Ajet Ay, et 3, et 3, respectivement sont circonscrits 4 une
méme conique X,.

On pourrait déduire encore beaucoup d’autre corollaires, que
jowmets, de crainte de donner trop d’étendue a cette Note.

THEOREME GENERAL.

E'tant donnee une conique U, si lon prend sur U n systémes de
quatie points, et si lon fait passer par chaque systéme de quatre



U:O,

C =

A=
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points un couple de coniques C et A; en prenant deux couples quel-
conques, C,, A, et Cs, Ag, les huit points d’intersection de C, avec Cg,
et de A, avec Aj seront sur une conique 2, g, qui passe, en outre, par

les points dintersection de n — 2 couples de coniques 3, savoir, par

les points d’intersection de 3, . avec 2.z, de 3, , avec 2 4,..
de 3, _y,. avec 5, 5, de Zyqq,0 aveC 2oy gy, de 251,

avec 3gp_1,z, de Z3y , avec Zgi, pye.., de En o avec Zn—i, -
et de 2., . avec 2, p.

La démonstration de ce théoreme résulte immédiatement de !'in-
spection des équations suivantes :

0, C = o,..., Ci_ = o, C,

= o,
U +45C=0, A, =TU +1C=0,..., A,

1 3=0Ci—2 G20,y Zg, pi=hs Cs—Dy_y Coy =50,

=T + )\n-—l Cn-|:07 An = U+ Ly C

W20,

21,71—-—1:)\1 Ci—hui Gy =0, I, = C,—),C,—o0,
“;'z. n:)\v C'z"”)‘n C”:(} ]

En—i, n—l:)\n—-z Cu—i'—)‘n—l C,,..["—"O, En—:, n:)'n—'.‘ Cn—-Z_)‘re Cn:O ?

Snci, n==hnet Cnoci =2, Co=0.

On voit aisément que les coniques A et C et la conique U jouent
elles-mémes le role de coniques 2, et qu'en somme chacune des co-
niques mises en présence passe par les points dintersection de r
couples de ces coniyues.

Ce théoréeme donne naturellement lieu 4 un théoreme corrélatif,
2 des corollaires, & des applications aux coniques sphériques, etc.;

mais on comprend facilement que je m’abstienne de les développer
ici,



