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PURES ET APPLIQUEES.
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QUELQUES FORMULES D'UN MEMOIRE DE M. JACOBI[*]

mie des Sciences de Berlin en 1837.
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DEMONSTRATION
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Par M. V.-A. LEBESGUE.

v
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Le Mémoire de Jacobi est extrait d’une Lettre adressée 4 1'Acadé-

Voici les premiéres Iignes :

. . , . xP — 1 \
« Soit a une racine de Iéquation = — ~ == 0, oUu p est un nombre
& —1 ’ P

premier. Le nombre g étant une racine primitive de p,

o o2 _ _
Fla) = + axs + a?a8' . 4 or-228"

\ . , . af~le—1
ou z est une racine quelconque de I'équation e

p—1

F(a).F(e ") = o:T.p,
F(a™) . F(a") = $(@). F(am+n);

’

yfa) sera une fonction entiére 4 coefficients entiers de
plus,

o). g(a) = p.

si I'on pose
p

[~ =0, on aura

e. On a, de

Si rreprésente une racine primitive de la congruence r7-':= (mod. p),

et que I'on mette dans la fonction

N F(r=).F(r—)
() = ‘T;(*;_‘,,,;W—

pour r le nowbre g, on aura,

m et n étant positifs et plus petits

[*] Journal de Mathématiques de M., Crelle, tome XXX, page 166.

Tome XIX, — SeerTEMcse 1854,
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que p —1,

Y(g)=— %) (mod. p),

» ot IIm=1.2.3...m. Quand on a m+n>p—1, (g, est
» == o (mod. p). Ce théoréme doit étre regardé comme un des plus
» importants pour les applications. Yai communiqué ces théorémes a

» M. Gauss depuis plus de dix ans. »

Voici les démonstrations de ces beaux théoremes, M. Cauchy les a
données dans les Notes premiere et cinquieme de son Mémoire sur la
Théorie des Nombres. (Ce Mémoire, qui est de 1830, a para avec des
Notes fort étendues dans le tome XVII des Mémoires de U dcadémie
des Sciences, 1840.) Les démonstrations sont ic réduites 4 peu de pages,
et avec quelgnes modifications de nature 2 les simplifier; elles con-
viendront & un plus grand nombre de lecteurs.

P

ProposiTion 1. Le p/'oduit F(a). Flom") est toujours egal a .
u ctant autre que Lunité.

Démonstration. Ordonnons le produit snivant les puissances de 23
d’abord le terme en o sera
o2

24 o?
2 % x4 xS

Oro2,2g,..., 2gP7*, en Otant les multiples de p, se réduisent, a Vordis

pres, a

2, &, 6,..., 2(p—1), ou [y 2,000, P — 1}
mais
{4+ 1+ ax? . +axP = o0
le coefficient est donc — i. e terme en o est
(14‘704_;’,1 4 "lg\_'_g.z 4 .Z'g3“+g:), o 1:‘;’['_2‘*”“.’" ) Q;
st P'on pose
g' + gl - g =,
il deviendra
(2% —+ a6 4+ ..+ 2" Y, o — .

On en dira antant des autres termes; seulement, dans le multiplicateur

oy ' ' 1 TR N TR IR TR P G
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p—1 P p—1
deo * ,lesexposanist+g * , g\r1+g > /, ete., ctant multiples
de p, ce multiplicateur deviendra p — 1, et comme

_a @b — )
14+ ¢ + ...+ &f '::—“—l:(),
On aura ﬁnalement

p—1

F(a). F(or!) =pa ®

. . (X.p—l — 1
Provosttion 1. Soient o, 3 deux racines de - —— =0, et telles
Pt

qu'on wait pas af3 =1, on aura toujours

=y

F(a)F(f)=F(af). A lainds(a@‘)—ind(s—u,.

s=1

Tai modifié 'énoncé; celui qui précéde montre la formation du
facteur ¢ (a). On sait que inds (indice de 5) est un entier. tel qu'on a

gind3 =8 (]nﬂ(]. IU)

L’entier s sera supposé positif < p, et autre que zéro. Le Canon
arithmeticus de Jacobi donne ces indices pour tous les moduies pre-
“miers inférieurs a4 1 voo.

.

Déimonstraticn. e terme générai du produit est

@ 3 a8 +&",

Soit d’abord

o

.x‘gf'f‘bk — l,
il fandra avoir

i A ik -
8 -

g

=0 (modp) on 14+yg
mais
— R p—1
i g * o==o, ansi k=it
de sorte que

p—1
4+
al@h’__‘_‘r'a‘e)la 2 .

D’abord ¢?* = 1 donne

S
|
R

TR T
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ainsi ’on a toujours
p—1
= (afa T,

et, comme on doit faire

1==0, I, 2,..., p— 2,
la somme

1+ afl + a2 + o (af)rt = (“E?;:LI‘_‘.

sera nulle.

Soit ensitite

g + g"=g™ oubien 1+ g =g™* (mod. P
en posant

g F=ys, don grth=gog,

il viendra
i — b=inds, m — k=ind(s + 1), {mod. p — 1);

de sorte que le coefficient o' B* devient, a cause de £ == m — ind (s 17,
i=k+inds=m—+ inds — ind (s + 1)

9
{:C(‘G)m_inds ($-+1) , ainds’

et le terme complet sera

.

s

(afyn. xe"

—zaind s (aﬁ)—inds(s+0)'

i
x

I e

3 1

La somme S ne varie pas, quel que soit m; elle doit étre prise pour

S =1, 2,4 p— 2;

de sorte que I'on a la formule de I'énoncé en donnant 4 m les valeurs
0, I, 2,..., p— 2, et faisant la somme des résuliats.
Si Pon avait posé
L4 gt = gm
puis
o i

=g [deld ss'==1 (mod. 21

on aurait trouvé

o

S:p—_

Flap) S pgnds, (o3)-ind s+,



PURES ET APPLIQUEES. : 293
En effet, comme ss’ =1 donne s(s'4+1)=1+ 5,0n a4 la fois
inds +inds'=o et inds + ind (s'+ 1) =ind (s +1) (mod. p—1)
d’ou résulte

S (g ffyimd et — S (it
Corollaire. Sil’on fait
e=y", f=v,

on aura

() =S . yminds = onen indsy)
et 'équation

B F(7)=4¢(y). F(ym),
qui est celle de Jacobi.

Cette démonstration est prise en partie & M. Cauchy. La notation
se rapproche de celle d’Eisenstein. M. Kummer a donné encore d’an-
tres formes au nombre complexe ¢ (7).

La proposition 1I suppose donc qu'on n’a pas
TTELY =L P =1 (a=1, =1, af =1
Prorosition 11I. On a toujours Léquation
. P — Saind: (aﬁ)—ind (§+1) . Sa—inds (aﬁ)i"“ {s+|),
les sommes étant prises pour s =1, 2,..., p—a.

Démonstration. Changez, dans la proposition I, «, 5 en o, JoaiE
multipliez membre 4 membre les équations ainsi obtenues, et simpli-
fiez, par le moyen de la proposition T, et vous aurez I'équaticn de la
proposition II1.

Corollaire 1. Si les racines a, B étaient changées en «™, 2, on
aurait
P — Sam ind s — (m-+n) ind (s4-1) .Sam ind § + (m+-n) ind (s+1
Corollaire 11. Soit
p=pe+1, at=i,
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et, de plus,
m=1, m4+n=p—I, ou R=p—2
on irouvera

P —_— Sainds(.H—i) . Sa—ind5(6‘+|) — p‘ Pﬂ;
on a done

pr=Sa" 6 =g+ aqia+ az ot 4+ ... 4, et

D’oti cette régle : Prenez, dans le Canon arithmeticus de Jacobi,
ies indices des nombres a2, 6, 12,..., (p—2), (p— 1) (doubles des
nombres triangulaires), le coefficient a; ceprésentera ie nombre des

indices de forme Ap + 7. Cette regle est d’Eisenstein.
Proposition IV. Si dans

_F(r"”’)‘F(rfi)

R ()
le nombre r racine primitive de rP='==1 (mod p) est reinplace par le
nombre g, on aura, m et n étant positifs inférieurs a p — 1 et m+n
non divisible par p—u,

o n{m-r)
$(8)= — G (modp). .

Démonstration. Si dans les propositions Let1I on remplace o, § par

ies entiers g , les démonstrations subsistent, seulement «es

[}
équations se changent en congruences pour le moduie p.

—~m =R
* D

LLe nombre qui multiplie F (g="") n’est autre que le coefficient de

x', cest-a-dire S g™ .g~"* sous I'hypotheése g'+ g*==1, ou encore

S.g7™ (1 — g')™ qui revient a

N

Sg(p_-i_m)i (l _ Si“fp‘{~"'
Posons
p—l—m=umy, p—1—7In=n;
comme le terme général de S est

n{n—1).. ‘n—h+1)

ol (m ),
1.2... 4

(__ ])lz

et que, pour avoir le reste de S divisé par p, on doit remplacer

" . ' o I R AN AR RN AR R R [T ' "



PURLES ET APPLIQUEES. 295
(p—"k — 1

. P o
gt g gt = LHT par o ou p — 1. selon que 4

est ou non muitiple de p — 1, il faudra poser

m+h=p—1 ouben h=p—1—m=m:

01 aura ainst

v (p—(n-llp—(r+2)]...[p— (7 + m)]
— " (p—1) P S

(g ) L (nm)

1.2...Mm

{ ) 2} .. - 0{m-+ n)
L - \IZ7+I (ﬂ +, / (,l ,’n,) T T (Inod[)).

1.2.../m Mm.lin

N.B. Q est un entier que l'on peut négliger, parce que

n+1y{n+2)... (n4+m . . . .
( A 2) ( )est entier. Comme { = o donne 1 — g‘= o,
1.2,..m

il a été permis de faire { = o. Sans cela, la chose naurait pas i
pernuse.

On pourrait tirer de la les formules de M. Cauchy pour les coeffi-
cients du nombre ¢ (z) qui sout précisément les mémes que ceux

iy [ -
el

Ligth
Dans le nombre
w1

Ay + 4y & +ly2° + ...« o

o— 1
{

on p= =2
fal

si nous faisons ¢ == p”. g €tant une racine primitive, nous aurons, par

le théoréme précédent, la valeur de
fo—1)754
ay + 1, 8’“ +a, g+ . .n TACEACH

mais le changement de «. 5 en g=™, g7 pouvant étre remplace par
celui de 2, 3 en g™, g7, on obtiendrait assez de congruences pour
déterminer a,, a,,..., a,_, Il serait inutile de les metire ici et de faire
quelques remarques relatives aux cas pounr lesqueis Ja proposition [1
est en défaut. Toul ce qu'il importe de remarquer, c’est que a,, «,, etc.,
dépendent de congruences du premier degré, renfermant des coel-
ficients binomiaux. De la résulte ce beau théoreme ;

Toutes les equations indcterminées anxquelles on est conduit i
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la_formule

p=1y(a).¢(z™")
sont résolubles algébriquement au moyen des restes de certains coeffi-
cients binomiaux.

Le premier exemple est dit 2 M. Gauss, qui a montré que Iéqua-
tion
X2+ yr'=p =47 +1

est résolue en prenant

M. Jacobi et surtout M. Cauchy en ont donné d'autres.
On voit en quoi consiste 'importance que M. Jacobi doune a la
proposition 1V,

Application de la proposition 111, objet principal de cette Note.

On a

p — S am ind s— (n+-n) ind (s+1) Sg—" ind s+ (m-+n) ind (s-+1)

Si Pon suppose
p=pm+1 et =1,

au moyen du Canon arithmeticus, on formera facilement I’équation

p=/(2)f(e)

L m=1 -1 -2 —(p—1
=ltg+aiet...+a, o Ya,+aeT vaget e, a” P,

ou bien encore

p=Ao+Aa+Ae®. +A o,

en posant

- 2 -
AOIZ(?,', A.:-Z(lilli+”..., Ak=2a,- Qiykye o

les sommes étant prises en faisant i =0, 1,2, ..., ¢ —1 et diminuant,
quand cela est possible, les indices de p.
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Ainsi 'on a Péquation
P=A,—p+Ao+A i+ .+ A, ar)=o0.
Remarque. En partant de 1’équation

P — Sainds (8-+14) . Sm”ind”‘w”,

le calcul des a,, a,, etc., et, par suite, des A,, A,, etc., devient trés-
facile au moyen de la régle de M. Eisenstein, donnée plus haut.

Ceci posé, comme P'équation P = o est satisfaite par toutes les va-
leurs de « autres que celles qui satisfont

m

et=1, a'=1, o™t =1,

on saura trouver une fonction entiére de o, savoir
Q=B,+B,¢+Bo,+...+ B, &,

qui divisera P; de la des équations de condition entre les coefficients
de ’équation P = 0. Comme Q = o n’a pas de racines égales, si le
reste de la division de P par Q est

C,+Cia—+...+~C_ o7,

il fatidra poser
G, = o, C, = 0,.., C_,=o.

On peut évidemment, pour simplifier, remplacer ( par un de ses divi-
seurs, on obtient ainsi des équations de condition plus simples et qui
résultent des conditions générales.

Dans le cas présent, si w,, w,, o, sont les plus grands communs divi-
seurs de p et m, p.etn, p.et m + n, et que o soit le plus petit mul-
tiple de w,, w,, w, (supposé antre que 1), on pourra prendre pour ()
le quotient

g —1

- on o Y g 4 gL 1= o.
L e .

Les équations de condition deviennent

Ag—p=A =A .. .= A'u_w.,
A‘ =Aw+l = A2m+1 e = A/L—(u—{—l’
A2 == Aw—i—‘z = A‘Z’u-{—l e = A‘u_—w—r:' ’

Tome XiX — Seprexpre 1834 38

v IR TENEN
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En doublant les équations de la premiere ligne, il vient
2p =2A,— 24,,,
ou f peut étre 1, 2, 3,..., . — 1.
L’équation précédente revient a
ap=23a? —ala,airo= Z(a;— ai+p.).
Le second membre étant une somme de p. carrés qui s’obtiennent en

posant i =0, 1,..., . —1. En donnant a f diftérentes valeurs, on
aura des décompositions généralement égales deux A deux.

Pour le cas de p pair dans une décomposition, les carrés peuvent
{l-

devenir égaux 2 a 2; alors on a la décomposition de p en S carrés:
cela arrive pour p divisible par 4.
Quand on partira de I'équation
p= S U.i“d Sos+t Sa—indx.s+4,
qui suppose m =1, n=— 2. Si p est impair, on aura ® =13 si p. est

pair, » = 2. De la les formules :
ap = 3(a;— ), 2p = Z(@; — Ay ).
Ainsi pour p. impair et f =1, on a
ap=(a,~ a,)?+ (a,— a,)* +...+ (@ — a,)*;
pour g = 3, en doublant, on aurait

bp = (a, — 2a, + a,)* + 3(a,— a, ).
Comme
(ag— a,) + (@, — ay) + (ay — a, ) = 0,

Tune des trois différences est divisible par 3. Soit @, — a,, on aura

) , —a\?
bp = (a, — 2a,+ a,)* + 27 (f" . a) ,
formule de Jacebi.

Pour p=4p,, f= 21, on trouverait, les carrés étant égaux,

\

2402,

P =y — a4 () = daprr o (a1 = Bl 1
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Pour p, =1, on a I’équation de M. Eisenstein,
p=I(a,— a,)? -+ (a,— a,)?,

qui I'a proposée & déniontrer dans le tome XXVIII du Journal de
M. Crelle. La démonstration qui précede est une conséquence des
formules établies par M. Eisenstein dans son Mémoire sur la division
du cercle. (Journal de M. Crelle, tome XXVIL.)

Les formules données plus haut conduisent facilement aux équa-

tions (33), (35), (36), (37), (38) d’'un Mémoire de M. Cauchy sur la
théorie des nombres. ( Bulletin de Férussac, 1829.)

Si I'on voulait des applications numeriques, par exemple, pour

p:61:p.w+1,

on pourrait prendre pour . les valeurs 3, 4, 5,6, 10, 12, 15, 20, 30,
60. Ainsi 'on aurait

p =61,
Py | Qoy @y, ag,...,
3, | 20, 24, 15,...,
4y, | 17, 18, 12, 12,
5, | 12, 15, 12, 14, 6,
6, | 12, 12, 5, 8, 12, 10,
1o, | 6, 6, 67 1o, 4§, 6, 9 6, 4, o2,
12, 6, 8 o, 2, 6, 4, 6, 4, 5 6, 6, 6,

De la les décompositions :

pa=3. ap=r1922=(20—24)*+ (24— 15+ (15— 2012 =16 + 81 + 25,
n=4, p=6i={17—1.24+(18—12)*= 25+ 36,
E=5. 2p=(12— 1524 (15— 12l + (12— 14)*+ (14—0)+ (6— 12}*

=9 + 9+ 4 + 64 + 36,
2p=(12— 12+ (15 — 14+ (12—6+ (14— 123+ (6— 15)*
=0+ 1+ 36 + 4 + 81,

I serait superflu de multiplier les exemples.
38..
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Comme les nombres a,, a,, etc., trouvés par la régle d’Eisenstein,
sont tous pairs sauf un, et que la demi-somme de deux carrés pairs,
aussi bien que celle de deux carrés impairs, est une somme de deux
carrés, il snit de ce qui précede que I'on a ces théorémes :

1°. Soit p un nombre premier, p. un diviseur quelconque de p — 1,
mais plus grand que 2, 2 p sera toujours la somme de p. carrés.

2°. Pour p. impair, p sera la somme de p.+ 1 carrés dont deux seront
égaux.

3°. Pour . pair, p sera la somme de . carrés.
4°. Pour p, divisible par 4, p sera la somme de —Z carrés.

Il faut bien remarquer que zéro est mis au nombre des carrés pairs.
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