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THÉORIE GÉNÉRALE 
J)ES 

EFFETS DYNAMIQUES DE LA CHALEUR; 

P. κ M. F. ItEECH. 
Ingénieur de la Marine* 

AVANT-PROPOS. 

M. S. ( '.arnot a publié en 1824 un ouvrage intitulé : Réflexions sur ta puissance mo-
trice du feu. On y trouve des considérations extrêmement remarquables sur la manière 
de produire de la force motrice avec de la chaleur. M. E. Clapeyron , dans un Mémoire 
sur la puissance motrice de la chaleur ( Journal de l'Ecole Polytechnique, tome XIV), 
année i834, s'est attaché à développer les principales idées de M. Carnot parl'analvse 
mathématique, et en a fait ressortir des conséquences fort importantes. 

Les calculs de M. Clapeyron et les raisonnements de M. Carnot sont fondés princi 
paiement sur Vabsurdité qu'il y aurait à admettre la possibilité de créer de toutes pièce 
de la force motrice ou de la chaleur. La solidité d'un tel axiome ne saurait guère être 

revoquee en doute, mais des expériences dues à M. Regnault ont fait rejeter l'une des 
propriétés fondamentales que les auteurs, d'après les idées universellement admises 
jusqu'à eux, avaient attribuée à la chaleur, et, par suite, différents savants, tels que 
MM. Joule, Thompson, Rankine, Mayer et Clausius, se sont mis à l'œuvre pour redres-
ser ce qu'il pouvait y avoir d'inexact dans les relations établies par MM. Carnot et 
Clapeyron. 

Je crois que, dans la plupart des recherches faites à ce sujet, on a donne trop d'im-
portance à de pures hypothèses, en perdant de vue la filiation logique des raisonne-

ments de M. Carnot, qui n'a pas été rompue, selon moi, par l'objection de M. Re-

gnault, et qui demandait seulement à être complétée sous un point de vue nouveau. 
C'est, du moins, là ce que je me propose de faire voir dans le présent Mémoire, aussi 
clairement qu'il me sera possible, et de manière, je l'espère, à démontrer une formule 
générale qui satisfera à la fois aux expériences de M. Joule et à celles que M. Regnault 

a annoncées dernièrement dans le Compte rendu de l'Académie des Sciences ( séance 
du 18 avril i853, tome XXXVI, page 680, premier exemple ). 

tenia XVIIL — OCTOBRE I853. 4 1 
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CHAPITRE PREMIER. 

Curieux mode de raisonnement de M. S. Carnot, d'après l'existence directement 
évidente de deux systèmes de courbes γ[ο,ρ) — const, t, ψ (ν, ρ) = const, u. 
et avec thypothèse q' = q relativement aux propriétés calorifiques les plus 
immédiates des deux systèmes de courbes φ, ψ. 

Le commun point de départ de MM. Carnot et Clapeyron est fort simple et se réduit 

en substance à ce qui suit. 
Pour que nous parvenions à nous procurer de la force motrice avec une machine à 

vapeur d'eau, il faut que, k l'état régulier de fonctionnement de la machine, nous ayons 

une production incessante de chaleur dans la chaudière pour faire de la vapeur, et un 

enlèvement incessant de chaleur dans le condenseur pour ramener la vapeur employee 

à l'état d'eau. Il faut qu'il y ait une transmission de chaleur de la chaudière au conden-
seur à travers le cylindre et les tuyaux de la machine par l'intermédiaire de la vapeur 
comme véhicule. En l'absence d'un tel véhicule, la chaleur passerait librement de la 
chaudière au condenseur ou à d'autres corps ambiants, sans nous faire obtenir de la 
force motrice. 

Différentes espèces de vapeur et même des gaz permanents peuvent, d'ailleurs, être 
employés comme véhicule de la chaleur entre un corps chaud A' et un corps froid A , 
de manière à nous faire obtenir de la force motrice à l'aide d'un mécanisme identique 
011 analogue à celui d'une machine à vapeur d'eau. 

Donc, en principe, toutes les fois qu'il y aura une libre transmission de chaleur 
entre deux corps quelconques A, A' à des températures différentes t, t', nous devrons 

y voir une certaine perte de travail ou de force vive. 
La dénomination de force vive pourra, d'ailleurs, être entendue ici comme dans la 

mécanique ordinaire, en ce sens qu'elle désignera une diminution de force vive ou de 
travail, relativement au but que l'on aura en vue, et non une destruction ou perte 
absolue dans la vraie nature des choses. 

Toujours est-il que, d'après ces raisonnements préliminaires de MM. Carnot et Cla-
peyron, une machine motrice à l'aide de la chaleur ne saurait être d'une entière per-
fection qu'autant que l'on parviendrait à n'y mettre jamais en présence des corps à îles 
températures différentes. 

Il faudrait, en un mot, que nous pussions nous procurer des enveloppes non per-
méables à la chaleur, et alors les conditions d'une machine motrice parfaite seraient 
très-faciles à assigner de la manière qui va être expliquée. 

Concevons une masse quelconque de gaz dans une enveloppe extensible non n/er-
méable à la chaleur Soient Oc, Ο ρ, fig. ι, Pl. I, deux axes rectangulaires sur les-
quels nous porterons une abscisse OA égale en longueur au volume u, et une ordon-
née AB égale à la pression ρ du gaz. La température correspondante t du gaz pourrait 
être portée sur une perpendiculaire au plan des ν, ρ au point Β ; mais on fera aussi 
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bien de ne pas recourir à une telle construction et de concevoir seulement une quantité 
abstraite t en chaque point Β dont les coordonnées seront ν, p. 

Cela posé, imaginons qu'on fasse diminuer le volume ν de l'enveloppe sans ajouter 
ni ôter de la chaleur au gaz, et d'une manière assez lente pour n'imprimer que des 
vitesses négligeables aux différentes particules du gaz. Alors la pression ρ ira en aug-
mentant le long d'un certain arc de courbe BB', qui ne dépendra que de l'espèce de 
gaz employé. 

La température t du gaz ira aussi en augmentant le long de la courbe BB', et, par 
suite, le gaz s'échauffera, defàt', à l'aide d'une dépense de travail égale à l'aire 
ABB'A'. 

L'opération pourra être continuée aussi loin qu'on voudra de bas en haut sur la 
figure, tant que le gaz ne passera ni à l'état liquide ni à l'état solide. 

Réciproquement, quand, à partir d'un point B', on fera augmenter le volume ν de 
l'enveloppe, toujours d'une manière infiniment lente pour ne pas créer des vitesses 
appréciables, et sans ajouter ni ôter de la chaleur, la pression ρ descendra le long de 
la courbe B'B, et la température t repassera dans chaque position descendante par la 
même valeur que celle qu'elle avait en montant. 

Cela étant admis, et les variables ν, ρ d'un gaz étant supposées avoir été amenées en 
un point quelconque B' de la courbe indéfinie BB', de manière que la température se 
trouve élevée de t à t', imaginons qu'une source indéfinie de chaleur A', à la tempéra-
ture constante l', soit mise en communication intime avec le gaz, et qu'ensuite l'on 
fasse augmenter le volume e, toujours d'une manière infiniment lente, afin de ne pas 
créer des vitesses appréciables. 

Alors l'effet immédiat d'une augmentation du volume ν sera de faire descendre la 
pression ρ le long de la courbe connue B'B ; mais en même temps la température du 
gaz diminuera, et aussitôt qu'une petite différence se sera produite entre la tempéra-
ture constante t' de la source A' et la température du gaz adjacent, il y aura un flux 
de chaleur qui sortira de la source A' et qui servira à faire remonter la température du 
gaz vers la constante t', ce qui augmentera la pression p. 

.L'augmentation du volume e se faisant avec une lenteur infiniment grande, il est 
clair que, à la dernière limite du raisonnement, on devra concevoir une certaine 
courbe B'B', différente de B'B, et telle que la température du gaz restera constam-
ment égale a t' pendant que la source A' fournira une quantité de chaleur q' qui aug-
mentera progressivement avec la longueur B'B',. 

Réciproquement, quand on fera diminuer le volume υ de l'enveloppe à partir du 
point Β',, le premier effet d'une diminution du volume e sera de faire augmenter à la 
fois la pression et la température du gaz ; puis , la température du gaz devenant plus 

élevée que celle de la source adjacente, il naîtra un flux de chaleur du gaz vers pette 
source, et, à la dernière limite du raisonnement, les variables e,ρ repasseront de B', 
en B' le long de la même courbe B'B', pendant que le gaz cédera à la source A' une 
quantité de chaleur q' précisément égale à celle qu'il en avait retirée d'abord. 

46.. 
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11 y aura à concevoir une telle courbe Β' B1, par chaque point B' de la courbe indé-

finie BB', et l'une d'entre elles BB, passera au point B. 
La température t devant être constante le long de chacune des courbes BB,, Ë'B',,... 

et variable de l'une à l'autre, il s'ensuit que, du moment où la température t de l'une 
de ces courbes sera donnée, la courbe entière devra être parfaitement déterminée, et 

que, par suite, il y aura une certaine relation, telle que 

(1) p(x, p) = t, 

qui sera l'équation générale de toutes les courbes en question BB„ B'B',,.. sur la fig. t. 
Pareillement, il ν aura à concevoir une courbe de l'espèce BB' par tels points B, 

B,,... que l'on voudra, sur la fig. ι, et quand on désignera par u une quantité qui 
aura une valeur nécessairement déterminée pour chacune des courbes BB', Β, B',,... et 
essentiellement différente de l'une de ces courbes à l'autre, comme, par exemple, l'ab-
scisse ou bien l'ordonnée du point où l'une de ces courbes rencontrera une ligne don-
née quelconque sur la fig. ι, il est clair que chacune des courbes BB', Β, B',,... devra 
être parfaitement déterminée dès que la quantité « sera donnée, et que, par suite, il y 
aura une certaine relation, telle que 

'.V à (viP)= ■'<> 

qui sera l'équation générale de toutes les courbes en question BB', Β, B',,... sur la fig. ι. 
Cela posé, revenons au point B de la fig. ι et faisons aller d'abord le gaz de B en B' 

le long de la courbe ψ ( ν, ρ ) = constante u, sans addition ni retranchement de clia ■ 
leur, jusqu'à ce que la température ait monté de t à t', à l'aide d'une dépense de tra-

vail égale à l'aire ABB'A'. 
A partir du point B' mettons le gaz en communication avec une source de chaleur A' 

à la température constante t', et faisons aller les variables v,p le long de la courbe Β' B', 
à l'aide d'une addition de chaleur //', ce qui nous fera obtenir une quantité de travail 

égale à l'aire A'B'B', A',. 
A partir du point B', retirons la source A' et faisons continuer la dilatation du gaz 

dans une enveloppe non perméable à la chaleur, le long d une courbe Β', B, ou 

ψ [ν, ρ) = jusqu'à ce que la température du gaz, en diminuant progressivement Je 

long de la courbe Β*,B,, soit redevenue égale à t, au point de rencontre de la courbe Β',Β, 

avec la courbe BB, ou γ (c, p) = t, ce qui nous fera obtenir encore une quantité de 

travail égale à l'aire A', Β', B,A,. 
A partir du point B, mettons le gaz en communication avec une source de chaleur A 

entretenue à température constante t pendant que le volume ν de l'enveloppe ira en 

diminuant. 
Alors le premier effet d'une diminution du volume ν sera de faire remonter la pres-

sion ainsi que la température le long de la courbe Β,Β',; mais, aussitôt que la tempera-

ture sera devenue un peu plus élevée que la limite constante t de la source adjacente, il 

s'établira un flux de chaleur du gaz vers la source A, et, à la dernière limite du raison-

nement, les variables ν, ρ iront du point B, au point initial B le long de la courbe Β, B 
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dont l'équation sera 

?(">/>)='< 

De B, en Β le gaz cédera à la source A une somme de chaleur q et l'on dépensera une 
quantité de travail égale à l'aire Α,Β,ΒΑ. Par suite, le gaz employé sera exactement 
ramené à son état initial, et il restera un bénéfice net de force motrice égal à l'aire S du 
quadrilatère curviligne ΒΒ'Β',Β,. Le fait physique auquel correspondra la quantité S de 
force motrice sera une diminution de chaleur q' dans la source A' à la température 
constante t', et une augmentation de chaleur q dans la source A entretenue à la tempe-
rature constante t. 

Dans le cercle entier de l'opération, il n'y aura eu aucune transmission de chaleur 
entre des corps à des températures différentes, et, par suite, l'on doit admettre qu'il 
n'aura pu y avoir aucune perte ou diminution de force motrice ; la quantité obtenue S 
devra donc, être conçue comme étant le maximum théoriquement possible avec les deux 
quantités de chaleur q, q' aux températures données e, t' des sources A , A'. 

Ce qui le prouve péremptoirement, c'est que l'opération inverse sera également pos-
sible, et que, en faisant aller les variables c , ρ d'abord de Β en B, le long de la 
courbe BB,, et de là en B', le long de la courbe Β,Β',, puis de B', en B' le long de la 
courbe Bf, B', et de là en B le long de la courbe B'B, on réussira manifestement à en-
lever la somme de chaleur q à la source A et à verser la somme correspondante q' 
dans la source A', avec une dépense de travail égale à la même aire S du quadrila-
tère curviligne Β Β' Β', B,. 

Au point de vue pratique des choses, on ne réussirait, à la vérité, à recueillir dans 
l'opération directe qu'une quantité de force motrice un peu inférieure à l'aire S de 
la fig. ι, et dans l'opération inverse on serait obligé de dépenser une quantité 1111 
peu supérieure à S ; mais on comprend en même temps que les deux différences de 
sens opposés peuvent devenir moindres qu'aucune quantité donnée, et qu'il doit y avoir 
une limite rationnelle de parfaite équivalence entre l'une et l'autre opération, de la 
manière qui vient d'être expliquée et représentée sur la fig. 1. 

Tous les mêmes raisonnements seront applicables à un mélange de liquide et de va-
peur saturée de ce liquide, à cela près que les courbes BB,, B'B', deviendront des 
lignes droites parallèles à l'axe Oc, fig. 2, parce qu'alors les relations 

T(c ,p) — t, q(v,p) = t' 
se changeront en 

?(/>) = '> <?{P ) = ' » 
ou, inversement, 

p = Cllt), ρ =ïllt ). 

Concevons, en effet, une masse liquide M à une température donnée t et sous la pres-
sion d'ébullition ρ — ει (t) représentée par la hauteur OP sur la fig. 2. Soit P/ le vo-
lume correspondant de la masse liquide M. 

Mettons la masse M en contact avec un corps plus chaud, de manière à en élever la 
température progressivement jusqu'à t', et, pour qu'il ne se fasse pas de vapeur, éle-
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vons à mesure la pression ρ d'après la relation générale ρ — 11 (t) supposée connue par 
expérience. Le volume de la masse M augmentera alors très-lentement avec t et pourra 

être représenté par l'abscisse variable w d'une certaine ligne ii' presque droite et 

presque parallèle à l'axe Ο ρ. 
A partir du point i ', où la pression sera p' et la température correspondante d'ébul-

lition t', faisons augmenter le volume ν de l'enveloppe pendant qu'une source indéfinie 
de chaleur s'y trouvera renfermée à une temperature constante alors une partie de 
la masse liquide se transformera en vapeur et la pression ne changera pas, c'est-à-dire 
que les variables ν, ρ du mélange iront le long d'une droite i'I' parallèle à l'axe Oc. 

Il y aura un certain point I' où toute la masse M sera transformée en vapeur saturée, 
et, au delà, si l'on continuait à faire augmenter le volume ν de l'enveloppe au contact 
d'une source de chaleur entretenue à la température constante t', les variables c, ρ 
suivraient une courbe descendante de l'espèce B'B,fig. x. 

Il y aura une telle longueur limite PI ou W à toutes les hauteurs ρ de la fig. 2, et, 
par suite, l'on aura à concevoir une certaine courbe II' qui fera la limite de séparation 
de l'état de vapeur saturée à l'état de gaz permanent. 

On sait que pour de la vapeur d'eau, à 100 degrés, la limite P'I' est égale à dix-
sept cents fois environ l'une des limites P/, Ρde l'état liquide, et que, à 5o degrés 
de température, avec une pression de 10 centimètres de mercure à peu près, la li-
mite PI est égale à huit ou neuf fois la limite P'I' ; mais de pareilles proportions n'au-
raient pu être indiquées sur la fig. 2 sans la rendre inintelligible dans quelques-unes de 
ses parties. 

Cela posé, représentons-nous un volume P'B' du mélange à la température t' et 
faisons augmenter le volume de l'enveloppe, au contact de la source A', jusqu'à une 
longueur arbitraire P'B', inféiieure à la limite P'I'; désignons par <7' la quantité de 
chaleur enlevée à la source A' et devenue latente. 

A partir du point Β',, ôtons la source de chaleur A' et continuons à faire augmenter 
le volume ν sans ajouter ni retrancher de la chaleur, ce qui fera diminuer à la fois la 
pression et la température du mélange le long d'une certaine courbe Β' B, de même 
espèce que sur la fig. 1. 

A partir du point B,, supposé en deçà de la limite I, la température du mélange étant 
devenue t, approchons-en une source indéfinie de chaleur entretenue à la température 
constante t et faisons diminuer le volume ν du mélange jusqu'à la rencontre d'une 
courbe B'B de même espèce que la courbe Β',Β, et passant par le point initial B'. Nous 
exprimerons, de cette manière, du mélange de liquide et de vapeur, une certaine somme 
de chaleur q qui passera dans la source A à la température constante t ; puis, en étant 
la source A à partir du point B et en continuant à faire diminuer le volume du mélange 
sans ajouter ni retrancher de la chaleur, nous arriverons au point initial B' le long de 
la courbe BB'. 

Nous réussirons donc à ramener le mélange de liquide et de vapeur saturée exacte-
ment à son état initial et à obtenir un bénéfice net de force motrice égal à l'aire S du 
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quadrilatère BB' Β', Β,, taudis qu'une certaine somme de chaleur q aura disparu de 
la source A' et qu'une autre somme de chaleur q aura passé dans la source A. 

L'opération inverse sera également possible, c'est-à-dire que, avec une dépense de 
force motrice égale à la môme aire S, nous pourrions enlever une somme de chaleur q 
de la source A et verser la somme correspondante q1 dans la source A'. 

Ainsi, aucune perte n'aura lieu et l'aire S du quadrilatère BB'B^ B,, sur la fig. 2 
comme sur la fig. 1, sera le parfait équivalent mécanique du fait physique qui consis-
tera à prendre, à l'aide d'un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, une 
somme de chaleur q' dans la source A' entretenue à la température constante t', et à 
faire passer une somme de chaleur 7 dans la source A entretenue à la température 
constante r, la température t étant, moindre que 1?. 

L'aire S perdrait sa forme quadrilatérale sur la fig. 2 si la courbe B'B tombait en 
deçà de la limite et aussi si la courbe B,B'

(
 rencontrait la limite II' sans se con-

fondre avec elle. Je reviendrai plus loin sur de telles exceptions [*]. 
Cela posé, le tort qu'on reproche à MM. Carnot et Clapeyron, c'est d'avoir suppose 

que, sur les fig. 1 et 2, on devait avoir 7' — 7. 

[*] S'il était question de faire la théorie spéciale des machines à vapeur d'eau, j'aurais à expliquer 
ici comment les opérations de principe de la fig, 2, à l'aide d'une seule enveloppe à volume va-
riable t», ne sauraient être rendues matériellement possibles et pratiquement utiles qu'à l'aide d*j 

deux cylindres, le cylindre travailleur et le cylindre alimentaire, reliés entre eux, d'une part, par un 
réservoir d'eau et de vapeur à la température élevée t' (la chaudière), d'autre part, par un réser-
voir d'eau et de vapeur à la température basse t (le condenseur); j'aurais à expliquer le jeu des 
soupapes ou robinets à l'aide desquels un tel mécanisme à deux cylindres et à deux réservoir» 
(nommés chaudière l'un, et condenseur l'autre) pourra réellement faire l'office de l'unique enve-
loppe des raisonnements du texte. 

J'aurais à expliquer ensuite l'inconvénient pratique d'être obligé de prendre avec le cylindre ali-
mentaire un volume énorme d'eau et de vapeur PB ouPK, dans le condenseur, afin de renvoyer dans 
la chaudière un volume correspondant Pf B' d'eau et de vapeur, ou un volume T'i' d'eau seulement 
à la température élevée conformément au principe général d'éviter la mise en présence de deux 
corps à des températures différentes. 

A côté de cet inconvénient, j'aurais à signaler le grand avantage pratique de n'alimenter la chau-
dière qu'avec de l'eau, quoique froide, à cause de la petitesse qui en proviendra dans le volume du 
cylindre alimentaire. 

J'aurais à faire valoir encore l'avantage pratique d'une injection d'eau froide dans le condenseur 
et l'impossibilité d'éviter des infiltrations d'air, ce qui obligera d'avoir à la fois une petite pompe 
alimentaire et une pompe à air un peu volumineuse, en place de Tunique cylindre alimentaire des 
précédents raisonnements. 

J'aurais à parler, eufin, des frottements du mécanisme qui empêcheront de réaliser toute la force 
expansive de la vapeur, indépendamment de l'inconvénient d'avoir des machines trop encombrantes 
quand on veut avoir plus de force motrice expansive, etc., etc. 

11 y aurait des considérations plus ou moins analogues à faire valoir sur la fig. 1 pour le cas des 
machines h air chaud; mais tout cela me mènerait beaucoup trop loin et ferait perdre de vue la filia-
tion logique des vrais principes de la théorie que je me propose de fonder. 

Ce que je viens d'énumérer très-succinctement dans cette note fera l'objet d'un autre Mémoire 
qui servira de complément à celui-ci et dont la rédaction est à peu près terminée. Je veux parler du 
travail dont les conclusions ont été publiées dans Je feuilleton du Moniteur du 16 mars 1853, et ■> 
l'occasion duquel j'ai présenté une Note à l'Institut, dans la s ance du 21 mars suivant. 
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L'égalité q' = q peut certainement être contestée; mais voyons d'abord ce que l'on 
peut démontrer rigoureusement quand on se place à tort ou à raison à un tel point de 
vue, sauf à voir ensuite ce que pourra entraîner une inégalité quelconque entre les deux 
quantités correspondantes q, q'. 

Avec l'égalité q' = q la quantité de force motrice S des fig. ι et 2 sera le parfait 
équivalent mécanique d'une somme de chaleur q descendue de la température t' de la 
source A' à la température inférieure t de la source A. 

Tout autre gaz que celui de la fig. 1 et tout autre mélange de liquide et de vapeur 
que celui de la fig. t. pourront être employés de manière à faire descendre une même 
somme de chaleur q de la même source A' à la même source A, et alors les quantités «y, 
t, t' étant les mêmes pour différents fluides élastiques, il faudra que les quantités cor-
respondantes de force motrice que l'on obtiendra de l'emploi de ces fluides, 

S, S,, S,,..., 

soient toutes égales ; car si, avec un certain fluide élastique, on obtenait une quantité S, 

et que, avec un autre fluide élastique, il fût possible d'obtenir une quantité plus con-
sidérable S -t- s

}
 les deux fluides étant employés à faire descendre successivement une 

égale somme de chaleur q de la même température t' à la même température t, nous 
serions parfaitement libre d'employer le second fluide à faire descendre une somme de 
chaleur q de t' à t, de manière à obtenir la quantité de force motrice S -(- s, puis 
d'employer le premier fluide à faire remonter la même somme de chaleur 17 de t en t' 
avec une dépense de force motrice égale*à S, ce qui nous laisserait un bénéfice net, 
sans cause, égal à s. 

Puis, en répétant la double opération η fois de suite, nous obtiendrons la quan-
tité ns qui croîtrait sans limite avec η, c'est-à-dire que, avec rien et après avoir ra-
mené toutes choses dans leur état initial, il nous serait loisible de créer autant de force 
motrice que nous voudrions; cc qui est absurde. 

Telle est l'idée mère ou l'axiome fondamental des raisonnements de MM. Carnotet 

Clapeyron. 
D'après cet axiome, il devra y avoir une relation directe entre la quantité de force 

motrice S, d'une part, et les quantités correspondantes q, t, t', d'autre part, indépen-
damment de la nature du fluide élastique qui aura servi à l'opération. 

De plus, entre les mêmes températures t, t' il faudra que la quantité S augmente 
proportionnellement à <7, afin que par « opérations successives, toutes identiques, la 
quantité totale η S soit précisément la même que celle que l'on obtiendrait d'une seule 
opération sur une quantité de chaleur égale à nq. 

Il faudra, en un mot, que l'on ait 

S = ?/(*, t'), 

la fonction /étant complètement indépendante de la nature du fluide élastique que l'on 

voudra employer. 

Mais cela ne suffira pas, car on sera libre encore d'operer séparément de t, à t,, 



PURES ET APPLIQUÉES. 365 
puis (le i, à t

2
, de t

t
 a t.,..., et, enfin, de r„_, à t„, ce qui fera avoir les quantités 

successives 
S, = qf{t

t
, tA , 

S2 = q(f(tr1, t3) 
S3 — qf(t„ tj), 

............................................ 
S» — qf[t

n
—1, tn) > 

dont la somme devra être la même que si l'on opérait d'un seul coup de ta à f„ sur la 
même somme de chaleur </. Il faudra donc que la fonction universelle f{t, t') soit de 
telle nature que l'on ait 

f { t() > ^« ) f (6 > ^l) "H S ( £1 > tî ) ~f~* f ( t, , -f-
1

/'( r« —1 J f»! , 

quelque grandes ou petites que puissent être les différences consécutives de f
c
 à t, , 

de r, à t.,.à r„, et cela exigera manifestement que la fonction /(r
P

, r„) soit 

une intégrale définie de r„ à t„. 
Ainsi, en désignant par C une certaine fonction de la température t commune a 

tous les fluides élastiques de la nature, il faudra que l'on ait 

(a) S = (/J
(
 -, 

et, quand il n'y aura qu'une distance infiniment petite entre les courbes BB,, B'R' , 
comme aussi entre les courbes BB', Β, Β', , l'on devra écrire 

( a ) dS = q / dt / C 

D'autre part, on a vu que les équations des courbes BB,, B'B', étaient respective-

ment 
*{v,p) = t, <f(v,p)=t, 

et celles des courbes BB', Β, Β',, 

ψ (e,/>) = «, -i f) = "t-

Dès lors, en faisant 
t' = t -h dt, u, = u du, 

il ne sera pas difficile de trouver l'expression du quadrilatèie infini ment petit BB'B' Β 
des fig. 1 et 2 sous la forme 

du dt 
' ^ d-b do d-b d ο 

dv dp dp dv 

et, en identifiant cette expression purement géométrique de la différentielle d S a vet 
le second membre de la formule \a')

t
 il faudra que l'on ait, pour tel fluide élastique 

TomeXVIII.—OCTOBRE i85H '-\"j 
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que l'on voudra, 

du dt dq dt 
(l-ty dq d'if dq C 
dv dp dp dv 

Il est d'ailleurs évident que, avec l'égalité supposée q' = q, entre deux courbes 

données BB', Β, Β',, quelles que soient les températures t, t', c'est-à-dire quelles que 

soient les deux courbes correspondantes BB,, B'B',, il devra y avoir une certaine fonc-

tion F (α), telle que l'on aura 

(Ό 

q'=q = ¥(u
l
) — F(ft), 

et que, par suite, en posant 

f(u) = q = T 

on aura 

q' = q= J f{u)du, 

dq =/"(«) du. 

Il est évident encore que , la fonction f étant supposée donnée, la fonction -i pourra 

toujours être transformée en une expression équivalente 

*(+(',P))=F(«). 

telle que, en désignant ensuite le premier membre de cette autre expression par ψ ( ν, ρ ), 

on aura simplement 
yd') dq — du, 

et, par suite, la relation universelle 
_difdq difdq 

dv dp dp dv 

Quand il s'agira spécialement d'un gaz, la fonction générale 

?(»>/>) = i 

prendra, en vertu de la loi de Mariotte, la forme spéciale 

q(vXp) = l, 

et, quand on admettra, en outre, la loi de Gay-Lussac, on trouvera 

VP _ V»P> 
l —J— αί l + a ί0 

les lettres e
t
, />

0
, r, servant à désigner les valeurs particulières des variables ν, ρ, t 

dans un état donné du gaz. 
On tire .de là 

t = vp , 
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et, en posant 

I + & to = 1 
ae

0
/}„ R' 

on aura 

ç (r, p) = TJ- — constante; 

par suite, 

ÂV = R ' ^ = R' 
et la condition (e) deviendra 

(e') v dY/ dv - p dY/ dp = RC 

C'est l'équation que M. Clapeyron a trouvée à la page 167 de son Mémoire sous-la 
forme 

ν^;-ρ·τ
Ρ

=Έ^ρ^ 

en observant que, puisque la quantité C était une fonction de f, le produit RC pou-
vait être représenté par une certaine fonction F du produit op. 

M. Clapeyron en a obtenu l'intégrale sous la forme 

(/) Q = R(B — Clogp). 

Quand il s'agira spécialement d'un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce 
liquide, la fonction générale 

Y (v , p) = t 
se réduira a 

<P\p)~t ou P = a[t)·, 
par suite, on aura 

dq dq I 
do °' dp / dp \ 

et la condition (e) se réduira à 

|V'J <4 = il 

M. Clapeyron a fait voir, en outre, comment la dérivée partielle ίρ pouvait être 

exprimée en fonction de la quantité de chaleur latente de la vapeur par unité de vo-
lume (page 175), et il est parvenu, enfin, à déterminer les valeurs numériques de la 
quantité C pour cinq températures différentes de ο à i5o degrés. 

Il est d'ailleurs évident que, à ce point de vue, il y aurait une certaine échelle 
thermométrique au moyen de laquelle on trouverait pour tous les fluides élastiques, 

C = constante. 

4?·· 
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CHAPITRE II. 

Établissement de la relation universelle S—g'T(/') —q Γ (<) — ^ (il Γ (. 

d après un mode de raisonnement analogue à celui de M. S. Carnot, sans que 
fun préjuge rien de ΐégalité ou de finégalité des quantités de chaleur q, q'. 
— Des raisons à faire valoir pour et contre la relation Γ (<) = constante. 
— C'est peut-être de la fonction Γ (<) que dépendra la transition à établir un 
jour des effets purement calorifiques aux effets lumineux et électriques des 
corps. 

.le' reviens maintenant au point précis des raisonnements de MM. Carnot et Clapev-
ron , où il a été fait usage de l'égalité q' — q, et je suppose , à tort ou à raison, que 
l'on doive avoir 

q'~^>q ou même q' <C.q 

sur les fig. ι et 2. 

Je continue à désigner par S la quantité de force motrice théoriquement possible à 
l'aide d'un certain fluide élastique qu'on emploiera à prendre une somme de chaleur q' 
dans la source A' à la température t' et à verser une autre somme de chaleur q dans 

la source A à la température t. 
Je désigne par S, la quantité de force motrice théoriquement possible à l'aide de 

quelque autre fluide élastique qui servira à prendre une somme de chaleur q\ dans la 

même source A' à la même température t' et à verser une autre somme de chaleur q, 

dans la même source A à la même température t. 
Je serai libre, évidemment, de procéder à η opérations directes avec le premier 

fluide et à η, opérations inverses avec le second fluide, ce qui me procurera un béné-
fice net de force motrice égal à la différence (positive ou négative), 

('/} nS — η ι S,. 

Il arrivera en même temps que de la source A' je ferai sortir une quantité de chaleur 

égale à la différence 

(?) n<l'—n, q' , 

tandis que de la source A je ferai sortir une quantité de chaleur égale à la différence 

(-/) nq. 

Cela posé, comme les nombres η, η, seront complètement arbitraires, et que, 
d'autre part, les quantités q, q, pourront être choisies à dessein, de manière à se trou-

ver représentées par des nombres entiers, il est clair que les opérations pourront tou-
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jours être conduites de manière que l'on aura spécialement 

»i?i — nq = ο. 

Si l'on désigne par Ν nn multiple quelconque des deux nombres entiers ry, </,, on 
u'aura qu'à faire 

Ν Ν n — —ι η, = — , 
1 1. 

pour que le but soit atteint, c'est-à-dire pour qu'on réussisse à ne rien changer fina-
lement dans la source A et à produire deux choses seulement, à savoir : d'une part, 
un bénéfice de force motrice représenté par la différence n S — n, S,, laquelle, à raison 
des valeurs précédentes de n, n„ se réduira à 

( x' ) N ( S/q - S1/q12 ) 

et, d'autre part, une perte résultante de chaleur dans la source A' égale à la diffé-
rence nq'— n, q\, laquelle, à raison des mêmes valeurs de n, se réduira à 

M »(£-£} 

Donc, à ce point de vue, quand on rejettera les égalités q' — y, q\ — y,, de la force 
motrice pourra être produite par le seul fait d'une perte de chaleur dans la source A' ; 
ou réciproquement, avec une dépense de force motrice, on pourra produire une aug-
mentation de chaleur dans la source A', et pour qu'il n'y ait pas d'absurdité en cela, 
il faudra que le rapport de l'un à l'autre effet soit le même pour tous les gai et pour 
toutes les vapeurs indistinctement, sans quoi l'on ferait de suite le mouvement perpé-
tuel. 

De plus, le rapport en question ne pourra dépendre que de la température t' de la 
source A', parce qu'aucun changement n'aura été produit finalement dans la source A , 
et que le même résultat eût pu être obtenu à l'aide d'une autre source A" à une tempe-
rature t" différente de t. 

Il s'ensuit dône que l'on devra avoir 

S_S, 

(S) ^ = r ( t' ) 
q - q1 

la lettre Γ servant à désigner une certaine fonction de la température qui devra être la 
même pour tous les fluides élastiques de la nature. 

Je recommence maintenant, et, au lieu de m'astreindre à des operations telles, qu'il 
en provienne la relation 

«ι — nq = o, 
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1« choisis à dessein des nombres entiers pour les quantités q', q , et je pose 

nq' — n, q\ — ο , 

ce qui reviendra à faire 
Ν, N, 

η = — ι nt — -ρ-, 
<] <7, 

de manière à annuler finalement tout échange de chaleur avec la source A' et à ne 
laisser subsister que deux choses, à savoir, d'une part, un bénéfice de force motrice 
représenté par la différence η S — n, S,, qui, d'après les valeurs actuelles des nombres 
entiers η, η,, se réduira à 

Ist ι Ν" | — -—r I' 

et, d'autre part, une perte de chaleur dans la source A égalé à la différence //,17, — nq, 
qui, d'après les mêmes valeurs de η, , se réduira à 

<>'> "'fe-?)· 

Donc, à ce point de vue, le seul fait d'une perte de chaleur dans la source A en-
traînera une production de force motrice ; ou réciproquement, le seul fait d'une dé-
pense de force motrice entraînera une augmentation de chaleur dans la source A, et, 
pour qu'il n'y eût pas d'absurdité en cela, il faudra que le rapport de l'un à l'autre 
effet soit le même pour tous les fluides élastiques de la nature, sans quoi l'on ferait le 
mouvement perpétuel. 

De plus, le rapport en question ne pourra dépendre que de la température t de la 
source A, et la fonction de t propre à exprimer un tel rapport devra se confondre 
identiquement avec la fonction Γ de l'équation ( 5) quand on y fera t' = t. Ce sera 
donc la même fonction, et l'on aura 

; e ' 

JL_.IL-
— = r(t). 

q1 -qg' 

Or, maintenant, des équations(i), (t) on tirera, par voie d'élimination , 

S =g'T{t')-qT{t), 

S1 = q' r(t) 

c'est-à-dire que, en principe, la formule de MM. Carnot et Clapeyron, qui était 

S = gJ
t τ

, 
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devra être remplacée par la formule un peu plus générale 

i
3

) = ?'
r

(Ο ~ 7
r

(0 =jT ^ί<ιΓ(0)<
1ί

> 

qui se réduirait précisément à l'autre, si l'expérience nous faisait trouver q' — <·/, et de 
laquelle , au contraire, nous tirerions 

S = G{q' — q), 

si l'expérience ou le raisonnement nous faisaient trouver 

Γ (f) = constante G. 

Il y a à faire remarquer que je suis parvenu à la formule ( 3) sans faire aucune hy-
pothèse sur la nature intime de la chaleur dans le volume des fluides élastiques. La 
formule (3) sera donc le pivot fondamental de la théorie des effets dynamiques de la 
chaleur-, ce sera une relation supérieure qui dominera à la fois la théorie de M. Carnot 
et les théories plus récentes de quelques autres physiciens. 

Par le mode de raisonnement que j'ai suivi, en me laissant aller au cours naturel des 
idées dans la voie ouverte par M. Carnot, la formule ( 3 ) est devenue du premier coup 
aussi complète que la formule ( a), après trois raisonnements consécutifs; car, en suppo-
sant que l'on veuille imaginer maintenant une série de sources auxiliaires à des tempéra-
tures quelconques t,, t,, , t

3
,..., r„_,, t„, perdant et recevant successivement les unes 

après les autres les quantités de chaleur q
a
, y,, q-,, q

3
,·.., ,, q„, sans qu'il reste ni 

excédant ni déficit dans aucune des sources intermédiaires 

A,, A·;, A3,..., A„_| , 

l'on trouvera, par la formule ( 3), les quantités de force motrice partielles 

qiΓ('ι ; — Ço L (to), 

q
3
T (ί

2
) 7ι f (fi ) ι 

q
3
r{t

3
) — q

2
r{t,), 

...................................... 
qnT(tn) - qn-1 T (tn-1) 

dont la somme se réduira précisément à la différence 

9n f ( 'n) " 9o Ρ ( h) ) , 

que la même formule (3) fera trouver pour une seule opération de f, à r„, ou inverse-
ment der„ à f,,. Cette propriété vient de ce que le second membre de la formule (3) a pris 
de suite la forme d'une intégrale définie de r à t'. 

On a encore identiquement 

( 3 bis ) S = qT(t')-qV{t)=q'{T{
i
')-r{t))+{q'-q)r(t) 

= (?' —?)r(f') + ?(r(0- r(0). 
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et par ià on voit que, sans rien préjuger de l'égalité ou de l'inégalité des quantités de 
chaleur q, q', échangées entre une source A à la température t, et une autre source A' 
à la température t', la quantité de force motrice théoriquement possible pourra tou-
jours être calculée de trois manières exactement équivalentes qui se réduiront à ce qui 

suit. 
De l'une des manières, on calculera comme si la quantité de chaleur q', enlevée à 

la source A' à la température était transmise intégralement à la source A à la lempé-
ture t, et qu'ensuite, dans cette dernière source, il y eût une extinction de chaleur égale 

à la différence q' — q. 
De l'autre manière , on calculera comme si la différence q' — q était détruite préala-

blement dans la source A' à la température t', et que, ensuite, la quantité de chaleur 
restante q fût transportée intégralement de la température t' à la température t. 

De la troisième manière, enfin, on calculera comme si la quantité de chaleur q', 
enlevée à la source A' à la température t\ était détruite intégralement dans cette source, 
et qu'ultérieurement une quantité de chaleur q fût reproduite intégralement dans la 

source A à la température t. 
Mais cette triple interprétation s'évanouirait si l'on avait 

Γ (r) = constante G, 

et, par suite, la relation unique 
S = (q'—q)G. 

Avant de faire valoir des motifs pour ou contre la relation 

Γ (t) — constante., 

il me reste à faire remarquer que le mode de démonstration de la formule f 3), au 
moyen des formules (S), (ε), deviendrait illusoire si les quantités q, q' de l'un des 
fluides élastiques étaient proportionnelles aux quantités correspondantes q,, q\ de 
l'autne fluide élastique, c'est-à-dire si l'on avait l'égalité 

( 15 ) q' / q = q'1 / q1 

parce que, dans ce cas-là, les dénominateurs des formules ( S), (ε) deviendraient nuls, 
et que, par suite, les deux formules se réduiraient à la relation unique 

[ri — — — —,-1 

de laquelle on ne pourrait plus tirer la formule (3 ). 
Mais, d'abord, si la relation (ζ) ne se présentait qu'exceptionnellement dans le cours 

des opérations qui ont été décrites, on n'aurait qu'à procéder à ces opérations avec 
d'autres courbes BB', Β, B', sur les fig. ι et a, ou employer d'autres fluides élastiques, 
et pourvu qu'il existât un seul fluide dans la nature qui, étant employé successivement 
avec tous les autres, ne fit pas avoir la relation (ζ), il est clair que l'on réussirait en-
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core à démontrer la formule (3) au moyen des formules (ί), (ε) pour tous les ga/. et 
pour toutes les vapeurs indistinctement. 

Ainsi, le mode de démonstration de la formule (3) ne saurait être en défaut que 
dans le cas unique où, pour tous les fluides élastiques de la nature et pour tous les sys-
tèmes de courbes BB', Β, B', de chacun de ces fluides sur nos fig. ι et 2 , l'on aurait 
universellement la relation (ζ). 

Or, à la seule inspection des fig. 1 et 2 , l'on comprendra avec une parfaite evidence 
que, pour deux courbes données BB', Β, B', d'un fluide élastique déterminé, il ν aura 
toujours une certaine fonction de la température, telle que l'on pourra écrire 

q = f(t), q' = 

puis, pour d'autres courbes BB', Β, B', du même fluide, ou d'un fluide différent, on 
devra poser 

-7. =/.(')> 7. =fi(t') 

la fonction/J pouvant généralement être différente de f. 
Cela étant, on trouvera 

q' = f(t) , q1 
1 /(') ' /(')' 

et pour que la relation (ζ) puisse avoir lieu universellement, il faudra que les fonc-
tions f,f soient telles, qu'en désignant par Κ, K, deux constantes arbitraires, et par 7 (t 
une même fonction de la température t pour tous les fluides élastiques de la nature , 
l'on ait 

/(<)=K7(r), f
l
(t) = K

l7
{t). 

Il faudra, en un mot, que l'on ait 

(6) 

9 = K7(t), f = K7(t') 

pour deux courbes données BB', B,B' 'net 

9l = K
l7

(0, ?',=K
l7

(i') 

pour tout autre système de courbes de même espèce. 
Dès lors la relation ι η ) se réduira à 

S Κ . S S, 
S1 = K1 ouou a κ~κ,' 

et si l'on désigne par ft, t') une certaine fonction universelle des températures t. t , 

on en conclura 
S = K/{f,f'J, s. = K,/(f, t'); 

puis, de la même manière que dans le mode de démonstration de la formule («) de 

MM. Carnot et Clapevron, on reconnaîtra que la fonction f(t, t' 1 devra être de telle 

nature que, en procédant à η opérations successives, par échelons quelconques de t. 
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à t„, il faudra que l'on trouve 

/(to, t.) =/('», Λ )+/(',, ô) +-/(<2,f
5

) H -4-/(f„_„ t„)i 

ce qui reviendra à dire que l'on devra avoir 

f ( tn , tn ) =X'n dΓ, (t) 
dt =R,(F„) —Γ, (M, 

la fonction Γ, fi) étant la même pour tons les fluides indistinctement. 
Ainsi l'on aura 

i.n s = K(r
1

(i')-r
1

(0) = Kjf"dT1 ( t) / dt dt 

et, par conséquent, l'on retombera sur la formule de MM. Carnot et Clapeyron, à cela 
près que la constante arbitraire Κ jouera le rôle de la quantité q dans la formule [a ). 

Or la formule (3) conduira précisément au même résultat quand on y fera à la 
fois 

7 = K7(f), r/ = K7(f')5 

car on trouvera, de cette manière, 

S = Κ [γ 'i')r(i') — 7(f) Γ (f)) — Kjf ' ^(7(f)r(f))A; 

par conséquent, ce sera alors la fonction composée 7 (f ) Γ (f) qui remplacera la fonc-
tion simple Γ, (f ) de la formule (i) et qui jouera le même rôle avec la constante arbi-

traire K que celui que la fonvtion /— jouait avec la quantité 7 dans la formule (a). 

.le conclus de cette discussion que la formule (3) est d'une généralité absolue et 
d'une exactitude entière, sauf à savoir, ou par expérience ou par d'autres raisonne-
ments, si l'on doit y faire ou 7' = q ou Γ (f) = constante, en observant toutefois que 
l'on ne saurait avoir à la fois q' ~ q et r(f) — constante, parce qu'il en résulterait 
S = ο , ce qui est incompatible avec les fig. 1 et 2. 

La généralité de la formule (3) étant bien établie, je reporte mon attention sur 
l'une des fig 1,2, et j'observe que si, entre deux courbes données B'B, Β, B', pro-
longées jusqu'à l'axe Oc, on prend pour f une valeur de plus en plus petite, la 
courbe BB, s'abaissera de plus en plus, et que, en même temps, la quantité S devien-
dra l'aire curviligne «B'B', «, prolongée jusqu'à sa rencontre avec l'axe des c. 

Sur la fig. 1, les plus basses des courbes BB, ne rencontreront peut-être l'axe Oc 
que sous des angles finis; mais sur la fig. 2 , dans le cas d'un mélange de liquide et de 
vapeur saturée de ce liquide, la plus basse des courbes BB, devra être l'axe des r lui-
même. Il y aura là de la vapeur extrêmement raréfiée à une pression nulle et à une 
température très-basse f

0
. La quantité de chaleur q

0
 de l'une à l'autre des courbes 

B'B«, Β', B, M, sur l'axe Oc ne sera pas égale à zéro, parce qu'il devra être possible 
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encore de faire varier le volume ν du mélange par une addition ou par une soustrac-
tion de chaleur. 

En faisant diminuer progressivement le volume ν d'une telle sorte de vapeur et en 
empêchant la pression ρ de renaître, par suite d'un enlèvement continuel de la quan-
tité de chaleur exprimée, on devra pouvoir ramener la vapeur jusqu'à l'état liquide. 
à la température constante t

0
 ; mais on ne comprend plus quelle sorte de différence il 

pourrait ν avoir dans ce cas-là entre l'état liquide proprement dit et l'état correspon-
dant de vapeur sous une pression nulle; les deux états se confondront vraisemblable-
ment en un seul, ou plutôt l'état liquide n'existera plus, et quand on continuera à 
enlever de la chaleur, la vapeur passera directement à l'état solide, sous une pression 
nulle, à la température en question t„. 

Après la complète solidification du mélange à la température il devra être pos-
sible encore d'en enlever de la chaleur et, par suite, d'en abaisser la température au-
dessous de t„ de la manière qu'il nous est facile de constater avec un corps solide quel-
conque placé sous la cloche d'une machine pneumatique. 

La température t„ d'une vapeur sous une pression nulle aura sans doute une valent 
différente pour chaque espèce de vapeur, et quand le milieu atmosphérique aura une 
température inférieure à t„, ce milieu ne pourra être imprégné de vapeur de l'espèce 
de matière qu'on considérera; telle est vraisemblablement la constitution de la plupart 
des corps solides qui nous environnent et qui, à l'état de poussière seulement, peuvent 
être suspendus momentanément dans l'air atmosphérique ; excepté quand une telle 
poussière, par des combinaisons chimiques, pourra donner lieu à d'autres produits 
susceptibles d'imprégner de l'air d'une manière durable. 

Ainsi, en désignant par q
0
 ce que deviendra la quantité q quand on aura ρ -- ο , 

t — t„, la formule ( 3 ) deviendra 

S' =f/T(t') — çr,, Γ {f„); 

puis, quand on y changera t' en t, on aura 

S' = q Γ (t) — q
t
T(t„). * J 

Les premiers membres de ces deux formules seront les aires curvilignes «B'B', η . 
«Β Β, ιι, comptées à partir de l'axe Ο ν jusqu'aux courbes B'B',, BB,, fig. 2, el la diffe-
rence de ces deux aires fera précisément la quantité S de la formule (3). 

D'après ces raisonnements, une espèce de vapeur déterminée ne pourra servir à pro-
duire de la force motrice qu'à partir d'une température donnée t jusqu'à la limite 
inférieure et la quantité de force possible avec une somme de chaleur q à la tempé-
rature initiale t sera 

S'
(>
 = ?r(i) —7.r(f.). 

Mais il suffirait qu'il y eût une autre espèce de vapeur dont la limite rj fût inférieure 

48.. 
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à f« pour que, à la température t,, on pût faire passer la somme de chaleur latente 9, de 
la première vapeur dans la seconde, ce qui permettrait d'obtenir encore une quantité 
de force motrice égale à 

S'J" = 9. R (t,)-9', R (O, 

et ainsi de suite, une ou plusieurs fois, pourvu que l'on eût à sa disposition une source 
froide d'une température inférieure à t

t
, t\, t\ ,.... 

Les mêmes considérations seront directement applicables à la fig. 1, quand 011 n'y 
concevra que deux courbes infiniment rapprochées B'B«, B',B,«,, ce qui obligera de 
mettre dq', dq, dq,, en place de q', 9, 9,. 

On aura alors, à partir d'une courbe donnée BB, jusqu'à l'axe Oc, 

S' = dqT(t)— dq,V{t,), 

et, d'une pareille bande curviligne à une autre bande adjacente, la température limite t
e 

sur l'axe dese, ira sans doute en augmentant avec c, ce qui obligera d'écrire pour une 

bande quelconque nBB,», de largeur finie, 

s! =7r(0— f ' rfî.r(f.), 

au lieu que sur la fig. 2, on aura 
f„ = constante, 

et, par suite 

S' = 9 r(r) — 9,r(i,). 

Ces considérations me semblent très-propres à bien éclaircir la signification de la for-
mule ( 3) pour un fluide élastique quelconque, et j'en conclus notamment que le pro-
duit q Γ ( t ) est la mesure rationnellement exacte de la quantité de force motrice qu'il soit 
théoriquement possible de concevoir en lieu et place d'une somme de chaleur q h une 

température donnée t. 
Les courbes B'B, Β',Β, des fig. 1 et 2 étant prolongées jusqu'à l'axe des c, on aura 

toujours 

'4) 
9' l'(f') = aire curviligne «Β'Β,Λ, -4- C, 

9 Γ ( t ) = aire curviligne μΒΒ,μ,+Ο, 

la lettre C étant employée ici pour désigner la quantité fdq, Γ {t„) de u en a,, sur l'axe 
Oc, et de la soustraction de ces deux formules proviendra la quantité parfaitement 

déterminée S de la formule ( 3 ). 
Par suite, la quantité r(r) sera Véquivalent mécanique de l'unité de chaleur à une 

température t, et, à une autre température t', l'unité de chaleur aura pour équivalent 

mécanique la quantité Γ (/'); mais en supposant que l'on doive avoir 

r ί f ) = constante G, 

cela ne changera rien à la signification fondamentale des formules (4), et il faudra alors 
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que l'on ait en principe 

(4 bits) { G q' = air curviligne uBB 

indépendamment de tout ce que l'expérience pourra faire trouver encore au sujet des 
relations des quantités q, q' avec d'autres parties des fig. 1 et 2, comme par exemple 
avec les aires ABB, A,, Α'Β'Β',Α',, etc. 

Tel est et sera toujours le point essentiel de ma théorie. Un autre point essentiel, c'est 
que, en tout état de choses, entre deux courbes données B'Bw, B\B, «, des fig. 1 et 2, 
le produit ^Γ(ί) ira nécessairement en augmentant avec t, soit que l'augmentation 
vienne du facteur q, soit qu'elle vienne de la fonction Γ (t). 

J'arrive maintenant à ce que l'on peut dire pour ou contre la relation 

r ( /) = constante. 

Je suppose que, entre deux sources de chaleur A, A' à des températures différentes 
t, t', on renonce à se servir d'un Quide élastique comme véhicule de la chaleur de A' 
vers A ; alors la transmission de chaleur se fera librement, par rayonnement ou par 
contact, de la source la plus chaude à la source la moins chaude, et l'on doit supposer 
naturellement que ce qui sortira de l'une passera intégralement dans l'autre. 

Mais si, dans ce cas-là, on écrivait 

</' = 'h 

il arriverait que la source A' perdrait une somme de force vive égale au produit q Γ(ί';, 
tandis que la source A gagnerait une somme de force vive égale au produit q Γ f t ) ; il ν 
aurait donc, une perte de travail ou de force vive égale à la différence 

q'T(f) — 7r(f) = *(r(i')-r(r)), 

ce qui choquerait singulièrement notre bon sens, puisqu'aucune entrave n'est supposée 
avoir été mise à la libre transmission de la chaleur de A' vers A. 

Pour éviter une telle difficulté, l'on devra écrire 

qT(t')- 7Γ(0 = Ο, 

tandis que, avec l'emploi d'un fluide élastique comme véhicule de la chaleur, 011 aura 

q'r(t') — qr(t) = S. 

l)e cette manière, il y aura toujours parfaite conservation de force vive, et, de plus, 
comme ce sera la quantité de force vive reçue par un corps qui fera l'augmentation 
de chaleur de ce corps, il sera extrêmement vraisemblable que ce (pie les physiciens 
sont parvenus à mesurer sous le nom d'une quantité de chaleur est précisément le pro-
duit q Γ (ί), au lieu du facteur q de mes raisonnements. A ce point de vue donc . la 
discussion se trouverait close, et l'on devrait faire 

r(r) — constante G. 
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Mais il y a à objecter que, dans ce cas-là , les formules ( 3 bis) se réduiront à 

S = {η'—q) G, 

et sembleront indiquer qu'il est parfaitement indifférent d'avoir de la chaleur à une 
haute ou à une basse température, alors qu'il est de toute évidence qu'une tempéra-
ture elevee est une chose de prix qui ne saurait plus être retrouvée gratuitement quand 
on l'aura laissée se perdre sans les précautions voulues par les fig. ι et 2 ; alors sur-
tout que les fig. 1 et 2 nous montrent la nécessité d'opérer entre des températures t, t\ 
aussi différentes que possible pour obtenir le plus de force motrice possible. 

A une telle objection, on peut répondre, à la vérité, que nous ne connaissons ac-
tuellement d'autre manière de convertir de la chaleur en force motrice que de nous 
servir de quelque fluide élastique, et que c'est la nécessité seulement d'employer un 
tel moyen qui nous oblige d'opérer entre des limites de température aussi écartées que 
possible quand nous ne voulons pas perdre bénévolement de la force motrice; qu'une 
pareille circonstance dépendante de la nature seulement des intermédiaires que nous 
sommes obligé d'employer, peut véritablement être indifférente au principe de phy-
sique rationnel d'après lequel on aura 

S= (?'-'/) G. 

Quoi qu'il en soit, à défaut d'une évidence absolue, je conserverai la fonction Γ (t1 
dans tout ce qui va suivre, d'autant plus que peut-être la présence de cette fonction ser-
vira à faciliter la transition qu'il y aura à établir un jour des effets purement calori-
fiques aux effets lumineux et électriques des corps. 

Tout ceci n'est, selon moi, que la continuation très-naturelle des recherches de 
MM. Carnot et Clapeyron, après que M. Regnault eut révoqué en doute l'égalité 

Ï=1 

CHAPITRE III. 

Etablissessement des formules génerales q = F ( t , u1)— F(i, it) du, 

dq = F [t, M) du = f ( ί, u) du, sans que Ton fasse aucune hypothèse sur 

la nature intime de la chaleur. — De la nécessité de rendre une différentielle 
exacte la relation fondamentale dQ=T [t) f {t,u) du — ρ dv, ou bien la 

relation complémentaire de celle-là dA = ί (Γ (t) F (t, «)) dt -I- ρ dv. — 

Des significations précises des quantités A, Q, R qui sont reliées entre elles 
par l'équation A -I- Q = R = Γ (ί) F (t, u), etc. 

L'aire S du quadrilatère BB'B', B, des fig. 1 et 2 devant être déterminée par la for-
mule 

S = q'r(t') — qr(t), 
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il faudra qu'on sache représenter algébriquement les quantités q, q' sans faire aucune 
hypothèse sur la nature intime de la chaleur. 

Or il est évident, à la seule inspection des fig. 1 et 2, que, pour chaque espece de 
fluide élastique, il y aura une certaine fonction F des variables t, u au moven <le la-
quelle on pourra écrire, de Β en B, le long d'une courbe ψ ( <>, μ) ~ t, 

( 5 ' 

q = F ( t, u1) - F ( t, u ) = 

et, de B' en B', le long d'une courbe φ (e,p ) — t\ 

q' = F ( t', u1) - F ( t', u ) = /— F (ί', ft du ; 

car, de cette manière , la quantité de chaleur q, le long d'une courbe BB, entre deux 
courbes données BB', Β,B',, pourra varier d'une manière quelconque de bas en haut 
sur les fig. 1, 2, et d'une manière quelconque encore d'une bande u BB, «, à une 
autre. 

En faisant, pour abréger, 

( 6 ) d F ( t, u )/ du = f( t, u) , 

<m aura , entre deux courbes infiniment rapprochées BB', Β, B',. 

( 7 ) dq —f(t, u ) du, 

dq' = fi{ t', u) du ; 

puis, quand on supposera encore 

ί' = ί -1- dt, 

on aura, d'une part, 
d'i=/(h "} du, 

d'autre part, 

dq' — f {t-\-dt, u)du = j ( t, ujdu H—— de du , 

c'est-à-dire que, pour deux points infiniment rapprochés Β, B', par lesquels on sera 
toujours libre de mener deux arcs BB,, Β' B', de l'espèce tp ( ν, ρ ) = t et deux arcs BB', 
Β, B', de l'espèce ψ (ν, ρ ) = u, la quantité dq le long de l'arc BB, sera un infiniment 
petit du premier ordre, et que la quantité correspondante dq', le long de l'arc Β' Β',, ne 
différera de celle-là que d'un infiniment petit du second ordre. 

Cela posé, quand on voudra faire aller les quantités e, ρ d'un fluide élastique le 
long d'une ligne donnée quelconque BB', Ε, on pourra décomposer l'arr ν de la ligne 
donnée en éléments infiniment petits ds représentés par BB', sur la fig. ι ; puis, au lieu 
d'aller directement de B en Β',, on pourra aller, d'une part, de B en B,, et de la en B' 
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Γ<· qui nécessitera une dépeftse de chaleur égale à dq ; d'autre part, on pourra aller 
de Β en B', et de là en Β,, ce qui nécessitera une dépense de chaleur égale à dq'. 

Donc, puisque les quantités dq, dq' ne différeront entre elles que d'un infiniment 

petit du second ordre, on pourra dire que la quantité de chaleur nécessaire pour allei 
directement de Β en B', le long de la longueur donnée ds, sera représentée, à un infini-
ment petit du deuxième ordre près, par le terme différentiel 

Pour qu'il ne reste aucun doute à cet égard, j'observe que, en tout état de choses, 
la quantité de chaleur nécessaire pour aller d'un point t, u à un autre point infiniment 
rapproché t dt, u du doit être une quantité infiniment petite , et que, par suite , 
il doit être possible de représenter une telle quantité par une expression de la forme 

Mais quand on fera du — ο dans une telle expression, on devra trouver dq — o, et, 
par suite, il faudra qu'on ait a(t, u) = o, ce qui ne permettra d'avoir généralement 
cpie dq — b (t, u) du comme par les formules (7 ). 

Dans la manière de voir de MM. Carnot et Clapeyron, la fonction fi( t, « 1 ne devait 
pas dépendre de la variable t, et, par suite, on avait 

Il était permis, enfin , de modifier la forme algébrique de l'équation 

Ψ ( " > Ρ ) = " > 

de manière que, sans rien changer à la nature de chacune des courbes BB', Β, B', sur 
la fig. 1, on avait simplement 

Mais avec l'objection faite par M. Regnault, cela ne sera plus permis, et l'on sera 
obligé de développer la formule (3) à l'aide des formules (5), (6), (7). 

Ainsi, quand on voudra trouver la somme de chaleur nécessaire pour faire aller les 
quantités ν, ρ d'un fluide élastique d'un point t„, u

t à un autre point r„ u, le long d'une 
ligne donnée quelconque BB7, E, il faudra qu'on fasse la somme de tous les termes 
différentiels 

dq = f(t, u) du. 

dq — a (t, u)dt -(- b (t, u) du. 

dq' = dq = /{'t ) du. 

dq' = dq = du. 

dq = fil' t, u) du 

le long de cette ligne, ce qui reviendra à poser 

(8)
 C

~S

 u

^
du

' 

à la condition que, pendant le cours de l'intégration , les variables t, u seront assujetties 
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à une certaine relation 

x[t, u) = o, 

qui sera l'équation de la ligne donnée en t, u, et au moyen de laquelle on trouverait 
l'équation de la même ligne en ν, ρ sous la forme 

x(<PK/>)> -M»>/>)) = °-

Quand la ligne donnée se confondra exceptionnellement avec une des courbes 

•A ( ν, ρ ) = constante u, 
on aura 

du ο , 

et le second membre de la formule (8) sera égal à zéro. 

Quand la ligne donnée se confondra exceptionnellement avec une courbe 

s> (ο, ρ) = constante t, 

le second membre de l'équation (8) sera directement intégrable, et l'on aura 

C= ί /( ', u) du — F {t, «, ) — T(t, u
t

). 

Dans tout autre cas, le second membre de l'équation (8) ne deviendra intégrable 
que lorsqu'on y aura îemplacé t par sa valeur en u tirée de l'équation 

χ(ί, u) = o 
de la ligne donnée. 

Je suppose, à présent, qu'il soit question de faire aller les quantités ν, ρ d'un fluide 
élastique le long d'une ligne rentrante sur elle-même L

0
L|j L', L, L

0
, fig. 3. On pourra 

mener, alors, une infinité de courbes aa', bb',... de l'espèce 

ψ ( <>, ρ i = constante « ; 

puis, par les points de division (a, b), («', b') où ces courbes-là rencontreront la 
ligne rentrante sur elle-même L„L', L', L, L

0
, on pourra mener des courbes de l'es-

pece 

φ (ν, ρ) = constante r, 

de manière à former une infinité de petits parallélogrammes acbd, a'c' b' d', composes 
chacun de deux triangles, tels que aeb, adb,... et a'e'b', a' d'b',.... Je suppose en-
core, pour mieux fixer les idées, que, de L, à L'

u
, la ligne rentrante sur elle-même se 

confonde avec la courbe initiale 
ψ [V,P} ~ u„, 

et, de L, en L' , avec la courbe finale 

■Hv>p) =u1 
Tome XVIH.—· OCTOBRE iS53. 4Q 
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Cela posé, on comprendra bien clairement comment la formule (8) fera trouver 
des quantités de chaleur égales à zéro le long de chacune des longueurs H.

0
 L'„ L, L',, 

tandis que, de L„ en L,, en suivant la ligne dentelée qui proviendra de tous les trian-
gles adb, ou bien la ligne dentelée qui proviendra de tous les trianglc-s aeb, on aura, 

de l'une ou l'autre manière, à un infiniment petit près, 

C = f f{t,u)du, 

quand on ira de L, en L,, et, au contraire, 

— C —Ç f(t,u)du, 

quand on ira de L, en L». 

Pareillement, de L·', en L',, on aura 

C'= f f{t',u)du, 

et, au contraire, de L', en L',, 

— C'= f f(t', u) du. 

Ainsi, la formule ( 8 ) aura la propriété de faire trouver chacune des quantités C, C 
avec le signe -t- ou avec le signe —, selon que de la chaleur devra être fournie ou ôtée 

au fluide élastique. 
Il s'ensuit que, dans le cas où l'on aurait besoin de connaître la difference 

C — C = f f(t',u)du— f f{t,u)du, 

il ne serait pas nécessaire de calculer séparément chacune des quantités C, C' pour en 
prendre ensuite la différence, et que l'on parviendrait exactement au même résultat 
si l'on s'avisait de faire l'intégration de la formule (8) tout à l'entour de la ligne ren-
trante sur elle-même L,L',L',L,L

t
 jusqu'à revenir au point de départ, dans le sens 

indiqué par des flèches sur la fig. 3. Le résultat ne dépendrait pas du commun point 
de départ et d'arrivée de l'intégration sur la ligne L„L',L', L,L,, et il serait exacte-
ment de signe contraire si l'on opérait en sens contraire sur la fig. 3. 

Pour indiquer une telle opération algébrique tout à l'entour d'une ligne rentrante 

quelconque de longueur s, j'écrirai 

C' — C.=J
S
f{t,u)du. 

Je veux d'ailleurs laisser indécise ici la question de savoir s'il n'y aura pas un véri-
table contre-sens, au point de vue physique des choses, à faire la somme algébrique de 
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différentes quantités de chaleur dq, dq' venues de températures très-différentes t, t', 
alors que la fonction universelle Γ (t) ne sera pas remplacée par une constante dans la 
théorie. Ce que j'ai en vue seulement en ce moment, c'est de parvenir à la représen-
tation algébrique bien complète de toutes choses sur la fig. ι sans faire aucune hypo-
thèse sur la nature intime de la chaleur, et ce but-là, je l'atteindrai manifestement en 
ne me servant que des formules (6), (7), (8), sauf, ultérieurement, à y joindre telles 
conditions restrictives que l'expérience ou le raisonnement pourront indiquer. 

Ainsi, pour deux courbes infiniment rapprochées 

+ = Ψ ("»/>) = " + du, 

la formule (3) deviendra 

dS = Γ ( t') dq' — Γ (f) dq = Γ u) du — Γ , « ) du. 

Ce sera l'aire de l'une des bandes aa' b' b de la fig. 3 , et pour la somme de toutes les 
bandes analogues, comprises dans la ligne fermée L„L'

0
 L', L, L„, on aura 

S —f Γ (t')f(t', u) du — f Γ(t)f(t,u)du, 

la première intégrale du second membre devant être prise de L'
0
 en L',, et la seconde 

de L0 en L,. 

Il suit de là que, en écrivant généralement 

S =j* r (t)f(t, u) du, 

et en convenant de faire l'intégration du second membre tout à l'entour de la ligne 
fermée Loi/,, L', L, L, dans le sens marqué par des flèches sur la fig. 3, on trouvera 
identiquement le même résultat sous la forme plus simple 

(9) s= J r
 (')/('. u)du, 

les variables t, « devant être assujetties tout à l'entour de l'aire S à une certaine rela-
tion 

x{t, u) — o, 

qui sera l'équation de la ligne s en t, u, et au moyen de laquelle on trouverait l'équa-
tion de la même ligne s en c, ρ sous la forme 

ztïKp). Ψ (",/»)) = ο. 

La quantité S ressortira, d'ailleurs, du calcul avec le signe -t- ou avec le signe —, 
selon qu'on effectuera l'intégration dans le sens des flèches marquées sur la fig. 3, ou 

49-
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en sens contraire, c'est-à-dire selon que la quantité S représentera du travail produit 
ou do travail consommé. 

Quant à la signification physique de la formule (9) , rien n'empêchera de concevoir 
une infinité de sources de chaleur A' à toutes les températures t' qui régneront progres-
sivement le long de la ligne L', L, et une infinité de sources de chaleur A à toutes les 
températures t qui régneront progressivement le long de la ligne L

0
 L,. En employant, 

alors, successivement chacune des sources A' à fournir au fluide élastique une quantité 
de chaleur dq' avec une différence de température sensiblement nulle , et, pareillement, 
chacune des sources A à enlever au fluide élastique une quantité de chaleur dq, aussi 
avec une différence de température sensiblement nulle, la formule 1 9) représentera le 
maximum de force motrice théoriquement possible avec toute- les quantités de chaleur 
dq' enlevées aux sources A' à des températures inégales t ' et avec toutes les quantités de 
chaleur dq cédées aux sources A à des températures inégales t, ou, réciproquement, 
ce sei a la quantité de force motrice qu'il faudra dépenser pour enlever toutes les quan -
tités de chaleur dq aux différentes sources A et pour céder toutes les quantités de cha-
leur dq' aux différentes sources A' ; car l'opération directe et l'opération inverse seront 
également possibles, et, par suite, il ne saurait y avoir aucune perte ni dans l'un ni 
dans l'autre cas. 

De cette manière, la formule (9) aura, par rapport à une etendue quelconque S sur 
la fig. 1, la même signification que la formule ( 3) par rapport à l'aire quadrilatérale 
BB'B', Β,, et, en effet, dès l'instant qu'on voudra faire une application de la for-
mule (9) à l'aire quadrilatérale BB'B', B, de la fig. 1, on retrouvera identiquement la 

relation de principe 
S=7'r(f') — qr(t). 

Mais toute aire S délimitée par une ligne rentrante sur elle-même, telle que 
L„ L'

0
 L', L, L

0
 sur la fig. 3, pourra être déterminée aussi par une application de la for-

mule 

! 9 bis) S=

X
 Ρ

'
1ν

' 

en lieu et place de la formule ( 9 ) ; l'intégration devant être faite dans le même sens de 
l'une et l'autre manière tout à l'entour de la ligne L, L'

0
 I-', L, L„. 

Donc, on aura à ia fois les formules (9) et (9 bis), la dernière d'une manière géo-
métriquement évidente, et l'autre d'après un mode de raisonnement analogue à celui 
de M. Carnot. 

Donc, enfin, la différence 
Γ ( t ) j ( t, n ) du — pdv 

devra être la différentielle exacte d'une certaine fonction Q, et l'on aura la relation 
fondamentale 
(10) r/Q = Γ(ί)/(ί, u)du —pdv. 
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Dès lors une certaine condition devra être remplie, sans quoi la formule fio) de-

viendrait absurde, c'est-à-dire sans quoi les aires S des équations (9) et (9 bis) ne 
pourraient être égales. 

Pour trouver la condition en question de la manière la plus simple, j'imagine que 
les equations fondamentales 

?(v,P:=t, ψ (·',/>)=" 

aient pu être résolues en ν, ρ et aient fait trouver les relations équivalentes 

" = « (r, "), 

ρ — β (t, u), 

au moyen desquelles on aura généralement 

dv = dt H du, 

dp = — dt -| du. 

L'équation ( 10) deviendra alors 

d^=\r{t)f{t,u)— p—yiu - r dv / dt 

et entraînera les deux relations distinctes 

r ( t ) f( t, u) - P dv 

- u dv / dt = dO / du 

ce qui exigera que l'on ait 

d dt ( T (t) f(t, u) - P dv) = 

et, en développant, 

M .j - (t)f{t, «)J = -\p _j - -\p - j = _ _ _ £dv / dt 

En multipliant ensuite par p, et en y substituant 

dv , > c, dQ 
du du 

dv dO 
Pdt= "Λ' 
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on aura· 

,Î,p(.
1
/„,.

)
)-fr

 UW,^ = T£-T.i· 

mais, par cette transformation, l'équation (ι i) se confondra avec celle que l'on trou-
vera directement en cherchant à rendre une différentielle exacte la valeur de dv tiree 
de l'équation ( ι o) sous la forme 

* =r(t)/
^ du -12 = "

{t)/{t
'

U)
 ± d

t
. 

Ρ Ρ Ρ Ρ 

Ce sera donc une seule et même chose que de vouloir rendre une différentielle 
exacte eu t, a, soit rfQ, soit dv, dans l'équation (10). 

On pourra aussi prendre ν, ρ comme variables indépendantes. Il faudra alors que, 
dans le second membre de l'équation (ίο), on fasse usage des relations primitives 

t = f(r,p), 

u = $(v,p), 

au moyen desquelles on aura généralement 

dt=dvdV + Tpdp> 

Eu posant ensuite 

duz=z—d»->r—dp. 

r (*)/(', «)j£ = x. 

r
(<)/(', «)J =

 Y
' 

l'équation (10) se réduira à 
rfQ = (X — p) dv Y dp, 

et entraînera les deux relations distinctes 

Y n-dQ 

t — -J- 1 

ce qui exigera que l'on ait 

ou 
dp^ P^ ~ dv '' 

dX d\ _ 
dp dv 
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En faisant encore 

Γ (t)f{t,u)=:Z, 
on aura 

x = z^. 

Y=Z^, 

et, en considérant d'abord Ζ comme une fonction inconnue en ν, ρ, la condition 
trouvée deviendra 

d ( du ) d ( du) = dZ du 
T =dp \ dv ) dv \ dp / dp dv dv dp 

En considérant ensuite la même quantité Ζ comme une fonction donnée en t, a , 
on aura 

Î/Z dΖ (t, u\ dt dX (t, u) du 
dp dt dp du dp ' 

tfZ dZ(t,u)dt dZ{t,u) du 
dv dt αν du dv ' 

et, par suite, la condition nécessaire se changera en 

<i2i
 *~^J· 

(le sera l'équation ( 11) mise sous une nouvelle forme, et quand on ν fera 

du _ X P + Hv 
dv ~ r{t)/(t,u)~ r(i)F(r, «)' 

RFQ 

du __ Y _ dp 
dp~ r(t)V{t, u) ~ Γ (r) F (t, «)' 

on trouvera encore 

,„u.)
 rl')F|',.) ,

p + dQ /dv ) dt / dp 
d / dt ( r ( t ) F ( t, u) ) 

D'autre part, on conclura de l'équation (ίο), 

Ρ
+άΛ 12 

du =—z— ~z μ
' 

et, pour que cette expression de du devienne une différentielle exacte, il faudra que 
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l'on ait 

d / dp ( p + dO/ dv) 

ou, en développant, 

Z ( 1 + d'Q / dvdp) - (p + dQ/dv) 

puis, en réduisant, 

Z = ( p + dQ/dv) 

En y remplaçant, enfin , les dérivées de la quantité Ζ en ν, ρ par les valeurs déjà 
connues de ces dérivées en fonction des dérivées correspondantes de la même quan-
tité Ζ en t, u, et en tenant compte de la relation auxiliaire assez facile à trouver, 

p + dQ / dv 

on retombera précisément sur l'équation (12 bis . 

Ce sera donc aussi une seule et même chose que de vouloir rendre une différentielle 

exacte en ν, p, soit dQ, soit du, dans l'équation (10). 
Et, en effet, il ν a un théorème général d'après lequel toute expression de la forme 

X dx -+- Y d r -h Ζ dz — ο, 

qui est une différentielle exacte, reste encore une différentielle exacte quand on en tire 

l'une quelconque des trois différentielles dx, gy, dz en fonction des deux autres. 
Le théorème persiste, d'ailleurs, quand on exprime une ou plusieurs des quantités 

x,y, ζ en fonction d'autres variables indépendantes ; par conséquent, quand on join-

dra à l'équation ' 10) les deux relations fondamentales 

p ( v, p) = t , Y ( v, p) 

et qu'on passera successivement à toutes les combinaisons possibles des quantités Q, 

ν, ρ, t, u prises deux à deux, l'on se trouvera conduit naturellement à un grand 

nombre de manières différentes d'exprimer une seule et même chose, qui se réduira 

au fond à la nécessité de pouvoir envisager l'équation (10) comme une pure identité pai 

rapport à deux quelconques des quantités Q, ν, ρ, t, u qui s'y trouveront actuellement 

ou qui pourront y être introduites, à volonté, d'après les autres relations du sujet. 

L'une ou l'autre des équations ( 11 ) et ( 12 ) eût pu être trouvée plus simplement, en 

apparence, si, dans la relation connue 

dS = r{t')dq' — Î{t)dfj = ( rr (t)f(t, «i| du. 

on avait fait 
;'=( + dt, 
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ce qui eût donné, pour l'aire quadrilatérale infiniment petite BB'B', Β,, 

dS=4-(T{t)/(t, «)) dtdu = dtdu, 

tandis que, d'un autre côté, on eût pu déterminer synthétiquement sur la fit;. ι la 
grandeur de la même aire dS, d'après les équations supposées données, 

<?{v,p) = t, y(v,p) = t+ dt, 

ty[v,p)—u, ψ (ν, ρ) = u -t- du, 

des quatre arcs de courbe qui servent à renfermer l'aire d S , et que, enfin , on eût pu 
égaler les deux expressions. 

Mais, de cette autre manière, on se fût trouvé engagé dans des combinaisons syn-
thétiques assez pénibles et différentes pour chaque système de variables indépendantes., 
sans la moindre idée de la diversité des formes et de la signification multiple des équa-
tions 11), (i t bit), (12), (12 bis), (i3), (i3 bis), etc., qui acquerront une très-grande 
importance par la suite. 

Ainsi, par exemple, M.Thompson a jugé convenable de prendre e , ? pour variables 
indépendantes, ce qui obligerait à de nouvelles recherches synthétiques, tandis que. 
au moyen de la formule (10), on aura à faire immédiatement 

/ \ t, it) du — fit, u) ~ dv -+- f( t, u) ~ dt. 

Cette expression ayant été représentée par M. Thompson dès l'abord par 

M dv 4- Ν dt, 

on voit que la formule (10) deviendra 

rfQ (Mr (t) — /;) dv -t- N'rOVt, 

et entraînera les deux relations distinctes 

Mr(t)-/j = J 

χ- , ■ dQ 
= dt 

ce qui exigera que l'on ait 

4 ( M Γ IF 1 — Ρ 1 = — F Ν Γ ( T} 1, 

ou 

-±-= — Mr(ti| -|Nrû | = j —— -t- r ' Ι 

Tome XVili.—OCTOBRE F8.Ô3 
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On aura , d'ailleurs, 

Mr(t) = r(t)f[t,u)£ = z£, 

Nr(f)= r(t)f(t,u) ̂  = zdu / dt 

et, par suite, en considérant d'abord Ζ comme une fonction en v, t, 

dt dt \ dv J di' U dt J dt dv dv dt 1 

puis, en considérant Ζ comme une fonction en u, t, 

dZ dZ du dZ 
dt du dt dt ^ ' 

dZ / dv = dz / du du / dv + dZ / dt 

et, en substituant dans la relation précédente . 

<·3> Έ = ΛΛ=5(Γ<''/ί'·"»3ί' 

Ce sera la même condition que celle des équations ( 11 ) et ( 12 ) ; puis, quand on en éli-

minera la dérivée partielle — au moyen de la relation connue 

r(0/(L = ΜΓ(() —f + ^7' 

elle se changera en 

. O L ■ \ r(t)f(t,u) P+ dv 

d / dt ( p + d Q /dv) 

et ne différera pas de ce que l'on trouvera directement quand on voudra rendre une 

différentielle exacte la valeur de du tirée de la formule (10) sous la forme 

du = p + dQ / dv / z dv +dQ dt / dt /Z dt 

On pourrait de même prendre comme variables indépendantes (ρ, 1), [v, u), (p, «j, 

et toujours la nécessité de rendre une différentielle exacte le deuxième membre de 

l'équation (10) ferait trouver de la manière la plus simple la condition qui devrait 

avoir lieu entre les fonctions Q, Γ (*),/(/,«) et les autres quantités du problème 

V.p, t, u. 
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L'équation (10) devra subsister, en un mot, comme une pure identité entre les 
quantités Q, i>, p, t, « par rapport à deux quelconques d'entre elles comme variables 
indépendantes, et, par suite d'une telle identité, il devra être possible d'en tirer sous 
la forme d'une différentielle exacte chacune des quantités infiniment petites dQ, dv, 
dp, dt, du. C'est là ce que je suis parvenu à exprimer de différentes manières par les 
équations (ι ι), (· t bis), (ta ), (12 bis), ( i3), (i3 bis), et ce que je pourrais exprimer 
encore d'un grand nombre d'autres manières , qui seraient toutes parfaitement équi-
valentes entre elles, en ce que chacune d'elles n'exprimerait que l'idée mère d'une pure 
identité de l'équation (10) par rapport à deux quelconques des quantités Q, »,p, 
t, u prises comme variables indépendantes. 

Si la formule (10) n'avait pas d'autre avantage que celui-là, on pourrait tout aussi 
bien, en place de l'équation ( 9 bis), écrire 

S = —J "fyi 

le sens de l'intégration étant le même que dans la formule ( 7 ), c'est-à-dire le même 
que celui des flèches marquées sur la fig. 3, et, alors, on serait conduit à rendre une 
différentielle exacte la quantité 

r (*)/(*> U.)du->r νdp. 

Cela reviendrait à faire, dans l'équation (10), 

ρ dv■— d (<p) — ρ dv, 

et, par suite, à poser 

(10 bis) d(Q vp) — Γ (t)f(l, u) du vap, 

ou bien, en se servant de l'équation (6), on pourrait écrire d'abord 

rfQ = — (Γ [t) F (t, a)) du- — ρ dv, 

puis, on observerait que, en désignant spécialement par d( Γ ( t) F ( t, u ) j la diffère·· 
tielle complète de la fonction r(f)F(f,«),on aura en principe 

d{r{t)F(t, u))—-^(r(t)T(t,u))du + j
t
(r(t)F(t,u)) dt, 

et, par suite, en en retranchant l'équation (to), 

(10 ter) rf(r (f)F(t, «) — Q) = -^(Γ (t) F (f , 4- ρ de. 

En retranchant encore de eelle-là l'expression 

d{vp) = vdp ρ dv, 

DO. 
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on aurait la quatrième transformée 

( 10 quater) (/) F(t, u) — Q — vp) = — (Γ (t) F (i, a)) dt — "dp, 

et il devrait être parfaitement indifférent, an point de vue abstrait des choses, de 
rendre une différentielle exacte le second membre de celle des quatre équations (to), 
(10 bis), (10 ter), 10 quater) que l'on voudrait. C'est, en effet, ce que l'on parvien-
drait à verifier directement stir chacune des équations en question , en faisant attention 
seulement que , a raison de la formule (6 ), on aura 

d / dt ( T (t)) 

et que, en même temps , l'aire quadrilatérale infiniment petite BB' Β", B, des fig. ι et 2 

devra être identiquement égale à 

d² (T(t)) 

Mais l'équation 10) méritera d'être distinguée tout particulièrement de chacune des 
trois autres, en ce que la quantité Q qui s'y trouve au premier membre acquerra une 
signification physique très - nette et très-importante, ainsi que je vais le faire voir. 

Le deuxième membre de la formule (10] devant toujours être une différentielle 

exacte, il s'ensuit que, en intégrant la formule (10) le long d'un arc de courbe quel-

conque s d'un poÎDt t, u à un autre point t', u' sur l'une des fig. 1 et 2 , on trouvera 
toujours le même résultat, quel que soit l'arc de courbe s le long duquel on fera l'inté-

gration. 

Ainsi, la fonction Q aura une valeur parfaitement déterminée au point t, « et une 

autre valeur parfaitement déterminée au pointt', u'. 
Quelle que puisse être la courbe s qu'on mènera du premier point au second , on 

aura toujours identiquement 

Q' - S = / 

Chacune des intégrales définies du second membre variera très-manifestement avec 

la forme de la courbe s , mais la différence de ces intégrales ne changera pas. 

Cela étant, on n'aura qu'à choisir des courbes qui puissent annuler respectivement 

l'une ou l'autre intégrale définie , et l'on comprendra très-clairement sur les fig. 1 et 2 

la signification de la quantité Q. 

Je fais d'abord u — constante, et, par suite, du — o, ce qui reviendra à aller de Β 
en B' sur les fig. 1 et 2 j alors l'équation précédente se réduira à 

Q' = Q-(- aire ABB'A'. 

Donc, de B en B', sans addition ni retranchement de chaleur, la quantité Q aug-
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mentera exactement de la quantité de travail qu'on dépensera pour produire un tel 
effet physique ; cette quantité de travail restera emmagasinée dans le gaz tant que les 
variables ν, ρ, t ne changeront pas, et quand on reviendra de B' en Β , le gaz restituera 
une telle quantité de travail, ce qui fera une diminution égale dans la quantité O'. 

La quantité totale de travail qu'un gaz pourra restituer sans addition ni retranche-
ment de chaleur à partir d'un point donné Bse trouvera représentée manifestement par 
l'aire triangulaire ABtt sur lesι et 2 ; mais, au point «, sur l'axe Οc, on n'aura 
pas Q' = o. 

Si l'on désigne par «
A
 la valeur particulière de u pour celle des courbes ψ {<■', ρ) = « 

qui passera au point A, et par Q
A
 la valeur correspondante de la fonction Q, on aura 

manifestement du point A au point u, en désignant par l„ la temperature constante ou 
variable qui régnera le long de l'axe Oc, 

Q' = Q
A

 + f Γ (t„)/(*„, u) du, 

puis, de u en B, le long de la courbe u = constante, on aura 

Q = Q' -+■ aire A u B ; 

par suite, en y substituant la valeur de Q', 

Q = Q
a

 "+" f r ('»)/('„, u)dn aire AuB. 

Cela signifie qu'on pourra faire naître dans le fluide élastique la quantité Q qu'il 
possédera en B, en lui communiquant d'abord la quantité de chaleur nécessaire pour 
faire aller le volume ν du fluide de O en A, et de là en u le long de l'axe des ι , sans 
faire aucune dépense de travail, et à comprimer ensuite le fluide élastique de u en li 
le long de la courbe «B, en dépensant une quantité de travail égale à l'aire A«B sans 
ùter ni retrancher de la chaleur. 

La même quantité Q pouvant être produite dans le fluide élastique le long de toute 
autre courbe, je supposerai, en second lieu, que l'on veuille faire'aller les variables 
r, ρ du fluide de A en B le long de la perpendiculaire AB; alors l'intégrale de pdi 
sera nulle, et l'on aura 

Q = Q A+f Γ du. 

Ce sera une dépense purement calorifique qui fera naître la quantité Q, et il faudra 
que les deux expressions trouvées soient identiques. Delà formule (9), appliquée tout 
à l'entour de la ligne fermée AB u A, on conclura, en effet, 

aire ABu = /r (')/(', u) du — f Γ u) du, 

et, au moyen de cette relation, l'identité en question sera parfaitement évidente 
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Ainsi ta fonction Q représentera la quantité de travail ou de force vive susceptible 

cCétre produite par la totalité de la chaleur contenue actuellement dans un gaz ou dans 

un fluide élastique au point Β des fig. ι et 2. 

Mais de la quantité totale Q, le fluide ne sera capable de restituer qu'une partie égale 

à l'aire du triangle ABu. Quand cette partie aura été restituée, le fluide se trouvera 

constitué sous une pression égale à zéro, et la chaleur qui s'y trouvera encore ne 

pourra être convertie en force motrice qu'autant que l'on parviendra à faire passer cette 

chaleur dans un autre fluide élastique susceptible d'être constitué sous une pression 

suffisamment élevée à la température t„, où le précédent fluide atteignait la limite ρ = ο. 
Pour exprimer simplement une propriété aussi importante que celle-là dans la théo-

rie des effets dynamiques de la chaleur, je désignerai à l'avenir par Β l'aire du triangle 

A//B, et je conclus de ce qui précède que l'on aura, d'une part, 

(-4) 

B = /ί Γ {t)f[t, u) du— / r(f,)/(r,,«)rfu, 

d'autre part, 

Q = Qa +V{t)f(t, u)du = Q
A
 -t- I Γ (to)/(f«, u)du -f- B, 

l'une des intégrales devant être prise de u
K
 à « le long de la perpendiculaire AB, et 

l'autre de «A à a le long de l'axe Oc. 
J'observe encore que, dans le second membre de l'expression de Q, la somme des 

deux premiers termes sera une certaine fonction ω (a) de la seule variable «, ce qui 

permettra d'écrire 

(4 bis) 
&,

(») = Q
A

-T~f T{t„)f{t
c

,u)du, 

Q — ω ( u ) -1— Β. 

Je veux faire voir enfin que, si telle est la signification de la quantité Q en un point Β 

de la fig 1, la même signification se reproduira d'une manière bien évidente quand 00 

passera de Β en B', le long d'une courbe quelconque BB',. 

L'intégrale de la formule (10) me donnera, en effet, de B en Β',, le long d'un arc de 

courbe quelconque Β Β',, 

Q' - Q =Γ (t)f(t, u) du — aire ABB', A', . 

D'autre part, en remontant à la signification bien connue des quantités qr{t), 

q'r(t') des formules (3), (4) et (5), ou en appliquant directement la formule (9 , 

j'aurai 

rui 
aire uBBu=■ Γ«)</«— I Γ(ί„)/(ί„, «) du, 



PURES ET APPLIQUÉES. 3
9

5 

et, en éliminant l'intégrale commune des seconds membres, je trouverai 

Q' — Q -- aire «ΒΒ',α, — aire ABB',A', 4- Ç Γ (t„)f(l„,u) du ; 

puis , en ν substituant la valeur de Q des formules (i4; et en transposànt 

Q' = Qa +Γ (/,)/( 4-Β 4- aireaBB', «, — aire ABB', A', -4- I Γ {t„)f{t
t
.,u}du. 

Mais, à la simple inspection de la figure, en désignant par B' l'aire triangulaire 
Α',Β' M, , on aura 

Β' = Β 4- aire « BB', «, — aire ABB', A', ; 

d'autre part, les deux intégrales partielles le long de l'axe des u, l'une de A en u, l'antre 
de u en «,, se réuniront en une seule, et l'on aura enfin 

Q — Q
a
 4- Ç Γ (hi)./"(F>ι du 4- Β' — ω («,) 4- Β . c. <r. F. Γ»-

En résumé, la fonction Q des équations (ίο) et (i4) représtntera cette somme de 
travail ou de force vive de laquelle différents savants se sont occupés avec tant de per-
sistance depuis les travaux de M. Carnot, comme devant être le parfait équivalent 
mécanique de la quantité totale de chaleur contenue dans un fluide élastique. 

La somme Q se composera de deux parties, dont l'une, égale à l'aire Β du triangle 
ABM, sera susceptible d'être restituée, en effet, par la dilatation d'un fluide élastique 
le long de la courbe Β u, fig. ι, et. dont l'autre ω (u), égale à l'intégrale du terme ca-
lorifique Γ (fii)y(L, «) du le long de l'axe des ν sous une pression ρ = ο, ne pourra 
être convertie réellement, en force motrice qu'autant que l'on saura faire passer la 
chaleur encore existante du premier fluide dans un autre fluide, susceptible d'être 
constitué sous une pression suffisamment élevée à la température t

0
 où le premier fluide 

atteindra la limite ρ = ο; cette autre partie méritera d'être nommée la quantité de 
force vive latente d'un fluide élastique sous une pression nulle. 

Dans la discussion de la fonction Q, j'ai mis à dessein Q
A
 pour la quantité de force 

vive lateBte d'un fluide élastique en un point donné A sur l'axe Oc de la fig. ι, afin 

de ne pas distraire l'attention de mes lecteurs par des idées de liquéfaction et de solidi-
fication qui se présentent naturellement à l'esprit quand on songe au fait physique du 
refroidissement indéfini d'un fluide sous une pression ρ — ο jusqu'à la temperature 
la plus basse possible dans la nature. 

Mais je puis dire, à présent, que la fonction ω(«) peut et doit naturellement être 
conçue comme ayant pour point de départ le moindre volume possible d'un corps à 
l'état solide sous une pression nulle. 

La fonction Q ayant été ainsi bien exactement définie d'après les formules (IOV 
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01 :14), alors que la condition voulue par les équations (11),..., (i3) est supposée 
remplie, on connaîtra en même temps la fonction Q -+- vp de la formule (10 bis} ; ce 
sera l'aire Β augmentée du rectangle OABG, plus la fonction ω(u); on aura, en un 

mot. 
Q vp =· ω (α) -+- aire 0« BG, 

et, d'après l'équation ( 10 bis) , 

rf(Q -+- vp) = Γ (t)f(t, u) (la ν dp. 

Pour parvenir à interpreter tout aussi clairement les équations ( ι ο ter) ,(10 quater). 
il faut que je découvre la signification de la fonction Γ (f) F (t, u) sur la fig. 1. 

.le remonte donc a la formule (9) et je m'en sers pour trouver l'aire I,IBuI„ com-
prise entre une courbe donnée quelconque 1,11', la courbe IB ou y (e, ρ ) = constante t. 
la courbe BU ou Ψ(", ρ) = H, et l'axe OP. 

Je désigne par u\ la valeur particulière de la variable u au point I, et, alors, 
comme la variable t sera constante le long de l'arc IB, j'aurai, de I en B, la quantité 

partielle 

n»/(' ,a)d" — r(e)f f[t, u)du Τ- Γ(ί) F(i, u) — r (t)F(r, «i). 

De Β en u , je trouverai ο , à cause de 

u = constante, du — o. 

Le long de l'axe des ν rien ne m'empêchera d'aller d'abord de u jusqu'en Ο, sauf 

ensuite à revenir de 0 en I
0
 avant de remonter le long de la courbe donnée I„ 11'. 

J'aurai, de cette manière, de u jusqu'en O, la quantité connue ω (B) prise avec le 
signe — , c'est-à-dire 

- w (u)' r('»)/('«, u)dn = — f r(r,)/(r
0

, 

Puis de O en I,, et de là jusqu'en I le long de la courbe donnée I, II', je trouverai 
l'expression 

f r(t)f(t,u)du, 
o 

dans laquelle les variables t, u devront être assujetties pendant le cours de l'intégra-

tion à une certaine relation 
χ (/, «) = o, 

qui sera l'équation de la ligne donnée 01,11'. 

Pour plus de simplicité , et pour bien fixer les idées, je désignerai par f
0

, «„ les va-

riables f, « à partir du point O, et alors l'integrale en question pourra être déterminée 
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à voient»· sous la forme 

a (t) — a(t0), 
ou sous la forme 

b ( «j ) — b ' «0). 

Si la lettre t ne devait servir qu'à désigner un nombre déterminé, il serait parfaite-
ment indifférent d'employer l'une ou l'autre forme ; mais quand il s'agira de trouver 
une expression générale qui puisse être applicable à tous les points I, I',... où la 
courbe donnée I

0
II' sera rencontrée par différentes courbes BI, B'I' de l'espèce géné-

rale ®(c, ρ) — t, alors il est clair que les quantités t, tq devront elles-mêmes être 
assujetties à l'équation de la courbe donnée , et que l'on devra avoir 

x(t, «t) = o, 

ce qui reviendra finalement à représenter la quantité cherchée par une certaine fonc-
tion de la variable t seulement. 

Donc, en ajoutant toutes les quantités partielles à l'entonr de la ligne fermee 
IB« I, 01,1, et en ayant égard à cette dernière considération. on trouvera 

aire IB»I„1 Γ 11) F (f, «) — Γ ( t) F (r, ο — ω ( α) + « ( f— a (r0), 

et le deuxième terme du second membre ne sera lui-même qu'une certaine fonction de 
t, à cause de la relation χ (θ"ι) = ο au point limite I. 

J'observe, en outre, que, lorsqu'on s'avisera de calculer l'aire ΟΙ, 1H comprise entre 
les deux axes Oc, Οψ et une courbe donnée 1,11' jusqu'au point de rencontre I de cette 
courbe avec l'arc BI ou y [ν,ρ) = t, on trouvera nécessairement aussi une certaine 
fonction de t que je représenterai par x{t). 

Donc, en désignant par C l'aire OHIBe, on aura généralement 

f» — F(t)F(l,rt) — H-O — ω ( t» : -f- a [ΐ ' — ο ( : -f- x(t :. 

Or, rien ne changera dans la relation connue 

Sr. I r/F ι f, u) 

du 
quand on augmentera la fonction Fit,/»; d'une fonction arbitraire de t, et l'égalité 
precedente subsistera après comme avant, parce que les deux premiers ternies du 
second membre augmenteront d'une même quantité l'un et l'antre, et que les trois der-
niers ne changeront pas. 

Donc, quelle que soit la courbe donnée OUI', la fonction F(/,« ; pourra toujours 
être modifiée par l'adjonction d'une certaine fonction de Λ de manière que l'on aura 
simplement 

( 15 ) 

C = r(r)F(r,«) — ω (« , 

ou inversement, 

Γ (f) F (f,«) — C -t- ω (α ), 

Tome XVIU. — OCTOBRE ÎH ij. 5 I 
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la fonction ω («) de cette dernière équation étant précisément la même que celle des 

équations (14) et (14 bis 1, c'est-à-dire la quantité que l'on trouvera en posant 

W

(") = Q s + f Î{h)f{t„,u)du = f r(t,)/(t,,u)du = f Γ(/") ' d"· 

Dès lors, la fonction r(r) F(t,u) — Q du premier membre de l'équation (10 ter) 

représentera l'aire OABIH sur la fig. 1, et, si je conviens de désigner cette aire par la 
lettre A, les équations (10 ter) et (10 quater) deviendront respectivement 

dk = ̂ (
r

(r) F(t,u))dt + pdv, 

d(k — rp) = ̂ (r (f)F(r,«)J dt — fdp. 

On aura, en même temps, sur la fig. t, 

C = A B, 

et, par suite, en substituant cette valeur de C dans la seconde des formules (i5ï, 

Γ ( t) F (r, n) — A —Β -H w ( u,) — A -f- Q. 

Quelles que puissent être du reste les valeurs des fonctions A,Q, dès l'instant qu'on 
s'avisera de faire la somme d A d Q, on trouvera par l'addition des équations (10) et 
(10 ter), comme aussi par l'addition des équations (10 bis), (10 quater), 

dk -nrfQ- rf(r(f)F(r,«)), 

et, par suite, sous forme finie, en disposant convenablement de la constante qui pro-
viendra de l'intégration

 r 

A -t- Q — Γ (/) F (<,«). 

U est tout aussi facile de voir que si, sans connaître encore la signification de la 
fonction A, je m'avisais de raisonner directement sur le second membre de l'équa-
tion (10 ter) comme j'ai raisonné sur le premier membre de l'équation (to), je par-
viendrais à démontrer que toute aire S délimitée par une ligne fermée s, pourra être 
calculée exactement par une application de la formule nouvelle 

(>6) S=£j
e
(r(r)F(r,u))dtdu, 

en lieu et place de la formule (g), à la condition que, après avoir effectué d'abord la 
différentiation indiquée sous le signe de l'intégration par rapport à la seule variable t, 
on établira ensuite entre t,u, la relation voulue χ(ί,«) == ο tout à l'entour de la ligne 
s, avant de procédera la sommation des termes différentiels qui en proviendront. 
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Mais aii lieu de raisonner ainsi, il me paraît préférable de remonter à la commune 
origine des formules (9) et (16). 

J'observe donc que la fonction composée Γ (t) F ( f, « ) est la double intégrale par 
rapport aux variables /, u de la différentielle seconde 

^(r(r)F {t,n))dtdu, 

et, comme il a été démontré plus haut que, d'après les formules (3) et (7), cette dif-
férentielle doit être identiquement égale à l'aire infiniment petite ΒΒ'Β',Β, de la fig. 1, 
comprise entre deux courbes infiniment proches, 

a(o,p)~t. y(v,p) — t +■ dt, 

et deux autres courbes infiniment proches 

ψ (e,/>) = «, i/{v,p) = u + du. 

j'en conclus que l'intégrale en question, augmentée d'une fonction arbitraire de t et d'une 
autre fonction arbitraire de », doit être l'expression générale de toute aire S suscep-
tible d'être délimitée sur la figure par deux courbes 

?(e ,p) = t, Ή">Ρ)-= u 

et une autre courbe quelconque située en deci de celles-là. 

Pour le faire voir bien clairement et pour reconnaître en même temps ce qui devra 
servir à déterminer dans chaque cas particulier les fonctions arbitraires en t et en α de 
l'intégrale générale, je retourne à la fig. 3, et, après y avoir mené une multitude de 
courbes infiniment proches de chacune des espèces y, ψ à travers l'étendue S ayant pour 
contour une ligne fermée quelconque s, j'essave de faire la somme de tons les paral-
lélogrammes infiniment petits dans lesquels se trouvera partagée l'aire entière S. 

Chacun des petits parallélogrammes sera mesuré par la différentielle seconde pro-
posée, et je pourrai d'abord faire la somme de tous les parallélogrammes qui se trouve-
ront situés entre deux courbes consécutives 

Ψ (<',/>) = », = «-I-tf«, 

ce qui reviendra à regarder u,du comme des constantes , et à faire varier t seulement. 

Or l'intégrale générale , à ce point de vue, sera 

d/du( Γ (t) F ( t, u ) ) du -|- fonction arbitraire u ; 

puis, quand je m'arrêterai aux deux limites t, t' sur le contour de l'aire S, j'aurai la 
différence 

d/dufr(i') F (t', «)) du — ί- fr(/) F (i,»)(/«, 

qui sera égalé à l'aire de la bande cherchée le long d'une courbe quelconque -l {v,p) ·=: u. 

5l .. 
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Cette différence se réduira d'abord à 

T (t') f(t')u)du — Γ (t) J ( t,u ) du 

et se confondra identiquement avec celle qui m'a conduit à la formule (9) ; par consé-

quent, quand je ferai la somme de toutes les différences analogues pour toutes les va-

leurs consécutives de u ,du dans l'étendue de l'aire S , je retrouverai identiquement la 

relation connue de la formule (9), 

S = T{t')/(t\u)du — | Γ (t)/[l,u)du= f r(t}/(t,u) du. 

Mais je vois tout aussi clairement que je pourrais m'y prendre d'une autre manière, 

en faisant d'abord la somme de tous les petits parallélogrammes compris entre deux 
courbes infiniment proches 

Ήν'Ρ)=ί> <1{·> 

ι c qui reviendra à regarder t,dt comme des constantes et à faire varier u seulement-
L'intégrale générale, à ce point de vue, sera 

d / dtj Γ( t F [t,u })dt -f- fonction arbitraire t ; 

puis, quand je m'arrêterai aux deux limites sur le contour de l'aire S , j'aurai la 
différence 

d / dt - d/dt 

pour la bande cherchée le long d'une courbe quelconque ) — /. 
Quand, ensuite, je ferai la somme de toutes les bandes analogues pour toutes les va-

leurs consécutives de t, de, dans l'étendue de l'aire S, j'aurai manifestement aussi la 
quantité cherchée S; mais je l'aurai sous la forme nouvelle 

S-J Jf -
di

{Y{t)V dt, 

qui, dans son espèce, pourra être représentée à la manière de la formule (q. par la 
formule (16) deja écrite. 

Il doit donc être |>ossible de démontrer que les formules (9) et : ib 1 sont identiques 
tontes les fois qu'on les appliquera a une même ligne rentrante sur elle-même .v. 

F.t, en effet, quand on prendra la différentielle complète de la fonction !"(/) F 
011 aura , comme à l'occasion des formules (10 ter), 10 quale· ), 

d{V{ = '-j{
 r

(f)F(r,U)) dt -T- Γ (t)f(t,n) du; 

puis rien n'empêchera d'écrire une telle relation pour tous les éléments suceessils d'une 
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ligne quelconque menée d'un point t, u, à un autre point t', ; lien aussi n'einpè-
chera de faire la somme de toutes les équations successives, c'est-à-dire de faire l'inté-
gration d'une telle equation différentielle , ce qui donnera 

(17) T(bis)j
t
{(t)F(t,u))<lt-h J Γ ( t) f t ,u) du. 

Il est d'ailleurs évident que chacune des intégrales du second membre variera avec 
ia forme de la courbe qu'on mènera d'un point donné r, u à un autre point donne t', u' ; 
mais, dans l'équation (17), le premier membre ne changera pas, et, par consequent, la 
somme des deux intégrales du second membre sera exactement indépendante de la 
forme de la courbe à laquelle on voudra les appliquer; cette somme ne dépendra 
jamais que du point de départ et du point d'arrivée; elle sera rigoureusement égalé a 
l'accroissement de la fonction générale Γ (f ) F t,u), à partir du point initial 1.11 jus -
qu'au point final t', u'. Par conséquent, toutes les fois que l'extrémité d'une ligne Λ eu 
t , u' reviendra au point de départ de cette ligne en/,«, le premier membre de l'équa-
tion (17), se réduira à ο et l'on aura exactement entre les deux intégrales du second 
membre, 

(17 bis) 0= -- ( Γ ( t) F (/, «) | dt -f- J r(t)fi(t,u) du , 

d'où l'on voit enfin que les quantités S des formules (g) et ( 16) seront toujours égalés, 
mais de signes contraires, et que, pour éviter une (elle opposilion de signe, le sens de 
l'intégration devra changer de l'une à l'autre. 

La véritable identité entre les formules (g) et (16) ne pourra, en un mot, être ex-
primée que par la relation 

(17 ter) y^(r(r)F(r,«))r/f =jT (rV)F(/, n)) du ; 

et, en effet, si l'on essayait d'appliquer directement chacune des formules 9, tt
 v

 11>. 

à l'aire quadrilatère ΒΒ'Β',Β, delà fig 1, on s'en assurerait très-facilement. 

Je vais le faire voir d'une manière tout à fait générale, en me servant de la for-

mule (16) pour déterminer l'aire S comprise entre deux courbes BI, Bu et une autiv 
courbe quelconque menée de I en C sur la fig. 1. Je continuerai a designer par «1 la 
valeur particulière de la variable u au point I, et je désignerai par tf la valeur parti-

culière de t au point C. 

Cela convenu, en appliquant d'abord la formule (16) le long de l'are CB, il me fau-
dra regarder u comme constant, et, par suite, je trouverai la quantité 

J = rl0 — ry
fi

) F^t. ,/n. 

Le long de l'arc BI j'aurai / — constante, dt — o, et, par suite, je trouverai o. 
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De I en C, le long de la courbe donnée, j'aurai à déterminer l'intégrale définie d'une 
fonction en t, u dans laquelle les variables t, u devront être assujetties à l'équation 
γ ( t, u1 — ο de la courbe donnée ; cette intégrale définie pourra donc être obtenue à 
volonté sous la forme 

a(fc) ~a(0, 
ou sous la forme 

b(u) - b (u1), 

et si je η avais en vue que la valeur numérique de l'aire S pour des valeurs déterminées 
de t, u, je serais parfaitement libre d'employer l'une ou l'autre de ces deux expressions; 
mais quand il s'agira de trouver la formule générale de l'aire S pour toutes les valeurs 
imaginables des variables f, u, et pour une courbe indéfinie menée à travers les points 
C, I de la figure, je ne pourrai me dispenser d'avoir égard à la considération incidente 
que voici : 

Dans la différence a ( f
c

) — a [t] la quantité, t(. variera avec « d'après la forme de la 
courbe donnée, c'est-à-dire d'après la relation 

x(tc,u) = o, 

et, par conséquent, la quantité a ( deviendra une fonction déterminée de u. 

Pareillement, dans la différence b{u) — b («,), la quantité «, variera avec t d'après 
la relation 

Z ( tv, u) = 0 

et, par consequent, la quantité b (u
f
j deviendra une fonction déterminée de t. 

Ainsi, l'on aura 
a ( / = fonction u = b' ( u ), 

b («j ) = fonction t=a'(t), 

et, par suite, 

" 'Λ) ~ "(') —
 b'(u) — a(ti) 

b (u) — b (u, ) — b ( u ) — a' ( /). 

Mais la quantité cherchée ne pourra avoir qu'une seule valeur, et, par suite de ce 

que t, u sont des variables arbitraires, il faudra que l'on ait identiquement 

a'[t) = a f), b'{u) = b(u). 

Par suite, enfin, l'on trouvera l'aire S par l'expression parfaitement déterminée 

S= r(f)F(f,u) —r(fc)F(fc,u)-t- b{a)— a(r). 

dans laquelle le terme Γ (/
r

) F (f
t

, ») représentera une fonction de la variable « seule-

ment. 
Si l'on remonte au point de départ de ces raisonnements, et que, pour deux valeurs 
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déterminées de t, u, on conçoive une autre courbe χ, (t, «) = ο , par les deux mêmes 
points I, C, il est bien clair que les deux premiers termes de la formule ne changeront 
pas et que, au lieu de la différence b («) — a (<), on trouvera une expression analogue 
é, (u) — a, (i). 

On aura donc 

S, — S= (b
t
 (u) — — {b (u) — «{*)), 

et l'on arriverait au même résultat en appliquant directement la formule (9) tout à 
l'entour de l'aire S, — S le long des deux arcs 

X(t,tl} = Ο, χ,(ί, «) — Ο, 

qui serviront à délimiter l'aire S, — S; mais la différence S, — S ne sera qu'une con-
stante, puisque les quantités t, u sont supposées avoir les valeurs déterminées tc, ut 

des points I, C. 
La deuxième courbe χ, ( t, u) — ο pouvant être prolongée indéfiniment sur la figure, 

on aura l'expression générale correspondante 

S, = Γ (f)F{f, «) — r(ic) F(fc> «) -+- b, («) — a, [t), 

et, au point de vue purement algébrique de la question, pour deux courbes indéfinies 
supposées données, la différence S, — S se réduira toujours à une expression de la 
forme 

<r = S, — S = a(/)-|-p(a); 

puis, quand on passera de t à /' sans faire varier «, on aura 

1' — σ — α (t') — x(i), 

et pareillement, quand on passera de u à u! sans faire varier t, on aura 

σ'—σ= p(«')— β(«), 

ce qui fpra comprendre très-clairement la signification générale des fonctions *(f), 
Ρ (u) sur la figure. 

Je reviens maintenant à la formule (16), et je suppose que la courbe donnée au 
lieu d'aller d'une manière quelconque de I en C, descende d'abord en I„, et suive 
ensuite l'axe des c jusqu'au point u. 

Alors, de u en B le long de la courbe ψ (ν, ρ ) — constante ti, je trouverai la quan-
tité 

r(r)F(f, u) — r(f,)F(f0,a). 

De B en I le long de la courbe <p {ν,ρ) = constante, je trouverai o. 
De I en le, je trouverai une expression déterminée qui devra finalement être envi-

sagée comme une fonction a (t) de la variable t. 
Au lieu d'aller directement de I, en u, je pourrai aller d'abord de I„ en Ο, et ensuite 

de Ο en «. 
J? En allant de T, en O, je ne trouverai qu'une certaine constante; puis, de Ο en «, 
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j'aurai à m'orcupor de la quantité 

I -y \S [t> F' t, a)) dt, 

dans laquelle, après avoir effectué la differentiation indiquée, je devrai établir entre t, u 

la relation voulue le long de l'axe des i>; cela étant sous-entendu, j'aurai l'expression 
générale 

S = Γ ι /) F ι t, h i — Γ ί t
0

) F (i„, u ) — u (t) -t- constante -t- I — ( Γ f / ) F yt, u \ de ; 

puis, de la formule (17 ), appliquée spécialement de O en a, je conclurai 

T(to) F ( to, u) - T F ( t o )= / 

et, par consequent, l'expression trouvée de S sera de la forme 

S = r(ri F(f, n)-t-α(ί I-t-constante— Γ Γ {t
c
}/(r„, u) du. 

comme celle que j'ai eue précédemment par une application de la formule (g); par 
consequent aussi, j'en déduirai toutes les mêmes conséquences et je retrouverai les 
formules (i5). 

J'observe maintenant que, d'après les formules (i4) et (i5), il me sera toujours 
permis d'écrire 

(18Ί 

dQ = dB + dw ( u) 

d(r(t)F(t, u)} — dC -t- d<*j" ' du, 

d / dt ( T (t)) 

±(r(<)Γ<·,.)) = r (,)/(,, .) = § +dw ( u)/u 

et que, par suite, les equations (10), (10 ter) se réduiront aux relations purement 
géométriques 

t iÇ»> 

«B = —— du — ρ di>, 

d A = —— dt Η- ρ dv, 

dont la simple addition me fera trouver 

rfA +- rfB = t/C, 
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ft, sous forme finie , 

A + B = C. 

De même, s'il me plaisait d'abaisser une perpendiculaire du point Β sur l'axe ϋρ, 
et de désigner par A,, B, les deux aires correspondantes, les équations (to bis), 
ί ι ο quater) se réduiraient à 

19 bis ) 
rtB, = —- du -t- ν dp, 

d A, = — dt — (φ, 

et me feraient trouver par leur simple addition 

A, -+- B, — C ; 

puis, par leur soustraction des formules(19), 

B, — B = A — A, = vp ; 

ce qui est évident de soi-même sur la fig. 1 et rendra les formules 119 bis) inutiles 
puisqu'on sera toujours libre de parvenir aux mêmes résultats en faisant 

ν dp — d(i'p) — ρ dv, 

B vp = Β,, 

A — vp — A,. 

Je 11e m'arrêterai pas à faire voir avec quelle grande facilité on parviendrait à repré-
senter exactement dans leurs grandeurs finies les aires «BB.r/ , «B'B', ABB'A'. 
Α,ΒιΒ',Α',, ΑΒΒ,Α,, A'B'B'JA',, et, enfin, l'aire quadrilatérale ΒΒ'Β',Β,, si l'on con-
naissait les fonctions A, B, C en f, u. 

Je me bornerai à faire remarquer que lorsque les différences t'— l, «. — « seront 
infiniment petites, on trouvera les mêmes relations sous les formes plus simples qn· 
voici 

du = aire uBB,«,, 

— dt — aire HIBBTH', 

dB /dtdt — — ρ — dt — aire ABB'A'. 

—du = -t- ρ —du — aire ABB A,. 

Terne Will. - OCTIÏUXF. ΙTIR?3. -*'■* 
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On trouvera encore : 

— du = aire UBB,K, — aire ΑΒΒ,Α, =: —— du — du, 

~ dt — aire HIBB'I'H' — aire ABB'A' = ̂  dt — ̂  dt, 

et il ne sera pas nécessaire de chercher tout cela sut la fig. ι, car la première des 

équations (19) équivaudra aux deux équations partielles 

dB dv 
dt Ρ dt* 

dB dC dV 
du du Ρ du ' 

et la seconde équivaudra aux deux équations partielles 

d A dC dv 
-dï = HÏ + pdt> 

dA dv 
dï = +J'7Tu· 

mais, à raison de la relation 
C : A -f- Β, 

cela ne fera que les deux conditions distinctes 

(20) 

dB dv 
dt ~ P rff' 

d A dv 
ÂI = +pTu' 

et les deux equations (19) se réduiront elles-mêmes à la formule unique 

(21 ρ dv ·— —— du — dt, 

qui est directement évidente sur la fig. 1, et dont le second membre, après avoir été 
divisé par ρ, devra être une différentielle exacte. 

Les équations (19 bis) se réduiront de même à la relation unique 

, 21 ht s ) ν dp = ;— du —— dt. 

Les équations (19), où la valeur de dv tirée de la formule (21 ), comme aussi la va-
leur de dp tirée de la formule (21 bis), seront naturellement des différentielles exactes, 
sans condition aucune, quand on aura réussi à calculer les deux quantités A , Β d'après 
les formes algébriques supposées données des fonctions y{v,p) — t, Sf(v,p) = u·, 
mais quand l'une de ces fonctions ne sera pas connue, ou que le calcul des aires A, Β 
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n'aura pu être effectué complètement, on sera obligé de faire marcher de pair avec 
les formules ( J9), ou avec la formule (ai), la condition algébriquement nécessaire 
pour que celle des formules que l'on voudra ou devra employer soit, en effet, une 
différentielle exacte. 

J'ai fait voir depuis longtemps comment cette condition pourra être exprimée par 
l'une des équations (11), (11 bis), (12), (12 bis), (13j, (i3 bis), dans lesquelles il sera 
toujours permis de remplacer les quantités Γ (t)f(t, u) et Q par C et Β, et qui, elles-
mêmes, prendraient encore de nouvelles formes si je voulais y introduire la quantité A, 
ou bien les quantités vp, A,, B,, C,, sans parler des cas non examinés où il me plairait 
de prendre comme variables indépendantes, soit p, t, soit c, u, soit ρ, u. 

.Te ne veux pas m'arréter à de pareils développements ici. 

J'ai voulu faire voir seulement quelle était la plus simple expression possible en 
même temps que la fécondité des relations purement géométriques du sujet que j'ai à 
traiter. Je dis des relations purement géométriques du sujet que j'ai à traiter, car les 
équations (19), (19 bis), (20)et (21 ) s'appliqueront à tels systèmes de courbes entre-
croisées que l'on voudra dans un plan, et si j'exprimais que l'angle d'entre-croise-
ment doit être égal à un angle droit, je me trouverais amené aux difficultés du problème 
des courbes orthogonales. 

Toute cette théorie ne prendra une signification calorifique que lorsqu'aux équa-
tions (19), (20) et (21) on joindra les équations (i4), ('5), (18), et alors, plutôt 
que d'employer un si long cortège d'équations, il sera préférable de ne faire usage que 
des deux relations(10) et (10 ter)·, qui se confondront, en réalité, avec les équa-
tions ( 19). 

Je poserai donc 

, 17 ï 

Γ(π F (r, a) = R, 

Γ (t)dr/ — Γ u) du = — du, 

(23) 
r/Q r— Γ [t)f{t, u)du — ρ dv — —— du — ρ dv, 

r/A = — (Γ (f ι F , «)) dt -(- ρ dv — — dt 4-ρ dv, 

et, en ajoutant les deux formules (23), je trouverai sous forme finie 

A Q — R, 

la quantité Q devant avoir la signification voulue par les formules ( i4; et ( 14 bis). 
c'est-à-dire 

Q = Β + f Γ (/#)/(*,, u) du, 

02.. 
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ce qui entraînera 

R — A -+- Q — C -+- Ç Γ (*·)/"( t,, a )du, 

conformément aux équations (i5). 
Les formules (22) et (23) seront, en un mot, les équations nécessaires et suffisantes 

fie la théorie des effets dynamiques de la chaleur, et les dissertations auxquelles je nie 
suis livré jusqu'ici n'auront servi qu'à en faire comprendre l'entière portée ainsi que la 

vraie signification. 

Le but essentiel que j'avais en vue, indépendamment du désir de répandre un grand 
nombre d'éclaircissements purement géométriques sur la fig. 1, c'était de faire voir que 
l'on sera toujours parfaitement libre d'intégrer chacune des équations (23 ) le long 
d'une courbe menée arbitrairement sur la fig. 1 d'un point donné t,, u„ à un autre 
point donné t, , «,, et que, de cette manière, on aura généralement 

(24) 

Q1 - Qn = / dR /du 

A1 - Ao = / 

la différence Q, — Q„ et chacun des deux termes de cette différence ayant des signifi-

cations physiques très importantes, tandis que la différence A, — A„ et les deux termes 

de cette différence ne seront que des quantités auxiliaires, venues d'une règle abstraite 

de calcul, en vertu de laquelle on aura toujours 

bis) R [ ~7û
dt +

 J
0
 7hdu> 

ce qui fera trouver 

(Qi — Qe) —H ( A, — A,) — R, — R», 

et, en intervertissant, 

A1 —Q, — Ri = A, + Q,— R,, 

conformément à la relation déjà connue 

A -f- Q —- R ; 

ou , réciproquement, ce qui à l'aide de cette dernière relation, fera rentrer les équa-

tions ( 23 ) l'une dans l'autre. 

De ce point de vue général de la question , j'ai voulu notamment faire dépendre le 

cas particulier où, en allant le long d'un arc de courbe quelconque s, de /„ u, en t,, n,, 
l'arc s se refermera par la jonction de ses deux extrémités, ce qui réduira les for-
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mules ( 34 ) à 

( 3.4 ter
) 

0 = / dR /du - / 

0 = / dR 

et la formule (24 bis) à 

(24, uater) ο =J ^ dt + ^ — du. 

J'ai d'ailleurs été amené à concevoir directement la première des formules (2.4 ter. 
d'après la seule connaissance de la formule (3) qui provenait du mode de raisonne-
ment un peu étendu ou perfectionné de M. Carnot, et de cette unique donnée j'ai pu 
in'élever au cas le plus général des formules ( 23) et (24 ) par une marche de raisonne-
ment absolument rigoureuse. 

Il m'a fallu chercher la condition algébriquement nécessaire pour que les loi-
mules (24 ter) et (24) pussent réellement avoir lieu , et cette condition exigeait que le 
second membre de l'une ou de l'autre des équations (23) fût une différentielle exacte, 
ce qui m'a fait trouver les équations (11) et (1 1 bis ),. (12) et (12 bis), (i3)et(i3 bis). 
selon que je prenais comme variables indépendantes ou u, t, ovlv, ρ , OIIP, t. 

J'ai fait voir encore que la condition en question était susceptible d'être transformer 
de bien des manières entre les dérivées partielles des quantités r, ρ , vp, A , Q , R en 
/, u, et que, finalement, les équations (23 ) devaient avoir lieu comme de pures iden-
tités par rapport à deux quelconques des quantités t, 11, ν, ρ, ψ, A, Q, R prises 
comme variables indépendantes , ce qui faisait entrevoir un nouveau champ tie trans-
formations fort étendu ; ce qui me permettrait, enfin, à l'aide de la relation fondamen-
tale 
. 25 ) R = A Q, 

de laisser entièrement de côté les deux équations (23) et d'y substituer la relation 
unique 

, 201 ρ dv =. —— du 7= dt, 

qui ne sera plus une différentielle exacte, mais de laquelle il devra être possible tie 
tirer sous la forme d'une différentielle exacte soit dv, soit du, soit dt, et même dp quand 
on voudra faire usage encore de la relation auxiliaire 

vdp — dlvp) — pdv= d(vp) — — du q- — dt. 

Lit formule (26) est directement évidente à la seule inspection de la fig. 1, et, au 
point de vue purement algébrique des choses, il pourrait être assez avantageux d'en 
faire usage en lieu et place des équations (23) ; mais, du moment où il s'attira d'avoir 



4ίο JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
égard aux significations physiques des quantités A, Q, R , l'équation (26) perdra toute 
son importance, et il sera préférable d'y substituer la première des equations (23) qui 
est 

f/Q — Γ (t)f(t, u) du — ρ de, 

.'7; 
sauf quelquefois à y joindre la relation complémentaire 

dA = — (r(t)f(t, u)}dt-hpdv, 

dont la simple addition, avec la précédente, fera avoir 

A -+- Q = R. 

Je réussirai, par la suite, à trouver sous formes finies et bien explicites les solutions 
générales des formules (23) et (26), ainsi que des équations (11), (11 bis), (12), 
(12 bis), (i3), (i3 bis), etc., en me donnant arbitrairement, soit A en ν, ί et R en 
t, η , soit Qenr, « et R en t, u, soit enfin A en ν, t et Q en e, u. 

J'aurais pu expliquer ces méthodes générales d'intégration ici ; mais après y avoir 
réfléchi, il m'a semblé préférable de ne les exposer que progressivement dans l'ordre 
naturel des idées par lesquelles j'y ai été conduit en voulant résoudre des problèmes de 
plus en plus élevés de la théorie des gaz permanents et de celle des vapeurs. 

CHAPITRE IV. 

Discussion des propriétés calorifiques d'un fluide élastique par rapport à des 
accroissements infiniment petits des quantités u, ρ, 1, u sans que l'on préjuge 
rien de la nature intime de la chaleur. — De la manière dont ces propriétés 
générales dépendront des différentielles exactes dQ = Γ (t) f (t, u) du — ρ do, 

dA = —(T (l) F(l, m)) dt -\-pdo. 

La théorie des effets dynamiques de la chaleur ayant été ramenée par les formules ( 2.3} 

ou (27) à l'équation principale 

ι A ) 

d Q = Γ (t)f (t, u) du — pdv = du — ρ dv , 

à laquelle n'est venue s'adjoindre l'équation complémentaire 

d A ^(r(r)F(i, u)) dt-i-p dv = ̂  dt -h ρ ai·, 

que par une règle abstraite de calcul en vertu de laquelle on aura toujours, sous forme 

finie, 
A -H Q — R, 
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il me reste encore à développer la partie la plus importante du sujet, celle des quantités 
de chaleur nécessaires pour faire aller les variables ν, ρ d'un fluide élastique d'un point 
donné Β à un autre point quelconque B', sur la fig. ι. 

Pour cela, je retourne à la seconde des formules (22), ou plutôt à la première des 
formules (7 ), qui est 

(Bj dq —f(t ,u) du, 

et qui représente, en principe, la quantité de chaleur nécessaire de Β en B, pour on 
accroissement infiniment petit de la variable u le long de la courbe φ (r, ρ) ~ constante t. 
Cette quantité est de la chaleur latente, c'est-à-dire de la chaleur qui ne peut impres-
sionner le thermomètre, parce que la température t est constante le long de la courbe 
BB,, et la dénomination usitée de chaleur latente acquiert ainsi pour tous les ga/. per-
manents la même signification que celle qu'elle a reçue depuis longtemps pour les va-
peurs. La seule différence qu'il y aura, c est que pendant la formation d'une vapeur, la 
courbe y (1 >,p) = constante t deviendra une ligne droite parallèle à l'axe Oc, comme 
sur la fig. 2. 

D'un point quelconque t, u à un autre point t, a, le long d'une^ courbe 
o(e, ρ) — constante t, la quantité de chaleur latente sera 

(C) '/ = f f(t, «) du — F(r, «,) — F(i, u). 

Quand il s'agira d'aller du point Β à un autre point infiniment rapproché E'
(
 à coté 

de la courbe BB,, on pourra aller, d'abord de Β en B„ puis de B, en B', le long d'une 
courbe ψ (e, ρ) = constante 

De B en B,, on dépensera une quantité de chaleur 

dq =/(t, u) du, 

et le thermomètre restera stationnaire. De B, en B', la température augmentera par 
suite d'une dépense de travail égale à l'aire Α,Β, B, A',, mais on ne fera aucune dépense 
de chaleur. 

D'un autre côté, on pourra aller, d'abord de B en B', puis de B' en B',. 
De B en B', par suite d'une dépense de travail égale à l'aire ABB'A', la température 

éprouvera le même accroissement dt que de B, en Β',, mais on ne fera aucune dépense 
de chaleur. De B' en B', la variable u éprouvera le même accroissement du que de B 
en Β,, et l'on dépensera une quantité de chaleur 

dq' — f [t -t- dt, u) du =zf(t, u) du -f- —/je, u) dt du. 

Ainsi, les quantités dq, dq' différeront infiniment peu l'une de l'autre quand les 
points Β, B', seront infiniment rapprochés, et de cette circonstance je conclus que, pour 
aller de B en B', le long d'une courbe quelconque, il suffira que le chemin BB', soit 
d'une longueur infiniment petite ds, pour que, à un infiniment petit du second ordre 
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Iin*s, la quantité de chaleur à dépenser soit égale au terme différentiel du prenne· 

ordre dq — f{l, u)du. 
Donc, le long d'une courbe indéfinie BB', E, à partir d'un point donné u

f
 jus-

qu'à un autre point f,, «, d'une telle courbe, j'aurai à faire la somme de tous les termes 
consécutifs dq — f(t, uj du, ce qui me ramènera à la forroule(8) déjà connue, 

l> 1 C = Γ "'/(*, β) Λ , 
W0 

ics variables t, u de cette formule devant être assujetties, pendant le cours de l'intégra-

tion , à la relation 
x(r,u) = o, 

qui sera l'équation de la courbe BB', Ε en /, «, et au moyen de laquelle on trouvera 
l'équation de la même courbe en ν, ρ sous la forme 

*(?(">/>)» = °· 

Je crois avoir mis cela hors de toute contestation à l'occasion des formules (7 ) et (8), 
et je ne m'y arrêterai pas davantage ici. 

Mais je dois faire observer que la formule (D) suppose implicitement qu'il est permis 
de faire une somme de différentes quantités de chaleur dq venant de températures très-
différentes , ce qui est choquant en soi-même au point de vue physique des choses tant que 
la fonction r(r) ne devra pas être remplacée par une constante dans la théorie; car, 
j'ai fait remarquer depuis longtemps, aussitôt après l'établissement de la formule (3 , 
que si l'on veut éviter la nécessité d'admettre une perte de force vive dans le phéno-
mène de la transmission libre de la chaleur entre deux corps A, A' à des temperatures 
différentes I, t', alors que la fonction universelle 1" (r) n'est pas supposée égale à une 
constante, il faut que l'on érige en principe que toute somme de chaleur q', venue li-
brement d'un corps à une température t' dans un autre corps à une température t, 
acquerra dans ce dernier corps une valeur différente q, d'après la relation 

Ο = q'V(t') — qr(t\ 
de laquelle on tirera 

T
_ ç'r(t') 

T (t) 

Or, à ce point de vue, la formule ;8) ou (D) n'aurait plus de sens, et pour la recti-
fier, il faudrait concevoir une certaine température fixe T, à laquelle on commencerait 
par rapporter toute quantité élémentaire de chaleur dq venue d'une température diffé-
rente t. 

Une somme de chaleur dq à la température t vaudrait, eu réalité, 

(t) dq 
r(Ti 
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à Ja température fixe T, et, par suite, la formule (8) ou (D) devrait être remplacée 
par 

(D'} C =
 ¥

j
T)

£
U

' r(
t
)/(t,u)du, 

ce qui reviendrait à dire, en d'autres termes, que la vraie mesure de la chaleur doit 
être, non pas le terme/(t, u)du, mais le produit Γ (t)f(t, u) du. 

Il ne s'agirait plus, enfin, que de savoir si les quantités de chaleur mesurées par les 
physiciens sont véritablement de l'espèce Γ (r) dq, ou de l'espèce dq seulement, de mes 
raisonnements : dans le premier cas, il faudrait s'empresser de remplacer la fonction 
r(f) par une constante G dans la théorie; et, dans le second cas, il faudrait conserver 
la fonction Γ (t) comme une quantité variable avec t. 

Or, dans ce qui va suivre ici, je n'aurai à m'occuper que des quantités de chaleur 
nécessaires pour aller d'un point t, u à un autre point infiniment rapproché t+ dt, 
u -+- dit-, je ne me servirai donc ni de la formule (D), ni de la formule (D'), mais de 
la formule (B) seulement. Les quantités de chaleur dq dont je m'occuperai seront tou-
jours de l'espèce des quantités q, q' de la formule (3), c'est-à-dire des quantités de 
chaleur venant d'un corps entretenu à une température donnée tout', et allant dans 
un autre corps dont la température sera infiniment peu différente. 

De cette manière, je resterai dans l'entière rectitude de mes raisonnements sans être 
obligé de me prononcer absolument, ni sur la nature de la fonction universelle r(r ) 
(que, pour plus de généralité, je conserverai dans mes formules), ni sur la manière 
dont la chaleur pourra se transmettre, et changer ou ne pas changer dans sa quantité, 
entre des corps librement en présence, à des températures très-différentes t, t'. 

Ainsi d'un point quelconque t, u à un autre point infiniment rapproché t-t-dt, 
u -t- du, j'aurai constamment 

dq z= f{t, u) du-, 

puis, des expressions algébriques des quantités ν , ρ en t, u, je conclurai 

de dv 
rte = —dt -t——du, 

dp = ̂  dt -t- — du. 

Ce seront les accroissements des coordonnées e, ρ pour deux accroissements donnés 
dt, du sur la fig. ι, et toutes les fois que je supposerai u = constante , je trouverai 

dv——dt, dp — — dt, dq = O. 

Quand , au contraire, je supposerai t = constante, je trouverai 

dv = du, dp — ̂  du, 

Tome ΧΛΊ1Ι. — NOVEMBRE I853. 53 



414 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

ou, inversement, 

rf"=Â = ̂ ' 
du du 

et, par suite , la quantité de chaleur latente proprement dite de Β en Β,, le long d'une 
courbe oie, ρ) — constante t, pourra être mise sous les deux formes équivalentes 

(E) 

dq=f[t,u)du = "' dv, 

du 

= (t, u) / dp dp 

du 

Le long de toute autre courbe BB',, la température t variera, et l'on aura à volonté 

1 F) 

dq=f{t,u)duz=f
(
-

t
J

i>
 — j

(
dt), 

du 
ou 

dq =/(t, u) du — \<tp— ̂  i 

du 

puis, quand on fera 
ρ = constante ou dp — ο, 

on trouvera la chaleur spécifique à pression constante sous la forme 

(F') co = ( dqo/ dt ) = - f ( t, u ) 

du 
et quand on fera 

ν = constante ou dv=o, 

on trouvera la chaleur spécifique à volume constant sous la forme 

Ηΐ)=-^· 
du 

Les produits c,dt, c,dt sont nommés ordinairement les quantités de chaleur sen-
sibles à pression constante et à volume constant. 

Les formules (F) peuvent être interprétées alors très-simplement en disant que la 



PURES ET APPLIQUÉES. 4I5 
quantité de chaleur dq pour aller d'un point à un autre sera toujours la somme de la 
chaleur sensible à volume constant et de la chaleur latente proprement dite qui dé-
pendra du seul accroissement de volume, ou bien la somme de la chaleur sensible à 
pression constante et de la chaleur latente proprement dite qui dépendra du seul ac-
croissement de la pression, ces deux sommes étant nécessairement égales à cause de 
l'équation de condition 

dv dt dp — dt 
du=—d£~= £ 

du du 

On pourra aussi se donner arbitrairement les accroissements dv, dp, et alors il n'y 
aura ni double interprétation ni équation de condition, car l'on trouvera les deux 
relations parfaitement déterminées 

-dp dvdp 
du -du 

dp dv dp dv ' 
dt du du dt 

dp dv 
du = dt dtdp 

dp dv dp dv ' 
dt du du dt 

dont la première fera connaître l'accroissement Λ et dont la seconde entraînera 

f(t, u) dp/dt 
dq=f(t,u)du=

 ±dL_±dv

 d
" - dpdjL_dpdv

 dp ; 

dt du du dt dt du du dt 

puis, au moyen de l'équation (ι i), il sera permis d'écrire 

dp dv 

dt — — — dv -+- — dp, 

jt(r *)) ^(r(0/(', «)) 

dq = f( t,u) dp dt 

et quand on tera d'abord 
ρ — constante, dp — ο , 

53.. 
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on trouvera 

(G) 

φ 

£
# =

 — du 

dt (T(t) f(t)) 

qo(*■>) '"">Î 

sff'W·"» 
Quand, au contraire, on fera ν = constante, dv = ο , on trouvera 

dv 
dt = du 

91~ 7,(rC)/('>«))' 

q1 = (dq/dp) = - f 

et, à l'aide des quatre quantités 3„ B„ q„ q„ on aura généralement 

dt z=B,dv-\- 3, dp, 

dq = q,dv-h q
t
dp-, 

par suite, l'on pourra calculer la quantité 

dq q,dv + q
t
dp 

c = dt = TGodv 

qui méritera d'être nommée la chaleur spécifique d'un fluide élastique dans la direc-
tion ds allant d'un point quelconque ν, ρ à un autre point infiniment voisin ν -h dv , 
ρ -h dp·, car il suffira d'y faire respectivement ρ — constante et ν = constante, pour en 
déduire, comme cas particuliers, les quantités de chaleur spécifiques, déjà connues 
dans des directions parallèles aux axes Or et Ο ρ sur la fig. ι, 

C—3.' C--3T 

Le produit cdt représentera, en un mot, de lç chaleur sensible dans la direction ds 
allant d'un point ν, ρ à un autre point ν -+· dv, ρ -+- dp, et la dénomination de chaleur 
latente n'aura plus aucune signification directe ; car, pour déduire des formules ( G ) ce 
qui vraiment sera de la chaleur latente le long d'une courbe y (»,/>) = constante t, 
de Β en Β,, il faudra qu'on fasse dt=o, et, par conséquent, 

ο = 3,ά + 3, dp, 



d'où 

et, par suite, 
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dp =2 — dv ou dv =r ! dp, 

dq~ 3Γ
 dv

~— 3-^—dp 

ce qui, toute réduction faite après la substitution des valeurs de 3·,, 3„ </„, y,, d'après 
les formules (G), coïncidera, il est vrai, avec les formules (E), mais ne pourra plus 
être considéré comme une chose simple à cause de la manière indirecte dont j'y serai 
parvenu. 

Il y a à faire remarquer encore que, dans ce cas-là, on trouvera une valeur infini-
ment grande pour c, et que jamais la connaissance des deux chaleurs spécifiques prin-
cipales c,, c, ne suffira pour faire connaître la quantité finie c ou le produit infiniment 
petit c dt dans une direction quelconque ds ; j'en conclus que, lorsqu'on voudra prendre 
c, ρ comme variables indépendantes, on devra abandonner à la fois l'idée de chaleur 
latente et l'idée de chaleur sensible ou de chaleur spécifique, pour ne considérer comme 
des choses simples que les quatre quantités 3„, 3,, </<,, q, des formules (G). 

J'ai voulu faire voir, en un mot, par cette dissertation, que les locutions usitées de 
chaleur latente, de chaleur spécifique et de chaleur sensible ne devaient pas être en -
tendues comme ayant des significations absolument distinctes applicables chacune à des 
phénomènes calorifiques très-différents les uns des autres ; car j'ai fait voir très-claire-
ment que, pour aller de Β en B', sur la fig. 1, la même quantité dq — f(t, u) du, qui 
était de la chaleur latente seulement quand t, u étaient les deux variables indépen-
dantes, a dû être remplacée par de la chaleur latente proprement dite et par de la cha-
leur sensible quand je voulais prendre commê variables indépendantes soit c, t, 
soitp, t, et que, enfin, quand il me plaira de prendre v,p comme variables indépen-
dantes, il ne devra plus être question ni de chaleur latente ni de chaleur sensible, mais 
bien des quantités de chaleur q,

t
 q, susceptibles de produire une augmentation égale 

à 1, d'une part dans le volume c, d'autre part dans la pression ρ d'un fluide élas-
tique , tandis que la température éprouvera les accroissements correspondants 3,, 3,. 

Ce dernier système, auquel on est conduit naturellement quand on prend <>, ρ comme 
variables indépendantes, est le plus convenable au point de vue des relations fondamen-
tales 

Y (v, p) = t, Y( v, p) = u 
et des interprétations géométriquement possibles sur la fig. 1 ; je vais donc le déve-
lopper en entier, en partant directement de l'équation (B). 

J'aurai d'abord 

dt = T
V

dV + d-pd^ 

du ~ ~ dv — dp, 
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et, par suite, 
d

1 =/('> «)<*« =/(',
 u

)-^
dv

+f(
t

>
u
)'^

)

(l
P· 

Je conviendrai de poser 

dt dt 

dv = Qo,dp~ " 

f(t,u)— = q
t
, f{t,u) — = q,, 

ce qui me donnera les deux relations essentielles 

dt = 9-„ dv -+- S·, dp, 

de/ — q„dv + q,dp. 

Je désignerai encore par ds la petite longueur menée d'un point e, ρ à un point voisin 
e ·+■ dv, ρ ■+· dp, et par S l'angle de la droite ds avec l'axe Ov sur la fig. ι, ce qui me 
donnera 

(Hi 

dv = ds cos ο , dp = ds sin 5, 

dt = (S» cos 5 ■+■ S· ι sin 5) ds, 

dq =f{t, u) du — (ç,cos 5-1- q, sin 5) ds, 

c =dq q, cos 5 -i- q, sin 5 
dt S·,, cos 5 -(- 3·, sin 5 

De cette manière, les rapports des accroissements dt, dq à l'élément ds seront tou-
jours finis et la quantité c ne passera à l'infini que lorsque le dénominateur de la der-
nière des formules (H) se réduira à"zéro, ce qui entraînera 

dt = ο , t— constante. 

La quantité c deviendra nulle, au contraire, quand le numérateur se réduira à 
zéro, ce qui entraînera 

dq = o, du — ο, u = constante. 

Il suit de là que, en désignant par α, β les obliquités des tangentes aux courbes <p, y 
avec l'axe Oc, on devra avoir respectivement 

ο = $■„ cos α -+- S·, sin α, Ο — q, COS β -t- q, sin β, 

d'où l'on tirera 

tanga = —ι
α

η
8

β = -^· 

Je fais 

°= >/*'. +6 = ν/?;-+-9ί, 

puis, en tenant compte du sens de la direction α, de Β en Β,, et du sens de la direc-
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rion β, de Β en B' sur la fig. 1, je trouve 

(I) 

cos α = H > cos β ■= — V' 

sin α = ? sin β = -)-qo / b 

J'en conclus d'abord 

sm(p-a) = ï —
b

 , 

la différence β — α représentant l'angle Β' BB,, sur la fig. ι. 
Je remonte ensuite aux formules (H) et je trouve, d'une part, le long 

de la courbe BB,, 

dq
?
 =f(t, u) du — (?

0
cos u + q, sin a) ds^ =r hÈl d

s
^ 

d'autre part, le long de la courbe BB', 

dtp = (3-„ COS β + 3·, sin $ )ds,p— ^ ?l ds.p. 

Ainsi, du moment où les physiciens seront parvenus à trouver expérimentalement 
les quatre quantités 3-

0
, S-,, ?„, ?, d'un fluide élastique en un point donné ν, ρ sur la 

fig. ι, on connaîtra non-seulement les directions des tangentes aux courbes BB,, BB', 
mais encore la quantité de chaleur latente ou le terme calorifique fondamental f{t, u)du 
le long de l'arc, BB,, ainsi que l'augmentation de température le long de l'arc BB' pat 
rapport à un élément de longueur.ds sur l'un et l'autre arc. 

On voit surtout que, à part les facteurs respectifs 

I φ ψ 
ab a b ' 

ce sera la même quantité 
'/θ I ~~~ 3"o 

qui représentera à la fois le sinus de l'angle B' BB,, la quantité de chaleur latente le 
long de l'arc BB, et l'accroissement de la température le long de l'arc BB'. 

Pour aller plus loin encore, j'observe que la discussion des formules ( H) se rap-
porte à deux expressions seulement dont chacune est de l'espèce 

r = ma cos S + m, sin S, 

l'une pour les valeurs de dt et l'autre pour les valeurs de dq. 
Or, si l'on désigne par 

d= \Jm\-4- m] 

la diagonale d'un rectangle construit sur les longueurs m», m, comme côtes, et par < 
l'angle que fera avec cette diagonale une droite menée du commun sommet des lon-
gueurs d, m„ comme foyer, sous une obliquité S avec le côté /»„ du rectangle, il est 
facile de voir que la quantité rde la formule, considérée comme une longueur sur une 
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telle droite oblique, deviendra la projection de la diagonale d sur la droite oblique, et 

que l'on aura simplement 
r — d cos i. 

Donc le lieu des extrémités des longueurs r sera une circonférence tie cercle décrite 
sur la longueur d comme diamètre, et, une fois qu'une telle circonférence aura été 
décrite, la quantité r sera constamment égale à la longueur du rayon vecteur qu'on 
pourra mener du commun sommet des longueurs d, m, comme foyer jusqu'à la ren-

contre de la circonférence. 
Telle sera donc la loi mathématique, d'une part, des accroissements de tempéra-

ture dt, et, d'autre part, des quantités de chaleur dq des formules (H). 
De plus, il est facile de voir que ce que je viens de nommer la diagonale d du 

rectangle ou le diamètre de la circonférence deviendra, d'une part, en ce qui con-
cerne les accroissements de température dt, la quantité a du calcul, portée comme une 
longueur à partir du point Β sur la normale à la courbe BB, à travers l'aire ΒΒ'Β',Β,, 
et, d'autre part, en ce qui concerne les quantités de chaleur dq, la quantité b du 
calcul, portée comme une longueur à partir du même point Β sur la normale à la 
courbe BB', aussi à travers l'aire BB'B', B,. 

De cette manière, on comprendra de suite dans quelle direction on devra marcher 
pour que, à une longueur constante dt corresponde, d'une part, la plus grande valeur 
de dt, et, d'autre part, la plus grande valeur de dq ; ce sera sur les normales aux 
courbes BB,, BB' que l'on trouvera de telles valeurs maxima. 

Quand on mènera une longueur ds du côté extérieur à la circonférence passant par 
le point Β, il faudra que l'on prolonge cette longueur en sens opposé jusqu'à la ren-
contre de la circonférence, et l'on reconnaîtra facilement qu'un tel renversement de 
construction dénotera un changement de signe dans la quantité correspondante dt 

ou dq. 
Si l'on désigne ensuite par i

a
, it les angles i d'un rayon vecteur quelconque avec les 

deux diamètres a, b dirigés normalement aux courbes BB,, BB',, on aura simultané-

ment , dans la direction de ce rayon vecteur, 

( K )Îdt — a cos /« ds, 

Si l'on désigne encore par t l'angle compris entre les deux longueurs a, b, on aura, 

d'une part, 
/„ — it = constante ι, 

et, d'autre part, l'angle t sera le supplément de l'angle β — y, d'où l'on conclura 

sin e = sin — n) = sin {p — α) = — , 

et, inversement, 
qoS1— qι S"« = ab sin ι, 

ce qui apprend que la quantité q,5-, — q,S-, sera égale à l'aire du parallélogramme 

qu'on pourra former sur les longueurs a, b comme côtés. 
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On voit aussi qu'une telle relation ne s'appliquera pas plutôt aux quantités 30, qa 

et 3·,, qι de deux directions parallèles aux axes Oc, Ορ, qu'aux quantités analogues 
3',, q\ et 3',, q'

{
 de deux directions perpendiculaires quelconques menées par le point Β 

sur la fig. ι. 

Les deux dernières des formules (I) deviendront ensuite 

dq
a
 —f{t, u) du = ——! ——- ds?— b sin ε ds^ , 

dt.p — ~
b
 = a sin ε ds^, 

et par là on voit que, sauf les facteurs ds?, dsla quantité de chaleur latente, le long 

de la courbe BB,, sera égale à la plus courte distance de l'extrémité de la droite b à la 
longueur a, tandis que l'accroissement de la température, le long de la courbe BB', sera 
égale à la plus courte distance de l'extrémité de la droite α à la longueur b ; c'est, en 
effet, ce que l'on trouverait directement dans l'un et l'autre cas, si, dans les for-
mules (K), on mettait respectivement sin ε en place de cos i

a
 et cos it,, ainsi que cela 

résulterait de la simple inspection d'une figure sur laquelle on tracerait les deux circon-
férences dont a, b sont les diamètres dirigés normalement aux courbes BB,, BB' sous 
un angle compris i. 

Quand on cherchera à déterminer l'écartement normal ds
a
 de deux courbes infini-

ment proches dont les équations sont q(i> ,p) = t, q{v, p) = t dt, et, de même , 
l'écartement normal dsi de deux courbes infiniment proches dont les équations sont 
ψ (e ,p) = u , ^{v, p)— u -+-du, on trouvera respectivement 

dsa
 — —, dsi — — , 

puis, delà seule inspection de la figure, on conclura 

sin ε = dst, ds^ sin ε = ds
a

 ; 

mais je ne m'arrêterai point à cela. Je me bornerai à faire remarquer que, d'après les 
premières des formules ( H ), on aura encore 

dt\. — ds.. cos χ = H de , dv, = ds, cos 6 = r ds,, 

,lP
9
 = r,x

?
 sin α = — — ds.., dp^ = ds^ sin ft = ^ ds^, 

(ΙΊ et que, par suite, les deux dernières des formules ( I ) deviendront 

dq = f(t, u)du — ÏÎ-! Λ =
 (q^,-

 t/
, &,)

 =
 _ [q

a
3,- q, 3.) —- , 

dt.t, =
 b

 " ds
i
 — — (q„ 3,— q, 3„) —t — -j- (</„3, — q, 3,1 · 

Tome XVIII. — Novebbke iS'iT 5Δ 
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Quand, enfin, on voudra y faire entrer les chaleurs spécifiques principales , c,, 

on aura 
q„ — c

0
 9

0
, q^ — c ι -9·,, 

ce qui donnera 

(I") 

qoS·ι — ff \ S-η—â-ο^ι (c„ c
(
); 

et, de même que, pour des directions rectangulaires quelconques, on aura 
toujours 

q'„ 9j — 7', -9·', = ab sin ε = <jr
0
 9-, — 17, 9„, 

de même aussi, pour de telles directions rectangulaires, on aura 

9$ï (c
0
 — cj) = eft sin e = 3·

0
9, (c, — c,). 

Donc il sera nécessaire et suffisant que la chaleur spécifique à pression constante c„ 
excède la chaleur spécifique à volume constant c, pour que les propriétés calorifiques 
d'un fluide élastique puissent être d'accord avec les relations géométriques des fig. 1 
et 2. 

Si l'on avait c„=: c, (par suite c\—c\), l'angle ε serait nul et les deux courbes BB,, 
BBj se confondraient l'un avec l'autre. On aurait à la fois dq= o, dtp = o, et il ne 

saurait plus y avoir de phénomènes calorifiques comme ceux des fig. 1 et 2. Si l'on 
avait c

0
 c,, des phénomènes analogues se produiraient dans un ordre exactement 

renversé. 
Telles sont les propriétés générales des effets calorifiques d'un fluide élastique à 

l'entour d'un point donné Β de la fig. 1 sans que l'on ait à faire aucune hypothèse sur 
la nature intime de la chaleur; car toute expression d'une quantité infiniment petite dz 
de la forme 

dz = X dx -i- Y dy, 

qu'elle soit une différentielle exacte ou non, comportera exactement les mêmes inter-
prétations que l'expression de r des raisonnements précédents, et quand on aura à 
considérer le rapport de deux pareilles expressions par rapport aux mêmes accroisse · 
ments dx , άγ des coordonnées rectangulaires .r, y d'un point dans un plan, on par-
viendra nécessairement à toutes les relations géométriques que je viens de développer 
au sujet des quantités infiniment petites dt, dq sur la fig. 1. 

Ces relations ne prendront une signification mécanique que lorsqu'on invoquera, en 
outre, les formules (A) du commencement de cette dissertation, et, alors, il ne sera 
plus permis de considérer les quantités 5·», .9·,, q

a
, q, comme étant complètement indé-

pendantes les unes des autres. 
Il faudra que les quantités9,, 9·,, q„, q, soient déterminées parles quatre premières 

des équations (G) quand on voudra employer ι, tt comme variables indépendantes; 
mais ce système de notations n'est pas celui qui me réussira par la suite. 

Ce qu'il y aura de mieux à faire, en général, ce sera de réunir les équations (22} 

et la première des équations ( 23), c'est-à-dire l'équation fB) et la première des équa-
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tions ( À) en une seule expression de la forme 

(L) Γ (t) dq = T(t)f[t, u) du — dq ρ dv, 

sauf, ensuite, à développer les différentielles exactes du, dQ, dv en fonction de celles 
des quantités ν, p, t, u que l'on voudra faire servir de variables indépendantes. 

Il y a à faire remarquer, d'ailleurs, que par cela seul qu'on aura 

dq —f{t, II) du, 

la quantité infiniment petite dq ne saurait être une différentielle exacte qu'autant que 
la fonction f[t, u) ne dépendrait pas de la variable t. 

Cela convenu, quand ν, ρ devront être les deux variables indépendantes, on con-
clura immédiatement de l'équation (L), 

(M) 
q,, Γ (f) = Γ {t)f(t, u) ̂  ^ +P> 

q,r(t) = i(t)f{t,u)- = -·. 

puis, quand on éliminera Q par voie de differentiation entre les équations (M), on 
retrouvera la condition (12), et quand on substituera dans celle-là les dérivées de u 
en ν, ρ tirées des équations ( M), ou bien quand on éliminera directement par voie de 
différentiation les dérivées de u en ν, ρ des équations (M), on trouvera la condi-
tion (12 bis). 

Il faudra, en un mot, que, en ne perdant pas de vue la relation connue 

dt = — dv H—— dp — .9·,, dv -J- S-, dv, 

on ait 

1 du dt du dt 

£(r (,)/(/,,οΓ**""**' 

(Ν) 

ou, ce qui reviendra au même, 

( t, u) / d / dt (r ) 

ou encore 

77-7-7—7. - r l'W- «) (â ψ - ψ sj - 1,* + ψ - ψ 5Γ-

Quand, ensuite, on voudra connaître les chaleurs spécifiques c„, c,, ainsi que la 

S 4 . 
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chaleur latente dq , on se servira des relations 

(O) 

dQ ( dQ ) dt) 

c rit)— i'rW— * ~*~P — "/ dP 

dp dv dp 
dq dq dt 

Ci
r(t) = îlli!}

 =
 ±

 =
 ±A, 

dp dp dp 

(c — c \dv + P) dp" dp 1p _ Γ (/)/(/,«) 

dt / dv dt / dp 

dQ + p ) dt - dQ dt 

dT {t}
~ —5—r(0 = (*—e.)*.rO- j

t 
dp 

_ r[i)/(t,u) 

dt / dp d/dt () ' 

|îr
W

= r(,> = («.-„>». rw =\±ιηψζ±ι· 

dv 

^ r(Q/(>,«) 

dt / dv d/ dt 

Avec ce système de formules, les dérivées de / en ρ, ρ devront être tirées de l'é-
quation γ(ρ,ρ) /, supposée donnée, et l'on ne fera aucun usage de la seconde des 

équations (A). 
Cependant, au point de vue purement algébrique des relations du sujet, on aura 

encore, par la seconde des équations (A), 

^(r(/)F(t, u))dt = dA -pdv = ̂  — Àdp+^dp, 

et, par suite, 

(M') 

-(r(/)F <t,tt))- = --p, 

s
(r(<)F('.«»

5
=
¥

i 

puis, quand on éliminera la fonction A par voie de differentiation, on retrouvera la 
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première des équations ( N) sous la forme exactement équivalente 

ι dudt dudt 
d' (Γ (t) F (f, «)) dv dp dp dv'1 

dt du 

et, quand, dans celle-là, on substituera les dérivées de t en v,p tirées des équations (M'), 
on trouvera, en place de la dernière des équations (Ν), 

d / dt ( T (t) F (t, u)) 

'' d* (Γ (t) F (t, u)) dp dv \dp ^ ) dv 
dt du 

Les équations (M'), (N') seront en A et u ce que les équations (M), (N) seront en 
Q et /; mais je ne m'arrêterai pas à développer à ce point de vue les expressions des 
quantités c„ c„ dq , parce que je n'en retirerai aucune utilité par la suite. 

On pourra réunir enfin les deux systèmes d'équations, et alors en désignant, pour 
abréger, par R [t, u) la fonction composée Γ (t) F (t, u), on aura, parles équations ( M ), 

(M") 

dq 
du dv+P 
dv rfR (t, u) ' 

du 

dq 
du dp 
dp rfR (t, u) ' 

ΊΓρ 
et, par les équations M', 

d A 
dt dv ^ 
dv rfR (r, a)' 

dt 

dA 
dt dp 
dp ~ rfR (t, a) ' 

dt 
au moyen de quoi l'équation (N'), comme aussi la dernière des équations (N), se 
réduiront l'une et l'autre à 

(N") 

d R (t, u) R (/, u) 

rfJR(f, u) \ dv dp dp \î/p P) 
dt du 

dqdA dqt/A rf(A-t-Q) 
= dv dp - dp dv 



4a6 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

On aura ensuite, en place des équations (Ο), 

(O') 

dQ+p 

C·' (t)~dX (t, u)/dt 
~ώ> P 

dQ 

r, Γ (/) = ^ 

dp 

dR{t,u)(/dQ \ d\_dQ(dA_\\ 

(r,-e,)r(0-

\ dp P) dp 

SdR [t, u) V d R (ί, «) 
dt du 

~AR [t,u)/dA Wa' 
dt du (dv ) dp 

rfR (t, u) dR (/, u) 
dh dt du 
dp d7R{i,u) dX 

dt du dp 

dR ( t, u) dR (t, u ) 
dh

 r it) =
 dt du

 — 

dt du y dv J 

Ces dilTérentes formules auront une grande importance par la suite quand il s'agira 
de trouver les expressions algébriques des fonctions A , Q, R,.d'après certains ré-
sultats expérimentaux. On arriverait à des relations analogues en prenant soit p, t, 
soit p, u,..., comme variables indépendantes; mais je ne m'en occuperai pas ici. 

Je me bornerai à faire remarquer que la seconde des équations (N) ne dépendra au 
premier membre que des fonctions f(t, u) et Γ (r), tandis que le deuxième membre 
sera cette quantité si remarquable des formules (I), (I'), (I")> dont le produit par 
différents facteurs représentait à la fois le sinus de l'angle B'BB,, la quantité de 
chaleur latente le long de l'arc BB,, l'accroissement de la température le long de 
l'arc BB', la différence des chaleurs spécifiques principales, et encore la différence des 
chaleurs spécifiques dans deux directions perpendiculaires quelconques; une quantité, 
enfin, dont la valeur, parfaitement indépendante de tout système de directions per-
pendiculaires qui aura servi à la trouver sur la Jig. ι, sera égale à l'aire du parallé-
logramme qu'on pourra former avec des longueurs a, b, comme côtés sur les normales 
aux courbes BB,, BB'. 
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La seconde des équations (N) fera voir de nouveau que, si l'on avait = c, , il ne 

saurait plus y avoir de phénomènes calorifiques. 

Dans une telle hypothèse, un fluide élastique pourrait être dilaté et comprime à 
volonté le long d'une courbe unique parfaitement déterminée sur la fig. ι, sans changer 
de température et sans prendre ni céder de la chaleur. 

Le fluide élastique ferait l'office d'un de ces ressorts abstraits que l'on a imaginés 
depuis longtemps dans les applications usuelles de la Mécanique, et qui, avec une 
vertu analogue à celle des forces de la pesanteur, à cela près que l'intensité de leur 
action est plus ou moins variable au lieu d'être constante, n'existent sans doute pas 
dans la vraie nature des choses. 

Au point de vue de Carnot et Clapeyron, la fonction f{t, u) 11e devait pas renfermer 
la variable t, et, par suite, la seconde des équations (N) devenait 

~d~— 0U έ = ~ =( Co -c1) G1 
/dt T(y) 

c'est-à-dire que la différence ç
c

&t — </. 3-
0
 devenait une même fonction de la tempe-

rature pour tous les corps de la nature; donc, dans ce cas-là , toutes les quantités que 
j'ai énumérées comme étant des produits de — <y,S-„ par différents facteurs, ne 
dépendaient plus que de ces facteurs et de la fonction universelle C, ce qui entraînait 
une foule de théorèmes très-remarquables, surtout quand on s'appuyait encore sur les 
lois de Mariotte et de Gay-Lussac pour tous les gaz permanents, et sur les propriétés 
connues de la formation des vapeurs. 

Mais, du moment où la fonction f(t, u) dépendra de la variable t et pourra être 
différente d'un fluide élastique à un autre, tous ces théorèmes disparaîtront, et il 
s'agira principalement de trouver uni système d'expérimentation au moyen duquel on 
parviendra un jour à connaître la fonction universelle Γ (t) et la fonction spéciale 
f[t, u) pour chaque espèce de fluides élastiques. 

Il faudra, dans ce but, cjue les physiciens s'attachent à déterminer expérimentale-
ment les formes de courbes ψ [ν, ρ) — t, ψ(ρ, ρ) — «, et les valeurs des quantités 
<j«, it, c„, c,, c, dq^ en un grand nombre de points de la fig. ι. Il faudra, surtout, 

qu'ils visent à trouver les variations progressives des quantités q,
n

 </
15

 c
0

, c,, c, dq, , 

le long de certaines courbes bien déterminées, de manière que, à l'aide du calcul, on 
puisse parvenir à remonter de quelques-unes des parties connues des équations (L), 
(M), (N), (O),..., aux lois générales des fonctions Γ (f),/(r, «), Q et A en ν, ρ ou 
t, , comme variables indépendantes.. 

J'espère ne rien laisser à désirer à ce sujet, par la suite, en discutant la question sous 
toutes ses faces, et en parvenant en fin de compte à satisfaire aux conditions (N) d'une 
manière excessivement générale. 
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CHAPITRE V. 

La quantité Q doit être envisagée de telle manière qu'il n'y aura plus de perle de 
travail ou de force vive quand on tiendra compte à la fois des effets mécaniques 

et des effets calorifiques des corps. 

La fonction Q des formules (10), (i4jj (23) et (A), (L), (M), (Ν), (O) étant 
précisément ce que l'on a cherché à connaître avec tant de persistance depuis les re-
cherches de Carnot, à savoir, la quantité de force vive susceptible d'être produite en 
physique rationnelle par la quantité totale de chaleur contenue dans un fluide élastique, 
il s'ensuit que, une masse m de fluide supposée entraînée dans l'espace parallèlement à 
elle-inème, avec une vitesse constante n>, aura pour équivalent mécanique une quantité 
de force vive ou de travail Q, représentée par la somme 

'Γι Q, = Q -4- - ma>-. 

Quand le volume ν ira en augmentant ou en diminuant d'une manière assez lente 
pour que les vitesses w ne soient pas modifiées sensiblement, pendant que de la cha-
leur traversera l'enveloppe du dehors au dedans ou du dedans au dehors, et pourvu 
que la température soit sensiblement égale à chaque instant dans toute l'étendue du 

volume e, la quantité Q variera d'après la relation connue 

(ΙΓ dq = r(f) /(r, a) du — pdv, 

et, par conséquent, avec l'hypothèse w = const., la quantité Q, de la formule (I) 
éprouvera la même augmentation ou la même diminution que Q. 

Je suppose maintenant que l'enveloppe servant à renfermer le gaz vienne à être 
saisie et détournée d'une manière quelconque de son état de mouvement rectilignc 
uniforme; alors les vitesses, les pressions et les températures cesseront d'être égales 
dans toute l'étendue du volume v, et, pendant le temps qu'il y aura de pareilles inéga-
lités, on ne pourra songer à appliquer ni la formule (I) ni la formule (II) à la masse 

totale m du gaz. 
Je suppose ensuite que, après un certain intervalle de temps, l'enveloppe servant à 

renfermer le gaz vienne à être entraînée de nouveau avec une vitesse constante u/ diffé-

rente, en grandeur et en direction, de la vitesse initiale «■; alors, aux premiers instants 
du nouveau mouvement, il y aura encore des agitations intérieures, et les formules (I) 

et (II) continueront à être inapplicables; mais, au bout d'un certain temps, quand 

toutes les agitations auront complètement cesse, on devra pouvoir écrire 

, I bis) Q', — Q'-h-m w'· 

en place de la formule (I), et, pareillement, 

! II bis) dq' — Γ ( f' ) /( t', II' ) du' — p'di 
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en place de la formule (II), pour le cas où de nouveau il y aurait des changements de 
volume dv' avec une assez grande lenteur pour que les changements correspondants des 
vitesses te' fussent sensiblement négligeables. 

Cela posé, la question sera de savoir quelle sorte de relation il devra y avoir entre 
les quantités Q, Q' des formules (I) et (I bis), et, pour résoudre cette question, il me 
faudra discuter très-attentivement l'équation générale des forces vives, qui est 

(III) -Σοmw\ iSmw] = T
m

—Τ,+ ϊ I R dr. 

On sait que cette équation sera applicable à tous les instants du phénomène que je 
viens de décrire, pourvu qu'au deuxième membre on mette en ligne de compte toutes 
les forces sans exception qu'il pourra y avoir dans le système. 

Or toutes les forces sans exception ne pourront être que de deux sortes : ou des 
forces intérieures mutuellement égales et opposées, ou des forces extérieures. 

Les premières concourront toutes ensemble à former le terme résultant Σ l R dr. 

Les autres comprenant, d'une part, les forces de pesanteur sur toutes les parcelles 
S m d'un système, et, d'autre part, les pressions à la surface ou paroi du volume ν du 
système, seront ou des forces mouvantes ou des forces résistantes. 

Le terme résultant de toutes les forces mouvantes extérieures sera T,„, et le ternie 
résultant de toutes les forces résistantes extérieures sera Τ,. 

L'équation (III) étant ainsi conçue, le terme résultant Σ f R dr des forces inté-

rieures sera manifestement nul toutes les fois qu'un système se mouvra d'une seule 
pièce à la manière d'un corps rigide, et alors on aura l'ancienne formule du principe 
de la conservation des forces vives 

( IV ) i Σ Smw'\ — ^ lâmu·'2
 = T

m
 — T

r

 ; 

mais, hormis ce cas-là qui 11e se rencontre guère, le terme résultant 1J R dr 11e 

saurait généralement être égal à zéro. On l'a reconnu depuis longtemps, en ce que 
l'équation (IV) ne devenait applicable aux phénomènes usuels de la mécanique ter-
restre qu'à la condition d'y faire figurer le plus souvent une certaine perte, et d'autres 
fois un certain gain de travail. 

On a donc dù laisser de côté la formule (IV) et n'employer que la formule (III) 
pour exprimer la véritable loi de la somme des forces vives d'un système, toutes les 
fois qu'il survenait des changements de figure pendant la durée du mouvement. 

Les forces R n'ont été considérées d'abord que comme des fonctions parfaitement 
déterminées des longueurs des droites r dans les directions desquelles elles agissent ; par 
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niifc , on a eu 

R =/>), 2/ Rdi—li f(r)dr, 

■ ι la quantité 2 I R Λ-redevenait identiquement la même quand toutes les distances r 

r edevenaient les mêmes. Cela dénotait un état de parfaite élasticité, et la formule (III) 
ne cessait pas d'être celle du principe de l'entière conservation des forces vives. 

Avec des corps ainsi constitués, il suffirait que l'on put faire disparaître toutes les 
lorces extérieures pour qu'un mouvement quelconque d'agitation des parcelles S m 
par rapport à leur commun centre de gravité, ou plutôt par rapport à l'état de mou-
vement moyen de translation et de rotation de Coriolis, dût se perpétuer indéfini-
ment. 

On n'observe pas, à la vérité, qu'un mouvement d'agitation entre les différentes 
parcelles $m d'un corps ait jamais une durée un peu longue ; mais aussi ne pouvons-
nous jamais parfaitement isoler un corps de tous les autres, ni, par conséquent, an-
nuler toutes les forces extérieures sur ce corps; de plus, nous voyons journellement que 
tout mouvement d'agitation dans un corps se communique promptement à des corps 
environnants, et, d'après cette simple remarque, on a pu concevoir la cessation finale 
de toute agitation dans un corps donné, sans que cela prejudicial en rien à la significa-
tion générale du principe de la conservation des forces vives, dès l'instant qu'on sup-
posait un état de parfaite élasticité. 

Mais on a rencontré d'autres phénomènes où l'on n'a pu se refuser à regarder les 
fonctions/"des relations R =f(r) comme étant susceptibles de varier, soit graduelle-

ment , soit brusquement, d'un instant à l'autre, et alors la quantité 2 1 R dr échap-

pait à toute appréciation directe. 

Il y a, en un mot, des corps imparfaitement élastiques, comme, par exemple, des 
matières molles et visqueuses, et, pareillement, des matières pulvérulentes, qu'on 
peut faire changer de figure indéfiniment, avec une dépense continuelle de travail, et 
qui, une fois abandonnées à elles-mêmes, reprennent très-promptement une figure bien 
déterminée, sans qu'une partie notable de travail ou de force vive ait pu se trans-
mettre au dehors. 

Pour de telles matières, la formule ( III ) serait absurde si l'on n'admettait pas que la 

quantité inconnue 2 
jC ■

 dr a la propriété de croître négativement aussi longtemps 

qu'il y aura des changements de figure, c'est-à-dire des mouvements de rapproche-
ment , d'écartement et de glissement entre les différentes parcelles dm du système. 

Mais toute valeur négative de la quantité 2 I
R

 dr une fois produite dans un corps 
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et non susceptible d'être restituée ultérieurement par ce corps, dénotera une perte de 
force vive qui aura eu lieu pendant la durée du mouvement. 

Ainsi donc, pour toutes les matières molles et visqueuses, et, pareillement, poui 
toutes les matières pulvérulentes, on devra admettre une perte de force vive pendant 
la durée du changement de figure de ces matières. 

On a été conduit au même résultat pour les liquides et pour les fluides élastiques 
toutes les fois que les différentes parcelles im de pareilles sortes de matières se sont 
trouvées dans un état d'agitation très-considérable et non assujetti à une loi de 
continuité d'un point à un autre du système. 

Or, en réfléchissant, à priori, sur le phénomène physique d'une matière molle ou 
d'une matière pulvérulente qui est susceptible d'être pétrie et déformée indéfiniment 
avec une dépense continuelle de travail, on ne peut se soustraire à la question de savoir 
ce qu'il en adviendra d'une telle dépense de travail dans la nature physique on chi-
mique du système. 

Au point de vue purement mathématique de la formule (III), tout est dit quand on 
a admis la variabilité, soit graduelle , soit brusque, des fonctions R = /( r) d'un in-
stant à l'autre ; mais quelle est la circonstance physique ou chimique qui se trouve inti-
mement liée à un tel changement des fonctions /(c)? Cette question-là reste entière 
bien manifestement, et il doit y avoir une réponse à y faire. 

Or, tout le monde sait que, dans les opérations de percussion, d'écrouissage et d'éti-
rement des corps solides, il y a généralement une élévation de température, et, par 
suite, un dégagement de chaleur. Il en est de même du frottement des corps solides les 
uns contre les autres sous de très-grandes charges. Tous les frottements paraissent, à 
la vérité, être accompagnés de mouvements vibratoires, et c'est pour cela que je n'en 
ai pas encore parlé, parce que, dès qu'il y a des mouvements vibratoires quelque 
part, ces mouvements se transmettent très-rapidement à tous les corps environnants et 
produisent, de cette manière, une diminution dans la somme des forces vives des 
corps frottants sans qu'il faille admettre une destruction ou perte absolue de force 
vive; mais tous les frottements contre des surfaces peu unies et mal graissées, sous 
de grandes charges particulièrement, produisent en même temps une élévation de 
température, et, par suite, on a lieu de croire que toute perte de force vive dans la 
formule (III), non susceptible d'être attribuée à une transmission de mouvements vibra-
toires , se transformera en une quantité correspondante de chaleur, de telle sorte que 
si l'on avait égard à la fois aux phénomènes mécaniques et aux phénomènes calori-
fiques des corps, il ne saurait plus y avoir de perte de force vive. 

Il a été reconnu, en effet, dès l'établissement de la formule (3) et démontré ensuite 
surabondamment par la discussion de la formule ( 10), que tout fluide élastique peut 
être employé à faire de la chaleur avec de la force motrice , ou, réciproquement, à pro-
duire de la force motrice avec de la chaleur [alors qu'on n'admettra pas l'égalité q' — q 
dans la formule (3)]. 

La formule (III) pourra d'ailleurs être appliquée directement au phénomène de la 

55.. 
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dilatation d'un fluide élastique sur les fig. ι et 2, à la condition d'y faire à la fois 

<v„ = o, w, = o, TM=o, 
ce qui donnera simplement 

ο = — T
r

 + Σ j* R dr, 

tandis que sur les fig. 1 et 2 on trouvera 

Ο = — Τ 
r
+ Ç ρ du. 

Donc, dans ce cas-là, on aura identiquement 

Σ Ç\dr— f'pdu, 

et ce sera une seule et même chose que d'écrire soit —ρ du, soit — 1R dr dans le 
deuxième membre de l'équation ( II ) ; par conséquent, l'équation ( II ) fera voir immé-
diatement comment la quantité Σ R dr variera avec l'état calorifique d'un fluide élas-
tique sur lesfig. 1 et 2, ce dont on ne s'est jamais occupé dans la mécanique ordinaire. 

On aura, en un mot, 

(V) dQ = r(t)f(t, U)du — 7.Rdr 

pour tel fluide qu'on voudra, non animé de vitesses, et renfermé dans une enveloppe 
de volume variable ν susceptible de laisser passer une somme de chaleurfi(t, «) du du 
dehors en dedans, ou, inversement, du dedans au dehors, selon que du sera positif ou 
négatif. 

D'après cette équation, la quantité Σ R dr ne saurait augmenter ni diminuer sans 
qu'il survienne un changement égal et contraire dans la fonction Q, et, par suite, la 

fonction Q devra être envisagée comme étant la quantité totale d'espèce ij* R dr dont 

un corps donné sera capable. 

Je suppose maintenant qu'un fluide élastique soit renfermé dans un volume con-
stant u parfaitement immobile, et, par conséquent, non susceptible de laisser passer 
des mouvements vibratoires au dehors, pendant qu'une quantité quelconque de tra-
vail T„ sera dépensée intérieurement à produire de l'agitation dans le fluide; alors 
l'équation (II) cessera d'être applicable à cause des vitesses qui naîtront et des chan-
gements qui surviendront à la fois dans les vitesses, dans les pressions et dans les tem-
pératures des différentes parcelles 8 m d'un instant à l'autre; mais l'équation (III) 
subsistera à tout instant et donnera, à partir de l'état initial, 

-7.8m w) = T
M

-t- Σ f R dr. 

Je suppose encore que, après qu'une certaine quantité de travail T„ aura été dé-
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pensée, le système se trouve abandonné à lui-même, et que, au bout d'un certain 
temps, toutes les vitesses w, soient redevenues égales à zéro ; alors, pourvu que l'ex-
périence vérifie la possibilité de l'extinction finale de toutes les vitesses w,, la for-
mule (II) redeviendra manifestement applicable sous la forme 

dQ' = Γ (!')/(*', «') da'—p'dJ, 

et, tandis que, dans l'état initial, on avait, le long de la droite AB, fig. ι, 

Q = Q o+ Γ Γ(0 f[t,u)du, 
0 

on aura, dans l'état final, le long de la même droite AB prolongée s'il le faut, 

Q'=Qo-t- f r(t)f(t,u)du. 

Cela étant, il s'agira de savoir trouver, en principe, la relation des quantités Q, Q'. 
J'admets d'ailleurs que le phénomène ait pu avoir lieu dans une enveloppe non per-
méable à la chaleur, et, dans cette supposition, il est manifeste que, en écrivant Q'= Q, 
il faudra qu'il y ait une perte de force vive représentée par l'expression 

T„ = — Σ Rrfr, 

sans production de chaleur, au lieu que, en écrivant 

Q' = Q + T
ra

=Q-2jT 'rdr, 

il y aura une production de chaleur tout à fait équivalente à la quantité de force vive 

disparue; et comme, dans le cas d'une parfaite élasticité, la quantité 2 I R dr ne 

pourra jamais augmenter ni diminuer sans qu'il survienne un changement égal et con-
traire dans la fonction Q, ainsi que je l'ai fait voir tout à l'heure par la formule ( V }, 
il faudrait véritablement vouloir se refuser à toute évidence pour ne pas continuer à 

attribuer une telle signification à la quantité î I Rrfr dans le cas d'une élasticité plus 

ou moins imparfaite. 
La relation 

(VI) Q' = Q — if R dr 

paraît avoir été admise, en effet, par MM. Regnault, Joule et d'autres physiciens qui 
se sont occupés de cette matière. 

Quant à la manière de trouver les variables //, «' du nouvel état calorifique du 
fluide élastique par rapport aux valeurs correspondantes p, t, « de l'état initial, il 
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faudrait que l'on connût les formes algébriques des fonctions 

q (v,p)= Ψ("> P) = u> /('»"}> r('K 

et que , ensuite, le long de la perpendiculaire AB, à partir du point B, on écrivit la 
condition 

(VIII f Γ (t)f(t, u)du= Q'—Q = — Σ Γ Rdr. 

Telle est la théorie à laquelle je suis conduit pour les expériences qui ont été pu-
bliées depuis longtemps par M. Joule. 

La même théorie sera directement applicable aux deux expériences qui ont été an-
noncées par M. Regnault dans le Compte rendu de l'Académie des Sciences (séance 
du 18 avril 1853 , tome XXXVI, page 180 , premier exemple). 

Dans l'une des expériences de M. Regnault, la dilatation a eu lieu dans une enve-
loppe extensible peu perméable à la chaleur, de manière que, en regardant les vitesses w 
des parcelles de gaz S m comme négligeables, la dilatation a dû se faire sensiblement 
de Β en C sur la fig. 1 pendant que le volume ν augmentait de OA à OA,. Ιλ tempé-
rature a été notablement abaissée, et il y a eu une production de travail au dehors égale 
à l'aire ABCA,. 

Dans l'autre expérience, la dilatation a été la même, de OA à OA,, dans une enve-
loppe peu perméable à la chaleur, mais l'enveloppe n'était pas extensible, et il n'y a 
pas eu une production de travail au dehors; une quantité de force motrice égale à 
l'aire ABCA, a dû être employée à imprimer des vitesses aux parcelles Sm, puis ces 
vitesses se sont éteintes et ont reformé de la chaleur; par suite, la pression el la tem-
perature du fluide élastique ont dû monter le long de la perpendiculaire AC jusqu'en 
un certain point D qui dépendra de la condition dQ — ο, c'est-à-dire de l'équation 
différentielle 

(VIII) ο = Γ (t)f(t, u)du — pdv, 

représentant une certaine courbe BD à mener du point Β jusqu'à la rencontre de l'axe Ο c 
sur la fig. 1. 

Il y aura manifestement à concevoir ttne telle courbe par chaque point Β de la fig. t, 
mais on ne voit pas directement, jusqu'ici, de quelle manière une courbe de l'espèce 
Q — constante pourra se présenter par rapport aux deux courbes fondamentales 
<f(i>,p)r=t, ψ (">/>) — ", et> d'après la seconde expérience de M. Regnault, la 
courbe Q = constante se confondrait avec la courbe φ («,/») = t. 

Une telle coïncidence, supposée générale, entraînerait des relations particulières 
dont je m'occuperai tout à l'heure, et qui ne sauraient avoir lieu pour des vapeurs, 
ainsi que je le ferai voir. 

Quoi qu'il en soit de la forme de la courbe représentée par l'équation (VIII), il me 
sera très-facile de donner une entière généralité à ce nouvel ordre d'idées dans la 
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science de la mécanique en remontant aux formules (I), (I bis), qui étaient 

IX) 
Q, = Q1/2 m w² 

Q'i = Q' -H \ »> «Λ 

i l en y joignant, non-seulement la relation générale des forces vives sous la forme 

fXl -miv" — - m w'— T„,— Τ
Γ
-(-Σ / R dr, 

mais encore la relation nouvelle dont j'ai fait usage dans l'établissement de la for-
mule ( VI), et dont l'expression sera 

(XI) Q'—Q-i-îJ' Rdr=o, 

au moyen de quoi je trouverai 

(XII) 
Q', — Qi = (Q'— Q) -I- ̂  m W ' — i m w'j , 

= Q' — Q-t-T„ — 1V+2 j R dr = T
m

 — T,. 

c'est-à-dire que, du moment où l'on érigera en principe la relation (XI), il y aura tou-
jours une parfaite conservation des forces vives ou des quantités de travail produites 
par les seules forces extérieures d'un système, en ce sens que toute différence entre les 
quantités T

m
, T

r
 se retrouvera par une quantité équivalente de chaleur, soit dans le 

corps même, où l'accroissement négatif de l'intégrale Σ J" R dr aura fait naître, en effet. 

une telle quantité de chaleur, soit dans les corps environnants, où la quantité de cha-
leur produite aura pu s'écouler. 

La formule (XI) ne servira d'ailleurs qu'à étendre aux corps imparfaitement élas-
tiques ce qui, d'après l'équation ( V) , aura lieu nécessairement pour les fluides parfai-
tement élastiques. 

CHAPITRE VI. 

Développement de l'hypothèse qui consiste à regarder la quantité Q comme une 
fonction de la variable t seulement. 

Les règles fondamentales de ma théorie des effets dynamiques de la chaleur étant 
actuellement établies, il ne me reste plus qu'à en développer les conséquences-, et. 
«l'abord, je m'occuperai des deux expériences déjà citées de M. Regnault. 

Dans l'une de ces expériences-, un volume d'air a été dilaté du simple au double, 
de OA à OA, par exemple, sur la fig. ι, dans une enveloppe extensible peu permeable 
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à la chaleur, et sans que les particules d'air aient pu prendre des vitesses appréciables. 
La dilatation a dû se faire alors à très-peu près de Β en C, le long de la courbe Β a, et 
il a dû ν avoir à la fois un abaissement de température et une production de travail 

égale à l'aire ABC A.,. 
Dans l'autre expérience, une capacité pleine d'air a été mise en communication avec 

une capacité de volume égal, dans laquelle était le vide pneumatique ; à la fin de l'ex-
périence, le volume de l'air s'est trouvé augmenté du simple au double comme tout à 
l'heure, mais aucun travail n'a pu être produit au dehors. Toute la force expansive 
de l'air a été employée à produire des vitesses, et, par suite, des tournoiements, puis 
les tournoiements se sont éteints et ont dû être remplacés par une quantité équivalente 

de chaleur. 
Ainsi, dans la première expérience, la quantité Q aura dû éprouver une diminution 

égale à l'aire ABC A, sur la fig. ι, et, dans la seconde expérience, la quantité Q aura 
dû être constante. La température, à la fin de la seconde expérience, aura dû être 
égalé à celle que l'on trouverait sur la fig. ι à l'intersection de la perpendiculaire A,C 
prolongée avec une certaine courbe BD dont l'équation différentielle sera 

rfQ = o ou Γ (t)f(t, u}du— pdv = o. 

Or, M. Regnault a trouvé que la température finale t' était égale à la temperature 
initiale t; donc, dans ce cas-là, le point D ne différerait pas du point Β,, et si l'on 
faisait d'une telle coïncidence une règle générale, il faudrait que la courbe BD ne 
différât pas de la courbe BB, ; il faudrait, en un mot, que le long de chacune des 
courbes α (ν, ρ) = constante f on eût Q = constante, et, par suite, dans toute 
l'étendue de la fig. ι, Q = fonction (f), ce qui entraînerait différentes conséquences 

que je me propose de développer à fond. 
Et, d'abord, j'observe que de Β en B, le long d'une courbe φ (ρ, ρ) = constante t, 

la première des formules (A) fera avoir généralement 

Q, — Q = r(t)J f{t,u)du—J p — du = qV(t) — aire ABB. A 

Pareillement, de B' en B", le long d'une courbe e {ν, ρ) = constante t', on aura 

Q', — Q'= r{i')jT f(t',u)du—J ' p' du — q'T (/'} — aire A'B'B
1

. A', ■ 

Donc, en premier lieu , pour que l'on puisse trouver à la fois Q, = Q, Q' =- Q', j| 

faudra que l'on ait 
q Γ (r) = aire ABB, A,, 
qT(t') = aire Α'Β'Β',Α',. 

D'autre part, de B en B', le long d'une courbe ψ (c, ρ) = u, la première des for-
mules (A; fera avoir généralement 

Q' — Q = ο — I p — dt— ο -t- aire ABB'A', 
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et, pareillement, de B, en Β',, le long d'une courbe ψ (c, p) = on aura 

Q', — Q, = ο —ρ' ~ dt = ο -4- aire A, Β, Β', A',. 

Donc, en second lieu, pour que l'accroissement de Q puisse être le même de Β en 
B' que de B, en Β',, il faudra encore que l'on ait 

aire Α,Β,Β',Α', — aire ABB'A'. 

D'après cette dernière égalité, il suffira que toutes les courbes q (c, ρ) = t soient 
tracées sur la fig. 1, et qu'une seule des courbes ψ (c, p) = u soit donnée pour que 
l'on parvienne à déterminer toutes les autres courbes ψ d'après celle-là. 

Je suppose, en effet, que l'on me donne la courbe B'Ba et un autre point quelconque 
B, sur l'arc indéfini BB, ou q(o,p) = f; l'aire ABB'A' aura alors une valeur par-
faitement déterminée pour chacune des autres courbes φ (c, ρ) = f' situées au-dessus 
comme au-dessous de l'arc BB,, et, en cherchant à construire pour chacune d'elles 
une aire Α,Β,Β',Α', égale à l'aire correspondante ABB'A', il est bien évident que je 
trouverai un arc correspondant B,B', parfaitement déterminé; je réussirai donc à 
trouver la courbe Β', Β, κ, tout entière, et de même pour tous les points B, imaginables 
situés sur le prolongement de l'arc IB. 

Réciproquement, quand on me donnera la courbe Β',Β,α,, j'en déduirai la courbe 
B'Ba, et la construction me réussira sans difficulté jusqu'au point de rencontre β avec 
celle des courbes <s/{v, p) = constante t, qui partira du point u, et que je suppose 
être l'arc α, p sur la fig. 1. 

Pour ce point-là, j'aurai à construire une aire ΑΒβα égale à l'aire triangulaire 
Α,Β, et l'arc β« me restera inconnu. 

Mais il est facile de démontrer encore que la quantité de force vive latente de « en 
u, le long de l'axe Oc devra être égale à zéro, et qu'il en résultera d'abord les deux 
égalités 

aire mBB, t«, = aire ABB, A,, 

aire A, B, u, = aire ΑΒΚ, 

par suite, la coïncidence de l'arc «,β avec l'axe Oc, et, enfin, la coïncidence du 
dernier élément ds de la courbe Β' B u avec l'axe Ο c. 

Pour le faire voir, j'observe que , du moment où l'égalité 

q Γ (t) = aire ABB, A, 

devra avoir lieu dans toute l'étendue de la fig. 1, on aura spécialement pour l'arc «, β, 
en désignant par la température constante le long de cet arc, 

<7οΓ (ί
0
) = aire αβ«,; 

quand ensuite il me plaira de considérer deux courbes infiniment rapprochées 
t|>(c,p) = «, ψ (c,p) = u -l- du, la quantité q„ devra naturellement être envisagée 

Tome WHl. — Novïhbre i853. 
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comme un infiniment petit du premier ordre égal au terme différentiel /(t,, u) du, 
tandis que l'aire α β U| deviendra une quantité infiniment petite du second ordre, 

.l'en conclus que la relation 
ç
t
r (e,) = aire a flu, 

ne saurait être applicable jusqu'à la dernière limite de petitesse de la différence u, — » 
qu'autant que le rapport de à u, — u se réduira à zéro à la limite u, = α, ce qui 
exigera que l'on ait 

f t(0, u) =0 
Il s'ensuit que, dans la relation bien connue 

aire «ΒΒι«, = ?Γ (f) — Ç r(f,)/(r,, u) du, 

on aura d'abord 

ο T(t,)f(t,,u)du, 

puis 
aire «BB, u, = q Γ (t) = aire ABB, A, ; 

et comme, en tout état de choses, on aura sur la fig. ι, 

aire A, B, u, = aire AB u -+- aire uBB, u, — aire ABB, A,, 

il s'ensuivra manifestement 
aire A, B, u, = aire AB u. 

Donc l'arc u, β, représenté par l'équation . 

?(">/>) = '·> 

devra se confondre avec l'axe Or, et, à cause de la relation démontrée 

/(<„, u) = o, 

aucune somme de chaleur ne sera nécessaire pour faire aller le volume ν du fluide 
de u en u, le long de l'axe Oc-

Par suite, enfin , de ce que l'on aura 

/('·> «) = o, 

le dernier élément ds de la courbe Bu devra tomber dans la direction de l'arc β u„ 
laquelle direction est celle de l'axe Ο r. 

Or, de pareilles conséquences ne sauraient guère être admises au point de vue phy-
sique de la question pour un gaz permanent, et bien moins encore pour un mélange 
de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, ainsi que je vais le faire voir en peu de 
mots et d'une manière bien frappante. 

Dès l'instant que, sur la fig. 2, on admettra les relations 

q'T[t') = aire A'Β' Β1, A',, 

q r ( t ) = aire ABB, A, , 
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et, par suite, l'égalité 

aire Α,Β,Β',Α', = aire ABB'A', 

toutes les courbes de détente Β'Βιι,Β',Β,ηι,... deviendront une seule et même courbe 
transportée parallèlement à elle-même le long de l'axe Of, ét l'aire curviligne ΒΒ'Β',Β, 
ne sera ni plus ni moins grande que le rectangle correspondant A B'B', A, qui aura même 
base B'B', et même hauteur b B'. Tous les triangles hi' k, b B'B, A,B', B,,... seront 
égaux, et chacune des aires curvilignes ki' Β', B, sera égale au rectangle correspondant 
At'B', A,. 

Or, l'aire du triangle b, Β', B, représente l'augmentation de force motrice que l'on 
peut obtenir avec une machine à vapeur à détente complète comparativement à une 
machine à vapeur à détente nulle. 

L'aire curviligne ki'Tf
t
 B, représente le maximum de force motrice théoriquement 

possible avec la seule chaleur latente du mélange de liquide et de vapeur de i ' en B', 
sur la fig. 2. 

L'aire du triangle i i' k, peu supérieure à l'aire des triangles égaux ht' k, b, Β',B,, re-
présente le maximum de force motrice théoriquement possible avec la quantité de cha-
leur sensible de la masse liquide de i en i' le long de la courbe /„ i i'. 

Les aires i/'B', A,, Ai'B', A, dont la différence est la même que celle des triangles i i' k, 
hi' k représentent, à très-peu près, la quantité de force motrice directe de la valeur dé-
pensée , c'est-à-dire la quantité de force motrice que l'on obtient dans une machine 
sans détente avec la même dépense de chaleur que celle qui, dans une machine à dé-
lente complète, fait obtenir en plus l'aire du triangle A, Β', B [ *]■ 

[*] De la manière dont les machines à vapeur sont disposées, on obtient, & la vérité, dans le cy-
lindre travailleur des quantités de force motrice égales à l'une des aires ΡΡ'β',Β,, ΡΡ'Β,4,, selon 
que la machine est à détente complète ou à détente nulle ; mais il faut qu'on en défalque ce que 
coûte l'alimentation de la chaudière. 

Si l'on voulait satisfaire à la règle théorique de ne jamais mettre en présence des corps d'inégales 
températures, il faudrait que la pompe alimentaire pût saisir un volume Pk d'eau et de vapeur à la 
température t du condenseur; puis il faudrait que le mélange saisi fut refoulé sur lui-même le long 
de la courbe ki', de manière que, avec une dépense de travail égale à l'aire Ρ ki'P', par coup de pis-
ton , la chaudière pût recevoir un volume Ρ' I de liquide à la température t'. 

De cette manière, il ne resterait comme bénéfice que l'une des aires k i' β', Β,, ki' B', b,, selon que 
la machine serait à détente complète on à détente nulle, et la chaudière n'aurait à dépenser que la 
quantité de chaleur latente de i' en B,. 

Cela exigerait une pompe alimentaire trop volumineuse, et l'on préfère avec raison n'alimenter la 
chaudière qu'avec un volume Pi de liquide h la température t du condenseur. 

On devra alors mener par le point i une courbe i h' de l'espèce φ {ν, ρ) — constante u, par rapport 
' à une masse d'eau entièrement liquide, et le travail de la pompe alimentaire sera représenté par 

l'aire Ρ i h' Ρ' ; ce qui fera réaliser, en outre, l'aire quadrilatérale ih'i'k dans la machine à détente 
complète, comme dans la machine sans détente; mais, par contre, la chaudière aura à fournir 
d'abord la quantité de chaleur sensible de h' en i' sur la fig. a ; plus, ensuite, la quantité de chaleur 
latente de t' en B,. 

Ce que je viens de nommer la quantité de chaleur sensible de h' en i' sur la fig. 2 est la quantité 
56.. 
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Ainsi donc, l'aire Χί'Β',Β,, ou le maximum de force motrice théoriquement possible 
avec la seule chaleur latente d'un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, 
ne sera ni plus ni moins grand que l'aire A V B", A, 011 la quantité de force motrice directe 
d'une machine sans détente dans laquelle on fera une dépense de chaleur égale à la 
somme de la chaleur latente et de la chaleur sensible de la vapeur employée. 

Je suppose, par exemple, qu'il y ait une température de 100 degrés dans la chau-
dière et de 5o degrés dans le condenseur d'une machine à vapeur d'eau ; je suppose 
encore que le point B*, ne diffère pas sensiblement du point l'sur la fig. 2, c'est-à-dire, 

de chaleur à dépenser par la chaudière pour que le volume d'eau introduit P'fc' soul la pression OP" 
dans la chaudière, eoit porté à sa température d'ébullition t' pendant que le volume augmentera de 
P' h' à P' i'. Il y a une distinction à faire entre cette quantité de chaleur et celle qu'il faudrait em-
ployer pour faire aller la masse liquide de 1 en i' le long de la courbe i.ii' sous une pression 
variable ρ = iï (/). 

D'abord le volume d'eau Ρ'λ', sous la pressioD OP' de la chaudière, différera excessivement peu du 
volume initial Pi sous la pression OP du condenseur, à cause de la compressibilité & peu près nulle 
de l'eau, et en même temps la température θ- au point V surpassera excessivement peu la tempéra-
ture t au point i. 

Ensuite, si je désigne par dq, dq' les quautités élémentaires de chaleur qu'il sera nécessaire d'em-
ployer pour faire aller la température du liquide de t à t -t- di, d'une part, le long de la courbe i i', 
et, d'autre part, le long de la petite ligne h'i', en supposant, d'ailleurs, que la ligne ih', presque 
droite et parallèle à l'axe Op, est une courbe d'espèce φ (y, p) = u par rapport à la masse liquide, je 
n'aurai qu'à appliquer à une telle masse liquide les principes généraux de ma théorie des fluides 
élastiques, pour trouver la condition nécessaire 

aire ih'i' — jf' Γ (l)rfy'-j" Γ (t)dq. 

D'autre part, en représentant par 
ν = w = fonction <, 

l'équation de la courbe indéfinie i, i i', je trouverai manifestement 

aire r h' i'= I w dp — w (p' — p) = p'(«/—w)— i p dw, 

et je serai conduit à égaler les seconds membres de ces équations pour avoir la condition mathéma-
tiquement nécessaire entre les quantités dq, dq'. 

Il faudrait que le volume P i de liquide à la température t du condenseur fût échauffé progressive-
ment dans le cylindre de la pompe alimentaire jusqu'à la température t' de la chaudière sous une 
pression variable p = il (t), le long de la courbe /, ii' sur la fig. 3, pour que le travail de la pompe 
alimentaire devint exactement égal à l'airePii'P' en place de l'aire Pib'P', et pour que la quantité 
de chaleur à dépenser fût égale à l'intégrale 

J
t
 ^ 

Je Jong de la courbe i i', en place de l'autre intégrale 

it' dq', 
Je long de la droite h'i'. 



PURES ET APPLIQUÉES. 441 
en d'autres termes, que la vapeur employée soit sensiblement sèche: alors, chaque 
kilogramme de vapeur dépensée fera sortir de la chaudière 537 unités de chaleur la-
tente , plus 5o unités de chaleur sensible, en tout 587 ; et, d'après ce qui précède, le 
maximum de force motrice théoriquement possible avec une dépense de 537 un'tes 8e 
chaleur ne sera ni plus ni moins grand que ce que l'on obtiendra dans une machine 
sans détente avec une dépense de 537 -t- 5o = 587 unités de chaleur. 

Par suite, dans une machine à détente complète, avec une dépense de 587 unites 
de chaleur, le maximum de force motrice théoriquement possible ne saurait excéder la 
quantité de force motrice correspondante de la machine sans détente dans une propor-
tion plus grande que celle de 

537 : 587 :: 100 : 10g, 

c'est-à-dire, en d'autres termes, que le bénéfice maximum de la détente, dans une ma-
chine théoriquement parfaite, ne saurait être que de g pour ι oo au plus, ce qui n'est 
certes pas croyable et ce que n'admettra aucun ingénieur. 

Je dis donc que si le fait observé par M. Regnault a pu se vérifier à très-peu prés 
pour de l'air atmosphérique, il ne saurait être permis d'y voir une règle générale pour 
des gaz permanents, et encore moins pour des vapeurs ; que surtout l'on devra se gar-
der d'en faire le point de départ d'une théorie générale des effets dynamiques de la 
chaleur. 

Et qu'on ne croie pas que, pour arriver à de telles conclusions, il me faille avoir 
établi d'abord la première des équations (A), qui est 

rfQ = T[t)f{t,u)du — pdv; 

car, si je remonte tout à fait à l'origine de la fig. 1, je vois d'une manière bien évi-
dente que, en désignant par S l'aire quadrilatérale BB' R, Β,, j'aurai, d'une part, 

S = aire A'Β' B', A', -+- aire A', Β*, Β, A, — aire A, Β, BA — aire ABB' A', 

et, d'autre part, 
S = aire wB'B', u, — aire «ΒΒ,ω,. 

Je trouverais encore d'autres expressions de l'aire S, s'il me plaisait soit d'abaisser 
des perpendiculaires des quatre points Β, Β', Β,, B', sur l'axe Qp, soit de prendre la 
différence des aires curvilignes H1BB'l'H', HIB, B', H', et toutes ces manières d'évaluer 
l'aire S seraient géométriquement équivalentes. 

Leur entier développement me conduirait à la théorie connue des formules (ig) 
et (xg bis), qui, par elles-mêmes, n'ont aucune signification calorifique. 

Il faudra que je raisonne à la manière de M. Carnot pour trouver une expression 
purement calorifique de l'aire S sous la forme 

S = ?'Γ (t') — qT(t), 

et, de plus, il faudra que je puisse identifier cette autre expression de l'aire S ave< 
l'une des expressions précédentes. 

Or, je réussirai à cela très-directement sur la fig. 1, sans faire aucune hypothèse, en 
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observant tout simplement que, entre deux courbes données Β' Β ft, Β1, Β, α, οιι 
ψ(ν,ρ) = u, ψ (ν, ρ) — ο,, toute diminution de t ou tout accroissement de f ' dans 
la formule calorifique entraînera sur la fig. ι un accroissement correspondant dans 
l'aire de la bande curviligne «BB, u, ou uB'B', u 

Il m'est parfaitement'évident, en un mot, que, entre la formule calorifique et la 
seconde des formules géométriques, j'aurai 

ο = [t]' Γ (f') — aire αΒ'Β',κ,) — (çT (f) — aire aBB,u,), 

ou , ce qui revient au même, 

q'T (t') — aire uB'B', u, = q Γ (ί) — aire αΒΒ,α, = D, 

la valeur D de ces différences égales ne pouvant dépendre que de u, u,. 
Il m'est tout aussi évident que, par rapport à la courbe u, β déjà considérée sur la 

fig. ι, j'aurai 
D = q, Γ( t,) — aire up u,. 

Quand enfin il me plaira de faire une application de cette relation à deux courbes 
infiniment rapprochées B'Bu, B',B|U,, je concevrai parfaitement que, en place de la 
quantité q

0
 Γ (t

0
), j'aurai à considérer le terme infiniment petit du premier ordre 

r u)du, 

et, en place de l'aire u β u
t
, une quantité infiniment petite du deuxième ordre. 

Donc, pour des bandes curvilignes uBB, u,, uB'Bju, comprises entre deux courbes 
infiniment rapprochées ii(e,p)= u, ψ (e, /i) = u -h du, j'aurai 

rfD = r(i,)/(f„ u)du-, 

puis, quand il me plaira de juxtaposer une multitude de pareilles bandes, je n'aurai 
qu'à faire la somme de tous les termes différentiels correspondants pour trouver la dif 
férence finie D des deux précédentes équations. J'aurai donc 

D =f T(t,)f(t,,u)du, 

ce qui me donnera généralement 

qT (f) — aire «BB, fT (t0) fto u 

ou bien 

jr(t) = aire u BB, u -+-
 Γ

 r('«)/(u) du, 

et pareillement 

q'r(t') — aire κΒ'Β',ιΐι-t- J Γ (f,)/(i,, u)du, 

l'intégrale définie des seconds membres pouvant avoir telle valeur que l'expérience 

fera trouver de u en «, le long de l'âxe Ο ι> sur les fig. ι et 2. 
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N'est-ce pas là une théorie complète et entièrement satisfaisante, quelle que puisse 

être la nature de la fonction universelle Γ ( f)? — J'y suis parvenu en identifiant d'une 
manière certainement exacte l'expression purement calorifique de l'aire S avec la se-
conde de mes expressions géométriques; mais il ne me sera pas plus difficile de dé-
montrer toutes les mêmes choses en voulant identifier l'expression calorifique de 
l'aire S avec la première de mes expressions géométriques, qui était 

S = aire A'B'B', A', -+- aire A', Β', Β, A, — aire Αι Β,ΒΑ — aire ABB'A'. 

Je commencerai par attribuer à a, u, deux valeurs entièrement déterminées, ce qui 
me fera avoir deux courbes données B'B η, Β', Β, u, sur la fig. ι. 

Je ferai remarquer ensuite que, dans ce cas-là, quand t' sera constant et que t va-
riera , le premier terme seulement du second membre sera constant et que les trois 
autres varieront à la fois avec t. Quand, au contraire, t sera constant et que t' seul 
variera , il n'y aura que le troisième terme qui sera constant et les trois autres varie-
ront à la fois avec t'. 

Ainsi, le deuxième et le quatrième terme varieront à la fois avec t et t', et comme, 
dans l'expression calorifique de l'aire S, il n'y a aucun terme de cette espèce, il faudra 
que j'essaye de faire subir une transformation à ma formule géométrique, ce qui sera 
très-facile, car on aura sur la fig. ι, 

aire ABB'A' = aire A'B' u — aire AB u, 

aire Λ',Β',Β,Α, = aire A',If,u, — aire A
t
B,u,, 

puis, en substituant et en ordonnant, je trouverai 

S = (aire A'B'B', A', -t- aire Α',Β',κ, — aire A'B'wj 

— (aire A,B
(
BA -h aire Α,Β,β, — aire ΑΒα) ; 

c'est-à-dire que, au second membre, j'aurai deux groupes de termes dont le premier 
ne dépendra que de la seule variable t', et dont le second ne dépendra que de la seule 
variable r. 

Il y aura, en un mot, parfaite conformité entre l'expression purement géométrique 
de l'aire S et l'expression purement calorifique 

S = q'r(t')~qr(t), 

et, de plus encore, à la simple inspection de la fig. ι, on verra que le premier groupe 
du second membre de l'expression géométrique sera précisément égal à l'aire u B'B', u,, 
tandis que l'autre groupe sera égal à l'aire #BB|U,. Ainsi donc l'expression géomé-
trique de l'aire S se confondra avec l'équation connue 

S = aire «B'B1, u. — aire «BB, «, ; 

et, par suite, on en conclura tout ce qui précède sans être obligé de supposer la re-
lation auxiliaire 

aire Α,Β,Β',Α', = aire ABB'A', 
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de laquelle ressortiront des conséquences si extraordinaires pour les gaz permanents 
et surtout pour les vapeurs, ainsi que je l'ai fait voir. 

Je veux aller plus loin encore et admettre pour un instant que, à tort ou à raison, 

l'on doive avoir l'égalité 
aire = Α,Β,Β', A', = aire ABB'A' ; 

alors ma première expression géométrique de l'aire S se réduira à 

S = aire A'B'B', A', — aire ABB,A,, 

et comme on ne cessera pas d'avoir 

S = aire αΒ'Β',α, — aire αΒ,Βα,, 

l'on se trouvera pour le moins embarrassé de savoir avec laquelle des deux formules 
géométriques on devra identifier l'expression calorifique 

S = 9'r(t')-yr(i). 

Quand on optera pour la seconde des deux formules géométriques, on trouvera, 

comme tout à l'heure, 
q'T

 k
't') — aire αΒ'Β',α, =: ?Γ (r) — aire αΒΒ,α, = D, 

et, en même temps, par rapport à la courbe u, β, 

D = <7,Γ (f,) — aire αβα,. 

Quand on optera pour la première des formules géométriques, on sera autorisé 

seulement à écrire 
q' Γ (t'j — aire A'B'B1, A', = q Γ (r) — aire ABB,A, = Δ, 

sans pouvoir faire à priori Δ = ο, car, le long de la courbe α, β, on trouvera 

Δ = q,r(t,) — aire αβα. 

Ainsi donc, de l'une des manières, on aura en principe 

q Γ(r) = aire αΒΒ,κ, D = aire αΒΒ,α, + y,r(i,) — aire«p«,; 

de l'autre manière, on aura 
yr(/) = aire ΑΒΒ,Α H- Δ = aire ΑΒΒ,Α, -t- q, Γ (f,) — aire *β u, 

et ces deux formules seront parfaitement équivalentes, car on aura généralement sur 

la fig. ι, d'une manière géométriquement évidente, 

aire αΒΒ,α, = aire ΑΒΒ,Α, + aire A,Β, α, — aireABu, 

et, à raison de l'égalité supposée entre les aires Α,Β,Β',A',, ABB'A', on aura encore 

ο = aire A,B, «, — aire AB βα ; 

puis, en soustrayant, on trouvera 

aire u BB, «, = aire ΑΒΒ,Α,— aire αβ u, 
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et, par suite, il sera facile de reconnaître la parfaite identité des deux formules en 
question l'une avec l'autre. 

Cela convenu, je suppose que l'on fasse α, = u + du, afin de n'avoir à considérer 
que deux courbes infiniment rapprochées B'Brt, Β',Β,α, sur la fig. ι; alors la quantité 
<-/„ Γ (t

0
) se réduira au terme différentiel de premier ordre 

r ('>)/(*<>> u) du, 

et chacune des aires αβ«,, α β α, deviendra une quantité infiniment petite du second 
ordre. 

11 me sera d'ailleurs loisible de juxtaposer une infinité de bandes infiniment étroites 
de chacune des espèces ABB,A,, «BB, u,, dont les sommes feront les aires totales 
ABB,A,, «ΒΒ,α, de la fig. ι. J'aurai alors, de l'une des manières, 

}Γ(() = aire «BB,u, -+-J* Γ(t,)f(t„,u)du, 

et, de l'autre manière, 

q Γ (f) = aire ABB, A, -t- j Γ (h)f{t„, u) du. 

Mais la première relation sera absolument vraie et ne dépendra de nulle hypothèse. 
La seconde ne subsistera qu'en vertu de l'égalité supposée 

aire Α,Β,Β',Α', = aire ABB'A'. 

Donc, quand je n'invoquerai pas cette égalité, j'aurai la première relation seule, 
sans nulle condition ni pour l'intégrale définie qui s'y trouve, ni pour la direction de 
la courbe «, β. 

Quand, au contraire, j'invoquerai l'égalité en question , je trouverai à la fois l'une 
et l'autre relation, et, par suite, j'en conclurai l'égalité 

aire «BB,u, = aire ABB,A, ; 

par suite aussi, il faudra que l'on ait 

aire A,B,«, = aire AB«, 

et, par suite enfin, la courbe κ,β devra coïncider avec l'axe Or. 
Cela ne fera aucune condition, il est vrai, pour le terme Γ(ί„)/(ί„, u) <lu; niais 

le produit q r (t) ne représentera pas la commune valeur des aires égales ΑΒΒ,Α., 
«BB, »,. 

On aura 

qY [t) = aire «BB,«, ^- / Γ u) du, 

et cette expression toujours vraie du produit qÎ (t) ne pourra se réduire à 

q Γ (/) = aire ABB,A, = aire ÎÎBB,«, 

qu'autant que l'on aura 
ο — fit.,, ti), 

Tome XVJII.— Novsmcke iS53. 5? 
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re qui fera coïncider encore le dernier élément ds de la courbe Β β α avec l'axe Ον. 
De cette manière, je crois avoir expliqué et démontré toutes les mêmes choses sans 

faire intervenir la fonction Q; mais il m'est bien évident que la fonction Q doit jouer 
en effet le rôle que je lui ai assigné, et que, dans le cas actuel, avec l'égalité supposée 

aire Α,ΒιΒ',Α', = aire ABB'A', 
sans la relation 

ο =/(*,,«), 

la courbe BD de la fig. ι rencontrerait la perpendiculaire A,B, au-dessous du point B,. 
Je suis convaincu enfin que, dans la vraie nature des choses, la courbe BD repré-

sentée par l'équation différentielle dQ = ο ou 

Γ u) du — pdv = Ο, 

tombera toujours dans l'espace angulaire CBB, de la fig. ι, ce qui exigerait que l'on 
eût en principe 

aire ABB,A, q Γ (f ), 
et, par consequent, 

aire ABB'A'JfU

l 
Γ (Ί

0
)/(Ί

0
, u) du. 

Quoi qu'il en soit, je vais faire voir encore comment l'on peut développer algé-
briquement toute la théorie des effets dynamiques de la chaleur, en partant de l'hv-
pothèse que la fonction Q ne doit varier qu'avec la température t sur les fig. ι et 2. 

Je remonte à l'équation (L), et je pose 

Γ {t)dq — Γ (t)/{ t, u) du =r ^ ^ dt ■+- ρ dv =r Q' ( t ) dt 4- pdv. 

le prends v,p comme variables indépendantes, et j'en tire 

q„l (f) = Γ (f)/(f, u)
 d
£ = Q'(f) ^ -+-P = Q'(f)

s
» +/', 

'/■ Γ it) = Γ it) fit, u) d± = Q'( t) d± = Q'(f) S,. 

Je trouve ensuite, pour les expressions des chaleurs spécifiques principales c,, c,, 

c«r l/j — —s: — ^ ('/-+■ 57' 

c
,r

(0 = ?^=
Q

'(r), 

(c.-c,)r(f) =p/80 

et, pour la chaleur spécifique c dans une direction quelconque, 

,r,,, = JL r (,) = = Q'M + P v 
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puis, pour les expressions de la chaleur latente, 

—£r(i)= (c„ — c,)3-, Γ (/)=/>, 
? 

|r
 r

w=is· 

et la dernière des équations (N), c'est-à-dire la condition nécessaire pour que l'ex 
pression de du puisse être une différentielle exacte, sera 

T{t)f{t,u) _ Λ 

~{V{t)f{t,u)) ' dp 

Le fluide élastique pourra être d'ailleurs un gaz permanent ou un mélange de li-
quide et de vapeur saturée de ce liquide. 

Dans le premier cas on aura, en vertu de la loi de Mariotte, 

vp — «(i); 
d ou 

da ( t) dt 
P= dt dv 

da (t) dt 
ν = —-— —, dt dp 

c'est-à-dire 

a. _ dt _ Ρ 
dv d't 

dt ν 
91 dp α'(ί)' 

par suite, 

V
°
r

(
f)
-(^r7

+
 *)^' 

q' t u 

r„r (t) — Q'(0 + <*>' (t), 

c,r(t) = Q'(t), 

(c„ — c,) Γ (t) — a' (i), 

dqo dvt T 

η— r Ie) ~ "> 

5
7

. 
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et la condition nécessaire deviendra 

Γ(')f(t, u) _ dt _a{t) 

d /dt ( T(t)) f(t,u) 

on, ce qui reviendra au même, 

« (') (r (')/('. «)) — r(')/('» «0 7,û Ο = °> 

ou encore 

d,{ a[t) )- ' 

et de là on tirera, par voie d'intégration, 

v ,\—- = constante = fonction u. 

Donc, en désignant par ι ( u ) une fonction arbitraire de la variable u , il faudra que 

l'on ait 
Γ(')/(ί>κ) = Λ(')£("). 

et la lonction f{t, u) sera nécessairement de l'espèce 

f(t,u) = y\t)t{u), 
i\ la condition d avoir 

r(t)y(t) = a(t). 

Ce résultat ne changera rien aux expressions des quantités q,, q„ c„, c,, dq ; mais la 

relation initiale 
r(<)/('> u) = dQ-hfid^ 

deviendra 

a [t)s(u)du = Q' (t)dt + α (f ) — 5 

et, en la divisant par a (f), on aura la différentielle exacte 

.(.)Α,=2£?ι* + -, 

de laquelle on tirera, par voie d'intégration, 

J t{u)du= j^Liljdt-h loge. 

Ce sera l'équation générale des courbes ψ ( ν, ρ ) = « en ν, t, et pour avoir l'équation 
des mêmes courbes en », ρ, il ne s'agirait que d'éliminer t entre l'équation trouvée et 

la relation vp — a (t). 
On aura, en même temps, pour la somme de chaleur nécessaire d'un point t, u a 

un autre point infiniment voisin t dt, u + du, 

dq = f[ t, H) du — y (/) t ( u) du, 
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ou, ce qui reviendra au même, 

Γ (t) dq — Γ (ί)γ (t) ε ( «) du r= a (t) e (u) du. 

Mais une relation de cette espèce ne sera ni plus ni moins générale qu'une expression 
plus simple de la forme 

dq—f\t, u)du = f(t)du, 
ou 

Γ {t)dq = Γ (t)f(t, u)du — Γ (t)y (f) du = a (t)du , 

et, par suite, la relation initiale 

Γ it) fit, u)du = dQ-t-pdv 
deviendra 

a ( f) du = Q' (t)dt -+-ρ dv = (f) dt -f- a (f) — : 

puis, en la divisant par a (t), 

du — —-—- dt -t- —· 

En intégrant cette formule, on trouvera l'équation générale des courbes ψ (ν, ρ ) — κ 
sous la forme 

u
=f\à

dt+
^

v
· 

Pour la discuter, on n'aura qu'à désigner par e, v, les valeurs de ν qui dépendront 
de deux valeurs différentes «, a, sur une même courbe γ ( r, p) = t ou vp = a {t), et 
l'on aura d'abord l'équation précédente, puis 

a
'=fHyrf<+losv-· 

On en conclura , par soustraction , 

U, — U = log C| — log 9. 

Ainsi, la différence des logarithmes de ν, v, sera constante de haut en bas sur la 
fig. ι pour tous les arcs BB,, Β' B',,... interceptés entre deux courbes données Β' Β u. 
Β',Β, α, ou ψ (r, ρ) = u , ψ (ν, ρ) — "ι, et, par suite , la connaissance d'une seule de 
ces courbes entraînera celle de toutes les autres. 

Pour une de ces courbes en particulier, c'est-à-dire pour une valeur constante 
quelconque de « , on aura 

l0ëv==u
-fi(F)dt 

et, au moyen de la notation auxiliaire, 

E(t) / dt = 
OU 

dE(t)_Q'(t) 
dt a (t) ' 
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on aura, sous forme plus simple, 

log f = u. — Ε (f) ; 

puis, à une autre température t'le long de la même courbe, 

loge' = rt — E(f'), 

et, par soustraction, l'on trouvera 

|
0R

 „ _ |
0

g
 =

 ε [t') — Ε [t) = J —j de. 

ou, ce qui reviendra au même, 

P = e—E(0
=

 « , 

v'
 = c

«-E(,')
 =

 _iL , 

- = £^
 =

 c
e

C')-E(O
 =

 J*
 a{t)t

. 

Donc, toutes les courbes ψ («',/?) = « seront parfaitement déterminées sur la fig. ι 
dans l'intervalle des deux courbes y (ν, ρ) = t„ φ (ν, ρ) = t, entre les températures r„, f,, 
desquelles on connaîtra la fonction Q(f), et, par suite, la fonction Ε (r). Réciproque-
ment, si l'une des courbes ψ (ν, ρ) — u était connue de e

c
 à f,, on pourrait s'en servir 

pour en déduire la fonction Ε (r), et, par suite, la fonction Q (r) de à e,. 
La manière de faire le calcul dans le dernier cas, consisterait à prendre l'équation 

différentielle de la courbe donnée, ce qui ferait avoir 
dE (t) 

ν de a (t) 

puis, en multipliant cette équation par pvdt — a{e)dt, et en transposant, on aurait 

dQ = Q'(e)de = pdv. 

Ainsi l'accroissement de la fonction Q devrait être égal à l'accroissement de l'aire du 
triangle A«B, et, par suite, en ne préjugeant rien de la valeur Q

0
 de la fonction Q à 

la limite inférieure t,, on aurait, de f0
 à t, 

Q(f) = Q(f
0

) — f pdp = Q (f») -t- aire ABB'A' (de i„ à f). 

Il v a à faire remarquer d'ailleurs que, d'après l'équation vp = a (t), la fonc-
tion a (t) satisfera nécessairement à la condition a (/<,) = ο quand on y fera ρ = ο, 
et que, par suite, il ne saurait plus y avoir ni chaleur ni force vive latente le lorn; 
de l'axe Oe; ainsi la quantité Q devra être rigoureusement égale à l'aire du triangle 
Λ«Β. 

L'une des courbes B'B «, Β',B, u, n'étant pas facile à déterminer directement, il 
suffirait que l'on parvînt à connaître l'une des chaleurs spécifiques r„, c, en fonction 
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de t, pour que, en multipliant par. dt les expressions connues 

c.r(f) = Q'(f) -f- a (t), 

c,T(t) = Q'{t), 

et en les intégrant à partir d'une limite inférieure quelconque t„, l'on eût, à partir 
de cette limite, 

Q(') = Q('») + r c^r [t) dt j 

ou 

Q(0 — Q('«) J
 c

°
r dt

 ~~ ('·)
 — a

(M I· 

Je suppose, enfin, que l'on ait réussi à déterminer expérimentalement une fonc-
tion C (r) qui soit telle, que la différentielle de cette fonction C' (t) dt puisse repré-
senter la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller les quantités ν, ρ d'un gax 
permanent le long d'une courbe donnée quelconque sur la fig. ι supposée représenter 
par une équation de la forme 

ν = iv — fonction (i). 

En faisant, alors, dq = C' (r) dt et ν = w, dans la relation de principe 

r(r) dq = r(f)/(r, u) du — Γ (f )y (t) du — a [t) du = rfQ pilv, 

on trouvera, le long de la courbe donnée, 

d Q — Γ (tjC (t) ilt — pdw, 

et, par voie d'intégration, on eu déduira 

Q(t) dt= 

en observant que, le long de l'axe Oe, on devra avoir 

C'(<„) = ο 
à cause de la relation 

a (t„) =z o. 
On aura, en même temps, 

t(E) t dt 
dt et (t) ait) w 

et, en intégrant, 

E(t) = 

puis, entre deux limites données t, t', 

E(r')-E(r)=J 9Jfî dt=£ ESÛSiAî} dt — (log «V' — log «'J, 
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et, par suite, en remontant à l'équation générale des courbes ψ (ν, ρ) = u, 

loge — log ν' = Ε (*') — Ε (t) =£
 — C°g'

v

' ~
 ,0

S
 w

J ' 

ou, ce qui reviendra au même, 
( log v - log v')Xt' r (t) C' (υ 

οιι encore 

log - — log -, = Γ ' Ιΐΐψΐύ dt. 

De toute manière et sans connaître la fonction Q, on aura, relativement à l'aire 
quadrilatérale BB' Β', Β de la fig. ι, 

<] Γ (t) = a (t) ;— u !, 

<l'T[f) = a{t')[u
l
—u), 

et la différence 

S = q' V ( t ' ) — η Γ [t ) = ( a ( t' ) — a t)) ( «, — u , 

devra être égale à l'aire du quadrilatère BB'B', B,. 

Et, en effet, comme la fonction Q ou l'aire du triangle At* Β dépendra de la va-
riable t seulement, on en conclura d'abord l'égalité des aires ABB'A', A, Β,Β, A',; 
puis, la relation connue 

S = aire A' B'B', A', -1- aire A', Β', Β, A, — aire A, Β, BA — aire ABB' A' 

se réduira à 
S = aire A'B'B', A', — aire ABB, A,. 

D'autre parf , on trouvera directement, le long d'une courbe BB, ou vp = air), 

aire ABB, A, = I ρ riv = a(t) I — = <7 (t ) (log c,— loge); 

et, quand on remplacera la différence des logarithmes de r, e, par la difference égale 
ι/. — u, on reconnaîtra la parfaite égalité de l'aire ABB, A, avec le produit ^r(f), 
tandis que l'aire A'B'B', A', sera égale au produit η' Y ( t'), ce qui fera retrouver exac-
tement l'expression déjà connue de l'aire S. 

Quand on voudra trouver l'aire S délimitée par une courbe fermee quelconque -, 
on n'aura qu'à remonter à la relation de principe 

Γ [t] (ti/ ~ Γ [t)f{ t, κ ) du Γ ( t ) 7 ( t ) du . 

ou 
Γ ( t ) dq = a (fi du = <1Q -t- ρ elf , 
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et intégrer cette formule tout à l'entour de la ligne s, ce qui fera trouver 

/T(t)dq=z J ii(t)du — Ι ilQ-f- ί pdv, 

et, comme dQ sera une différentielle exacte , on aura 

o= f'd Q, 

par suite, pour la quantité cherchée, 

S =Ι ρ dv = Ι a (t) du = Ι Γ ( / ) dq. 

Telle est la théorie complète et bien explicite à laquelle on arrivera pour tous les 
gaz permanents en acceptant le fait observé par M. Regnault comme une vérité géné-
rale et en y joignant la loi de Mariotte seulement. 

Ce que j'ai dit auparavant avait pour objet de faire voir que , alors même qu'on ne 
ferait pas usage de la loi de Mariotte, on se trouverait amené à ne concevoir ni cha-
leur ni force vive latente le long de l'axe Oc, ce qui ne paraît guère admissible au 
point de vue physique des choses. 

Je veux bien admettre que l'on ne doit pas trop insister sur les conséquences ex-
trêmes d'une pareille théorie le long de l'axe Ο e ; mais il restera toujours à vérifier si, 
dans la région de la fig. ι, où la loi de Mariotte sera sensiblement exacte, les quantités 
q
t
, 7,, c„, Ct,dqf suivent, en effet, les lois que j'ai trouvées. 

Il me reste à ajouter, enfin, que lorsqu'on invoquera à la fois la loi de Mariotte er 
celle de Gay-Lussac , on aura 

Ψ _ e„ P,· 
I H— α ί ι —j- χtc 

les lettres c,„ p., t„ servant à désigner les valeurs particulières des quantités ν, p, t d'une 
masse de gaz en un point donné de la fig. ι, et la lettre α représentant le coefficient 
de la dilatation thermométrique à pression constante, à partir de t = o. 

En faisant, pour abréger, 

m = 
I —J— Ζ Λ, 

on aura 

vp — m ( ι -j- at), 
et, par consequent, 

a (t — ι» {i-h xt , 
d'où 

u' 11 — m a , 
Tome XVIII — NOVEMBRE 1853 
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par suite, 

?»r(0 =Q' ( t )/ m & + 1 

7·Γ(0 =~~ "> 

c
0
r(t) = Q,(/)-hiua, 

c,r(r) = Q'(r), 

(c, — c,)r(i)= ma, 

les expressions de la chaleur latente ne cessant pas d'être 

dq/ dvq T (t) 

^£r(f) = r. 

Quand , au lieu d'un gaz permanent, on voudra considérer un mélange de liquide 
et de vapeur saturée de ce liquide, la relation de Mariette devra être remplacée par 

une certaine équation de la forme 
/> = "(')· 

Toutes les courbes BB,, B'B",,... deviendront des lignes droites parallèles à l'axe Ο c sur 

la fig. ι, et l'on aura 
tu 

*,= rfv=°' 
dt I 
91dp~ a'{ty 

par suite, en recourant aux formules générales de la théorie précédente, avant que 
j'aie fait usage de la relation vp = a{t), ou bien en recourant aux équations (Lj, 
(M), (Ν), (Ο), et en regardant la quantité Q comme une fonction de t seulement, on 

trouvera 
<]»τ{ι)=Ρ> 

"γ«)=Ιτ7Γ 
c
n
r(r) = ao, 

*.r(f) = Q'('). 
(c

0
— c,)r(f) = so, 

cr{t) = V(t) + P± 

La dernière des équations (N) sera 

Γ(t)f(t,u) dt P 
li, , , ,, ... dpV' t 
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ou, ce qui reviendra au même , 

pjAT (')/(*> ")) — r (')/('» u)% = °> 
ou encore 

λΙ Ρ )~0' 
et, par voie d'intégration, on en tirera 

r (<)/(*, «) =/»«(«) = β (f)i(tt). 

Ainsi la fonction f(t, a) sera nécessairement de l'espèce 

f{t,u)du = y (t) ε (α), 
à la condition d'avoir 

r(t)y(t)=p = il(t). 

Ce résultat ne changera rien aux expressions des quantités q
0

, q
t

, c„, c,, dq^ j mais 
il servira à transformer la relation initiale 

Γ (t)f(t, u) du = rfQ ρ dv 
en 

β (r) e(u)du = Q' (f) dt-f- ρ du, 

puis, en divisant par ρ = on aura la différentielle exacte 

e ( it) du — ^ j ) dt -4- dv 

de laquelle on tirera, par voie d'intégration , 

/ e (u) du = / Q'(t) V t 

Ce sera l'équation générale des courbes ψ (e ,p) = u en e, t, et, pour avoir 
l'équation des mêmes courbes en v, il ne s'agirait que d'éliminer t entre l'équation 
trouvée et la relation ρ = Ω (t). 

On aura en même temps, pour la quantité de chaleur nécessaire d'un point t, u à 
un autre point infiniment voisin f-H dt, u -\- du , 

dq-=z f(t, u)du—: y (i) e {u) du, 
ou 

Γ (ί) dq = Γ , u) du = Γ (t) y (t) s (u) du ~ Ω (r) t (u) du. 

Mais des relations de cette espèce ne seront ni plus ni moins générales que celles que 
l'on trouvera en faisant 

ε(«)=ι, 
et en écrivant simplement 

dq = f [t, «) du — y (f) du 
ou 

Γ (t) dq z= Γ (ί )f {t, u) du = Γ (f ) y (r) du — Ω it) du , 

58.. 
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par suite , 
ïl{t) du = Q'(t) dt -hρ dv 

er 

du = Q' (t) / V (t) 

d'où l'on conclura, par voie d'intégration, pour l'équation générale des courbes 
-{<(»,/>) = u ou B'B«, B', B,sur la fig. 2, 

u=z I -Z-±4- dt -+- ». 

En désignant par », », les valeurs de » qui dépendront de deux valeurs différentes 
M, u, sur une même droite PI ou ρ = il (f) parallèle à l'axe Ov, on aura d'abord 
l'équation trouvée, puis 

u1 = / Q' /(t) V (t) +v1 
et, en soustrayant, 

M, U = », ». 

Ainsi, la différence », — » sera constante de haut en bas sur la fig. 2 entre deux 
courbes données B'Bu, Β' B, u,, et, par suite, toutes les courbes de détente 
ψ (»,/>) = u seront une même courbe transportée parallèlement à elle-même le long de 
l'axe Ο ». 

Pour l'une de ces courbes en particulier, c'est-à-dire pour une valeur constante 
quelconque de « , on aura 

» = κ — f - dt, 

et, au moyen de la notation auxiliaire 

E(,)=(WU, 

ou 
dE(t) _Q' (t) 

dt ~~ 11(f) ' 

on aura, sous forme plus simple, 

» = u — E(f), 

puis, à une autre température le long de la même courbe, on aura 

»'= « —E(f'), 
et, par soustraction, on trouvera 

v - v' = E (t') 

Ce sera la commune valeur des longueurs hk , èB, 6, B,,... sur la fig. 2, et, par con-
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sequent, toutes les courbes ψ (ν, ρ) = u seront parfaitement déterminées dans l'inter-
valle de deux parallèles à l'axe Oc entre les températures t„, t,, desquelles on connaî-
tra la fonction Q (t), et, par suite, la fonction Ε (t) ; ou, réciproquement, si l'un des 
arcs i'k , Β' Β, Β', B,était connu de t

a
 à t,, on pourrait s'en servir pour en déduire 

la fonction Ε (t), et, par suite, la fonction Q (t) de t
a
 à t,. 

On aurait pour l'équation différentielle de la courbe donnée 

dv = dE (t) d 

et, en multipliant cette équation par ρ = it (f ), on trouverait 

Pdv= -Q'(t)dt, 
c'est-à-dire 

c/Q = Q' (/) dt — — ρ dv. 

Ainsi, l'accroissement de la fonction Q devrait être égal à l'accroissement de l'aire du 
triangle A«B, et, par suite, en ne préjugeant rien de la valeur de la fonction Qf de 
la fonction Q à la limite inférieure on aurait, de f„ à t, 

Q(') = QM — f pdv = Q(t„)-haire ABB'A'. 

Il y a à faire remarquer, d'ailleurs, que, d'après l'équation 

p = il(t), 

la fonction ίϊ (f ) satisfera nécessairement à la condition a(t„) — o quand on ν fera 
ρ — ο , et que, par suite, il ne saurait plus y avoir ni chaleur ni force vive latente le 
long de l'axe Oc. 

Ainsi, la quantité Q devra être rigoureusement égale à l'aire du triangle Λ «Β. 
La forme des courbes Β'Βκ, Β',Β,H, n'étant pas facile à déterminer directement dt 

manière qu'on puisse en déduire ensuite l'aire du triangle A«B, ou seulement l'aue-
mentation de cette aire, ABB' A', de t à t', je suppose que l'on ait réussi à trouver expé-
rimentalement une fonction c(f) qui soit telle, que la différentielle de cette fonction 
c'(/) dt puisse représenter la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller les quan-
tités », ρ du mélange le long d'une courbe donnée quelconque sur la fig. ?., supposet 
représentée par l'équation 

ν = u· = fonction (f). 
En faisant, alors, 

fltf = c' (t ) dt 
dans la relation de principe 

Γ (t) dq = Γ (t)f(t, u) du — Γ (ί ) y (f ) du = i» ( t ) du ~~ <7Q ρ av. 

on trouvera le long de la courbe donnée 

r/Q = Γ (f) c' ( t) dt — ρ dw , 
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et, par voie d'intégration , on en déduira 

Q(f)=/r(f) C'{t)dt—Jpdw, 
en observant que, à la rencontre de l'axe Oc, on devra avoir 

c'(«.) = o, 
à cause de la relation 

il ( t„ ) = o. 
On aura , en même temps, 

d E (t) = Q' (t) 
dt Ω ( f) a(t) 

et, en intégrant, 

EW
=J Tw l

"-"
h 

puis, entre deux limites données t,t' 

Ι(
ο-Ε(.)=Γ'ϋ^-κ—,, 

et, par suite, en remontant à l'équation générale des courbes ψ ( ν, ρ ) = u , 

v - v' = E (t') 

ou , ce qui reviendra au même, 

t t χ f ,, C r{t)c'(t)dt 
C (t) 

ou encore 

,——.
)=

jr* lîîhm* 

La courbe dont l'équation est 

e = w = fonction ( t ) 

pourra notamment être la ligne i,ii' de la fig. 2, et, alors, l'intégrale définie 

f T(t)c'(t)dt 
V ( t ( 

représentera la longueur ik sur la fig. 2. 
Pour celle des courbes ψ ( ν, ρ) = u qui partira du point I', on devra faire 

»' — W, 
et l'on trouvera 

iK = e-«.= (W'-«',)+ f' r^c'^)dt, 
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mais la courbe I' Κ n'existera réellement dans l'intervalle de t à t' qu'autant que la 
valeur trouvée pour ν — w n'excédera pas la limite W — w. 

De toute manière, et sans connaître la fonction Q (r), on aura pour la quantité de 
chaleur latente q de Β en Β,, 

qT(t) = Γ(ί)γ(ί) (u
l
 — u) = a(e)(u

i
— u) = p(Vi — v}, 

et, par conséquent, en désignant par L la quantité totale de chaleur latente de i en I, 

Lr(r) = />(W — «-). 

L'expérience devra faire connaître si cette relation est exacte ou non. 
Il y a faire remarquer, à ce sujet, que, quelle que puisse être la loi de la chaleur 

latente L en fonction de t, si l'on désigne par χ la fraction de la masse totale actuelle-
ment transformée en vapeur et par l la quantité de chaleur latente qui sera nécessaire 
pour produire la quantité de vapeur x, on aura nécessairement, d'une part, 

v = (l — x)rv-(-JtW = tv-t-(W —w ) x 
ou 

V IV 

W — w 
et, d'autre part, 

l-hx- ' 
ou 

l ν — iv 
L~ * W—"ïë' 

puis, en remplaçant χ par x,, 

/, Vι — iv 
L —X'~ "W — w' 

et, en soustrayant, 
l,— l ν, — ν 

L W — «' 

La différentielle l, — l sera la valeur précédente de q. Ainsi la proportionnalité de q a 
la différence v,—c sera une chose absolument certaine; mais ce qui aura besoin d'être 
vérifié, ce sera la relation 

L Γ (f ) = /? ( W — <v). 

De même, après avoir trouvé , de Β en Β,, 

qT(t) = p(u, — u), 
on trouvera, de B' en Β',, 

j'T{t')=pr(u,— u), 
et l'on en conclura 

yrÇ) _p_ 
t' p' 
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Donr, avec l'hypothèse 
r ( t ) — constante G, 

on aurait 
q p 
<f~ P'' 

et comme, dans l'allure de la machine de Watt, le rapport —
t
 ne sera que de envs-

ron, on doit conclure que, dans ce cas-là, avec une machine à vapeur théoriquement par-
faite qui servirait à faire obtenir une quantité de force motrice égale à l'une des aires 
quadrilatérales ΒΒ'Β',Β, de la fig. 2, le condenseur ne recevrait que la dixième partie de 
la quantité de chaleur latente qui aurait été dépensée par la chaudière ; les de la 
même quantité de chaleur latente seraient convertis en force motrice, ce qui est con-

traire à tous les faits d'expérience. 
La surface de chacune des aires quadrilatérales ΒΒ'Β',Β, que l'on pourra former sur 

la fig- ·}. sera d'ailleurs exprimée par la formule générale 

S = 7'r(f') — 7r(î) z=(p'—p) (a,— u), 

dans laquelle on devra mettra pour a, — u la commune longueur des bases égales 

BB,, B'B',. 
Le plus grand de ces quadrilatères sera celui que l'on trouvera en faisant 

a1u = W— w'. 

Ainsi, on aura 
aire / / 'Γ Κ = aire h t'I'H = (/>' — ρ )( W' — «■'1, 

et le second membre pourra être transforme en 

P~—p^LTlVL 

Pour avoir l'aire du triangle ii' k , on prendra l'intégrale définie 

^ Y{t"c'[t)dt
r 

le long de la courbe ii', et I on en retranchera ce que deviendra l'expression du pro-

duit η Γ ( t ; quand on y fera 

u, — a — i k. 

On trouvera de cette manière 

aire/i'/=jf — ρ J" —^ïp'ï~—
<

*'" 

En négligeant les aires triangulaires i h i', i h'i cette expression deviendra la mesure 
tres-approchée de l'augmentation de force motrice que l'on obtiendra dans une ma-
chine à détente complète par rapport à une machine sans detente , la quantité de force 
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motrice de la machine sans détente étant 

aire hi'I'H = L'r It'). 

La quantité de chaleur à fournir par la chaudière, dans l'un et l'autre cas, sera 

c(t') — c(t} + V. 

Dans la machine à détente complète, le condenseur recevra une quantité de chaleur y 
qui dépendra de la relation 

7Γ (f) z=p(u, — u) — ρ X /K, 
et comme on a eu, d'une part, 

K = W ' - w' + 
d'autre part, 

L' r(e') =p'(W' — w'), 
on trouvera 

'-?7Ï7)1+F(7)J, -7ûjr"'· 

Avec l'hypothèse Γ(ί) = constante, cela se réduira à 
p t ( t=) 

Ρ Jt »(*) 

Dans la machine sans détente, le condenseur recevra en plus une quantité de chaleur 
q parfaitement équivalente à la quantité de force vive non réalisée, et, par conséquent, 
on devra poser l'égalité 

q Γ (t) = aire ii'k — £ Γ (f) c' (t) (lt — ρ£
 Λι

* 

de laquelle on tirera 

q T ( t ) 

par suite, la quantité totale de chaleur reçue par le condenseur dans la machine sans 
détente sera 

—, —— L' H l— f Γ (t)c'(t 'dt. 

Avec l'hypothèse Γ (t) — constante, cela se réduira à 

—, L' -+- c it' ) — c f r ' 
Ρ 

et, comme la chaudière aura fourni en tout 

c it') — c{t) I/, 
Tome XVIll — MOVEUDKE IS53 
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on voit que la quantité de chaleur sensible c(t') — c (f ) se retrouvera intégralement, 

tandis que, de la chaleur latente totale L', il ne restera que la fraction β> laquelle 

fraction sera de ■— environ dans l'allure de la machine de Watt; ce qui est positive-
ment en opposition avec tous les faits connus. 

Telles sont les théories bien complètes auxquelles on arrive, tant pour les gaz per-
manents que pour les vapeurs, quand on admet en principe que la fonction Q de mes 
raisonnements ne doit varier qu'avec t, ou quand on admet, soit la relation unique 

aire ABB'A' = aire Α,Β,Β',A',, 

soit les deux relations distinctes 

q Γ (t) — aire ABB,A,, 
qT(t') = aire Α'Β'Β',Α', ; 

car l'une de ces trois choses entraînera toujours les deux autres avec toutes les consé-
quences que je suis parvenu à démontrer. 

Ce que j'en ai dit jusqu'ici n'a pour objet que de faire voir la complète impossibilité 
d'admettre une pareille hypothèse, sinon pour les gaz permanents, du moins pour les 
vapeurs, et si l'on s'étonnait de la grande longueur ou de la minutie de quelques-uns 
des développements dans lesquels je suis entré pour établir une pareille négation, je 
dirais que j'ai cru devoir saisir avec empressement et comme une véritable bonne for-
tune , la double occasion de répandre encore bien des éclaircissements utiles sur les 
fig. ι et 2, et de faire connaître surtout l'enchaînement méthodique de mes formules 
dans un cas très-simple, avant que de m'en servir dans l'entière généralité dont ces 
formules sont succeptibles et que je parviendrai à leur donner bientôt sous formes 
très-explicites. A ce point de vue, il m'eût été bien difficile de choisir un meilleur 
exemple que celui qui s'est trouvé si naturellement dans mon chemin. 

CHAPITRE VII. 

Théorie plus générale en admettant que, pour les gaz permanents, la fonction 

f(t,u) ne cessera pas fi être de Γ espèce /■(<,«) = γ (t) ε (m) comme pour les 

capeurs, et en invoquant, en outre, la relation up = a (t) delà loi de Mariotte, 

ou mime la relation plus générale ρ ω (f) = α (<). —Application de cette théorie 

au phénomène de l'écoulement d'un gaz permanent. 

Quand on veut fonder la théorie calorifique et dynamique d'un fluide élastique, 
sans faire aucune hypothèse, on ne doit partir que des formules (L), (M), (Ν), (O), 
en regardant comme connues les courbes y(r, p) — t, et en se proposant de déter-
miner la nature de chacune des fonctions Q, Γ (t), f(t, u) d'après certains résultats 
expérimentaux; et, d'abord, pour aller du simple au composé par une marche natu-
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Tellement progressive, je reviendrai au cas déjà examiné où la fonction Q serait une-
fonction de la variable t seulement. 

Dans cette supposition, on trouvera 

d Q d Q dt 
dv dt dv 

Î/Q d Q dt 
dp dt dp 

dQ dt «f Q Λ 

dv dp dp dv ' 

et la dernière des équations (N) se réduira à 

Γ (t)f(t, 11) __ j dt_ 

/ dt T ( t ) f (t, u) 

puis, dans le cas des gaz permanents, on n'aura qu'à invoquer la loi de Mariotte pour 
avoir 

vp = a (r). 
d'où 

ρ = a (t)—, Ι 1 — =r ——— -
) cest-à-dire < 

ν — a (t) — , 1 f — = —— ; 

et, par suite, 

ρ — . —-— — —t. 

Ainsi, dans ce cas-là, le second membre île la condition nécessaire se réduira à un< 
fonction de t. 

Pareille chose arrivera quand, au lieu de la relation vp = a (t) voulue par la loi de 
Mariotte, on admettra la relation plus générale 

ρω(ν) = α (f); 

car, en différentiant une telle relation sans faire varier e, on aura 

ω(ν) = α'(ή^, 
d où 

dt ω ( ν} 
dp a' ( t ) 

puis 

dt ρ ω (ν) a (t i 

' dp d'(t) ti'(t) 

V 
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Ainsi le résultat ne changera pas, quelle que puisse être la nature de la fonction 

ω ! ν). 
Quand on supposera 

ω(ρ) = ο, 

on retrouvera la loi de Mariette et toute la théorie précédemment exposée des gaz 

permanents. 

Quand on fera 
ω ( ν ) = constante = ι, 

et que, en même temps, on remplacera la fonction a(t) par la fonction il ( t'), on 
retrouvera toute la théorie précédemment exposée des vapeurs. 

Mais le tout est fondé sur la supposition non admissible que la fonction Q doit dé-
pendre de la température t seulement. Quand on rejette cette supposition, la dernière 

des équations ( Ν ) se présente sous la forme 

T (t) f(t ,u) = ( dQ / dv ) 

Le premier terme du second membre est le même que précédemment et se réduira 
à une fonction de t seulement toutes les fois que l'équation des courbes ? (e, p) — t 

sera de la forme 
p

w
(i>) = û(r); 

mais l'autre terme, qui dépendra principalement de la nature des courbés ψ ( ν, ρ ) = α, 
ne sera pas nécessairement égal à zéro et pourra, à la rigueur, être envisagé comme 
une fonction quelconque des variables ν, p, excepté dans le cas d'un mélange de 
liquide et de vapeur saturée de ce liquide, où ce devra être une fonction de ι seule-

ment , ainsi que je vais le démontrer. 
D'abord, pour un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, 011 aura 

Pz=a(t), 

par suite, 

dv / dt = 0 

et la condition nécessaire se réduira à 

r(Q/(t, *) _ /dQ + \ Λ 

d / dt ( T (t) f (t, u)) 

On aura, en même temps, pour l'expression de la chaleur latente par unité de volume, 

^ r(f)= 7^(0 = ̂ 4-/». 
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D'autre part, si l'on retourne à la fig■ 2 et qu'on désigne par : 

χ la fraction de la masse entière actuellement transformée en vapeur : 

f le volume correspondant du mélange ; 

w, W les limites du volume ν pour r = oeti' = i; 

l la quantité de chaleur latente qui sera nécessaire pour produire la quantité de 
vapeur a: ; 

L toute la chaleur latente de la vapeur pour χ = ι ; 

On aura nécessairement 

e = (i — x)«"+xW=(e-4-(W — w)x, 
ou 

V — w 
x = W^7v' 

et 

l = Lx = L ( v - w) 
ou 

l <> — w 
L W — w, 

puis, en remplaçant χ par χ,, 
lx c, — «' 
L X' W — «· " 

et, en soustrayant la précédente formule de celle-là, 

/, / V,— V 

—ï— = x< — x — w ' 

d'où, enfin, 
l> —1 L r .· /t 
e, — ν W — «' 

Or, le premier membre de cette dernière équation sera la valeur du rapport de àq. 

à di>
9
 ; ce sera la quantité de chaleur latente par unité de volume, et, par suite, il 

faudra que l'on ait 
<IQ Lr(i) 
dv + p = W - w 

On conclura de là, non pas 
Q = fonction (/), 

mais 

ΛΓ = ~
p
-

 fonctwn {t) = b{ ; ' 
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et, par suite, 
Q = (fv-h fi(tj, 

ee qui me permettrait d'achever immédiatement la théorie exacte d'un mélange de 
liquide et de vapeur saturée de ce liquide ; mais je préfère ajourner la théorie des 
vapeurs et ne ra'occuper d'abord que de celle des gaz permanents. 

.Te me borne donc à observer que, pour tout mélange de liquide et de vapeur 
saturée de ce liquide , on aura nécessairement 

T (t) f(t) = (p + dQ / dv) 

Je pose 
R (t) f t = eW 

d Oil 

d / dt ( r (y) 

et je trouve que la condition fondamentale de la théorie se réduira à 

d / dt w ( t ,u) 

Je multiplie cette équation par dt et je l'intègre, en observant que la constante arbi-
traire de l'intégration pourra être une fonction quelconque de la variable u, ce qui me 

fera avoir 
ω('» h{u) z= g

t
{t)-h h(u), 

puis 

f t (u, t),= 1 / r(t) 

Donc, pour tout mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, la fonction 

fit, « ) sera nécessairement de l'espèce 

f(t, u) — y(t)e(u). 

Pareille chose arriverait pour tous les gaz permanents si, après avoir admis la loi de 

Mariotte, ou même la relation plus générale 

ρω(ι>) = a(t), 

on avait 

d Q dt - dQ dt - dQ 

Réciproquement, s'il était démontré que pour les gaz permanents la fonction f(t, u) 
ne doit pas cesser d'être de l'espèce 7 (t) ε (u) comme pour les vapeurs, on en conclu-
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rait que le second membre de la dernière des équations (Ν ) doit être une fonction de t 
seulement; de telle sorte que si l'on admettait, en outre, la relation 

pv>{v) = a(t), 
on trouverait 

dAd±_dl
 =

 _ΕίΟτίΟ_ _
fonction(i)

. 

T (t) y (t) 

La loi physique la plus générale que cela entraînerait, ce serait de rendre égal à une 
fonction de t seulement le commun numérateur de celles des formules (N) qui repré-
sentent, d'une part, la chaleur latente dq^ le long des courbes<p (v,p) = t, et, d'autre 

part, la différence c„—c, des chaleurs spécifiques à pression constante et à volume 
constant. 

De plus, dans la région de la fig. ι où il serait permis d'invoquer la loi de M a riot te , 
on aurait 

ψ = α {t), 
pt p 
Â = Z(7)' 

dt ν 
dp «'(i)' 

et, par suite, 

dt dt vp a{t) 
dv dp a'{t) a

'(f)' 

c'est-à-dire que le dénominateur de l'expression servant à représenter la valeur du pro-
duit (e

0
 — c

t
 ) Γ (t) deviendrait aussi une fonction de t seulement. 

Ainsi la différence c
0
 — c, serait constante le long de chacune des courbes <a ( t>, p) = t 

et pourrait varier comme on voudrait de l'une de ces courbes à l'autre. 

Or, de cette remarque, conjointement avec la circonstance déjà expliquée que, 

dans le second membre de la condition nécessaire, il y aura au moins le terme ρ — 
dp 

qui, dans la région la plus utile de la fig. 1, variera avec t seulement, je conclus que, 
alors même que l'expérience ne vérifierait pas l'hypothèse 

lû,Tp-dïd»=(onclwnW 

dans toute l'étendue de la fig. 1, il devra être permis , du moins, de faire usage d'une 
telle hypothèse dans toute bande indéfiniment longue qui n'interceptera que des arcs 

* d'une faible longueur de chacune des courbes φ (c, p) — t. 

Je veux dire, en un mot, que si l'hypothèse en question n'est pas rationnellement 
exacte dans toute l'étendue de la fig. 1, elfe doit me faire trouver, du moins, des re-
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Jations quasi-osculatrices à celles de la théorie complète dans une bande plus ou moins 
large et indéfiniment longue, qui pourra être choisie de manière à renfermer celles des 
quantités ν, p, t pour lesquelles la connaissance des phénomènes calorifiques d'un 

fluide élastique offrira le plus d'intérêt. 
Je nie propose donc de fonder maintenant, sinon la théorie complète et définitive 

des gaz permanents , du moins la théorie approximative que je viens de faire entrevoir, 
sauf ultérieurement à lui faire faire un nouveau pas et à traiter enfin le sujet dans sa 

plus grande généralité possible. 
La seule chose à faire pour atteindre le but actuel, ce sera desavoir trouver l'inté-

grale générale d'une équation aux différences partielles de la forme 

~ -τ-5 -r = fonction ί , 

et il sera d'autant plus convenable d'envisager ainsi les gaz permanents, que de la même 
intégrale, supposée connue , dépendra nécessairement la théorie exacte des vapeurs. 

Je continue donc à supposer que l'on doive avoir 

pw ( d) 
et j en conclus 

pu (vj = a (t) —, 

to ι ν ι = a' ( t1 — ; 

puis, en tirant de là les valeurs des dérivées de t en v, p, et en les substituant dans la 
proposée, il me faudra trouver l'intégrale générale d'une équation de la forme 

dQ, - ''Q - r · , . 
dv dp 

Or, on satisfera à une telle équation en écrivant 

Q = b ( t ) 

les lettres b, fi servant à désigner des fonctions arbitraires de la variable t. 
Ce sera, d'ailleurs, l'integrale générale de l'équation proposée, car il me sera tou-

jours loisible de considérer la quantité cherchée Q comme une fonction de r, f, ce qui 

me fera avoir, en principe, 
dQ dQ(e.z)di r/Q(··, /) 
dv dt dv dv 

dQ dΟ (e, r) dt 
dp dt dp+ 0 

et, par suite, 
dQ dt dQ dt dQ(··, /) dt 
dv dp dp dv dv dp ' 

Ml I M M t I | I f > | | | f Π I | f · 111111 ι 11 | - t ! t 
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puis, de la relation supposée 

je tirerai 
pta{v) = a{t), 

dt ta (P) 
dp ~ a'(t)"' 

et il me faudra intégrer la formule 

—ά—ΖΤΓ) = ίοαβύοα(Ί> 

ou, ce qui reviendra au même, 

Q ( v, t)0 _ fonction (t) b[t) 
dv ω(",) ω(")' 

et cette dernière équation aura manifestement pour intégrale générale l'expression déjà 
écrite 

Q = b (t ) / dv / w (v) 
Cela pose, quand on fera 

ta(v) = constante = i, 

on aura, pour la théorie exacte des vapeurs dont je m'occuperai spécialement par i.i 

suite, 
Q = é(i}e + p(f); 

et quand on fera 
ta ! V ) = ν, 

on trouvera pour la théorie au moins très-approchée des gaz permanents supposes assn 
jettis à la loi de Mariotte, 

Q = b ( t) log ν -t- (3 ( t). 
•>n aura, en même temps, 

"P = a(t), 
dt ρ 
dt· a' ( t) ' 

dt ι-
dp a'(f, 

puis 

^=(i'(ijlOg a+^{t))~. 

et 
dQ dt dQ dt b (t) dt b {t 
dv dp dp dv ν dp ft' [t] 

dt vp ait1 
' dp a'iti a'(t)' 

l'orne XVIH — NOVEMBRE -i8?3 1 

^ = (^Y;logc+
?
'(,;) '+ v (t ) /v 



4ηο JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

par suite, le second membre de la condition nécessaire se réduira a 

q(0 +b (t) 
a'(t) ' 

et comme ce sera une fonction de t seulement, il faudra que la fonction /(t, «) soit 
de l'espèce 

f(t,u)z=y(t)s{u). 

D'autre part, une relation de la forme 

r{t)dq = T(t)f(t,u) du = T {t)i(t)i(u)du 

ne sera ni plus ni moins générale que l'expression plus simple 

r(t)dqz= r(t)/(t, u)du = Γ (t) y (t) du = k(t)du, 

et, si je me sers définitivement de cette notation, il sera nécessaire et suffisant que l'on 
ait 

k (t) a (t) + b (t° 
k'lt) a'it) ' 

d ou 

b (t) = k (t) a' 

et, par suite, après réduction, 

b'(t) = k' (t) 

En substituant ces valeurs dans les expressions connues de la fonction Q et de ses 
dérivées en v,p, on aura d'abord 

Q = b(t) loge-t-fi(r)=
 k'(t) —— logvH-p(i) 

— /'(r) Ιο(5"+ ?('); 

puis, en ayant égard à la relation 

pb(t) a{t) + b(t) k (t) a! (t) 
f p k' it] u 

on trouvera 

qo T (t) = k (t) du /dv + p 

q1 (t) = k (t) du/dp = { 

En faisant la somme de ces deux équations multipliées respectivement par 
dv dp 

1(7)' ITTf' 
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et, en tenant compte de la relation 

vdp -+- pdo = d[v, p) — a' (t) dt, 
on trouvera 

du = T (t) f 

On arrivera au même résultat en tirant directement la valeur de du de l'équation 
fondamentale 

f/Q = Γ (t)f(t, u)du — pdv = k {t) du — ρ du, 
ce qui fera avoir 

du = dQ + p dv, 
kit) 

et, en y faisant 

p= a (t) / v 

Q = è(<)logv-t- p(f), 
par suite, 

rfQ = b{t) h (b'(t) log ν -t- β' ( t)) dt, 

on aura 

du — — = —-- (- log ν dt , / dt ; 

mais il faudra que le second membre soit une différentielle exacte en <>, t, et comme 
le dernier ternie sera une différentielle exacte en t, il sera nécessaire et suffisant que 
les deux premiers termes fassent une différentielle exacte en », t, ce qui exigera que 
l'on ait 

It V ΤϊΊγ» )~Ίν ^F(7) 8 "y 

et, par conséquent, 

d S a (t) -h b ( t)\ b' (t) 

dtW)k ( t) 
puis, en développant, 

k (0 (a'(r) + b' (ή) -{a{t) + b (0) k' [t) =r k (t) b' (t), 

et, en réduisant, 

k [t] a' (t) — (a [t] -+■ b (i)) A'( t) = ο , 
c'est-à-dire 

k (t) a ( t) -i- b (t) 
k'U ) a' (t) ' 

60 . 
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ou bien 

,.,.χ d j-«(04 ' 
/i'o ~k' (t) dt ( k(t)) 

comme tout à l'heure. 

L'expression de du sera aussi la même, et, par voie d'intégration, on en conclura 

u = a' (t) / k' (t) log v + / B"' 

Ce sera l'équation générale des courbes B'B a, Β , B, , sur la fig. ι, en Jonction 
de e, t comme variables indépendantes. En y joignant la relation vp = a (t), il ne 
resterait qu'à effectuer l'élimination de t pour avoir l'équation générale des mêmes 
courbes en v, p. 

En désignant par v, e,, les valeurs de v qui dépendront de deux valeurs différentes 
«, κ, le long d'une même courbe φ(ν, ρ) = t, on aura à la fois l'équation précé-
dente et celle-ci : 

u1 = a' (t) / k' ( t) log v' 

puis, par soustraction, on trouvera 

u1 - u = a' (t) / k' ( t ) 
ou, inversement, 

log e, — log e ~ («, — «). 

Ainsi la différence des logarithmes de v, <■, variera proportionnellement au rapport de 
k' (t) à a' [t1) de haut en bas sur la fig. ι, pour tous les arcs BB,, B'B',,..., limités 
par deux courbes données B'B», Β',Β, u, ou ψ [ν,ρ) = u, -ψ (e,ρ) — «ι, el, par suite, 
la connaissance d'une seule de ces courbes entraînera celle de toutes les autres. 

A une autre température t', on aura 

"'-'< = F(Fjloe7' 
et, par suite, 

k'{t') * d ~ k'(t) S e' 

ce qui permettra de tracer immédiatement toutes les courbes ψ (e,/>) = « dès l'instant 
que l'une d'entre elles sera donnée. 

Pour une de ces courbes en particulier, c'est-à-dire pour une valeur constante quel-
conque de «, on aura 

" = C(C ' + J Ht)dt, 
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et, au moyen de la notation auxiliaire 

E ( t ) / k ( t ) 
ou 

d E (t) B' (t) 
dt *(r)' 

on aura , sous forme plus simple, 

"
 = F(7)Ios "+ E ̂ ; 

puis, à une autre température t', le long de la même courbe, 

" = Ρ1?),08ί''+Ε(ί')' 

et, par soustraction, l'on en dédnira 

q' (t)/k' (t')'og ' - Ç$) ïog e = - (Ε (Ο - Ε (,)) = - £E' (t) / k(t) 

Ces formules pourront être remplacées par 

v = eJW(—E<0) ,«»(«)" 

>8™ 

v' = ea t' u - e a t' 

ou par 

e u - E (t) = e u / E ( t) 

a' ( t' ) e' E t / (t') 

et le résultat de l'élimination de u équivaudra à 

1 / eE ( t' ) - E ( t) = 

Ainsi toutes les courbes ψ ( <',/>) = " seront parfaitement déterminées sur la fig. ι 
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dans l'intervalle des courbes vp = f

0
, vp = i, entre les températures r0, r,, desquelles 

on connaîtra les fonctions a (r), k (f), β (r), et, par suite, Ε (t). 
Réciproquement, si l'une des courbes ψ(ν, p) = u était connue de t

0
 à t,, on 

pourrait s'en servir pour déterminer la fonction Ε (t ), et, par suite, la fonction β ( t), 
pourvu que les fonctions a (t), k (i) fussent déjà connues. 

D'abord, en joignant à l'équation de la courbe donnée la relation 

vp = a(t) 

supposée connue , on trouverait la température t en chaque point de la courbe donnée, 
et, par suite, on arriverait à regarder les coordonnées v,p de la courbe donnée 
comme des fonctions parfaitement déterminées de t. 

On trouverait ensuite, à l'aide des formules précédentes le long de la courbe 
donnée, d'abord sous forme différentielle 

rfE(r) Ύ«'(*), 4 
dt k' (t) 

puis, en intégrant, 

E^-E^-^loge'-^loge), 

et cela suffirait pour tracer toutes les autres courbes ψ (ν, p) = u dans l'intervalle 
compris entre les deux courbes indéfinies vp = a[t

e
), vp — a (r, ) entre les tempéra-

tures t„, t, desquelles on connaîtrait l'une d'entre elles. 

Quant à la fonction Q, on aurait 

β' (t) dt = k (t) dt= — k{t)dlog ej , 

et, en integrant, 

P(O-p(0 = -jf'k ( t ) d ( a' (t) / k' (t) log v 

ou , en procédant par parties au second membre, 

β(0 — β(0 =— ^ C')
 io

e — TJï)
los

*)
+
f

t
 «'{O'og'"*'; 

puis, du moment où la fonction β(ί) serait connue, on n'aurait qu'à la substituer 
dans la relation 

Q= b{l) logr-+- β(ί), 

pour obtenir l'expression générale de la fonction Q(r) dans le même intervalle que 
celui où l'on connaîtrait les arcs de toutes les courbes ψ (ν, ρ) = «. 

Je ne m'arrête pas à cette substitution, parce qu'il ne sera pas facile de déterminer 
directement l'une des courbes BB' «, Β',Β,u1, .... 

Je suppose donc que l'on ait réussi à déterminer expérimentalement une fonction 
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r (t) qui soit telle que la différentielle de cette fonction c' (t) dt puisse représenter aver 
un degré d'approximation suffisant, la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller 
les quantités v, t d'un gaz permanent d'un point e, t à un autre point ν dv, t -f- dt le 
long de la courbe donnée supposée représentée par une équation de la forme 

ν = (ν — fonction (i). 
En faisant alors 

dq — d (i) dt et ν = w 
dans la relation de principe 

Γ (ί) dq = Γ [t)f(t, ») du~ Γ (f) γ [t)du = k{t)du, 

on trouvera le long de la courbe donnée, sous forme différentielle, 

du = ̂ Yit]d\ 

et, en intégrant, 

u = / T (t) c' (t) / k (t) 

mais, d'après l'équation générale des courbes = it, on devra avoir, le loru; 
de la courbe donnée, 

u = a ' ( t ) / k' (t) 

puis, en identifiant les deux expressions, on trouvera l'intégrale générale 

E (t) = / / ( t ) dt t - ( a' t' ) log w' 

E(0-E(0=J' '<*«*'-£$log 

par suite, l'équation générale des courbes ψ ( ", ρ) = u sera 

et de t à t', 

u 
" = F(7yi°g"

 + E(0 =
 FT7)

1o
g

e + JT (t kt dt - a') 

= a' (t) k' (t) log v / w + / (t) / k(t) 
et, de t à t', on aura 

^
lo

g^-^f|
lo

g^ = -(E(O-
E

(0) = -/T (t) c' (t) dt 

+ ( a' ( t' / k' (t'))
,0&tv

' ~~ *^{t)
log w

 ) ' 
ou, ce qui reviendra au même, 

a' (t') / k't' log v' / w' - a' (t) / k' (t) log v / w = - / t' 
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Si l'on avait exceptionnellement c! (t) = o, la courbe donnée serait elle-même l'une des 

courbes ψ ( ν, ρ) — u, et toutes les autres se déduiraient de celle-là au moyen de la 

relation plus simple 

F(7T,0Sm'=/nT),oe;r 

qui s'accorde parfaitement avec ce qui a déjà été dit. 

Pour trouver la fonction Q, on conclura de ce qui précède 

dE (t) / dt = B' (t) / k(t) = T (t) 

puis, en multipliant par /· (f), 

p{t)dt=T(t) c'{t)dt — k[t)j^j-^\o%w^dt, 

et, en intégrant, 

$it)= I r(t)r'[t)dt — J i{t)d/dt (a' (t) / k'(t) log w) 

Le dernier terme du second membre pouvant être intégré par parties, on trouvera 

d'abord 

P(U = J
 r

(0
c
'(

r
)

rf
« —

x
(') J

 a
'(

f
) logwrff, 

puis, en integrant de nouveau par parties le dernier terme du second membre, on 

aura 

f a'(t) log ιν dt = a (t) log «■— f alt)— = a(t) logo·— j ρ du-, 

et, en substituant, 

P(0= J
 r

(L
c
'(0

rfi
— ^(7) — "(^)

lo8 w
—f i"

1
"'·* 

ou, ce qui reviendra au même, d'après l'expression connue de la fonction 6(f), 

PC*) = /r (fK(0rf'— 6(f) log te— j Ρ Aw-

On arrivera plus simplement au même résultat en observant que, d'après la for-
mule de principe 

Γ (t) dq — Γ (<)_/"( f, κ) du = Γ (t)y (t) du= i {t)du = dQ ->r pdv, 

on devra avoir à la fois, le long de la courbe donnée, 

dr/ — c' (t) dt, ρ — tv, 

et, par suite, 
f/Q = Γ (l) c' (t)dt — pdw, 

Q = / r (/1 c' ( f) dt —fpdw. 
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Mais l'expression générale de la fonction Q est 

Q = 6 (r)loge -h p(/), 

et, par suite, il faudra que, le long de la courbe donnée, on ait 

Q= M*) iogw-f- β(ί); 

puis, eu identifiant les deux expressions, on aura immédiatement 

Ht)z=fr(t)c'(t)dt — SPdw~ ι>{ι)\ο%«>, 

comme tout à l'heure. 
L'expression générale de la fonction Q deviendra de cette manière 

Q = 6(f) loge -t- p(f) = £(f)log + JΓ (t)c' (t)dt —
 f 

ρ du·. 

D'un point quelconque v,t à un autre point e', t' de la fig. ι, on aura 

Q'-Q = (é(r')logc'-6(r)loge) + (p(i')-p(r)) 

= ^6 (*') log — 6 (r) log-^j 4-jf r (t)c'(t)dt-J^ pdw. 

Si la courbe donnée se trouvait être l'une des courbes ψ (ν, p) — u, on aurait, d'une 
part, c' (t) = o, et, d'autre part, le dernier terme du second membre représenterait 
l'aire ABB'A'de la courbe donnée sur la fig. ι. En désignant cette aire par ΛΒ, on aurait 

Q'-Q= é(i')log ^ - h (f) log-1 η-ΔΒ; 

puis, quand on voudrait aller de Β en B' le long de la courbe donnée, on aurait à 

faire à la fois c = w, v' = «>', ce qui entraînerait simplement Q' — Q = ΔΒ. 
Si, au contraire, on voulait aller de Ben B, le long d'une courbe vp = a(t) = const., 

on aurait à faire t'= t, et, par suite, «/ = «■, ce qui entraînerait, en mettant v , Q, eu 
place de v', Q', 

Q1 - Q = b (t) log v1/v = k(t) * s = i ($) % 

Donc, pour avoir Q,= Q le long des courbes ι·ρ — a (t), il faudrait que l'on eut 

b ( /) = ο, c'est-à-dire h [t '■ = a : t 

L'équation générale des courbes Q = constante sera 

b [t) log e 4- β[t ι = constante , 

et, d'un point », ( à un autre point v', t' d'une pareille courbe, on aura 

b {tΊ log v' 4- â [t' · — b (e) log < — it : 

en y joignant la relation 
up — a ' t ;, 

Tome XVIII — Nîhuki::. iSej. ' 
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on aura tout ce qu'il faudra pour déterminer exactement chacune de ces courbes quand 
les fonctions a (t), b (t) et β (t), et, par suite, a(t),A(t), β (t) seront connues. 

Les propriétés calorifiques du fluide élastique seront exprimées, d'abord par les 

deux relations déjà connues 

qoT(t) = k(t) du/dv = dQ/ dv + p ={ k((t) d/ dt() 

q1 r(t) = k(t) du / dp = dQ / dp ={ 

puis on aura à faire 
dt p 

'* rfv~ α'(ί)' 

dt 
— "7~ — ~~τ~,—;» 

dans les formules (Ο), et l'on trouvera encore 

'■1 <'»=J-jH=-*-=I'm* Ws r
e
 ·
+p ( 'Ί+

màt) " >'··· 
dv 

rfQ 

'■ ""('1 = =j = \< w "°6 " + w|' 
dp 

' 0 ' ^ ' —T'(7)T(7) ( " 

Â-rdï-le.-c.ja.r (,
)=;FT

_^___
> 

>'p
9

 ()-(u ")^'r(i)-F(7)7(7)''-^W 

ainsi, la difference des chaleurs spécifiques c
0, e,, à pression constante et à volume 

constant, sera une fonction de t seulement. 

Toutes ces formules seraient beaucoup plus simples s'il était permis de faire 

A(t) = «(/); 

mais comme il s'ensuivrait 
b (ί) = o, 

on ne saurait guère admettre une telle hypothèse à priori, et, d'un autre côté, on 
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arriverait à un degré de simplicité à peu près aussi grand si l'on avait 

* (0 =a(t))n 
la lettre η servant à désigner un nombre constant. 

Dans ce cas-là, en désignant simplement par a la fonction a(t), on trouverait 

h (t) — a", 

k'(t) — na"~'a', 

d / dt ( a (t)) = d / dt (a 1-n 

d/ dt (a' (dt)) = d/ dt 

b(t) = k(t) 

b'(t) = k(t) k' (t) a" 

par suite, 
vp = a, 

Q = ^-^eiogv-t- p[t), 

qo T (t) = dQ / dp = ( 1-n/n) 

q
'
r =§=(-»- ω' iogr+p'(f 0v/ a' 

9o = dt / dt = 

9i - dt / dp = v / a' 

dQ 

f
'
ri

.') = -i
r

- = ̂ -=(--« logi' + p (0J + -

di' 

dQ 

c
,
r

(0 = ̂ ^ = ̂  = (^"'iogv + no), 

dp 

>c, — r, j Γ(ί) = —, 

(Jr., 
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^
r

(0 = ('.-
c
.)».r(0=f> 

d£r(t) = (c.-c,)$,Î(t) = v-, 

et, pourvu que l'on eût β <[ ι, la fonction b(t) serait positive. 

L'équation générale des courbes ψ (<>, ρ) = u serait, en même temps, 

" = VJt)
,og

 "
 +

J *(,)
 Λ

 = —
 ,og " +J Ί7" Λ 

Enfin, dans le cas où l'on invoquerait à la fois la loi de Mariotte et celle de Gay-

Lussac, on aurait 

a (<) = (ι + at) = m (l + at), 

a' (t) — m a. 

Je ne présente d'ailleurs l'hypothèse A(t)= a* que comme un exemple de calcul, 
et je ne veux y attacher aucune importance à priori. Je poursuis donc et j'observe que, 
lorsqu'on voudra trouver la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller le fluide 
élastique d'un point e, t à un autre point infiniment voisin p + A, t -+- dt, on n'aura 
qu'à remonter à la formule initiale 

Γ [t) dq = r(t)f(t, u)du— Γ (ί) y {t)du = A(t)du = rfQ -+- fdv, 

de laquelle on tirera 

dq = k (t ) / T (t) 

En reprenant, ensuite, l'équation générale des courbes ψ (e, p) = «. on am; 

du = d (a' (t) / k' (t) log v 

=
(± ( fût)·tu..+cal Λ+m t. 

et, en substituant, on trouvera 

''''=γ1γΗ^Η+ΤΦ)dt 

=
f*i£> i r £ϋ>ϊ ι „,+eifii dt+t. 

On devra parvenir exactement au même résultat, en tirant de la relation initiale la 
valeur 

, dQ -t- jidv 

no ' 
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et, en effet, quand on fera 

a {t> 
*=—■' 

Q = £(/), 

dQ= b (e)^ + (ù'(i)loge-t- β'(<)) de, 

on trouvera d'abord 

a (e) + b (e) A <b'(e) loge + ψ(,)S 
H r (t) ν V Γ (ty )dt; 

puis, en y substituant les valeurs connues de b(t) et b' (t), on aura, comme tout à 
l'heure, 

q
~ *'(r)r(t) 7

 +
 (r(7js(p7r)J ' 

et, quand une courbe quelconque sera donnée, on devra chercher d'abord l'expression 
de e en t le long de la courbe donnée avant de procéder à l'intégration de l'expression 
trouvée pour dq le long d'une pareille courbe. 

Toutes les fois qu'une courbe donnée se confondra avec l'une des courbes BB.. 
B'B',,..., où vp — a (t) sur la fig. 1, on aura 

t — constante, dt= o, 

et, par suite, on trouvera sous forme finie 

9 = F(7)~ = TWJfy f,og·" - ") = F(r)T(7)
 g

 e"' 

puis, en remplaçant t par t' entre les mêmes courbes B'B u, Β',Β, u,, sur la fig. ι, 

9 = Fîô^-
u)

 = k>(
t
>)r(t') ,og ' ï = ψ)Γ,'

ΐΒ
5 7' 

d'où l'on conclura 

S = q'T(t') — qr(t) = {t(t) — A(t)){u, — u) 

pour la mesure de l'aire quadrilatérale BB' Β, B',. 

Si, au lieu de l'aire quadrilatérale BB'B, B'. sur la fig. t, on voulait trouver l'aire S 
délimitée par une ligne fermée quelconque s, on prendrait tout à l'entour de la ligne 1 
l'intégrale définie 

S = f Γ [t) dq — Ç k(t)du; 

car, d'après la relation de principe 

Γ (r) dq = Γ (t)f( t, u) du = Γ (t)y(t) du = k (t) du = dQ -4- ρ dv. 
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l'une ou l'autre de ces intégrales se confondra avec 

/dQ 4- j pdv=o + j pdv, 

et il est bien évident que l'intégrale du terme pdv tout à l'entour de la ligne s repré-
sentera la quantité cherchée. 

Cela posé, j'observe que le long de l'axe Oc, on aura 

p = ο ; 
donc, en admettant que la relation 

vp = e(f) 

soit applicable jusqu'à la limite ρ = ο, on trouvera le long de l'axe Oc une tempéra-
ture constante f„ déterminée par la condition 

a (t,) = o. 

Ainsi, l'axe Oc fera partie du système général des courbes γ (vp) =t, et l'on y trou-

vera 
qo=Ί('ο), , A(t<,)a'(t

t
) c. 

T (To) k' (To=) 

Q,-Q= = iiilfiiélogS, 

c'est-à-dire 
Q. — Q=y,r{r

t
). 

Donc la quantité 
*(*.)«'( Ο 

k' (To) 

ne devra pas être égale à zéro, sans quoi il n'y aurait plus de phénomènes calorifiques 
le long de l'axe Oc. Cette condition étant supposée remplie, on trouvera le long de 

l'axe Oc, 
d9a c.= oc, —^ = cc , 
dvp 

comme pour les vapeurs; mais l'expression de Q différera de celle des vapeurs. 
Tout porte à croire que l'axe Ο c, au lieu d'être la commune asymptote des courbes 

φ (νρ) = t, devra être rencontré par chacune de ces courbes, ce qui empêcherait la 

relation 
vp - a (t) 

d'être applicable jusqu'à la limite ρ — ο. 
Quoi qu'il en soit , je veux faire encore une application de cette théorie au phéno-

mène de l'écoulement des gaz. 
Je conçois donc un réservoir plein d'air à une pression constante ρ,, muni d'un ori-

fice d'écoulement dans un autre reservoir où il y a une pression constante plus petite p
a

. 
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Je considère la paroi de l'orifice comme n'étant pas susceptible de laisser passer de 

la chaleur ni de produire, par frottement, une diminution dans la vitesse du jet d'air 
sortant. Je suppose encore une rapidité de mouvement assez grande pour que les par-
celles d'air des différents filets du jet sortant ne puissent pas échanger entre elles des 
quantités appréciables de chaleur avant qu'elles ne soient parvenues dans la section où 
toutes les vitesses seront à fort peu près égales et parallèles du centre à la circonfé-
rence de la veine. 

La théorie du phénomène de l'écoulement de l'air se réduira alors à ce qui suit. 
Je suppose que, pour une masse d'air égale à i, on possède sous formes explicites les 

trois relations 
vp=za (i), 

Q = fi(f) log ν -t- β (r), 

11
 ~ ¥[Γ)

 s
 "

+
 J iF(fj

 s
"
+E (t) 

et je désigne par f, la température qui régnera dans le réservoir à air comprime sous i.·, 
pression />,. 

J'aurai alors, pour le volume initial de chaque unité de masse, 

v1 = a ( t 1) ; 
ΡI 

et comme, par hypothèse, il n'y aura aucune addition ni soustraction de chaleur pen-
dant la durée du trajet jusqu'à, l'orifice de sortie, la dilatation devra se faire le long 
d'une courbe ${νρ) = "· Donc on aura, en chaque point de la trajectoire d'une par-
celle d'air S m, 

fii)|oge + E(0= j|^logP. + E(
#1

), 

et, dans l'orifice de sortie, on aura 

^log,. + E(f.) = ̂ llo
6

P
1

 + E(M. 

Ce sera une première équation de condition à laquelle devront satisfaire les incon-
nues «0 , f». 

La pression p„ à l'orifice de sortie étant supposée donnée, on aura encore la relatior 

v,p,=a ( to ) 
et de ces deux équations on devra tirer les valeurs de r„, t„. 

Cela étant supposé fait, on trouvera respectivement 

Qi= 6 (r.) loge, +- β(ί,), 
Qo= 6 (h,) loge, + B ( to) , 

et l'on en conclura 

Qi — Q»= (6 (·ίι) log ι», -4- β(ί,)) — (fi (t„) loge, I- 6(C); 
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Ce sera la quantité de travail dont chaque unité tie masse du jet d'air sortant se trou-

vera appauvrie; ce sera, en un mot, la quantité 

1/Kdr 

de l'équation générale des forces vives par unité de niasse. 
Or, si l'on désigne par 

ο·,, les vitesses en deux points différents d'un filet ou canal infiniment délié de 

forme constante ; 

il,, il, les sections du canal ; 

ρ,, p„ les pressions ; 

ΤΓΓ | y dj les poids par unité de volume ; 

m la masse d'air qui passe à la fois par chacune des sections il,, il, en ι seconde 

dans l'hypothèse d'une exacte permanence; 

On doit avoir, d'après le principe général des forces vives, 

jmw; —\mtv\ = Ω|/'| "'| —il,/», tv, -h m Σ f Kdr, 

et, d'après la nature même des choses, 

m = — il, tv, = — w,, 
> S 

ou, ce qui revient au même, 

il, w, = 5_, 
w 1 

n9 w0 =: -— 1 
σβ 

et, par suite, en substituant dans l'équation des forces vives, il restera, après la sup-

pression du facteur commun w, 

1/2 w² - 1/2 w²1 

Ce sera dans cette équation générale que l'on devra faire 

l/Kdr=Q
l
 — q„—{b (i,)loge, -H p ( f, )) — ( é ( f„) loge, β(ί„); 

d'autre part, un volume d'air <>, à la pression p, aura une masse représentée par 

w1s1 

et, comme r, désigne, par hvpothèse, le volume de l'unité de masse, il faudra que 
l'on ait 

et, 
7 — 1 » 
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d'i)Ù 

g / w =v 
er, pareiliemenr, 

v / w = v1 

Donc, enfin , l'équation des forces vives se transformera en 

f wl — 7 = "l P< — "<>p« -H Q| — Q« ! 
et, par transposition, on trouvera 

7wl + <'»/>„ 4- Q„ = d-ν,ρ, -t- Q,. 

En un mot, quand un fluide élastique se mouvra d'une manière exactement perma-
nente dans un canal infiniment étroit sans qu'il y ait aucun échange de chaleur, ni des 
parcelles de gaz entre elles, ni des parois du canal à ces parcelles, on aura, par unite 
de masse, en tous les points du trajet, 

| iv2 -ι- vp Q = constante , 

et cette formule générale aura une signification excessivement claire sur les fig. ι et 2. 

La somme vp -t- Q y représentera l'aire OGB « sur la fig. 1 et l'aire ΟΡΒα sur la 
fig. 2, plus la quantité de force vive latente du fluide élastique de Ο en u le long de 
l'axe Of. Quand chaque parcelle du fluide élastique conservera exactement sa chaleut 
propre, la dilatation se fera le long de la courbe B'B«, de B' en Β par exemple, en 
supposant que les hauteurs A'B', AB soient égalés aux pressions p,,p«. La quantité 
vp -ç- Q éprouvera alors une diminution qui sera représentée par l'aire GG' B'B. 

Cela étant, la formule trouvée signifiera que toute diminution de la quantité ν ρ Ο 
se changera en une quantité égale de force vive, et réciproquement. 

Et, en effet, sur la fig. 2, l'aire PP'B'B représentera la quantité de force motric· 
que l'on obtiendrait dans le cylindre travailleur d'une machine à vapeur entre deux 
pressions données OP, OP' avec la quantité de fluide élastique à laquelle se rapportera 
la courbe Β' Β u. 

L'aire GG'B'B aurait exactement la même signification sur 1 a fig. 1 dans une ma-
chine à air, et, par consequent, la formule trouvée signifiera tout uniment que, dans 
le phénomène de l'écoulement, il doit y avoir une production de force vive égalé u la 
quantité de travail que la masse du fluide écoulé eût pu faire obtenir dans une uiacliint 
λ vapeur ou à air, entre les mêmes pressions ρ,, p„, que celles aux orifices d'entree et 
de sortie du tronçon de canal dans lequel il y aura un état de mouvement exactement 
permanent. 

De cette remarque, et à la simple inspection des fig. 1 et 2 , je pourrais conclun-
que, lorsqu'il y aura des échangés de chaleur pendant la durée de l'écoulement, pourvu 
que ces échanges soient eux-mêmes exactement permanents, la somme '^iv"-~vp -1- Q. 
au lieu de rester constante, d'un instant à l'autre éprouvera une augmentation '-"air 

Tome XVIII —Dècemdp.e iS53, 
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au terme connu Γ (f) f(t, u) du, en supposant que l'on ait 

dq=/(t, u) du, 

pour la quantité de chaleur ajoutée. 

Il me serait donc permis d'écrire 

wdw + vdp + pdv -+■ dQ = Γ u) du, 

et comme on doit avoir 
dQ = r(t)/(t, u) du —pdv, 

il me resterait 
wdw -f- vdp = ο ; 

par suite, en intégrant, 
•j «■' -\-fv dp = constante, 

et, entre deux limites données p„, p,, 

1/2 w² - 1/2 w²-+-J vdp— o; 

cela me servirait à étendre à une courbe quelconque, sur les fig■ ι et 2, ce que je 
n'ai trouvé d'abord que pour les courbes B'Bit; mais je n'y insisterai pas. 

Je retourne donc à la formule trouvée 

7 «Ί + "tfin H- Qo = 7 «'ï -+- "I P' H- Qi > 

et j'observe que l'on aura encore 
11,«·, ii0 «·„ 

nt — = 
c, v„ 

pour l'expression de la masse m qui s'écoulera en une seconde de temps, et, par suite, 
la condition 

11| w, ill»·, 
v1 vo 

entre les vitesses «·«, «·,. 

Quand la section de l'orifice de sortie sera extrêmement petite par rapport à la section 
de l'orifice d'entrée, la vitesse w, deviendra négligeable, et l'on aura à très-peu près 

7 = {v>p< ■+■ QO — ("·ρ« + Q»)» 

puis, en remplaçant les produits μ, ρ,, ν,ρ,, et les quantités Q,, Q„, par leurs va-
leurs connues, 

1/2 w²o= (β (r,) + i (i,)logc, -t- β(ί,)) — (a (ί
0

) H- 6(f„)logv. -+- β (i
u
)) ; 

ce sera la formule rectifiée de l'écoulement des gaz permanents en place de la formule 
connue qui renferme le logarithme hyperbolique des pressions ρ,, ρ„, comme si, 
pendant la durée de l'écoulement, la dilatation pouvait se faire le long de la courbe 
vp =z a ( ί, ) sur la fig. 1. Ce logarithme hyperbolique du rapport des pressions p\, p» 
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avait l'inconvénient de faire trouver une vitesse d'écoulement infiniment grande quand 
on supposait p„ = ο. Il entraînait, en même temps, une valeur nulle pour la masse 
d'air sortante par seconde de temps, ce qui était absolument inadmissible. 

La nouvelle équation que je viens de substituer à l'ancienne n'aura pas les mêmes 
inconvénients. Quand on y fera p,

t
 — ο, on trouvera, pour r„, une valeur déterminée 

d'après la condition 

a (ί0) = ο, 
puis on aura 

Fiti108 ̂ =loe Pi+E ( } ~E ( ' 
d'où 

log vo= + ÏW1*' 

On aura, en même temps, 

b ( t1) = k(t1) a' (t1) - a ( t1) k' (t1) 

b (to) = k(to) a' (to) / k' (to) 

Q„= b (f„) loge, + β («.) —
 ,0

g"' ·+" ^7T
dl

~
r

 ®·
Λ,ΐ

' 
et, enfin, 

τ "Ί =
 a

 (
r

>) + ^ (
f
i) '

0ί5

'"'
 +

 * Wj[
 dt +

 Ρ ~ P ('«)■ 

On est d'ailleurs porté à croire que la valeur de Q, à la limite ρ = ο sera très-
petite comparativement à la valeur initiale Q, de la fonction Q, el. que, par cette 
raison , en négligeant Q„, on devra avoir à très-peu près, pour la vitesse d'écoulement 
d'un gaz dans le vide, 

\ w1 = b (f,) log ρ, -+- β (f,). 

La température f,, qui figure dans cette théorie du phénomène de l'écoulement d'un 
fluide élastique, ne saurait être constatée par la simple immersion d'un thermomètre à 
boule ronde dans le jet d'air sortant; car, à l'entour d'une pareille boule, il y aurait 
des pressions inégales, et, par suite, des températures inégales. 

Il y aurait notamment, au milieu de la partie frappée de la boule, une petite éten-
due où les parcelles d'air adjacentes seraient sans vitesse et où, d'après les indications 
les plus générales du principe des forces vives, la pression p<, ne devrait pas différer de 
la pression /?, ; ce qui entraînerait t„ — t, et aurait pour effet de faire marquer au ther-
momètre une certaine température moyenne plus élevée que f„. 

Pour qu'il n'y eût pas d'objection à faire, il faudrait que l'instrument thermomè-

62.. 
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trique ne pût être impressionné que par une surface exactement cylindrique du jet 
d'air sortant, ce qu'il serait assez difficile de réaliser complètement. 

J'arrive maintenant à l'expression déjà citée de M. Regnault, où, après avoir em-
ployé d'abord la force expansive d'une masse d'air à produire des vitesses, ou laisse 
ensuite ces vitesses s'éteindre dans des mouvements de tournoiements, sans qu'il y ait 
aucune production de travail au dehors et sans que de la chaleur soit prise 011 cédée 

au fluide élastique. 
Il faudra alors que, après l'extinction de tous les tournoiements, la quantité Q soit 

la même qu'auparavant, quoique le volume ait passe de à ·>,. Cela s'exprimera algé-
briquement par l'égalité Q, = Q,, c'est-à-dire 

é(r,)logc
0
-i-p(r,) = A (/, ) logf, + β(ί,), 

et de cette égalité dépendra la température t„ que M. Regnault a trouvée sensiblement 

égale à r,, ce qui exigerait que l'on eût 

b(t) — o. 

CHAPITRE VIII. 

Des différentes manières de satisfaire aux équations dQ — Γ (t) f (t, u) du—pdv, 

d A = ~ (Γ (<) F (f,m)) dt -|- pdv, sans invoquer ni la loi de Mariotte, ni la 

relation f(t, u) = γ (t) ε («), etc. 

Toute la théorie que je viens de développer repose, d'une part, sur la relation 

>'P =a (t ), 
servant à exprimer la loi de Mariotte, et, d'autre part, sur l'hypothèse que j'ai faite 
que la fonction f(t,u) 11e devra pas cesser d'être de l'espèce '/ ( 0 e (" ) quand on 
voudra passer de la théorie des vapeurs à celle des gaz permanents. 

Une pareille théorie me semble devoir suffire d'ici à longtemps aux recherches des 
physiciens, alors même qu'elle ne serait pas complète. On a vu, d'ailleurs, que, si la 

relation 
vp = a (f) 

venait à être remplacée par une expression plus générale de la forme 

a ( t ) 
P <a(e)' 

on aurait toutes les mêmes formules, à cela près que, en lieu et place du logarithme 

hyperbolique de ν, on devrait mettre la quantité 

dt 
J »("} 
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«le telle sorte que , si l'on faisait 

a· ( ν) = constante = 1. 

on n'aurait qu'à mettre ν en place du logarithme i> pour avoir la théorie parfaitement 
exacte des vapeurs. 

Cependant, comme la relation de Mariette n'est vraisemblablement pas admissible 
jusqu'à la limite ρ = ο, et qu'il peut en être de même de la relation pins gênerait 

pa(v) = a(t), 

je veux traiter encore le sujet d'une manière plus générale, en ne préjugeant absolu-
ment rien de la nature des courbes φ (ν ,ρ ) = t et en admettant seulement que la fonc-
tion f( t, u) ne devra pas cesser d'être de l'espèce y [t) ε ( u) comme pour les vapeurs . 
sauf, en dernier lieu , à prendre pourf[t,u) telle expression en t, u qu'on voudra. 

J'ai fait voir, d'ailleurs, qu'une relation de la forme 

Γ (t)dq = Γ{t)f{t, u) du = Γ (t) y (l) ε (m)du 

ne sera ni plus ni inoins générale que l'expression plus simple 

Γ (t) dq z= Γ(t)f(t, u) du = Γ(ί)γ (/) du = k (f) du. 

ce qui me permettra de faire immédiatement 

r(0/(L u) —k (t); 
La dernière des équations (Ν), ou la condition fondamentale de la théorie, conti-

nuera alors à être de la forme 

k' (t) ^dp~^~\dv dp dp dv) 

mais le premier terme du second membre pourra ne plus être une fonction de t, et. 
par suite, la quantité entre parenthèses pourra aussi ne plus être une fonction de t, ce 
qui ne permettra plus de voir directement de quelle espèce devra être la fonction Q. 

La difficulté pourra fort heureusement être tournée en ayant recours à l'équa-
tion (i3), qui est généralement 

dp d , , , du 
dt dt 

par rapport à c, / comme variables indépendantes, et qui, par cela seul qu'on aura 

r(r)/(t, «) = *(r). 
se réduira à 

t = *'(<)?· 

D'autre part, en continuant à désigner par A l'aire OH1BA des courbes y ^ t= r 
sur la fig. 1, et en regardant la quantité A comme une certaine fonction en v.t. on aura 
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manifestement 

p = dA (v, t)/ dv: 

par suite, l'équation précédente se réduira à 

d² A (v, t) / dv dt = k' (t) 

et, en l'intégrant par rapport à ν sans faire varier t, on en conclura sous forme finie 

A' (t) u = J*' ^ -1- fonction (f). 

Ce sera l'équation générale des courbes ψ (ν, ρ) = u en fonction de v, t comme 
variables indépendantes, tandis que la relation 

p = dA ( v , t) 

pourra être employée comme étant l'équation générale des courbes φ (ν, ρ) = f; car, 
du moment où une relation 

? (">/>) = ' 

sera donnée, l'aire A des courbes <p, en un point v, t sur la fig. ι, aura une valeur 
parfaitement déterminée, et il n'y aura que des difficultés d'intégration qui pourront 
empêcher d'en trouver l'expression sous forme explicite en v, t; puis, quand ces diffi-
cultés se trouveront surmontées, il est clair que la relation 

dk (v,t) 
Ρ= dv 

devra être identiquement la même que si de l'équation donnée φ (",/>) = f on tirait la 
valeur de ρ en fonction de v, t. 

Une telle manière de représenter les équations des courbes γ(ν, p)= t et 

Ψ (", Ρ) — u reviendra à faire usage de la seconde des formules (A) ou de cette équa-
tion complémentaire 

dk — (Γ (t) F (t, u))dt + ρ dv — ̂  dt -+- pdv, 

que j'ai entièrement négligée jusqu'ici, et d'après laquelle, en considérant A comme 
une fonction de v, t, il faudra que l'on ait 

p = dA (v, t) / dv 

-3Τ-=5<γ<Ί'Ι'·"»=·5Γ! 

mais on a, par hypothèse, au point de vue actuel du sujet, 

Γ(0/(ι,«) = 2 = *W· 
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Donc, en multipliant par du et en intégrant par rapport à u sans faire varier t, on 
trouvera 

Ά — k [t) u — <*('), 

la lettre α servant à désigner une fonction arbitraire de /; puis, en différentiant par 
rapport à t sans faire varier u, on aura 

^ = k'{t)u— a'(i); 

par suite, en transposant et en remplaçant — par sa valeur, on aura 

k' ( t ) u = dA (v,t) / dt 

Ce sera aussi l'équation des courbes ψ(ν, ρ) = «, et, en effet, comme la lettre ζ ser-
vira à désigner une fonction arbitraire de t, cette autre équation des courbes ψ (<··, ρ) = u 
se confondra exactement avec celle que j'ai trouvée tout à l'heure. 

Or, l'équation précédemment employée 

rfQ = Γ [t)f{t, u) du—pdt>— -^~du — ρ dv, 

et l'équation actuelle 

dPi. = — (Γ (t) F (t, «)J dt -+- pdv — -5 dt -t- pdv, 

sont dans une relation telle, que l'on doit avoir sous forme finie 

A + Q = R, 

et, comme les fonctions A, R sont connues, on en conclura 

Q = R — A = k(t) u — (A+a(i)). 

Ce sera l'expression de la fonction Q en t, u, ν, et, quand on y substituera l'expression 
de u en c, t, on trouvera 

Q = k ( t ) ( dA ( v , t) / dt + 

— //it)d α(')Ί 
dt k(t) 

De cette manière, les conditions (N) seront satisfaites, et chacune des équations (A) 
sera une différentielle exacte; donc le problème se trouvera exactement résolu. 

Et, en effet, quand de ces expressions générales des quantités Q, u on voudra passer 
au cas particulier où l'on aura 

p ω («0 ' 
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on trouvera d'abord 

A = ί ρ dv — a (t) Ι
 : 

pour l'expression générale de la fonction (A); puis, en différentiant par rapport à <, 
on aura 

dA (c, t ) ait': 
Pdv ω ( ν ; 

c'est-a-dire que, parce procédé de calcul, on retrouvera identiquement l'équation 
donnée des courbes a p l — t. 

On aura ensuite 

1±^ιΔ =
 α
.

{ί]
 CJL· 

" - FTô J
 +x' ( t ) / k' ( t ) 

Q
= ///f J + ■ -r,.f) ' 

et quand on fera, en otttre, 

/■(f)a'(f) — a(t)A'{t)
 c(

 . 
k't 

■ in trouvera, en différentiant. 

Y^ ) r(7r
 (

°· 

ou . ce qui ievient au même. 

d / dt ( x' (t)/ k' (t)) = B' (t) / k(t) 

et, par ronséquenr, 

a = a' ( t ) / k' ( t )J
 w

(r) + J. /,(,) '» 

Q~ m J ïëi+ÎM)· 

de telle sorte que, en faisant encore 
"(»') = ·'» 

on trouvera identiquement les expressions connues des quantités u, Q, pour un gaz 
permanent supposé assujetti à la loi de Mariette. 

Pareillement, quand on fera 
ω (e) = constante = ι, 



PURES ET APPLIQUEES. 493 
on retrouvera l'expression déjà connue de Q pour un mélange de liquide et de vapeur 
saturée de ce liquide. 

La quantité de chaleur nécessaire pour aller d'un point v, t à un autre point infini-
ment proche r -I- dv, t-f- dt, dépendra de la formule de principe 

Γ ( t) dq — Γ (t)f(t, u) du = Γ (Ί)Γ (/) du = k (t) du = RFQ -+- ρ dv, 

et l'on aura 

du = — dv H—— dt, 

du I d-A {v, t) 
dv /■'(?) dv dt 

du _ 1 d7A ( v, t) k"{t)dA{v,t) k'{t) α"(ί) — x'(t) k" (t) 
dt k'(t) dt² dt dt 

ce qui fera trouver 

Γ 't)dl=k(t)du=k^
)

d^/ïdv 

^_ HO (d^am _ HO dk{v,t) k'{t)u"{t)-u'{t)k"{t)\ 

k't dt² k' t dt k't 
ou bien l'on aura 

r{t)dq_ i^
 + p

yi
v +

 ̂ dt, 

rfQ h (f) d'A (c, i) dA (c, t) 
dv k' {t) dv dt dv 

d Q k(t)d2A(v,t) fk'(ty — k(t)k"{t) "|rfA(<',<; 
dt k' ( t ) dt² ( k' (t²) 

^ k(t)(k'(t)
X
"(t)-*'(t)k"(t)) 
k"r: 

dA le, t) 
}' ~ ~dv ' 

et, par suite, en prenant la somme d Q -I- ρ dv, on retrouvera exactement la précé-
dente expression du produit Γ (t) dq. 

Sous forme abrégée, on aura 

Γ t) dq = dQ+pdv=:d (V
 {

t) 1 j) + ÏAtlll
 rf(

-, 

et, [ilus simplement encore, 

Γ (t)dq = k(t)du = k
K
t)d {jyrfj-j A K t) -r * - 0)]· 

Quand on fera dt = o, dans l'expression générale du produit Γ (t)dr/
t
 on tron\>_'M 

Tome XVIII, — DÉCEMBRE I853 
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pour l'expression de la chaleur latente de Β en B, sur la fig. ι, 

— r (/)_*(,)___ dvdi , 

et quand on fera 
dv = ο, 

on trouvera pour la chaleur spécifique à volume constant 

, ^'A(e.r) Γίί)Λ(ρ,ΐ) J'(f)«"(f)-«'(f)A"(0ï 
dt k'(t) dt² k'(t) dt 

Pour trouver la chaleur spécifique à pression constante, il faudra que les variables 
t, u soient assujettie» à la relation 

ρ — constante, 

c'est-à-dire 

dp / dv + dp / dt = 0 

d'où l'on tirera 
dp 

dv=: — —-dt, 

dv 

et, en substituant dans l'expression générale 

r{t)dq = k[t)du= k{t) ̂ dv + A(t)~^ dt, 

on aura d'abord 
k(t) du dp 

c.V(t) = +k ( t) du / dt 

dv 

puis, de la relation 
dA ( v , t ) 

P dv 

on conclura 
dp d'A (v, t) 
dv dv' 

dp d'A (v, t) 
dt dv dt 

et en substituant ces valeurs, en inème temps que celles déjà connues des dérivées de « 



PURES ET APPLIQUÉES. 495 
en ι>, ρ , on aura sous forme explicite 

[rf'A(e, f)-[» 

c
0
T(t) — — -pj^ d'A{v, t)

 +c
'
r

(')' 
dv1 

puis 

d² A ( v, t)² 

(c, — c,;r(0 — — d*A(v,t) 
dv* 

Pour contrôler ces résultats, on n'aura qu'à remonter aux formules (O) en v,p et ν 
faire d'abord 

Γ (')/('. «) = *(0» 
ce qui réduira les valeurs finales des trois dernières d'entre elles à 

( co - ci T (t)) = k (t) = 

dqy / dvq T (t) = k (t) / k'(t) 

dqy / dpq T (t) = k(t) 

En différentiant ensuite la relation 
d A (v,t) 

P dv ' 
on aura 

d
 d*A£t)d'Afp, t)dt 

et l'on en conclura 
d*A(P, t) 

dt dv* 
dv d* A (p, t) ' 

dp df 
df ι 
dp d*A (ρ, r)' 

dp df 

puis, en substituant, on retrouvera exactement les expressions déjà connues des 
63.. 
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quantités 

( co - c1 ) T (t), dqo / dvo r(t) 

on aura, en outre, 
d'A(c,f) 

*(<)- ** 
ιψ» 1 1 V(ty*A(9,tï 

du' 

A l'aide de ces formules, la théorie des fluides élastiques aura le plus haut degré de 
généralité qu'il soit possible de lui donner tant que la fonction/(r, u) ne devra pas 
cesser d'être de l'espèce y (/) t (u), et que, par suite, il sera permis de faire 

«(«) = J, r{t)f(t,u)= r(t)y(t) = A(t), 

ce qui aura lieu nécessairement pour un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce 
liquide, ainsi que je l'ai fait voir déjà et que je le ferai voir encore par la suite. 

Je me propose maintenant de franchir les dernières difficultés du sujet, en admettant 
que, pour un gaz permanent, la quantité 

R=r(t)F(/,«) 

puisse être une fonction quelconque des variables t, u. 

Je continuerai à regarder la quantité A comme une fonction de v, t d'après une cer-
taine relation donnée φ (ν, ρ) = t. 

Ce sera une question de calcul intégral que de savoir trouver, sous forme explicite 
en c, t, l'aire A d'une courbe y (ν, ρ) = constante t sur la fig. ι. 

Cette question étant supposée résolue, la seconde des formules (A) sera de la forme 

dA(v,t) = j
t
{K{t,u))dC+pdv, 

et, pour qu'elle soit une différentielle exacte en c, t, il sera nécessaire et suflisant 
que l'on ait 

■1) -ÂT-=IJ' 

l >\ dk ("' — rfR(f' ") 
dt dt 

L'équation ( q) aura lieu d'elle-même par cela seul que la quantité A sera l'aire de la 
courbe donnée φ (<>, ρ) = ί; elle devra être satisfaite identiquement par la valeur de ρ 
tirée de l'équation 

v{*>p) = ', 

et, par conséquent, elle équivaudra à cette dernière équation. 
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La formule [q) sera donc l'équation générale des courbes q(v,p) = t, et la for-

mule [q'), qui établira une relation parfaitement déterminée entre v, t, a, sera 
l'équation générale des courbes ψ(ι>,/>) = a, en fonction de v, t comme variables 
indépendantes. 

On aura ensuite 

[q") Q=R (*,«)- À (*,/), 

et toutes les conditions du problème seront exactement remplies. 
La seconde des formules (À) sera, en effet, une différentielle exacte, et la première, 

qui est, en principe, 

clO = τ du — pdv, 

se changera d'abord en 

(dM^dt+dR(t
>

u) du) - frfA(p>/) d*+dA{;>t]dt 

= —*r~du sr-*· 

puis, à l'aide de la relation (q'), elle se réduira à une pure identité. 
La quantité de chaleur nécessaire, d'un point c, t à un autre point infiniment proche 

c -t- dv, t -f- dt, dépendra de la formule 

Γ (t)dq = Γ u ) du = "'du, 

puis, en différentiant la formule (q') , on aura 
d² A(v,t) d² A (v,t) d² R(t,u) d²R(t,u) 

dv dt df dt' dtdu 

et, en transposant, 

d'R(t,u) d'A(v, t) dv (d*A {v,t) _ d'Rjt, u)\ 
dtdu dvdu dt² dt² 

par suite, 
rfK ( t, uj dit [t, al 

Γ
"»'

Ι
·' = ^Β(,..) Λ *+^ΠΓ(^ΐ)Ι,—gr-' sé-)'»· 

dt du dt du 

En y faisant d'abord 
dt — ο, 

on trouvera la chaleur latente sous la forme 

dR (t, u) 

r(l]
dq9 — du d'A(v,t) 

dvy dR²R (y, u ) dv dt 
dt du 
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En y faisant ensuite 
de == o, 

on trouvera la chaleur spécifique à volume constant c, par la formule 

<fR(f, a) 
du d² A ( v, t) - d² R (t,u) 

C' 1 ' rf'R(f,a) l, dt1 df } 
dt du 

Pour avoir la chaleur spécifique à pression constante, il faudra que les variables t>, t 

soient assujetties à la relation 
ρ = constante, 

c'est-à-dire 

ί*+4*=·, 

et de l'équation (g) on tirera 
dp d' A (e, r) 
de de1 ' 

dp d'k ( e, t) 
dt de dt ' 

par suite, 
d²A(vo, t) 

de = - dt ; 

de'' 

puis en substituant, dans l'expression générale du produit T[t)dq, on trouvera 

rfR (r, a) (d* A(v, f)V 

c
·
r
 " 5555 \·Η'.·)

 +
"
m

· 
dt du de' 

d'où, enfin, 
dR (r, a) /d* k(e, QV 

(c°-c')r(f)--rf,R(r
>a

') d'k[e,t) ' 
dtdu dO 

On aura encore, pour la différentielle complète de la quantité Q, 

dR (t,u) dR(t,u) dA ( v, t) 
avf— du

 yuv— UU
 Λdv 
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et, par suite, en y substituant la valeur de du en dt>, dt, 

dR (t , u) 

d
ο = I du _ dL(p> ') I

 rfP d²R(t,u) dv dt dv sdt 
\ dt du / 

rfR (t, it) 
du d²A (v, t) dR (t, u) 

rf'Bft, a) l, Λ3 dt' )dt 
dt du 

Cette relation devant être identique avec 

dQ = d-£dv + d-êdt> 

on voit d'abord quelles seront les valeurs des dérivées partielles de la fonction Q en 
v, t. On voit, ensuite, que l'on aura simplement » 

Γ [t) dq = ^ duz= rfQ + pdv = (ρ +
 dv dt

' 

r(') —=p + -^> 

c,T
W

 = -£, 

dp 

e°Γ (') — I ρ + Tp I + rfF ' 

( Co - C1 ) T (t) = - ( P + dQ/dv dp/dt/dt/dp/dp) 

en place des formules précédentes. 
On pourrait faire des transformations analogues par rapport à t, α ou <>, μ comme 

variables indépendantes; mais cela me retarderait inutilement ici. 
Ce que je veux examiner encore, c'est le cas où l'équation générale des courbes 

ψ ( ν, ρ ) = t sera donnée sous la forme 

<Ρι (",Ρ, ή — o, 

et où, après avoir cherché l'aire A d'une pareille courbe pour t — constante, on aura 
trouvé une expression algébrique de la forme 

A = A,(i', p, t), 
sans que l'on ait pu réussir à faire l'élimination de ρ entre les fonctions A,, φ,. 
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On aura, dans ce cas-là, 

dk _ dk, («■, p, t) ^ dA, (v, p, t) ̂  
dv dv dv dv 

et 
dyi(c. />» t] d?,(v,p,t) fy

 = 0 dv dp dv 

puis , en éliminant -γ-. 

d<f,(v,p, t) 

dK _ άΚΛ"·> Ρ·> *) _ dk,{v, p, t) dv 

dv dp dp1 (v, p, t) 
du 

On aura pareillement 

dk (v, t) _ dk,(v,p,t) dk, (v, p, t) ety 
de Ut dp de 

et 
Ίο, (ν, p, t) d a, (v, p

t
 t) dp_ 

dt dp dt = 0 

puis, en éliminant —■> 

df, l'y, p, /' 
d A(e, f) _d k, (v, p, t) dk, (v, p, t) dt 
dt dt dp dqi ()v, p, t 

dp 

par suite, les equations (</}, (</') devront être remplacées par 

dk,{v, p, t) dtf, (v, p, t) dk, (v, p, t) dy,(v, p, t] 
dk(v,t) d, dp dp dv 

P ~ dv ~~ dtf, (P, p, t) 
dv 

d k,( v, p, t) d y, ( v, p, t) _ dk, (v, p, t; do, (ν, ρ, t) 

rfRif, «) dk{v,t) A dp dp de 
ne dt dy,(v, p, t) 

Â 
et l'équation (<7' ) pai 

Q = R(f, «) — A, (e, p, t). 

Quand, enfin, l'on voudra déterminer les dérivées secondes 

d: k(v,t' dz k{v, t] e/-Ji(v, t) 
dt dv dt " dv ' 
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on opérera sur les dérivées premières de A en v, t et sur la fonction φ,, de la même 
manière que j'ai opéré d'abord sur la fonction A et sur la fonction φ,. 

A côté de cette méthode, qui consiste à regarder la quantité A comme line fonction 
donnée en t>, t, il m'est tout aussi facile d'en placer une autre qui consistera à regarder 
la quantité Q comme une fonction donnée en v, u. 

Je me servirai alors de la première des formules (A), qui sera 

dQ(e, u) = A idu, — pdv, 

et j'en ferai une différentielle exacte en posant 

dQ (v, u) 
(" —λΓ~ = -r> 

i
n
'\ rfQ(", U} __ rfR(r, u) 

du du 

De cette manière la formule (a) deviendra l'équation générale des courbes i ■ e, j> ' — u, 
et la formule (a') deviendra l'équation générale des courbes ψ{<', ρ) — t. 

Je ferai ensuite 
a" ) A = R ( t, u ) — Q ( v, u '), 

et toutes les conditions du problème seront exactement remplies par rapport à îles 
fonctions R(t, u), Q (r, u), supposées données arbitrairement. 

Je puis supposer encore que l'on me donnera à la fois les deux fonctions A (v, e), 
Q v, u). Les formules (A) seront alors 

rfQir, u) = —-l-'-ûl du — pdr. 

d Ale t ) ~ de /j dv. 

et quand je poserai à la fois 

/ dk {v, t) 
dv = p, 

j t/Q {v, «) _-p 
dv 

d A (v, t) r/R (i, u) 
dt dt 

j dQ (v, u) ι/R (i, « j 
du du 

, R \t, «■) = A (v, t) -h Q (e, U), 

chacune d'elles sera manifestement une différentielle exacte, niais il faudra que j-
démontré que les équations (r), (r'), lr'') ne sont pas contradictoires. 

Tome XV III — DÉCEMBRE I 853. 0 J 
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lit d abord , en éliminant ρ entre les équations (r), j'aurai la formule résultante 

{ r bis ) L-LJ + — Ο, 

qui me donnera, d'une part, la relation des variables ν, a le long des courbes 
f(v,p) — t quand j'y regarderai t comme constant, et, d'autre part, la relation des 
variables ν, t le long des courbes ψ ( ν, ρ ) = u quand j'y regarderai u comme constant. 

La formule (r bis) sera donc à la fois l'équation des courbes f en c, « et l'équation 
des courbes ψ en e, t. 

Le long des courbes f on aura, sans faire varier t, 

~—ί dv h —'-dv _j —- du = ο, f t = constante J, 

pt le long des courbes ψ on aura, sans faire varier «, 

) dv H -j—-L fit h ——!—i dv = ο, ί u = constante]. 

Quand on ne fera pas varier v, on aura, le long d'une perpendiculaire AB sur la 

fig- ι, 

dt q —- du = ο, ί ν — constante], 

et la différentielle complète de la formule (r bis) sera 

d'Kiv' *) dy 4- dt
 K

 "
}
 dv +

 U) du = ο . dv² dv dt dv² dv du 

Cela posé, je vais faire voir que les formules (r") et (r bis) entraîneront comme 
conséquences les formules (r')·, et que, par suite, les formules (/·') ne seront plus des 
équations de condition. 

Pour y parvenir, je prends la différentielle complète de la formule ( r" ), et je trouve 

dR (t, u)dt + du =
 dv + dK^'1 dt du du du du 

^^"'Kiv+^^du. 

je vois ensuite que, en vertu de la formule (r bis), la différentielle dv disparaîtra 
du second membre, et comme les variables t, u sont complètement indépendantes 
l'une de l'autre, je serai conduit manifestement aux formules (r'). 

Ainsi, les seules équations de condition du problème seront les formules (r) et(r"), 
dont les premières entraîneront toujours comme conséquences la formule ( r bis). 

Cependant, pour que la démonstration soit absolument complète, il ne sera peut-
être pas.inutile que je fasse voir encore que les différentielles des équations (r bis) 
et (r') ne seront pas contradictoires. 
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Je différentie donc les équations (r'), et je trouve 

d²R (t,u) dt + d²R 

d2R(t, u) 'R (f, «) d2Q (v, u) d'Qfv, u) 
dt du du² dv du du² 

je remonte ensuite à la différentielle complète de l'équation (r bis), et, en convenant 
de la notation auxiliaire 

d2A{v, t) d2Q(c, u) _ _ 
dv² dv² E 

j'en tire 

dv = - , , ' dt + - —du 

Je substitue cette valeur de dv dans les équations précédentes, et je trouve 

— dt-\ , — du 

= (1/E( d²A ( d² A (v, t) )) ) 

d²R (t,u)/dt dtdu 

= 1/E d²A (v;t) d²Q(v,u) / dv du 

Ces deux relations devant avoir lieu quels que soient les accroissements des variables 
indépendantes t, u, j'en tire les trois relations distinctes 

d2K{t,u) ι fd'A (e, r)V d!A (ν, t) 
dt² E d dt dt² 

d2R(t, u) ι d'A (v, t) d2Q (v, u) 
dt du Ε dv dt dv du 

d2R (t, u) ι /«J'Q (ν, κ) V d2Q(v, u) 
du² E (dv du) du² 

en vertu desquelles les différentielles des équations (r') se confondront identiquement 
avec la différentielle de l'équation (r bis). c. Q. F. D. 

Il reste encore à calculer les quantités .9«, .9,, q„, q
t
, c„, c,, et la chaleur latente. 

Pour cela, je différentie d'abord la première des équations (r), et j'ai 

^ dv H τ1—1 dt = dp. 

ti4.. 
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J'en tire 
d2A(v, t) rf„ _ dp 

dt = - d2A(v,t) ' 
dvdt 

et, par suite, 
d'A (e, r) 

.de dv2 

° Λ rf* A (e, f) ' 
/Λ> dt 

Λ ι 
' dp d'A (r, i) 

r/p Λ 

je différentie ensuite la deuxième des formules ( r), et j'ai 

£3KMA+i!QK_
ï
)a = _

+
. 

dv² dv du 
J en tire 

—-ί—^dv 4- dp 
dU ̂  ; : } 

dv du 

et, par suite, 
rf'Q (e, u) 

du dv2 

dv d2 Q ( P, a )' 
dv du 

du ι 
dp d2 Q ( P, « ) 

dv du 

Iλ quantité de chaleur nécessaire d'un point à un autre sera, en principe. 

d^-L.^h^du, 

et, en vertu de la seconde des formules (r'), on aura 

r
(
,w,=i2i^U, 

par suite, 

rC) ̂  = —du— rfp 'r/"-H —ÂT- lû,dp = *1 (i) ,lç + q'1 [t) dp-
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Donc 

^QO, u) d!Q(v, u) 
qoy(

t)
 __ dQ(v, u)du ilu dv7 

d Q ( ν, « ) 
rfQ (c, η) rfti tftt 

q T t)' Î/« dp d7Q(v, a}' 
dvdu 

puis, 

Î/Q(P, u) d'Q (E, u) d J

A (E, /) 
. ?o Γ (ί) du de* dvdt 

" S» rfJQ (P, u) d1
 A(p, f) ' 

dv du dv7 

î/Q (v, u) d7 A (i', f ) 

'■Γ(') = ->Γ^ = — 
rfo du 

et, en soustrayant, 

dQ(v, u) { d7A (v, t) it) Λ d-X\v, t \ 

co - ci) T (i = ) = du dv² dv² dv dt 
dv du dv· 

Les expressions de la chaleur latente deviendront 

'^r(,; = ).».ru) = +-ÎLJL £
A

' >. 

dv du 

d Q ( v, u) / d7 A (f, t) d'Q(v, u) \ 

dqy rT (t) = (co - c1) = - du dv² dv² 

dv du dv7 

et, en dernier lieu, il sera facile de vérifier que la condition fondamentale 

du dt du dt ι ι 
dv dp dp dv d rfaR(i,«) 

dt, (T (t)) 
sera exactement satisfaite. 
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Si l'on me demandait la différence des chaleurs spécifiques et les expressions de la 

chaleur latente en fonction des quantités A, R au lieu de A, Q, je me servirais des 
relations connues des dérivées secondes des fonctions A, Q, R, et j'en tirerais 

d* A (e, t) *?'Q(p, u) 

d'A{v,t) rfJQ(e, u) g dv dt du du 
dv² dv² d²R ( t,u) 

dt du 

J'aurais en même temps, d'après la seconde des formules (r'), 

rfQ (p, u) rfR (f, u) 
du du 

et, par suite, 
dR (t,u) (d²A(v,t) 

(c, —e,)r(i)_ d^ï^t,~u)~d^A{v,t) ' 
dt du dv * 

dR (f, u ) d* A (e, t ) 

-ρΓ ί =(£,-(·,)ί,Γ ί = , 

dt du 

dR 11, u) d'A (v, t) 

dqo/dpq R(t) (co - c1) 91T(t) = -
dt du dv3 

ce qui est parfaitement d'accord avec les formules déjà connues de l'autre méthode 
d'intégration, où les fonctions A, R étaient regardées comme données. 

De pareilles transformations seraient possibles en Q, R au lieu de A , R, mais je no 
m'y arrêterai point. 

En résumé, pour satisfaire aux équations ( A ), qui sont 

dQ ~ -— du — ρ dv, 

d A = —— dt -t- pdv, 

je puis m'y prendre de trois manières différentes : d'abord en regardant les fonctions 
A , R comme données et en posant 

I?) 

^ —ÂT-=r> 

(q')^ dt ' dt ' 

(q") Q = R(t,u)-A(v, t), 
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ensuite, en regardant les fonctions Q, R comme données et en posant 

Κ 

(a) dQ(v,u)/dv=-p 

, ,, dQ(v,u) C/R (», M) 

[a") A=R [t,u) — Q (v,u); 

enfin, en regardant les fonctions A, Q comme données et en posant 

(M 
(r> dv = *r~=p> 

{rbis)
 rfA(M) + ̂ M

 = O, 

[r") R = A (e, t) -f-Q(e, u). 

Ce n'est pas tout; si je remonte aux relations très-simples des formules (19
1 

et (19 bis), je vois à l'instant que, dans le cas où, en place des fonctions A, Q. j< 
voudrais faire usage des fonctions complémentaires 

A, = A — vp = A — ν , 

Q. — Q -i- = Q — ν t 

j'aurais à remplacer les formules (A) par les formules analogues 

dQ, — —— du -f- ν dp, 

«A, = —- dt — ν dp, 

et que, par suite, je serai conduit à me servir, d'une part, des relations 

K) 

(q1) dA1 (p,t)/dp= -v, 

!· , (p>f) _ ̂ R(L «) 

W,) Q, = K{t,u) —A,(p, t), 

en place de (9), (q'), (<7"); d'autre part, des relations 

K) 

(.,! Î2^£iil
= + r

, 

' du du,u 
(β*) A, = R( », u) — Q, (/>, "), 



5o8 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

en place de ι β), [a' ), {a"), et, enfin, des relations 

\r\ 

, , dA ,(/>,')_ dQ,(p,u)__ 
dp ~ dp ~-v 

{nbis)
 **Λρ,η + *ο^}

=0
, 

(r*) R(ty u) = A, (p,l)-hQ,(p, «), 

en place de ( r ), (r bis), ( r" )· 
Il me sera loisible encore de remplacer les équations (A ) par 

iiQ = —— du — pdv, 

dA, = —— dt — «dp , 

ou bien par 

dQι = du -\- « dp, 

d K= —— dt -(- ρ d«. 

Dans le premier cas, j'y satisferai en me donnant, soit 

A, (/', t) et R (/,«), 

soit 
Q ( «, u i et R (t, u ), 

>oit 
A ,(p,l) et Q(e.«); 

j'aurai ainsi trois nouveaux groupes d'équations f^,), in,), I r. | dont le dernier ser? 

i r-1 

d A, {ρ , t) 
dp — ~ ' 

dQ(e, «)_ 
dv -p 

R = «p+ A, {p, <) + Q ( ··, «) 

Dans le second cas, je pourrai me donner arbitrairement, soit 

A (r, t) et R ( f, u), 
soit 

Q. (p, u et R (t, «), 
soit 

A(«,/) et Q, (p, u}·, 
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j aurai ainsi trois autres groupes (<73), (a3), (r3) dont le dernier sera 

iM 

d A(e, t) 
dv = p 
dQ, (p, a) __ ^ 

dp 
R = — vp -+- A ( ν, t ) Q, (ρ, a). 

Or tous ces problèmes dépendaient dès l'origine des équations (11), (11 his), (12), 
(12 bis), (ι3), (ι3έ/ί), etc., selon que les variables indépendantes devaient être 
t, u, ou v,p, ou v, t, etc. 

Donc, puisque je suis parvenu à exprimer sous formes finies toutes les relations des 
quantités v, p, t, u des équations de condition (u), (11 bis), (12), (12 bis), (i3), 
(i3 bis), etc., par l'un quelconque des groupes d'équations (9), (nj, {r j, ou f 7, ], 
I>|), (r·,), ou (q

2
), («,), (r

2
), ou (?

3
), ("3), ('"a), n'est que chacun de ces groupes, 

à volonté, équivaudra aux résultats complets de l'intégration de chacune des équations 
de condition en question , et de cette simple observation je tire la conséquence ma-
jeure que voici. 

Pour intégrer l'une quelconque des équations ci-après : 

dp du dp dv 
dt du du dt = r ( t, u) 

du dt du dt 1 
dv dp dp dv /( t,u ) 

dp 
dt 
— = r(r, «}, 

dv 

.......................................... 
.......................................... 

commencez par calculer l'intégrale seconde 

R ( t, u ) = Jfr{t, u ) dt du, 

puis écrivez l'un des groupes d'équations (ç), (a], (/■ J, ou \η.\, I",), |r,j. ou |r/
2

j 
I a. j, (r

2
), ou , f a.), (r,), et le problème sera résolu. 

J'observe maintenant que, s'il me plaisait de me donner arbitrairement la valeur de-
là quantité rit, u) en fonction de ν, p comme variables indépendantes, et que je 
voulusse poser 

—7—; = >·(«', p), 

L'OME XVIll —DUEHBRE ib53. 
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je me trouverais conduit à satisfaire à l'équation 

~d»~dp dpdv = S^'',P 

puis, de la simple comparaison de cette équation avec la précédente, 

dp dv dp dv 
dt du du dt ' ' 

je conclus que la solution demandée se réduirait à prendre l'un des groupes (9), [a], 
(/■), ou (?,), (Λ,), (η), ou (?3), (a,), (r,), ou (?3), (o3), Oi), et à faire alterner 
respectivement ρ avec u, i> avec t, r avec s. 

Ainsi, par exemple, en supposant que je veeille me servir du groupe (r), je com-
mencerai par déterminer l'intégrale seconde 

Si"./7) =ffs(<,,P)dvrlPi 
puis je poserai 

CJJ 

{S) ~~di Λ= u, 

( s bis) dA ( t, v )/ dt + dQ (t, p) / dt = 0, 

{s") S = A(r,e) + Q(/,/>), 

et le problème se trouvera résolu, en observant toutefois que les fonctions A, Q de ces 
nouvelles formules seront des quantités de l'espèce Ju dt. 

Avec le groupe (Λ) je résoudrai le même problème, en posant 

0,j 

(i|) du ~ ΛΓ- = -'· 

{Slbls) —-rf—+ Tu = o, 

(î°) S = A,(«,e)-f-Q, («, p), 

et les fonctions A,, Q, seront des quantités de l'espèce Jtdu. 
On aura , en même temps, 

At — A — tu — A — t 1 

Qi = Q +ta — Q—tdA ( t,v) 
ou bien 

A = A, -+- tu = A, — u 

Q = Q1 - tu = Q1 - u dQ1 (u, p) / du 
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et rien n'empêcherait de faire un usage analogue des groupes (9), (a), ou (17,), Kj, 
ou (a,), ou (y

3
), |>

3
). 

Les équations (A) équivaudront, d'ailleurs, à la relation unique 

pdv= —- du — de, 

ou bien à la relation équivaleute 

vdp — -— du H — dt, 

ainsi que cela a été démontré depuis longtemps parles formules ( 17 ), ( 21) et ( 21 bis), 
et, par conséquent, les mêmes procédés de calcul feront connaître encore la solution 
complète d'une telle équation aux différentielles partielles, pourvu que, parmi les ex-
pressions données, deux des trois quantités soient respectivement des espèces 

A KO, Q Κ «). RK «), 
ou bien 

M/>, 0> Q'K «)> RK«), 
ou, encore, des espèces 

A KO, Q K/K SK ρ), 
ou bien 

A,(a, v), Q, (u,p), S K/0· 

S'il arrivait, par exemple, que les fonctions A, Q ou Αι, Q, fussent données est, « 
chacune, alors même que <·, ρ n'y entreraient pas et que l'on dût avoir 

A = α ( t, « ), Q = p(r, u), 

la difficulté serait d'intégrer l'équation 

pdv — —' du. dt, 

et cette difficulté consisterait, au fond, à savoir trouver le facteur - par lequel on 

devrait multiplier l'équation proposée pour en faire une différentielle exacte. 
La solution du problème pourrait bien être représentée alors par l'un quelconque 

des groupes (?), [a], (/·), ou (y,), (a,), (r,), ou (q
2
), («,), (r,), ou (?3), (a3), K), 

comme aussi par l'un des groupes ou ..., (t,), ou ..., Κ), ou . . ., (î
3
) ; 

mais il y aurait une condition restrictive à y joindre, et cette condition ne serait pas 
assez simple pour que l'on parvînt à satisfaire, en outre, sous forme explicite aux 
relations 

A(e, t) —u{t, u), 

QK ") = H1' ")· 
On ne doit pas voir en cela une lacune dans ma théorie des effets dynamiques de la 

65.. 
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chaleur -, car, dans cette théorie, les recherches des physiciens tendront toujours à 
trouver directement la loi des courbes <f (ν, p) = t en fonction des seules variables 
v,p, t et non en fonction de t, «; par suite, mes formules (9), (a), (/·), ou (91), 
(«,), (/·,) seront suffisantes pour représenter explicitement les propriétés dynamiques 
et calorifiques d'un fluide élastique, de telle sorte que toute loi expérimentale pourra 
à l'instant même être soumise au calcul et développée algébriquement dans toutes ses 
conséquences logiques. 

On a vu, en effet, comment j'ai établi successivement jusqu'ici toute la théorie des 
fluides élastiques : 

i". En admettant que l'on devait avoir 
Q = fonction ( t ) 

pour les gaz comme pour les vapeurs. 
20. En joignant à l'hypothèse 

Q = fonction ( t) 

la loi de Mariotte et même lî> relation plus générale 

/">('') =«(')> 

de laquelle dépendent, comme cas particuliers, d'une part, la relation 
vp = a{t) 

de la loi de Mariotte pour les gaz permanents, et, d'autre part, la relation 

P - 11 ( ') 
des vapeurs. 

3°. En rejetant l'hypothèse 
Q = fonction (t) , 

mais en conservant la relation 
p w(e) =a(t), 

et en démontrant que pour les vapeurs la fonction /{t, u) sera nécessairement de 
l'espèce 7 (f) «(a), puis, en supposant que la fonction f(t, u) ne devra pas cesser 
d'être de l'espèce 7 (ί) ε(«) quand on voudra passer de la théorie des vapeurs à celle 
des gaz permanents. En développant, enfin, la théorie à ce point de vue jusque dans 
ses dernières conséquences logiques avec la relation de Mariotte 

"P — "(')· 

4°. En rejetant à la fois la loi de Mariotte et la relation plus générale 

pw (v) = a (t) 

mais en continuant de supposer que pour les gaz permanents la fonction/(f, «) ne 
devait pas cesser d'être de l'espèce 7 (ί) ε(κ ) comme pour les vapeurs, et que, par 
suite, on ne devait pas cesser d'avoir 

r ( t ) f (t ,u) = dR ( t,u ) / du = k ( t ) 
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5°. En franchissant, enfin, les dernières difficultés du sujet, qui consistent non-seu-

lement à ne rien préjuger de la nature des courbes y ( t>, ρ ) = t, mais encore à prendre 
la fonction calorifique R (t, u) d'une espèce quelconque en fonction des variables t, u, 
ce qui m'a conduit d'abord aux équations (q), (q'), [q") et m'a permis de résoudre 
le problème, alors même qu'on me donnerait l'équation des courbes <p et l'expression 
de l'aire A de ces courbes sous les formes générales 

Q1 (v,p, t) = o, A = A, (ν, P, t); 

ce qui m'a conduit ensuite à une deuxième solution représentée par les équations (a), 
(a'), (a"), puis à une troisième solution représentée par les équations (r), (r bis), (r"), 
et, enfin, à trois solutions analogues en ν au lieu de ρ, représentées par les groupes 
d'équations (<7,}, (a,), (r,) ; ce qui, en dernier lieu, m'a permis de formuler les inté-
grales générales de différentes équations aux différences partielles dont les deux prin-
cipales sont 

dp dv dp dv 
~ïït ~du ' 

ρ dv — —— du — dt, 

pourvu que les expressions données de deux des trois fonctions A, Q, R soient respec-
tivement des espèces 

A(",t), Q (",«), R(r, «). 

CHAPITRE IX. 

Théorie complète des tapeurs. 

Ce qui m'engage à donner séparément et d'une manière bien complète la théorie des 
vapeurs, c'est-à-dire la théorie d'un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce 
liquide, c'est que, dans ce cas-là, il n'y a aucune incertitude ni sur la nature des 
courbes y (v,p)~t ni sur l'espèce algébrique de la fonction/(t, it), ainsi que je 
l'ai fait voir déjà et que je le ferai voir de nouveau tout à l'heure. 

Je reporte donc mon attention sur la fig. 2, et j'observe que pendant la durée de 
l'ébullition d'un liquide par suite d'une addition de chaleur, comme aussi pendant la 
durée de la condensation d'une vapeur par suite d'une soustraction de chaleur, il γ 
aura une relation parfaitement déterminée 

(t) /> = "(') 

entre la pression ρ et la température t du mélange. 
D'après une telle équation, les courbes d'espèce <p (e, ρ) — t deviendront des lignes 

droites parallèles à l'axe Oc, et je pourrais en conelure, de prime abord , que l'aire A 
de chacune de ces courbes supposées prolongées jusqu'à l'axe 0/; (ce qu'il est toujours 
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permis île concevoir au point de vue purement algébrique des relations du sujet) sera 

égale au produit vp. 
J'aurais donc à faire A = vp dans les équations fondamentales 

rfQ = a) du —pdv = — du —pdv, 

dA = (Γ (/) F(i, «)) dt -Λ-pdv — '-^
dt+ dv, 

et, par suite, la seconde d'entre elles se réduirait à 

'ί= Λ=Λ<Γ("Γ('·",)ί 

puis, en y joignant la relation finie 

Q = R (/,»} — A = r(f) F (t, u) — vp, 

j'aurais toutes les conditions au point de vue purement algébrique de la question, quelle 
que pût être la nature de la fonction Γ (?) F (r, u). 

Mais, au point de vue physique des choses, je trouverai plus que cela, et, pour ne 
pas subordonner les conséquences qui en dépendront à mes procédés généraux d'inté-
gration , je préfère ne me servir d'abord que de la relation 

dQ = T{t)J\t, u) du —pdv. 

Le plus simple alors sera de prendre v, t comme variables indépendantes et de 
considérer la quantité Q comme une fonction inconnue de ν, t, ce qui m'obligera de 
poser 

(*) 

dQ(v,t) = ^Γ(ί)/(ί, u)^—p^dv-hr(t)/{i,u)^dc, 

et, par suite, 

T (t) f(t,u) du / dt = p dQ(v,t) 

T(t) f(t,u) du / dt = dQ (v,t) 

puis, en éliminant Q, je retrouverai la condition représentée dès l'origine par l'équa-
tion (i3), et, par une transformation de celle-là, ou bien par l'élimination des dérivées 
de u en <>, t entre les équations précédentes, je trouverai la condition (i3 bis) qui est 

dQ (v, t) 

(31
 Γ (»)/(*,«) _J dvdv 

d/dt ( T(t, u) ) dp / dt 

La quantité de chaleur nécessaire pour faire aller le mélange d'un point v, th. un 
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autre point ν -+- dv, t -h dt sera en principe 

(4) 

dq —f{t, u) du=f{t, u)^dv +f(l, u)~dt, 

et j'aurai 

Γ (t) dq = Γ (t)f[t, u)du — y
p

+- -+- ~d
~^. dt. 

En y faisant d'abord dt = o, je trouverai la quantité de chaleur latente pour une 
augmentation de volume égale à i, par la formule 

(5) Γ
Μ^ = ̂  + -^Η='

,
(') + -

Ϊ
5Γ-' 

puis, en faisant dv = ο, j'aurai la quantité de chaleur spécifique à volume constant c,, 
par la formule 

(6)
 e

.r (Q=-^· 

Cela posé, si je désigne par : 

w le volume d'une masse liquide à sa température d'ébullition t sous la pression cor-
respondante ρ = il (r) ; 

W le volume de la même masse complètement transformée en vapeur; 
χ la fraction de la masse entière actuellement transformée en vapeur; 
ν le volume du mélange; 

J'aurai manifestement 

(7) ν — [ι—χ ) w -t- χ W = <v -t- ( W — w)x. 

La fraction χ pouvant varier de ο à 1, le volume ν du mélange variera de l'une a 
l'autre des limites 

(7 bis) Vj = w, v
l
—TN. 

Les formules (7 bis) seront les équations en v, t des courbes indéfinies 1„1I, 
fig. 2, entre lesquelles tombera nécessairement le volume ν du mélange. 

En deçà de la courbe i
0
ii' sera l'état complètement liquide avec des courbes ψ, ψ 

d'une tout autre espèce, et, au delà de la courbe LII', sera l'état complètement ga-
zeux, aussi avec des courbes q, ψ d'une autre espèce. 

La fraction χ pouvant être supposée constante de haut en bas sur la fig. 2, l'équa-
tion ( 7 ) représentera un nombre illimité de courbes de même nature que celles ties 
équations (7 bis). 

On sait que le volume w d'un liquide augmente peu avec la température d'ébullition t, 
et, par suite, avec la pression ρ de la formule 

p = Cl(t), 

an dis que le volume "W de la vapeur varie à peu près en raison inverse de p. 
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Il s'ensuit que, à une hauteur suffisamment grande sur la fig. 2, on aura pent-étre 

W = w, et que toutes les courbes des équations ( 7 ), (7 bis) se couperont en un même 
pointa une telle hauteur; mais, à des hauteurs moindres, l'intervalle W— iv sera 
essentiellement positif et d'une largeur excessivement grande aux approches de 

l'ave Oe. 
Le volume e du mélange pouvant être fixé arbitrairement à une température donnée 

t, entre les limites (7 bis) . on tirera de la formule (7) 

(8) x = v - w / W-w 

pour ia fraction de la niasse entière qui se trouvera dans le volume donné v à l'état de 
vapeur, et la différence 

( 8 bis) 1-x = W -v / W-w 

représentera la fraction de masse correspondante qui se trouvera à l'état liquide dans 
le volume v. 

Si je désigne à présent par L la quantité de chaleur latente d'un volume de vapeur tV, 
et par / la somme de chaleur nécessaire pour transformer en vapeur une fraction χ de 
la masse entière déjà amenée à sa température d'ébullition t, j'aurai 

l = liX, 

et, en ν substituant la formule (8), 

1 91 l = Lr

=-L· 

Pour faire une autre quantité de vapeur x,, sous un autre volume v,, à la même 
température f, j'aurai 

\9 h,s) /, = Lx, = -
 w [t

 · 

et, par suite, en soustrayant ces deux formules l'une de l'autre , 

[9 ter ) 

l1 - l = L (x1 - x) = L ( v1 - v ) / W - w 

puis 

/, — / _ L 
e, — e W tf 

Ainsi le rapport de la chaleur latente è — l à l'augmentation correspondante e, — v 
du volume du mélange sera égal au nombre 

L 
W — »■' 

qui variera avec r seulement. 
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Ce résultat, auquel j'arrive par la considération immédiate du sujet au point de vue 

physique des choses, est capital, car maintenant l'équation (5) devra se réduire à 

' ΰ£ϋ
=

„
(
,
) + !ίΟίΐlî), 

et si, pour abréger, je fais 

T (t) L / W - w - P (t ) = b(t) 

il faudra que j'aie 

ί.°) ^ίμΔ = ύ{ι), 

d'où, en intégrant, 

Ο (e, 11 =: b (ί) ν -+- S \ t), 

puis, en différentiant par rapport a r. 

dQ ( v, t ) / dt = b' ( t ) v + B' 

ce qui servira à faire trouver la chaleur spécifique à volume constant r, de la for-
mule j 6 i. 

Mais l'essentiel est que la condition (3) se changera en 

'■ ' ' d i = il + =
 Λν

 ' „.· 
/ dt (( T (t) F(t, u))) 

J'arriverai exactement au même résultat, en recourant aux expressions connues de la 
chaleur latente dont je me suis servi depuis longtemps, et, notamment, quand il me 
plaisait de prendre ν,ρ comme variables indépendantes, d'après les formules (O). 

Mon ancien système de calculs en e, ρ me conduirait, au reste, tout naturellement a 
taire usage maintenant de c, t comme variables indépendantes, puisque ρ est devenu 
fonction de t. 

Ainsi, pour un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, on aura n<·-
cessairement 

_r(0/îm0_
 = fonction(il = _i-

d / dt (T (t)) 

et, par suite, en faisant usage de la notation auxiliaire 
y .

 Λ
 s Ot :t, uy 

r(t)/[t,u) = e 
on devra avoir 

fL
u

{
t
,«) = gi o-

Tome WIU. — DÉCEMBRE. I85.Î. ^ * 
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d'où 

M(f> u)=fg{t)dt + hiu) =g> (') + A(")> 
puis 

f{t, u) = —-— e" — —!— ee,^' \ eh^u^ ■= y (t) e (u). 

Donc la fonction f[t
> u) sera de l'espèce 7 (r) s (u). D'autre part, une relation de 

la lorme 
T{t)dq = r(t)f[t, u)du = Γ(ί) 7 (f) t{u)du 

ne sera ni plus ni moins générale que l'expression plus simple 

(12) r(')rf? = r(')/(', u)du = T(t)y(t)du = fi (t) du, 

dont je me servirai définitivement dans ce qui va suivre. 
L'équation (u ) se changera, par conséquent, en la relation fondamentale que voici, 

(,3) +b (t) 
et les formules (10) deviendront 

'<'> F(7] 

(14) = b' (t) = k (t) k' (t) O" 

j Q = b (r) ν +■ β (r) = -
 t>(t) "

 + β (ί)

· 

L'équation (4) deviendra 

/ Γ (t)dq = A- [t)du = (û(<) -f- b (t))dv -4- (ù'(i) ν 4- β' (r)) dt 

15 ) = k (t) O'(t) / k'(t) dv + k (t) d / dt 

puis, en la divisant par A- (t), on trouvera 

du = O' (t) / k'(t) dv + v d/dt 

et, par voie d'intégration, on en conclura 

,,6)
 "=m"*Jw·,·*· 

Ce sera l'équation générale des courbes ψ(ν, ρ) = u en fonction de », t comme 
variables indépendantes, et le problème se trouvera exactement résolu, sans que j'aie 
en à faire usage de la relation finie 

Q = R (t, κ) — A = 1' (f ) F [t, u) — 1>p. 
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En supposant, néanmoins, que je veuille me servir de cette relation, j'en conclurai 

r(f)F(', «) = ψ + Q = on (0 4- Q = » + ρ (*). 

puis, en y substituant la valeur dec tirée de l'équation (16), 

r(t) F (t,u) = k(t) u + B(t) 

(17)1 ] et, en différentiant par rapport à u, 

I r(0/(L «)= k(t)du, 

ce qui me ramènera justement à la formule (12), de laquelle j'étais parti pour trouver 
les formules (ι3), (ι4), (·5) et (16). 

Les formules (<2), (i3), (t4)> ('5), (16) et (17) formeront ainsi le cercle entier 
de la théorie dans sa plus grande généralité, et si je voulais pénétrer dans ce 
cercle à l'aide de mes procédés généraux d'intégration, j'y réussirais tout aussi faci-
lement. 

Je suppose, par exemple, que l'on me propose de faire usage des formules (/■), 
(r bis), (r") et de celles qui en dépendent. 

Je regarderai alors la quantité Q comme une fonction inconnue de v, u, et de prime 
abord, à cause de la relation 

Ρ = «('), 
je ferai 

A = tip — fil (t), 
d'où 

dA / dv = O (t) 

— = „û(r,, 

d'k 
dv' ~ °' 

*5 ="<')■ 

n? = '"*("· 
j'en conclurai 

91— ο, 

91= —71— ' 

60.. 
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<*QK a) d'Q(v, u) 

7.r(0 -
 *QK_«_) ' 

dv du 

ÎS.I'LÎJ du 
q1(t)— SÊT,· 

dv du 
puis, 

c.r(')=îî^-)=®» 

rfQ (c, «)O'(t) 

c1 T (t) = q1 T(t) / 91 = - du / d²Q(v, u) 
rfy (/u 

et, pour les expressions de la chaleurlatente, 

dQj", u) d*Q(e, a) 
dq9 r __ rf". ^ 

dvy d²Q(v, u) 
rfi> du 

d(f9 , ,= oo 
dpy 

Mais il est démontré par les formules (9 ter) que la quantité de chaleur latente par 
unité de volume doit être égale à la quantité 

L 
W - w 

qui varie avec t seulement. 

Donc, il faudra que l'on ait 

dQ(ν, u) rf'Q (ν, u) 

— = ——-— = fonction (t). 

dv du 

Cette équation ne doit pas être directement intégrable, car si je nie proposais d'éli-
miner t entre les équations déjà connues de Q, u, d'après les formules (14) et (16), je 
ne saurais représenter le résultat de l'élimination sous forme finie en i>, u; mais la 
difficulté pourra être tournée au moyen des relations générales qu'il y a entre les 
dérivées secondes des fonctions A, Q, R; car, du moment où l'on devra avoir 

A =r v[> = vil ( t), 
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je trouverai, d'après les relations connues de ces dérivées secondes, 

d² Q(v,t) 
</'R(f, κ) dv du 

dt du c?-'Q(e,ie) 
dv2 

J'aurai, en même temps, 
dQ [v, u) <7Rf t, u) 
du du 

et, par suite, la condition à remplir se transformera en 

O'(t) dR (t,u)/ du/ d²R(t,u =) 

dt du 

c'est-à-dire que je serai ramené identiquement à la formule (ι 1), et, par suite, à la 
formule (12), de laquelle je suis parvenu à tner tout ce qui précède jusqu'à la for-
mule (17) inclusivement. 

Mais, au point de vue actuel de la question, la inarche la plus naturelle du calcul 
sera différente et consistera à intégrer d'abord l'équation (12) par rapport à u . ce qui 
fera trouver 

(17 bis) R (t, u) = Γ (Ί) F (/, M) = k(t) u — λ (t). 

En différentiant ensuite l'équation (17 bis) par rapport à r, on aura 

dR (t,u)/ dt = k' 

et, par suite , la première des équations (r') fera trouver 

il' (f) ν — h' (t)u — a.' (t) , 
d'où l'on conclura 

k' (t) &'(t) 
" - η>tt)" ~ i7(T)' 

ou bien 

deb.s)
 K =

O'(t) / k'(t) + &' (t) 

en place de la formule (16) avec laquelle celle-ci se confondra en effet quand on 
donnera une valeur convenable à la fonction arbitraire a. (t). 

On aura recours ensuite à la formule (V), ou plutôt à la formule (7" ), pour 
trouver 

Q = R — A = k ( t) u — α ( t ) — il ( t) ν, 

et, quand on y substituera la valeur précédente de « en v,t, puis, inversement, la 
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valeur de c en u, t, on aura les deux relations parfaitement équivalentes 

(14 Bis)Q- m * m ' 

(« = iT(7) " + 5*w 

dont la première se confondra avec la dernière des formules (i4) quand on assujettira 
la fonction arbitraire α [t ) à la condition 

B ( t ) = k(t) &' (t - & (t)) 

De cette condition on tirera ensuite 

PC)-MO Yi
ty

 -MO^p-^J 

et 
/ B'(t) = &' (t) 
J MO *'(0 

puis 

PO-MOjQ (t) - k (t) 

et, par conséquent, les formules (16 bis), (17 bis) se confondront en même temps 
avec les formules (16) et (17 ). 

La condition fondamentale de la théorie sera enfin l'équation (i3), et, du moment 
où cette condition sera remplie, on pourra calculer la quantité de chaleur nécessaire 
pour aller d'un point e, t à un autre point infiniment voisin ν -+- dv, t -+- dt au moyen 
de la première ̂ es formules (4)· 

De la seconde formule (4), ou plutôt de la relation initiale 
dQ — Γ (f)/{t, u) du — ρ dv, 

on conclura, tout à l'entour d'une ligne fermée quelconque s, 

o=f T(t)/(t, u)du — f pdv, 

et, par suite, on aura, pour l'expression de l'aire S délimitée par la courbe fermée s, 

S = Γ pdv= ί r{t)/(t,u)du = Ç Γ {t)dq—C Γ [l)y(t)du—f h(t)du-, 

puis, en intégrant par parties, en ne perdant pas de vue que tout à l'entour d'une 
courbe fermée s la limite finale de l'intégration coïncidera avec la limite initiale, on 
aura encore 

S =/k[t)du — — I uk*{t)€lt—— / ρΰ'(ί)Λ=— I vdp — j pdv
7 
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et le résultat sera le même que si "l'on partait de la relation complémentaire 

rfA = — (r(f)F(i, u )} dt ρ dt>, 

au moyen de laquelle on trouvera directement, tout à l'entour d'une ligne fermée s, 

S —j P* = -£ ^^ldt= —f\k'(t)u — a.'(t))dt=—f
S

u&'(t)flt.. 

comme tout à l'heure. 

En résumé, la théorie des vapeurs, c'est-à-dire la théorie d'un mélange de liquide 
et de vapeur saturée de ce liquide, se réduira aux formules générales que voici : 

f'8) 

p = a(t), 
k(t) r (t)L 
i'(i) Vf—<*>' 

u = O ' (t) / k' (t) v + & '(t) 

, = £ÎL>._i£>
f 

*(<)= r{*)7(0, 
R = r(r)F(i, «) = £(/)« — α (f) = . . . , 
A = pp = vil (t), 

Q = R — A = k(t) u — ll(f)c — a(t) = . , . . 

dq = f{t, u) du = y {t) du = y (t) d j ; 

ou, ce qui reviendra au même, 

r (r) dq = r [t) y (r) du = k (/) du = k (t) d C -+- jrfy · 

et, pour l'aire S délimitée par une courbe fermée s, 

= f
 r

(
t
)A

t
>
 u

)
du

= f
 Tit)dq— f r(t)y(t.du 

=Χ',(')Λ=Χ -
ou bien 

S = / k{t)du = — I uk' (f ) dt — — i viV'. t jdt 

= — f\dp = + f ρ dv. 
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Ces formules ne seront d'ailleurs applicables qu'entre les limites 

V = «' , V = w, 

et, de toute manière, il faudra que l'on parvienne à déterminer la fonction arbitraire 

χ {tqui s'y trouve. 
Je porte donc mon attention sur l'expression du produit Γ (t)dq, et j'en tire 

dq = k(t) / R(t) du = k(t)/ k'(t) 

_i(t)a'(t) .. . *(0( ^'(0^ .d (&' (t)) du 
r (t) k'(t) r (t) dt (k' (t)) dt k'(t) 

Ko ν faisant d'abord dt = o, il me reste, pour l'expression de la chaleur latente, 
d'un point v, t à un autre point H- dv, à la même température t, 

k(t) O' (t) 
a, = a» = r(> )<·(,)dv 

et, en vertu de la seconde des formules (18), je trouve 

at/. = rf/ — , 

ce qui est parfaitement d'accord avec les equations (g*, (g bis), (g or). 
Je fais ensuite dv ~ o, et je trouve, pour l'expression de la chaleur spécifique à 

volume constant r,, l'expression 

•««*M4ir*UTW 
.Mais je puis établir une relation plus générale dont celle-là ne sera qu'un cas par-

ticulier. 
Je désigne par c ι /) une (onction de la température qui soit telle que la différentielle 

r' ' t) dt de cette fonction doive représenter la quantité de chaleur nécessaire pour taire 
aller le volume <■ du mélange le long d'une courbe quelconque supposée représentée par 

les deux équations 
r = e(r), 

ρ — "(0· 

l'aurai dans ce cas-là , en chaque point de la courbe donnée, 

û'fO , . «'(') 
u = k'(t) k' (t) 

et, d'un point à un autre de la courbe donnée, 

dud(iV(t) , . a'(rl\dt 
dt ( k' (t) k'(t) 
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puis 

dq = 7 ( i) du = ——· du — — I . e ( /) -)- Ι rft, 

et cette valeur de rfy sera précisément la quantité c' (t) dt. 
Donc, j'aurai pour la quantité de chaleur spécifique d (t) dans une direction quel-

conque non parallèle à l'axe Oe, 

( Γ (r) ^ +A'(î)J' 

puis, en multipliant cette formule par dt et en l'intégrant, j'aurai sous forme finie entre 
deux limites quelconques t„, t,, le long de la courbe donnée, 

c (t1) -c (to) = / kt rt dt /dt O't/ kt 

Une telle manière d'intégrer réveillera naturellement la question déjà deux fois exa-
minée, de savoir si la fonction universelle Γ ( t ) doit être acceptée comme une quantité 
constante ou variable. 

Je ne veux pas m'occuper une troisième fois de cette question ici, et sans me pro-
noncer absolument ni pour ni contre, je conserverai la fonction Γ (r) dont la présence 
ne me gênera réellement pas dans l'achèvement de mes calculs. 

Cela convenu , je supposerai que, le long d'une courbe e = e(f) parfaitement con-
nue, on soit parvenu à déterminer expérimentalement la fonction c(t), et, par suite, 
sa dérivée d (r). Je me servirai alors de l'expression trouvée pour c (t) d'une ma-
nière inverse, et, après l'avoir mise d'abord sous la forme 

k(t) -dt{k'(t) 1 }^k'{t)y 

je la multiplierai par dt et j'en tirerai par voie d'intégration 

ι9/ J *(<) *-m'
{)

+WÎ 
de telle sorte que, si les fonctions Ω (t), k ( r), r (/) m'étaient connues, cette formule 
pourrait me servir à trouver la fonction a (r). 

Or il y a sur la fig. ι une courbe bien déterminée, le long de laquelle une pareille 
recherche de la fonction α ( t) ne sera pas très-difficile à mettre à exécution : je veux 
parler de la courbe initiale dont l'équation est 

ν = «> = fonction [t). 

Je n'aurai qu'à remplacer la fonction arbitraire e(i) des formules précédentes par la 
(onction déterminée w, et ce que j'ai désigné généralement par c(t) deviendra la 
quantité de chaleur sensible d'une masse liquide entretenue constamment à sa tempé-
rature d'ébullition le long de la courbe i«i/', c'est-à-dire sous une pression ρ qui 
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augmentera progressivement avec t d'après la relation connue 

Ρ = °(f)· 

Ce qu'on nomme habituellement la quantité de chaleur sensible d'un liquide, sup-
posé amené à sa température d'ébnllition, est une quantité analogue c, (i) que l'on 
trouve en échauffant le liquide sur une pression constante, du commencement à la fin 
de l'opération, au lieu que pour c(t) la pression ρ devra varier d'après la relation 

p = Cl(t). 

Pour faire voir très-clairement la distinction qu'il y a à faire entre les deux fonctions 
c(/), c, (/), je porte mon attention sur la fig. 2, et j'y mène, pa-r le point i, une 
courbe i h! de l'espèce <p (e, ρ) = constante t pour une masse entièrement liquide. Une 
telle courbe d'espèce φ (e,/>) = constante t pour une masse entièrement liquide ne dif-
férera pas appréciablement d'une ligne droite ih' parallèle à l'axe Ο ρ, à cause de la 
compressibilité à peu près nulle des liquides à une température donnée. 

Cela étant compris et la pression OP' étant supposée égale à celle de l'atmosphère, 
j'observe que la fonction c, (r) représentera la quantité de chaleur nécessaire pour faire 
aller le volume c d'une masse liquide de h' en i' le long de la droite h' i' parallèle à 
l'axe Ο ρ sous la pression constante OP', tandis que la fonction c(t) représentera 
la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller le volume ν d'une masse liquide de i 
en i' le long de la courbe i,i i' sous une pression croissante ρ — Ω (t). 

La fonction c, {r) pourra dépendre en tonte rigueur de la pression constante p' à 
laquelle elle se rapportera, tandis que la fonction c (i) ne variera qu'avec (t). 

Les deux fonctions c(t), c, (t) ne devront pas être égales, car il me suffirait d'ap-
pliquer les principes généraux de ma théorie des effets dynamiques de la chaleur à une 
masse entièrement liquide et de désigner spécialement par y la quantité de chaleur 
latente à peu près nulle que l'on parviendrait à exprimer de la masse liquide par une 
augmentation de pression de OP à OP', le long delà ligne ih' sur la fig. 2, à une tem-
pérature constante t, pour que l'on dût avoir 

aire ih! i' — Γ (l)c\(t)dt— T [t) <·'[t) dt — 7Γ (t). 

Je trouverais, d'un autre autre côté, à la simple inspection de la fig. 2, 

aire i h' i ' = tv dp — W ( ρ' — ρ ) = Ρ' ( ÎV' — W ) — ̂  ρ dw, 

et, par suite, il me faudrait égaler les seconds membres de ces deux équations. 
Quoi qu'il en soit, les recherches des physiciens ont appris que, pour de l'eau, la 

quantité c,(t), sous la pression constante de 1 atmosphère, est sensiblement propor-
tionnelle à t de ο à 100 degrés, et, par suite, on a été conduit à prendre comme unité 
calorifique la quantité de chaleur nécessaire pour élever de 1 degré la température 
de 1 kilogramme d'eau sous la pression de 1 atmosphère; 0« pour mieux dire, on a 
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pris pour unité calorique la centième partie de la quantité de chaleur nécessaire pour 
porter ι kilogramme d'eau de sa température de solidification à sa température d'ébul-
lition, sous une pression ambiante de 1 atmosphère. 

Donc, pour ι kilogramme d'eau on aura à très-peu près 

c, (f) = t, 

et la fonction c(c) de mes raisonnements n'en différera peut-être pas, sensiblement; 
mais je ne veux faire aucune hypothèse à ce sujet et je conserverai une fonction quel-
conque c ( r) dans mes formules. 

Ainsi, en désignant par H (t) une fonction très-essentielle que l'on trouvera par voie 
d'intégration le long de la courbe r, i i ' sur la fig. 2, au moyen de la relation de prin-
cipe 

(20) H (t) = / R(t) r' (t) = / dt 

on aura, en place de la formule (19), 

(<9b») β
Μ=ΤΤΓ)"-*-¥ΤΓ)' 

et la troisième des formules (18) pourra être mise sous la forme 

(21) U — H(T)=R^^(C — «<). 

Quand on y remplacera t par t' sans changer u, on aura, à une autre hauteur, 

p' = a.{t') 

sur la fig. 2 , le long d'une même courbe ψ ( <>,p ) = constante u, 

[21 bis) u- H = (-,), 

puis, en intervertissant les deux équations et en les retranchant l'une de l'autre, on 
trouvera 

21 ter jîrrî Fppj'i'·--
H

<" 

t' dh t = t' c (t) 
\ Jt dt Jl VÎO 

Cela signifie, en langage ordinaire, que le produit de la différence c — w par le rap-
port de la fonction Ω'(/) à la fonction k' (t) devra, de bas en haut sur la fig. 2, 
éprouver une diminution égale à l'augmentation correspondante de la fonction H (t). 
Or la différence ν — w représentera la longueur iB d'une courbe quelconque Β' Β « de 
l'espèce ψ (e, ρ) = constante u, et la différence c' — iv' représentera la longueur cor-
respondante i' B' de la même courbe B'B u ; par conséquent, du moment où la courbe 

67.. 
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initiale i,ii' sera connue, l'équation (21 ter) donnera le moyen de tracer immédiate-
ment toutes les courbes BB', Β, Β1,, dans l'intervalle de deux droites horizontales 
PI, PT entre les températures r, t', desquelles on connaîtra les accroissements pro-

gressifs de la fonction H (e). 
Les courbes BB', Β, B', seront ainsi parfaitement déterminées, même en deçà de la 

courbe i,ii' et au delà de la courbe 1,11', où elles ne pourront être tracées que fictive-
ment et n'existeront réellement pas. 

De plus, on voit que, lorsqu'on ne connaîtra que l'accroissement total de la fonc-
tion H (f) de t à t", on trouvera par l'équation { 21 ter) les vrais points d'intersection de 
toutes les courbes BB', Β, Έί,,... avec les deux horizontales ρ — C (t), ρ' = Ω (t ' ) entre 
les températures t, t', desquelles on connaîtra l'accroissement total de la fonction H (t), 
tandis que, dans l'intervalle et en dehors de l'intervalle de ces horizontales où l'on ne 
connaîtra pas l'accroissement de la fonction H ( t), la forme des courbes BB', Β, Β',,... 

restera tout à fait indéterminée. 
Cette manière de concevoir les choses serait encore parfaitement exacte dans le cas 

où la fonction H(t) éprouverait une augmentation ou une diminution finie à une cer-

taine valeur déterminée de la variable t. 
Il sera d'ailleurs inutile d'augmenter d'une constante arbitraire l'intégrale du second 

membre de la formule {20), car une telle constante disparaîtrait toujours dans la diffé-
rence H(t')— H (t) du second membre dé l'équation (21 ter) et n'influerait en rien 

sur la forme des courbes BB', Β,Β',, 
Le second membre de l'équation (21) ayant une valeur parfaitement déterminée en 

chaque point de la fig. 2, il s'ensuit que l'on ne pourra augmenter la fonction H (r) 
d'aucune constante sans être obligé d'augmenter la quantité variable « d'une constante 

égale. 
Donc, l'addition d'une constante à la fonction H (t) ne fera que déplacer l'origine 

des quantités u, ce qui sera de nulle importance dans le calcul. 
La fonction H (t) étant supposée exactement déterminée par l'équation (20), avec 

ou sans addition d'une constante, on conclura de l'équation (21), d'une part, le long 

de la courbe /, ii\ 

(22) 

v = w,« = H (/), 

et, d'autre part, le long de la courbe 1,1 ]', 

e=W,u = H(t) + O'(t) / k'(t) W - w) 

Ce seront les limites entre lesquelles tomberont toutes les autres valeurs des quan-

tités V, u. 
Le long de la courbe on aura 

(22 bis) du = — dt ~ ———-— dt - dt, 
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et, tant que les fonctions c'(f), γ (t) seront positives toutes les deux, les courbes 
ψ [ο,ρ) = constante u se détacheront de la courbe i,ii' de haut en bas sur la fig. 2. 

Le long de la courbe 1« 11', on aura 

( 22 ter) du = jîiÎj- + (W - «■)) } dt, 

et, selon que cette quantité sera positive ou négative pour une valeur positive de dt, il 
arrivera que les courbes ψ ρ) — u se détacheront de la courbe I, II' de bas en haut 
ou de haut en bas sur la fig. 2. Si la même quantité était égale à zéro, la dernière des 
courbes ψ serait tangente à la courbe 1,11', et, enfin, dans le cas où le second membre 
de l'équation (22 ter) serait égal à zéro pour toutes les valeurs de t, la dernière des 
courbes ψ se confondrait entièrement avec la courbe I, II'. 

De l'équation (2-1) je tire 

(23) 0 — «-= (« — H(r))k'(t)/ O'(t) 

pour l'expression générale de la longueur iB d'une courbe donnée B'Bn, à une hau-
teur quelconque ρ = il (t) sur la fig. 2. 

En remplaçant t par t', sans faire varier u, je trouve 

(23 bis) <·' — «/=(«— Ht' ) ) k' (t')/ O' (t'), 

pour la longueur i'B' delà même courbe B'Ba à une hauteur différente p' = ii(t') 
sur fig. 2. 

En retranchant la formule (23 bis) de la formule (23), j'ai 

(23 ter) (o —«.')+ (w' —w) = (« —Hfr))^-^ — |> —H(r'))- , 

et le second membre de l'équation ( 23 ter) représentera la somme des différences 
(> — w' — w, c'est-à-dire la somme des longueurs b Β, ih sur la fig. 2. 

La valeur de u ne devant pas être inférieure à H (t'), pour que le point B' 11e tombe 
pas en deçà de la courbe t» t je pose 

(24) « = Η(ί') + α'; 

les formules (23), (23 bis), (23 ter) deviendront alors 

v- w = (H(t') - H(t) k' (t') - H (t)) 

( 20 ) < V — IV — Ο —f- U
 f f (

 , 

( 1*
+
 C- "'(ïFTFÎ -£$)' 
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et l'on en conclura 

( 25 bis) 

ik = (H t' - H(t) k't = k' t O 't) 

kB = u' k't / O' t 

"=<"cfër 

kB - i'B = u' (k' t ' - O' t = - u') 

A* = (H{O-H(f))^-K-«0, 

6B = H(t') k' t/ O' t 

b Β — h k — — u' I \·· — ■ I = — u! f -, Ι ; ; I dt. 

Il s'ensuit que la connaissance de la fonction H ( t) ne sera nécessaire que pour la 
courbe initiale t ' k, et que, du moment où la courbe i ' k sera connue, toutes les autres 
courbes de détente BB', Β, Β',,. .. se trouveront exactement déterminées quand on mar-
quera de bas en haut sur la fig. 2 des longueurs Β k proportionnellement au rapport 

des fonctions k'(t), Ω' (f). 
Il s'ensuit encore que, entre deux courbes données Ai', BB', la distance k Β ira en 

augmentant ou en diminuant de bas en haut sur la fig. 2, selon que le rapport de k'(t) 
à Ώ' ( t) augmentera ou diminuera avec t. 

La valeur de u' des formules (24), (25), (25 bis) pourra d'ailleurs augmenter jus-
qu'à la limite où la dernière des courbes ψ passera par l'un des points I, I' selon que 
la quantité entre parenthèses dans le second membre de la formule ( 22 ter) sera positive 

ou négative. 
De toute manière, on aura, au point I, 

(26) 

u = H (t) + O' (t) / k'(t) 

«'=«-H(r') = ̂ (W-«.)_(H(0-II(')), 

et au point I', 

«=H(f)+ pjJTjiW'-"'), 

«'=
a
-H(/') = ̂ j(W'_«/). 
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De I en I' la quantité u éprouvera un accroissement total, soit positif, soit négatif , 

que l'on trouvera par la différence 

{26 bis ) 

(H (F) - H (0) + (W -«>')- (W - «■) J, 

ou par l'intégrale définie 

/ —i-irfiH- I — I -r~- W — iv ) I dt. 

Toutes les dimensions linéaires des courbes de détente Β' Β u, Β', B, . . . étant sup-
posées connues, d'après les équations (24)5 ( 2-5), (25 bis) et (26), il ne serait pas 
difficile de calculer directement les aires de ces courbes ou les intégrales 

^ "dp τ= J vil' (r) dt, J* ρ dv z= vp — j* vdp — vQ(t) — J"νΩ'(t)dt; 

mais, pour traiter la question d'une manière plus complète, je préfère me servir des 
expressions générales des fonctions A, Q, R des formules (18), ce qui m'obligera de 
trouver d'abord la fonction «(f). 

Je remonte donc à l'équation (19 bis), et j'en tire 

α'(ί) = Η(ί)*'(0 — «Ώ'Ο· 
Je multiplie par dt et j'intègre, ce qui me donne 

(27) «(t)=fn{t)*'{t)dt- 
I

 rrit' ( t ) dt, 

puis, en procédant par parties avec le premier terme du deuxième membre, je trouve 

j h(0 i'(t)dt=H(t)b(t)~ Jk(t) dH (t) / dt dt; 

mais, d'après l'équation ( 20 ), on a 

rfH(r)_ r(f)c'(i) 
dt ~ bit) 

On a, en même temps, 

dp = £1' (f) dt, 

et, par suite, on trouvera l'intégrale générale 

ί 27 bis) α (t) = H (t) k (ί)— C T ( t) c' (i) dt— Çtvdp·, 

puis, de ί à t', l'intégrale définie 

(2Tter) «(t>)-«(t)=(Jl(t')b(t')-U(i)b(t))-£' r(t)c'(t)dt-j" »dp, 

ce qui s'interprétera sur la fig. 2 en disant que de t à t', le long de la courbe i
u
 i t'. 
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l'accroissement de la fonction α (f) est égal à l'accroissement de la fonction composée 
H(r) A (f), moins l'aire PU' P' représentée par le dernier terme du deuxième membre 
de l'équation ( 27 fer), moins encore l'aire comprise entre la courbe initiale i, i i ' et les 
deux courbes ψ (ν, ρ) = constante u, qui partiront, l'une du point i, l'autre du 
point i', et devront être prolongées jusqu'à la rencontre de l'axe Oc, moins, enfin, la 
quantité de force vive latente qu'il pourra y avoir à considérer de l'une à l'autre des 
courbes ψ le long de l'axe Oc. 

En revenant à l'expression générale de la fonction « ( r), et en la substituant dans 
l'expression de R des formules (18), je trouve 

{28) R = k{t)u—α (/) = (« — H{f))#(f)-|- Cr(f)c'(f)rff-H Ç(f dp. 

Les deux derniers termes du second membre sont les mêmes que dans la for-
mule (27 bis ), mais avec des signes contraires, et le tout doit être égal à l'aire OPB «, 
plus la quantité de force vive latente de 0 en « le long de l'axe Ο c. 

Le dernier terme du second membre de la formule (28) étant égal à l'aire OP ii, sur 
la_/fg. 2, il s'ensuit que la somme des deux autres représentera l'aire i,iBu, plus la 

quantité de force vive latente de Ο en a le long de l'axe Oc. 

En remplaçant f par f', sans faire varier a, et en retranchant les deux expressions 

l'une de l'autre, je trouve 

R'— R = (« — H (/')) *(/')-(M — H (f))*(f)+jf'r(f)c'(f)df4-jf wdp, 

pour l'expression générale de l'aire PP' B'B sur la fig. 2. 
La valeur de u ne devant pas être inférieure à H ( r' ), pour que le point B' ne 

tombe pas en deçà de la courbe ii', je pose 
« = H ( f' ) -I-u' 

et je trouve 

[ 28 bis) 
R'—R —

 w r (')c
' (0 dt 

- (H (t') = H(t)) k (t) 

ce qui me permet de conclure que l'on aura 

28 ter) 
aire ii' k ( r) c' ( f) Λ — ( H (r' ) — H. (r ) ) Λ- ( f ), 

aire Αι'Β'Β =«'(*(r') — *(f )). 

Au moyen de la relation ( 2,3 ), la quantité A des formules (18) se transformera en 

(29) A = ομ= wp -t-(« — H(f}) 7ρ-^
β

(0» 
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et se compliquera en apparence ; mais au moyen d'une telle complication on trouvera 

(3o) Q=E-A = (.-H{t))(i{f)-^|û(t)]+ f Γ(i)c'(OA-Jpd». 

Ce sera l'expression générale de l'aire ABu, plus la quantité de force vive latente de Ο 
en u le long de l'axe Ο ν. 

Quand on y remplacera t par t', sans faire varier u, et qu'on retranchera les deux 
expressions l'une de l'autre, on aura 

Q' - Q = ( u - H(t)(k(t') O (t')) - (u - H (t)) 

+ /Γ (f) t? {t)dt—J" pdw, 

puis, en y faisant 
u — H (t') -+- a', 

on trouvera 

[ 3o bis) 

Q'— Q = — £ pdw+J^ Γ (t)c'(t)dt 

- H(t') - H(t)) (k(t) - k'(t) / O'(t) 

+ u' { (k(t' ) - k(t) - (k'(t')) 

Ce sera l'expression générale de l'aire ABB' A' sur la fig. 2, et les trois premiers termes 
du second membre représenteront la valeur initiale de cette aire pour «' = o. Le der-
nier terme représentera l'augmentation due à une valeur quelconque u'. 

Il s'ensuit que l'on aura 
aire lit i' n' 

' Zotcr) 
= -f

t

tpdw+f
[

t
r(t) c' (t) dt - (H(t') - H(t) ) (kt 

aire ABB'A' — airelii'n' 

= u' { (k(t') - k(t) - (k'(t') O' (t') -

D'autre part, on trouvera, à la seule inspection de la fig. 2, 
r e 

aire«'i'*n= I pdw, 

et, quand on ajoutera cette équation à la première des formules (3o ter), on aura 

(3o quitter) aire Ui'in = £ Γ (t)c' (t)dt-(ïl(t') —H(f)) ^(f; — '· 
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puis, en retranchant de celle-là la première des formules ( 28 ter), il restera 

aire ikin = (H(f') — H(/)) -Ω(ί), 

"r, en effet, on devra avoir 
aire Ikin = ik χ ρ, 

ce qui, d'après la première des formules (25 bis), conduira exactement au inéme 
résultat. 

Quand on remplacera t par t' dans la formule (2g), sans faire varier u, on trou-
vera 

A' - A = «Q/ - „p (. - H(f')) ̂  Ω (r') - {u - H (r)) ̂  ω (t), 

et, quand on y fera encore 
u = H (r') -t- u', 

011 aura 

'■ 2g bis ) 
A' —A = »y—·ρ-(Β(ί·)-Η{»»{^η (>) 

+ u' ( k' t' O t' - k' t' )) 

Mais la différence A' — A ne représentera pas une quantité simple sur la fig. 2, car on 
aura 

( 2g ter) A' — A = aire PP'Β' b — aire A' b BA. 

Il suit de là que, par la somme des formules (2g bis) et (3o bis), on devra re-
trouver l'expression déjà connue de l'aire PP'B'B ou de la différence R' — R, ce 
qu'il sera, en effet, très-facile de vérifier. 

Je reviens maintenant aux formules (2g bis), (2g ter), et j'observe que l'on aura 
directement sur la fig. 2, 

(3I) aire PP'B'é = e'(/?' — ρ) = /(Ω [t') — Ω(ί)), 

puis, en y substituant la valeur de v' de la seconde des formules ( 25), 

i.3I bis) airePP'B'6 = «/(/-^) +
 u
'^l(n(

i
')-n(r)). 

De même on aura directement, sur la fig. 2 , 

( 32) aire A'èBA = (r — v')p = (c — ν') Ω (f), 

puis, en y substituant l'expression r — r' tirée de la troisième des formules ( 25 ), 

( 32 bis ) 
aire A' b ΒΑ = — («/ — w) ρ -t- (H ( t' ) — H ( t) ) Cl {t) 

-u'U'C) o'(oJO(t) 
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Par conséquent, en soustrayant la formule (32 bis) de la formule (3i bis), on 

devra retrouver la différence déjà connue A' — A de la formule (2g bis); ce qu'il 
sera, en effet, très-facile de vérifier. 

Quand on fera «'=0 dans la formule (32 bis), on aura l'expression de l'aire Ikhn 
sur la fig. 2, et le résultat sera parfaitement d'accord avec l'expression déjà connue de 
l'aire Ikin, qui ne différera de celle-là que par l'aire du rectangle ni h ri égale au 
produit ( w' — w ) p. 

L'aire triangulaire BB'b pourra être obtenue, à volonté, par l'expression 

R'—R— aire PP' B' b, 
ou par l'expression 

Q' — Q — aire A' èBA, 

c.'est-à-dive en soustrayant la formule (3i bis) de la formule (28 bis), ou bien en 
soustrayant la formule ( 32 bis ) de la formule ( 3o bis), et, de l'une comme de l'autre 
manière, on trouvera 

(33) 
aire BB' b = — aire i h i ' -+- jf* r(r)

e
'(f)A-(H(i')-H(i))A(0 

+
 B

'j(*(r')_A(
t
))_^j(

Q
(

#
')_û

W
)J. 

Quand on fera u! = ο dans l'équation (33), on aura l'aire triangulaire ki'h, et le 
résultat sera, en effet, d'accord avec l'expression déjà connue de l'aire ii'k. 

I.e dernier terme du second membre représentera ce que l'on devra ajouter à l'aire 
ki'h pour trouver l'aire correspondante BB' b, et, en effet, on aura directement sur la 
fig- 2. 

aire BB' b = aire k i ' h -+- aire k i' Β' B — aire h i ' B' b. 

D'autre part, on connaît l'aire ii'B'B par la seconde des formules (28 ter), et l'on 
trouvera l'aire Az'B'è, soit au moyen de la formule (3i bis), soit au moyen de la 
troisième des formules (25 bis), de manière à parvenir exactement au même résultat. 

A l'aide de ces différentes formules, (2Î),. .., (33), on pourra calculer les dimen-
sions superficielles aussi bien que les dimensions linéaires de toutes les courbes de dé-
tente B'Ba , Β',Β,ϊί, dans l'intervalle de deux horizontales PI, P'I' entre les tempéra-
tures t, t', desquelles on connaîtra à la fois les fonctions H (f), *(ί),Ω(ί). 

Le long de l'axe Oc, de t» en I
0
 sur la fig. 2, on devra concevoir une température-

constante f
0
 qui dépendra de l'équation 

(34) Ω(/„) = ο, 

et, quand on désignera par une constante arbitraire G la quantité de force vive latente 
de Ο en i„ le long de l'axe Oc, on aura en un point quelconque u de l'axe Oc entre les 
deux limites ν = tv,, e = W,, 

(35) »„= Q,= Ch-(« —H(r,))A(I.), 

68.. 
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ou simplement 

(35 bis) R, = Q,= C -1- uk (t,), 

alors qu'on déterminera la constante arbitraire de la fonction H (/), de manière à 

avoir 
H(#.) = o. 

La dernière des courbes ψ passera par l'un des points 1,1', selon que la quantité 
entre parenthèses dans le second membre de l'équation ( 22 fer) sera positive ou néga -
tive , et la valeur correspondante de «' sera déterminée par l'une des formules ( 26), ce 
qui obligera de connaître encore la différence W — w et amènera différentes réductions 
dans les formules (28 bis), (29 bis), (3o bis), (3i bis), (32 bis) et (33). 

J'arrive maintenant à la neuvième et à la dixième des formules (18), qui pourront 
être remplacées par la relation unique 

dq = ̂ ^du=z-
1
(t)du, 

de telle sorte que, en y faisant d'abord 

« = H(0, 
et, par suite, 

du = dH(t)/dt dt = T (t)c'(t) / k(t) dt = c'(t) / y(t) dt, 

je trouverai le long de la courbe i, ii', 
dq = c'(t) dt, 

et, de f à f', 

(36) jf" dq=£' </{t)dt=c(t')-c(t), 

ce qui me ramènera précisément à la définition des fonctions c(f) et H (f), d'après les 
équations (19) et (20). 

Le long de la droite PI, on aura 
f = constante, 

et, par suite, l'intégrale générale 

q = 7 (f) u fonction ( f ). 
Mais il faudra qu'on trouve 

q — ο pour α = H (f ), 

et, par suite, on aura l'intégrale définie 

(3
7

) <7 = (" — H (f)) 7 (f) 

pour l'expression générale de la quantité de chaleur latente de 1 en Β sur la fig. 2. 
Quand on remplacera t par t' dans la formule ( 37 ), on trouvera pour la quantité de 
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chaleur latente correspondante, de i' en B' sur la fig. 2, 

(37 bis) q'={u — Η(ί'))γ(ί'); 

mais la variable « ne devra pas être moindre que H (t') pour que le point B' ne tombe 
pas en deçà de la courbe i, i i' et pour que la valeur de q' ne devienne pas négative. 

Il sera donc convenable de poser 

« = H (f') -t-u', 

et de n'admettre pour «' que des valeurs positives, ce qui fera trouver, en place des 
formules (37)et (37 bis), 

(38
> ( 9 = (H(i')-H(f)) 7(0 + "''/(')> 

q' = 0 + u' y (t') 

Il suit de là que, de i en i', puis de t' en B', la chaudière d'une machine à vapeur 
théoriquement parfaite aura à dépenser une quantité de chaleur représentée par la 
somme de la formule (36) et de la seconde des formules (38), c'est-à-dire par l'expres-
sion 

(3g) c(t') — c(t) + u'q(t'), 

et que le condenseur recevra une quantité de chaleur </ représentée par la première des 
formules (38), c'est-à-dire par l'expression 

(4o) (H(f') — H(0) 7(0+ "'y (0-

La différence des formules (3g) et (4°)> ou la quantité de chaleur anéantie sera 
représentée par l'expression 

(40 K'')-iM)-(HM-H('))7(0f»'(7(O-7W), 

c'est-à-dire par l'intégrale définie 

(4,bis) j
t

l c'(t)dt-q(o£c' (t) / y (t) + u' / dy (t) / dt dt . 

La quantité de travail obtenu sera égale à l'aire i i ' Β' B ou à la somme des aires ii' /·, 
/ Β'Β, et, d'après les formules (28 bis), ( 28 ter), on aura 

( 42) aire ii' Β' B = £ Γ (r) c' (t) dt — (H (t' ) - H (f )) k (t) -+- «' ( k ( t' ) — k (f)j, 

ou-, ce qui reviendra au même , 

(42 bis) 

aire t"t" Β' B = £ ' Γ (t) c' (i) dt — T(t)y (t)J '
 dt 

+ U
'f

t

 S (Γ(0 7 ('))<*· 
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Ainsi, la quantité de chaleur anéantie ne pourra généralement être égale à zéro 

qu'autant qu'on aura 
y (t) = constante, 

comme dans la manière de voir de MM. Carnot et Clapeyron , et alors la fonction Γ (t ) 
ne pourra être une constante. D'un autre côté, quand la fonction y (t) sera une quan-
tité essentiellement variable avec t et que l'on admettra l'hypothèse 

Γ (r) = constante G, 

la formule ( [\i bis) deviendra le produit de la constante G par la formule (4i bis). 
Dans l'entière rigueur des choses, une machine à vapeur théoriquement parfaite 

réaliserait, en outre, l'aire triangulaire ih'i' que l'on obtiendrait en menant par le 
point i de la fig. 2 une courbe déterminée ih', non pas de l'espèce ψ (<', ρ) ~ constante t, 
mais de l'espèce ψ ( ν, ρ ) = constante u, par rapport à une masse d'eau complètement 
liquide. 

Par contre, la quantité de chaleur sensible à dépenser par la chaudière ne serait pas 
la différence c(t')—c(t) le long de la courbe /„//', mais une différence analogue 
c,(t') — c, ( 0} de A' en /' sur la fig. 2, et il me suffirait d'appliquer mes principes géné-
raux de la théorie des effets dynamiques de la chaleur à une masse entièrement liquide 
pour trouver la condition nécessaire 

aire/A'/'=J^* T(t)c\{t)dt — J T(t)</{t)dt. 

Cela conduirait tout simplement à mettre c, (r) au lieu de d (t) sous le signe de l'in-
tégration du premier terme de chacune des formules (41 bis), ( bis ), et à remplacer la 
limite inférieure t de chacun de ces premiers termes par S- ; mais comme un tel change-
ment n'influerait pas sur Indépendance mutuelle des formules (4< bis), (42 bis), et 
que, d'un autre côté, l'expérience a fait reconnaître que l'aire triangulaire ih'i, en 
même temps que la différence S- — t, sont presque inappréciables, je me dispenserai 
d'en tenir compte. 

Dans une machine à vapeur sans détente, la quantité de chaleur à dépenser par la 
chaudière sera exactement la même que dans une machine à détente, mais le travail 
obtenu sera moindre d'une quantité égale à l'aire du triangle BB' b. 

On n'utilisera que l'aire i/'B'A dont la différence avec l'aire connue A/'B'A sera 
égale à l'aire triangulaire t'A/', et, quand on négligera cette petite aire triangulaire, on 
aura sensiblement pour la quantité de force motrice de la machine à vapeur sans 
détente, 

(43) aire hi'B' b = «' (iî(t') - Ω (t)). 

La quantité de force motrice qu'on perdra sera la différence des formules (4i) et (43), 
ou bien ce que deviendra le second membre de la formule ( 33 ) quand on y négligera 
l'aire triangulaire /Ai'. 
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Je me propose maintenant de calculer la quantité de chaleur que recevra le conden-

seur dans une machine sans détente. 

D'après le principe fondamental que j'ai érigé sur cette matière, toute la force vive 
non réalisée devra se retrouver dans le condenseur sous la forme d'une quantité équi-
valente de chaleur. 

Donc le condenseur devra recevoir, d'une part, une quantité de chaleur égale à 
celle de la formule (4o), plus une quantité additionnelle ζ qui dépendra de l'égalité 

r(t) z= aire BB'6 , 
ce qui me fera trouver 

*
 = Ϊ

Τ^Γ
 =

 γΤΪ)/'
 Γ (<)<'(<)<*-(H (Ο-H (0) y (t; 

+ u' / r (k(t') - k(t)) - k' t' + u' k' t' (Ot') 

En y ajoutant la formule (4o) et en ayant égard à la relation connue 

A(r) = r(t)7(r), 
j'aurai en tout 

(44)
 FT7;X''

r + - Xi £9)
 Q(

'"' 

et la différence ou la quantité de chaleur anéantie sera représentée par l'expression 

c't' / (t) c' (t) dt + k(t') T(t) - u' / T 

(45) u' / T (t) k' (t') O' (t') (O'(t) 

qui se réduira à 

,
45

,.)i/'
 C

'
(,),

*-X)i"
 Γ

ΐ*"!'>
Λ

—'(ητΗ"''' 

+ u' / r(t) k'(t') / O'(t') 

Le principe duquel dépend la formule (44) es' d'ailleurs fort simple, ainsi que je l'ai 
fait voir dans le temps, et se réduit à ce qui suit. 

Toute somme de chaleur q à une température donnée t a pour équivalent mécanique 
le produit ^Γ(ί), et toute autre somme de chaleur q' à une autre température t ' a pout 
équivalent mécanique le produit q'V {t')\ lors donc que, à l'aide d'un fluide élastique 
et avec la précaution essentielle de ne jamais mettre en présence des corps à des tempe-
ratures différentes t, t', on sera parvenu à produire de la force motrice, en enlevant 
une certaine somme de chaleur q' à une source entretenue à la température t'. et 
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en versant une autre somme de chaleur q dans une source entretenue à la tempé-
rature f, la quantité de force motrice obtenue devra être égale à la différence 
q'T{t') — q Γ (f) ; tandis que, dans le phénomène de la transmission libre de la cha-
leur entre deux corps entretenus à des températures différentes t, t', on devra ad-
mettre de deux choses l'une, ou une perte de force vive, ou l'égalité q'Y (f') = 9r(f) ; 
et comme l'idée d'une perte de force vive dans le phénomène de la transmission libre 
de la chaleur entre deux corps entretenus à des températures différentes t, t' choque 
éminemment notre bon sens, nous devons naturellement opter pour l'égalité 
qT{t') = qT{t). 

Mais, dans ce cas-là, on se trouvera amené très-manifestement à prendre la com-
mune valeur des produits qr(t), q'r(t') pour la mesure rationnellement exacte de 
la quantité de chaleur qui passera d'un corps à un autre, et, à moins de supposer que 
les physiciens n'aient pas réussi jusqu'à ce jour à bien mesurer ce que l'on doit nommer 
une quantité de chaleur, on se trouvera conduit à admettre la relation 

Γ (t) = constante G. 

Néanmoins, comme je n'ai pas été arrêté jusqu'ici dans mes calculs en regardant la 
fonction r(f) comme une quantité variable, je continuerai à me tenir à ce point de 
vue jusqu'au bout. 

Ce sera donc la formule (44) que j'adopterai pour la mesure de la quantité de cha -
leur que recevra le condenseur dans une machine sans détente, tandis que la chaudière 
ne cessera pas de fournir une quantité de chaleur représentée par la formule ( 39); et 
alors ce sera la formule (45) ou (45 bis) que l'on devra employer en place de la for-

inule(4·) ou (4i bis), quand on voudra passer d'une machine à détente complète à une 
machine sans détente. 

Quand enfin on voudra supposer 

r( t) = constante G , 

la formule (45 bis) se réduira à son dernier terme , et le rapport de ce dernier ternie au 
second membre de la formule (43) deviendra égal à la constante G. 

Toutes ces formules seront d'ailleurs applicables jusqu'à la limite où la dernière des 
courbes ψ ( ν, ρ ) = constante u passera par l'un des points I, I' de la fig. 2, selon que 
la quantité entre parenthèses au second membre de l'équation (22 ter) sera positive 
ou négative, et la valeur correspondante de u' dépendra de l'une ou de l'autre des 
formules (26). 

Les valeurs correspondantes de la formule (4i) seront respectivement 

46) 
(c (,') - *(/)) - (H (t>) - H (0) 7 (<') + (W - H (7 (f) - 7 (t )), 

(r(f')-c(0)-(H(0-H(/)b<0 +~
p
j(W'-«/)(7(f')-

7
(i})

s 
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mais celles de la formule ( 45 ) ne seront pas assez simples pour que je me donne la 
peine de les développer explicitement ici. 

Après avoir épuisé, de cette manière, tout ce qui est relatif à la détermination des 
dimensions linéaires, des dimensions superficielles et des quantités de chaleur, à l'en-
tour des aires ii'ft, ii'B'B, ii'B\ B,sur la fig. 2, je supposerai encore que l'on 
veuille trouver la quantité de chaleur nécessaire le long d'une courbe quelconque 
représentée par une équation arbitrairement donnée 

χ{«, ι) = o. 

En joignant alors une telle équation à la relation 

p~a(r), 

ou n'aurait qu'à effectuer l'élimination de la variable t pour trouver l'équation de la 
courbe donnée en ν, ρ ; et, réciproquement, si cette dernière équation était donnée , 
on n'aurait qu'à y substituer la relation 

p = n(t) 

pour trouver l'équation correspondante de la courbe en v, t. 

La question étant ainsi posée, je remonte à la formule (23), ou plutôt à la l'or-
mule (21), et j'en tire 

(47) *== H (r)-H-pjJ-J («.-«-). 

Ce sera l'expression générale de « le long de la courbe donnée, pourvu que, au second 
membre, on établisse entre v, t la relation 

χ (e, t) = o; 

par conséquent, d'un point à un autre de la courbe donnée, on aura d'abord 

ί*-2*=·. 
puis 

(47 bis) du = '{ d / dt (H(t) - w O' (t) k'(t) ) + d/ dt (O' t) 

et l'expression de la quantité de chaleur correspondante dq sera 

(48 =
 7

 (/) =
 7

 (t) jj^H( 0 - <C ̂  J + e ί ) J dt 4
 7

 ( t ) ̂  

Quand l'équation donnée 
χ(ν, t) — o 

se réduira a 
t = constante, 

on aura simplement 

di = i^n·77)dv, 
Tome XV1I1. — DÉCEMBRE IS53. ^>9 
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et, par voie d'intégration, on en déduira, sous forme générale, 

9 = 7(Î)*7(f) " +fonction (t); 

puis, en exprimant que pour ν = <v on devra avoir q = o, on trouvera particulière-

ment 

(49) î = 7 (" — «')· 

Ce sera la quantité de chaleur latente pour une augmentation de volume » — «s et, 
quand on y substituera la valeur de ν — w tirée vie la formule ( 47 ) > on retrouvera 

l'expression déjà connue par la formule (3^), qui était 

(4y bis) q = [u—H(t))q(t). 

Quand l'équation de la courbe donnée se réduira à 

ν = constante, 
on aura 

dv — ο, 

et l'équation (48) fera trouver l'expression de la chaleur spécifique à volume constant 

sous la forme 

(50) c1 = y(t) { H (t) - w O' (t) / k'(t) ) + v d/ dt (O' (t) / k'(t))}, 

puis, en développant et en faisant usage de l'expression connue de la fonction H (/), 
on aura 

(50 bis) c1= c' (t) - y O' (t) O'(t) / j" (t) 

ou, ce qui reviendra au même, en remplaçant la différence ν — u> par sa valeur tirée 
de la formule ( 47 ) > 

(5o fer) c,
 =

 ^ (0-7(f)^ ̂  + («-H(0)7(0k' (t)/ O' t d/ dt O' (t) 

Quand on fera successivement 

ν =z w et » = W 

dans la formule (5o bis ), on trouvera pour les deux limites correspondantes de c,, 
en ί, I, 

(5i) 
'«-""Fw-Ï· 

A» - y (') % + !
w
-») 7 (0 a (f{îj) ; 
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mais ces limites de la quantité c, ne seront applicables que de haut en bas sur la fig. ι, 
c'est-à-dire pour des valeurs négatives de dt. 

Quand, enfin, on voudra trouver la quantité de chaleur dq le long d'une courbe 
quelconque dans une direction non parallèle aux axes OP, Οp, on devra employer la 
formule (48) dont le développement sera très-compliqué et qui ne prendra une formr . 
simple que lorsqu'on se bornera à écrire 

(48 bis ) dq = c' {t) dt -+- 7 (f ) d Γ(ρ — w )V 
Quand on fera 

ν — w 

dans cette expression générale de dq, on retrouvera la relation connue 

dq = c' [t) dt 
le long de la courbe i0 ii'. 

On retrouvera encore la même relation 

dq = c' ( t) dt 

quand les variables Ρ , t satisferont à la condition 

... , ρ — w) = constante h. 

Le long de la courbe on aura 

(5,) , = W, £ = «<<„ + ,(0^,(£$(W-..)). 

Quand, enfin, on voudra appliquer la formule (48 bis) tout à l'entour d'une courbe 
fermée quelconque s, on trouvera d'abord 

(53) / dq = / os c'(t) + / y(t) d ( O' (t) / k'(t) ( v- w) 

Mais, d'une part, l'intégrale définie d'une différentielle exacte, tout à l'entour d'une 
courbe fermée, sera toujours égale à zéro, et, d'autre part, on aura généralement 

/ rdx = xy-
 X 

xdy, 

I ydx={x,y,~x
l
,y,)r- I xdy, 

ro ο 
par suite, tout à l'entour d'une courbe fermée, 

£ y dx~ o — xdy, 

69.. 
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de telle sorte que la formule ( 53 ) se réduira à 

f 53 bis) J dq = —JO' (t)/ k'(t) (v - w y' (t) dt) 

L'aire S, délimitée par une pareille courbe fermée sur la fig. 2, pourra en même 
temps être calculée, d'après les deux dernières des formules (18), par l'une des expres-

sions 

(54) 

S = f pdv=— f'vdp, 

S=jf
 r

W
d

1 = f
o

 Γ
('Κ(Ή' + j

o

 r{r)
7

(r)rf^J
r

W.(
<

,_w)), 

=ο +£'*(, ι). 

= o + o— J* ii'(r)(c — w)dt 

= -/pil'(t)dt —— 1 ρ dp = -h Ι ρ dp. 

Les formules (54) pourraient être employées à retrouver d'une autre manière 
toutes les aires déjà connues ii'A, A-i'B'B, hi'i-, iB'B,...; mais je ne m'arrêterai 

pas à de pareilles vérifications ici. 
Je me bornerai à faire remarquer que l'aire totale ii'l'l sera représentée par l'inté-

grale 

(55) (W — w ) dp — Ç (W— w)il'(t)di, 

et que, tout à l'entour de cette aire, la formule (53 bis) fera trouver 

(56) jf'
rfg =

 _j£'^
(W
-«.)/(*)*. 

La discussion des formules (18) est ainsi véritablement complète sans que j'aie eu à 
faire usage de la relation fondamentale exprimée par la seconde des équations (18). 

La seconde des formules (18) ne devra pourtant pas être omise, car il est directe-
ment évident, d'après la nature physique des choses, que l'expression de la chaleur 
latente devra se réduire à la formule (9), et pour que cette réduction puisse se faire , 
il sera nécessaire et suffisant que l'on ait la seconde des formules (t 8), ainsi que 
l'on pourra s'en assurer de nouveau par une comparaison directe entre les formules (9) 

et (49). 
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Or la seconde des formules (18) exigera que l'on ait 

O' (t) T (t) L L 
v U k'{t) — k{t){Yf— «»}—'7(f)(w— «<)' 

et, par conséquent, cette valeur du rapport des fonctions il' (t), k' (t) pourra être 
substituée dans toutes les relations précédentes. 

Il y aura surtout de l'avantage à faire une telle substitution dans celles des relations 
précédentes qui dépendront à la fois du rapport des fonctions il ' (t), h' (t), et de la 
différence W — w le long de la courbe limite Ι» II', parce que l'on aura simplement 

( 57 bis) 

f?ίίί1(\ν — «<) = —ί-, 

*'('T ' 7'C) 

Mais on pourra mieux faire encore en adjoignant aux formules (18) une relation 
auxiliaire qui aura une signification très-nette au point de vue physique des choses, et 
qui, par cette raison en même temps que par sa forme algébrique, entraînera de grandes 
simplifications dans différentes parties du sujet. 

Je veux parler de la relation 

(58> * = W=Ï' 

des formules ( 7), (8), (9), dans lesquelles la lettre χ m'a servi à désigner la fraction dr 
la masse entière actuellement transformée en vapeur sous un volume donné ν du 
mélange. 

Il suffira, en effet, que l'on veuille faire usage en même temps des relations ( 57 ) et ( 58 ) 
pour que la formule (21) se réduise à la forme très-simple 

(5
9

) =L / y(t) x 

Quand on y remplacera t par t1 sans changer a , on aura à une autre hauteui 
p'-a(t') sur la fig. 2, le long d'une même courbe ψ (e, /;) = constante u, 

(5 9 bis) u — -a(t') = -jj^x', 

puis, en intervertissant les deux équations et en les retranchant l'une de l'autre, 

ι59'«·) 7^
7
)

X

'~7T7T
X = H(i

'
)

~
H(

'
)=

i
>

 Vf'}'"' 
ce qui permettra de trouver les rapports χ , et, par suite , les espacements proportion 
nels de toutes les courbes de détente B'Bn, Β'. B, sur les droites horizontal» -
il, iT de la fig. α, dès l'instant qu'on connaîtra la fonction H (r ! et le rapport de i,> 
chaleur latente L à la fonction y (t). 
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Ce sera, ensuite , une deuxième question que celle de connaître encore les longueurs 

des droites i I, i' V, ou les différences W — u>, W' — <v', de manière à pouvoir déter-
miner les dimensions absolues de la fig. 2 au moyen de l'équation ( 58 ) qui fera trouver 

respectivement 

(60) 

ν = tv-t-(W — w ) x, 
v'= vS + ÇW'—w' ) x'. 

Rien n'est plus clair que cette manière de scinder la théorie complète en différentes 
parties au moyen de la variable auxiliaire χ, et je vais en présenter l'entier développe-

ment. 
Les limites de χ seront manifestement x=o, x=i, et, par suite, on aura , en place 

des formules ( 22 ), d'une part, le long de la courbe i, i i', 

(6.) 

χ = o, « = H (r), 

d'autre part, le long de la courbe Ι,Ι I', 

x=i, a=H(t) + -

Quand t variera, on aura , en place des formules (22 bis) et (22 ter), d'une part, 
le long de la courbe i

0
 i i', 

(61 bis) x = o, du = dt = dt, 

et, d'autre part, le long de la courbe I
0
11', 

<6,*r) , = „ * = (41)+d / dt (L / y(t)) 

En place de l'équation (23) on écrira 

(62) jr
 =

 (
a
_H(f))liil.. 

Ce sera l'expression générale de la fraction x, de 1 en Β sur la fig. 2. 

En y remplaçant t par t' sans changer u, on aura, de i' en B' sur la fig. 2, 

(62 bis) χ'=(α — H(t'))^f7—^ 

et, en retranchant les deux formules l'une de l'autre, 

(62 ter) x —x' = (« — H(t))I^·— (a —fl(r'))TÎÎj. 

La valeur de α ne devant pas être inférieure à H (f ' ) pour que le point B' ne tombe 
pas en deçà de la courbe i,ii', il sera convenable de poser 

(63) « = H if')+ u'. 
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Les formules (62), (62 bis), (62 ter) deviendront alors 

(64) 

x = ( H (t') - H (t) ) y(t) /L + u' y(t) / L, 

J7 — o ·+· w -jy—5 

. -*■= (H(,')_ Β(«|)ώ1 - .'{τψ - iif>) 

= y (t) / L / c'(t) / y(t) dt - u' / d/ dt 

et l'on en conclura, tant pour les valeurs absolues de χ que pour les accroissements de 
cette variable sur la fig. 2, 

( 64 his ) 

de i' en k, (H(f)-H =ïgl j" ίίίΐ Jt, 

de k en Β, «' , 

de i' en Β', U
'^~TT~> 

................................ 

La valeur de a' des formules (63), (64), (64 bis) pourra d'ailleurs augmenter jus-
qu'à la limite où la dernière des courbes ψ passera par l'un des points I, I', selon que 
la quantité entre parenthèses, dans le second membre de la formule (61 ter), sera 
positive ou négative. 

De toute manière, on aura, au point I, 

(65) 

U = H (ί) -f -τ—τ ? 

u' = u - H (t') = L / y(t) - H(t') - H (t) = L/ y(t) -
et, au point I', 

« =
 H(i

') +
 7l?r

 «' = «-h(O =
 7
-^· 

De I en l'la quantité u éprouvera un accroissement total, soit positif, soit négatif, que 
l'on trouvera par la différence 

(65 bis) 

i»(O-H(,-y, 

ou, par l'intégrale définie, 

S"M*+f'iirnh 



548 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 
La formule ( 5η ) pourra être substituée encore dans les expressions de toutes les 

aires qui dépendront du rapport des (onctions £1' (t), k' (/), mais on n'y trouvera un 
avantage réel que pour celles de ces aires qui aboutiront à la courbe IjII'; à moins 
qu'on ne veuille se placer à un point de vue exactement inverse en prenant χ comme 
variable indépendante de tous les calculs, auquel cas les formules (28), (29) et (3o ; 
ou les expressions générales des fonctions A, Q, R deviendront 

I R —: Γ (f) La: -+- ̂  V [t) c'[t) dt
I

 w dp, 

(66} ν A — (W — w)px -4- «y?, 

f Q — R — A = (Γ (i) L — (W —w)p)x -t- Jr(r) dit) dt — Jpdw. 

et se réduiront à un tel degré de simplicité, que chacune d'elles sera directement évi-
dente dans toutes ses parties dès l'instant qu'on se pénétrera bien de la relation fonda-

mentale 
S = ?'r(f) — qT{t), 

à laquelle j'ai été amené par le cours naturel des idées dans la voie de raisonnement ou-
verte par M. Carnot, et de laquelle je suis parvenu à tirer tout le contenu du présent 

Mémoire. 
On pourra donc s'étonner que depuis longtemps je n'ai pas abandonné les for-

mules (28), (29)et(3o) pour leur substituer les formules (66). 

Mais pouvais-je abandonner les formules (18) aussitôt après les avoir trouvées, et ne 

faudra-t-il pas, en tout état de choses, que l'on se serve de la variable u? Car, au moyen 

des formules (66), on trouvera bien, d'un point r, χ à un autre point quelconque 

t', x' sur la fig. 2, 

(66 bis) 

R' — R = (r(f')L'.r'— r(t)Li)+J Γ (f) d (t) dt -t- wdp, 

A' — A = (( W — α·')ρ' χ' — ( W — iv)px) -t- w'p'— wp, 

Q'_ Q = { (Γ (i') L'- (W-«/)//)*'_ (Γ(/) L - (W-<*)/>H 

+£ Γ(,Κ( ,pdw-, 

mais il restera à savoir quelle devra être la relation de χ à x' le long d'une courbe 
donnée B'Bu de l'espèce ψ (ν, ρ) — constante «, et cette relation sera exprimée par la 
formule (59 ter), à laquelle je ne suis parvenu qu'en passant par les formules (18), (19), 

( 20) et ( 21 ), et dont l'emploi dérangera la simplicité des formules ( 66 bis). 
Les formules (66 bis) seraient, à la vérité, d'une commodité extrême si, au lieu 

d'aller le long d'une courbe B'Bu ou -ψ (ν, ρ) = constante u, on voulait aller le long 
d'une des courbes χ — constante, dont j'ai dit un mot à l'occasion des formules (7 ) 

et (8), et parmi lesquelles se trouveront toujours les courbes i,i LU'» dont l'une 

correspondra à χ = ο et l'autre à χ = ι. 
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Les formules (66 bis) pourront encore être transformées très-facilement en e, <>', 

puisqu'il suffira d'y faire 

(67) 

V «' 
X~Vf — w 

v' - w' 
* — W — ' 

quelle que puisse être d'ailleurs la relation de ν en fonction de t ou de ρ le long d'une 
courbe donnée quelconque. 

Mais je ne crois pas avoir besoiu de m'appesantir plus longuement là-dessus, et, pour 
arriver à la fin de cette longue théorie dans l'exposition de laquelle la parfaite clarté 
des choses a toujours é,té mon but principal, je veux me hâter de faire voir encore ce 
que deviendra, à ce point de vue, au moyen de la variable auxiliaire χ, le calcul 
de la quantité de chaleur dq le long d'une courbe donnée quelconque sur la fig. 2. 

Je ne reprendrai pas une à une toutes celles des formules(36),..(56) qui se rap-
portent à cet objet ; je ine bornerai à remplacer la formule (47 ) par 

(68) U~ H(t) + -ÎYX, 

et, par suite, la formule (47 bis) par 

(68 bis) du. — ° dt -t- d ( ^ χ 1 = -j- χ iL ( —I dt H —dx 

ce qui me fera trouver, en place des formules (48) et (48 bis), 

(69) dq = q(tdu =</(t)dt+ 7 (f)rfL/ y(t) x) 

et, en développant, 

(69 bis) dq = je' (t) -+- xq [t] — dt Ldr 

Dans le dernier terme du second membre, on reconnaîtra immédiatement l'expres-
sion de la chaleur latente le long de la droite /I sur la fig. 2., et la quantité entre pa-
renthèses dans le premier terme représentera la chaleur spécifique du mélange le long 
d'une courbe χ = constante. 

En y faisant χ = ο et χ = ι, on retrouvera, d'une part, le long de la courbe /V, 
l'expression connue 

dq — c'(t) dt, 

et, d'autre part, le long de la courbe T„II', en place de la formule .5?.}, 

(7°)
 ll

q
=

\
c
.:

n + llt)
<L
[
\J^

dt
. 

Pour trouver la chaleur spécifique du mélange à volume constant, il faudra que lu 

Tome XVIII. — DÉCEMBRE I853. 70 
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variable χ soit assujettie à la relation 

ν — tv = (W — «V)·*, 

et qu'on ne fasse pas varier ν pendant la différentiation, ce qui fera trouver 

— dtv = (W — tv) dx -f- xd (W — tv), 
et, par suite, 

dx s — χ — : 

puis, en substituant dans la formule (69 bis) et en divisant dt, on aura, en place des 
formules ( 5o bis ), (5o ter), 

(71) c1 = dq / dt = dq/ dt = c' (t) { y (t)) 

Quand on y fera respectivement χ = ο, χ = ι, on trouvera pour les deux limites 
de c,, en place des formules (5i) , 

L
 C

 W — Wdw / dt 

(
 C

 (')"
T

"
7

(
I

)RFRV7(R)J W —«- RFR"' 

mais ces limites de la quantité c, ne seront applicables que de haut en bas sur la fig. 1, 
c'est-à-dire pour des valeurs négatives de dt. 

Quand la variable χ satisfera à la condition 

L 
——- χ = constante , 

c'est- à-dire 
Le — tv 

—-τ ™ = constante, 

ou Bien 
u — H(f) = constante, 

on aura, d'après la formule (6g), la même expression 

dq = c' (r) dt 

que le long de a courbe i„ i i'. 

Quand la variable χ satisfera à la relation 

—7 γ χ -I- H ( t ) = constante, 

on aura 

± _ _ ίλιΑ 
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et la formule (69) fera trouver 

dq=z o, 
parce que, en effet, dans ce cas-là, on aura 

u = constante, et,, par suite, 

du = o, dq — q[t)du— o. 

La formule ( 69) pouvant être intégrée le long d'une courbe quelconque, on aura, en 
principe, 

(73) / dq = c(t1) - c (to)) + / y(t) d(L/y(t))x 

mais on aura aussi, en intégrant par parties, 

/ y(t) d (L/ y(t) x) = Lx -/ Lx / y(t) 
et, par suite, la formule (73) pourra être remplacée par 

(73 bis ) / dq = ct1 - c to + L1x1 - Loxo 

puis, quand on opérera tout à l'entour d'une ligne fermée f, on aura, en place des 
formules (54) et (54 bis), 

(,4)

 X' =X '
7
 iïk

7
'
w

 ■"· 

On aura en même temps, pour l'expression de l'aire S délimitée par une pareille 
courbe fermée, 

S =f Γ (t)dq, 

et, au moyen de la formule (69), en ne perdant pas de vue que l'intégrale définie 
d'une différentielle exacte à l'entour d'une ligne fermée sera toujours égale à zéro , on 
trouvera, en place des formules (54) > 
(

'
5)8

=/'
Γί

'
)ί,=

Χ'
Γ(,)7(

'Μ(7ΤΤ)
 =

 ~Ι n·)·,',·».!.· 

Quand les deux relations générales 

o
 dq=

~Jo XTÔ7'"*' 

(75 to) S = -jf
,
^™(r(/)

7
(0)A, 

devront être appliquées tout à l'entour d'une aire S qui sera délimitée sur la fig. 2 par 

70.. 
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la courbe i,ii', par deux horizontales il, i'I', et par une autre courbe quelconque 
allant d'un point Β de l'horizontale il à un autre point B', de l'horizontale i'I', on 
aura à faire χ ■= ο le long de la courbe i,ii' et dt = ο le long de chacune des droites 
il, i'I'j donc, en voulant déterminer les valeurs des intégrales en question, on trou-
vera zéro de i en i', comme aussi de Β en i et de/ en B'. 

Ainsi, les seconds membres des formules (η/\ bis), (η5 bis ) se réduiront chacun à la 
seule quantité que l'on trouvera par voie d'intégration de B1, en B le long de la courbe 
donnée qui passera par ces deux points, et l'on aura tout uniment 

/ dq Lx y' (t dt = / Lx y') 

(,t>) | s=j['r(,)« = -£'Lx / y(t) d/dt (R(t) y (t)) 

= + / t' Lx d/dt ((t) y(t)) dt 

ce qui pourra servir à démontrer que l'on ne saurait avoir généralement 

£λ,=° 
qu'autant que l'on aura 

y (t) — constante, 

et, par suite, 

■«/ "τΡ-· 

comme dans la manière de voir de MM. Carnot et Clapeyron. 
Cela pourra servir aussi à faire voir que, avec l'hypothèse Γ (f) = constante G, on 

trouvera 

& = C,j'dq. 

Mais le principal objet des formules (76) sera de faire trouver les deux intégrales 

définies 

f d1, f r(t)dq, 

sous leurs formes algébriques les plus simples possibles, avec la facilité de pouvoir 
repasser à tout instant de ces formules simples a des formules explicites d'une plus 
grande complication. 

Je suppose, par exemple, que l'on doive avoir 

, , χ = constante = Λ ; 
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alors on trouvera 

(77) 
£' dq = h[y(t>)-y(t)), 

S=£° r(t)d
q
 = h{r(t')T{t>)-r{t)y(t)), 

mais ce ne sera qu'un exemple de calcul sans utilité réelle. 
Je suppose, en second lieu, que l'on doive avoir 

-. χ 4- H ( /) = constante = u, 

ou 

L/ y/t x= u 

alors l'aire S se trouvera délimitée par l'une des courbes Β',Β, et l'on 
trouvera, en place des formules (4t) et (4

2
)> 

(7») 

J dq = u{y(t') — y(t)) — J H (t)y'(t)dt, 

S==
X

 r(t)d^-uir(t')y(t') - r(t)i(e)) 

-ji" H(t)j(r(t)7(t))A, 

puis, en appliquant aux derniers termes des seconds membres le procédé des intégra-
tions par parties, en ne perdant pas de vue que l'on devra avoir 

rfH(t) _ JJt) 
dt y(t) 

on sera conduit aux deux relations suivantes : 

(78 bit) 

f
 dg — u[y{t') — y(t)) — [B{t')y(t') — H(t)y(t)) +

C

(t')— c(t), 

s = « (Γ (i')7 (f') — r (ί) γ(ί)) — (H (ί') Γ(ί')7 (t') — H (7) Γ(ί )γ (ri l 

-+- Γ r(t)c'(t)dt, 

et, dans le cas où l'on s'aviserait d'y faire 

a = H(f') + 

on retrouverait précisément les formules (4i ) et (4s). 

Quand, enfin, la valeur de u devra être telle que la dernière des courbes 
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ψ ( ν, ρ ) = constante u passe par l'un des points I, I', on aura, par rapport au point I, 

(79) 

K = H(f) + ^7]' 

jT
S

rf?= - (H(f') — H(0) 7 (f') +^(7(0 —7(0)+Μί') —Φ)). 

S = -(H(
i
')-H(i))r(r')

7
(r')+^r)(r(Oy(i')-r(/)r(0) 

+ fT(t)C(t)dt, 

et, par rapport au point I', 

(79 bis) 

u = H (t') + L'/y(t') 

J*
 S

 dq ~ — (H (f') H (0) 7(0 + ̂  (7 C) - 7(0) + ('(<')- '(0), . 

S = ~(H(t')-H(t))r(t)
7
(t)+~^

r)
(r(t')

7
(t')-r(t)

7
(e)) 

+ /r(0^(0 Λ. 

Les secondes des formules ( 79), (79 6») serviront à remplacer les formules (46), 
et les dernières seront les expressions correspondantes des aires S. 

Je ne m'arrêterai pas à déterminer les expressions correspondantes de l'aire triangu-
laire iB'B, qui représenterait le bénéfice de force motrice d'une machine à vapeur à 
détente complète par rapport à une piachine sans détente. 

Je me bornerai à faire remarquer que les groupes de formules (79) et (79 his) ne 
seront pas applicables tous les deux, et que l'on devra prendre le groupe (79) ou le 
groupe (79 bis), selon que la quantité u ira en augmentant ou en diminuant avec t, 
le long de la courbe 1,11', c'est-à-dire selon que, dans le second membre de l'équa-
tion (61 ter), on aura 

(8° ——(+-7I—77V Ι > ou < °· 

Cela reviendra a dire que l'on devra employer celui des groupes (79) et (79 bis) 
qui fera trouver la moindre valeur pour S ; car, quand on retranchera chacune des 
formules du groupe (79) de sa correspondante du groupe (79 bis), on trouvera les 

différences que voici : 

P"
ur

"
 (H(

''
)_H(

'
,, +

 (^~ïïô)' 

pour (7(0 - 7(0) j(H(r')— H(r)) + {~- L / y(t) 

pour S....... . (r(/')
7
(r')-Γ(ί)

7
 (0) {(H(i')-H(r)) + [~

}
 - jj, 
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en sorte que de I en I ', les intégrales définies 

f S
~ Γ

 Γ
(0

ί/
</' 

éprouveront des accroissements soit positifs, soit négatifs, qui seront égaux respective-
ment aux produits de l'accroissement de u par les facteurs 

7 C)-7 (')=£'dy (t) /dt dt, 

r
 ('') 7 (*') —

 Γ (ί) 7 (ί) =JTd/dt (R (t) y(t) dt) 

Je suppose d'ailleurs que, de t à t', la variable « aille toujours en augmentant ou tou-
jours en diminuant, et alors il est bien clair que celle des aires S qui ne dépassera pas 
la courbe 1,11' correspondra au point I ou au point I' sur la fig. ι, selon que le pre-
mier membre des formules (6i ter) ou (8o) sera positif ou négatif. 

Les formules (76) seront directement applicables à l'aire tt'I'I, quand on y fera 
x= 1, et, par conséquent, l'on aura tout à I'entour de l'aire ii'l'l, en place des 
formules (56) et (57), 

(8.) 
/dq = / L/y(t) y' (t) dt, 

S = / R(t) dq = / L / y(t) d/dt 

puis, en intégrant par parties, 

(81 bis) 
/ dq = (L' - L) - / y(t) (L / y(t)) 

S = ( r (t')L' -

D'autre part, si l'on convient de désigner par C(f) une fonction de t qui soit telle, 
que la différentielle de cette fonction G(t)dt puisse représenter la quantité de chaleur 
dq le long de la courbe 1,11', il faudra que, d'après la formule (70), l'on ait 

(82) C'(t)= t' (q) d/dt 

et, par suite, les formules (81 bis) se réduiront à 

(81 ter) 
jf dq = (L' L) -4- (c(i') c (t)) — (C (f') 

S = (r(l')L'-r(t)L) H-jT T{t)c' {t)rlt —ji" Γ (t) G ( t) df. 
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La seconde des formules (81 ter) sera une conséquence immédiate de la relation de 

principe S-q'r(t')— qf(t), et la première des formules (81 ter) sera directement 
évidente sur la fig. 2, en ce que, de i en <', puis de là en I, il faudra une quantité de 
chaleur représentée par l'expression 

(c(O-c(0) + L', 

tandis que, de / en I, puis de là en I le long de la courbe I
0
II il faudra une quan-

tité de chaleur représentée par l'expression 

L+(C(r')-c(r)); 

de telle sorte que, en soustrayant cette dernière expression de la précédente, on tom-
bera justement sur le second membre de la première des formules (81 ter). 

Ainsi donc, des deux groupes de formules ( 79) et (79 bis), on devra faire usage de 
celui dont l'aire S sera la plus petite, ou de celui dont l'aire S sera moindre que la 
valeur de S des formules (81 ter j, et ce sera le groupe ( 79) ou le groupe (79 bis) qui 
se trouvera dans ce cas-là, selon que le premier membre de la formule (80) sera positif 
ou négatif, c'est-à-dire, en d'autres termes, quand la fonction γ (t) sera positive, selon 
que la quantité C' (i) de l'équation (82) sera positive ou négative. 

La circonstance physique à laquelle cela correspondra est facile à assigner et pourra 
être énoncée comme il suit : 

Une masse de vapeur saturée, que l'on fera diminuer de volume par compression, 
ne pourra rester à l'état de saturation qu'autant qu'on lui fournira de la chaleur quand 
C'(f) sera positif, et qu'on lui ôtera de la chaleur quand C'(r) sera négatif. 

Donc, quand la compression se fera sans aucune addition ni soustraction de cha-
leur, il arrivera que, dans le premier cas, une partie de la vapeur existante passera 
à l'état liquide, et que, dans le second cas, toute la vapeur existante passera à l'état 
gazeux ou à l'état de vapeur surchauffée. 

Le contraire arrivera dans l'un et l'autre cas quand le volume d'une masse de vapeur 
saturée augmentera au lieu de diminuer. 

La mesure du phénomène se réduira d'ailleurs à avoir recours aux équations (68), 

(68 bis), (6g), (69 bis), et à y faire du = o, pour le cas d'une augmentation ou di-
minution du volume r du mélange dans une enveloppe non perméable à la chaleur, 
ce qui fera trouver généralement le long d'une courbe donnée B'Ba, d'après la for-
mule (68 bis), 

83) Ldx = — (C (f> -κ ar
7

 é 0 ̂  (777)))
 rfi

" 

Quand, ensuite, on fera χ ι, pour que la formtde (83) devienne applicable à 
celle des courbes ψ(ν, ρ) qui partira du point I sur la fig. 2, on aura 

(84) LA =-(«·(,+ y(t) d/dt (L / y(t)) dt, 
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c'est-à-dire 

(84 bis) Ldx = — C'(t)dt, 

et il y aura précipitation ou surchauffe selon que la différentielle dx ressortira de la 
formule (84 bis) avec le signe — ou avec le signe + . 

Toute valeur négative de dx sera la mesure de la quantité de vapeur qui se condensera 
par suite d'un changement de volume dans une enveloppe non perméable à la chaleur 
pendant que la température variera de / à t -f- dt, et la valeur négative correspondante 
du produit Ldx sera la mesure de la quantité de chaleur latente qui deviendra libre 
et qui sera employée à porter la masse de vapeur restante 1 — dx à sa nouvelle tem-
pérature de saturation t -4- dt. 

Par contre, toute valeur positive de dx sera un indice de surchauffe, et la valeur 
correspondante du produit L dx sera la mesure de la quantité de chaleur employée à 
produite l'état surchauffé de la masse entière à sa nouvelle température t + dt. 

Quand on aura C'(t) = o, on trouvera en même temps dx = o, le long de la 
courbe ψ (», ρ ) = constante u partant du point I, et du = o le long de la courbe Ι,ΙΓ; 
par suite, la dernière des courbes ψ coïncidera avec la courbe Ι

0
ΙΓ, et les for-

mules (79), (79 bis) se confondront avec les formules (81 ter). 
Tout cela étant supposé compris, j'observe que l'on aura 

d / dt (L / y(t)) = I / y(t) 

et que, par suite, la formule (82), servant à définir la quantité C (/), se réduira à 

(826«) C'(r) = c'(
f

) + ̂ -L^, 

de telle sorte que, si les quantités L, c (f), C(r) étaient connues, la formule (82 bis) 
pourrait servir à faire trouver la nature de la fonction 7 (t). 

De la formule (82 bis) on conclura, en effet, 

(82 ter) 

7
,
(f)

_C(,)
 +

 g-C '(t) 

y(t) L 

puis, en multipliant par dt et en intégrant. 

c'(t) + dL / dt - C'(t) 
log 7 (M = J γ ^ 

ou, ce qui reviendra au même, 

f <'C0-HÎr-C'(0 
L dt 

7 (t)=e 

Tome XVIII. — Décehbke i853. " ' 
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Cela ne changera rien à la forme algébrique des formules (81 fer); mais, dans le 

cas où l'expérience ferait trouver 

c (t) —t- L — C (t) = constante, 

le second membre de la première des équations (81 ter) se réduirait à zéro. 
On aurait en même temps 

^(0 + ̂ -c(0 = °, 

et, par suite, les formules (82 ter) feraient trouver 

γ (/) = constante, 

à la manière de voir de MM. Carnot et Clapeyron. 
Quoi qu'il en soit, je suppose que, à l'aide des formules (82 ter), on soit parvenu 

à déterminer la nature de la fonction 7 (t). 

J'aurai recours ensuite à la seconde des formules (18), et j'y remplacerai la fonc-
tion k (f) par sa valeur connue 

k(t) = r(t)y(t), 
d'où 

*'(0 = ^(Γ(<)7(0), 

ce qui me fera trouver d'abord 

7 (')"'(') _ L 
W - w 

a (Γ (07(0) 
et, en transposant, 

(83) J(r(07(0) =
 î?

T
-
i:

û'(r)7(0, 

puis, en multipliant par dt et en intégrant, 

(83 bis) 

A(0 = r(r)r(0= f^-—^a'(t)y(t)dt, 

d'où, enfin, 

rw =
 7Tc/V::a'<'l'WA' 

et ce sera le second membre de cette dernière formule qui devra être sinon une con-
stante , du moins une même fonction de t pour tous les corps de la nature. 

Si la fonction universelle Γ (f) était connue, on se servirait de l'équation (83) d'une 
autre manière. On effectuerait ta differentiation indiquée au premier membre et l'on 
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diviserait les deux membres par la fonction y (t), ce qui ferait avoir 

(84) 
R(t) y' (t) + R'(t) 

et, par conséquent, 

7(»)+ r(')~ r(f)L ' 

puis, en y substituant la première des formules (82 ter) et en chassant le dénomina-
teur Γ (t) L, on aurait la condition universelle 

(85) r(r){V(r)+^— C' (r)^J 4- L r'(r) = (W— w) 

On trouverait la même relation d'une autre manière si l'on remontait à la seconde 
des formules (81 1er), et si l'on y faisait d'abord 

S =JF (W— w)dp =£ (W— «■) a'(t)dt, 

puis 
t' = t -(- dt, 

ce qui ferait trouver 

(85 bis) (W — «-)n'(r) = ̂ (r(f)L) -+- T(t)d{t)~ r(t)C'(t), 

de telle sorte que, en développant le premier terme du second membre et en transpo-
sant, on aurait précisément l'équation (85). 

C'est là le plus haut degré de généralité que je puisse et doive donner à la théorie 
des effets dynamiques de la chaleur pour un mélange de liquide et de vapeur saturée 
de ce liquide, sans faire aucune hypothèse, c'est-à-dire en ne m'appuyant que sur la 
relation fondamentale 

(86) & = jT[t')-
q
v{t)=f

 t
 j
t

{qT(t))dt, 

à laquelle j'ai été amené en me laissant aller au cours naturel des idées dans la voie de 
raisonnement qui a été ouverte ou inventée par Carnot. 

Et comme j'ai démontré rigoureusement que, pour un mélange de liquide et de va -
peur saturée de ce liquide, on devra avoir 

I 87) dq = 7 (t) du, 

il en est résulté que la formule (86) s'est changée en 

(88) S=JJ±{r(t)y(t))dtdu, 

71.. 
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de telle sorte que, par une simple comparaison de la formule (88) avec l'ancienne for-
mule de MU. Caraot et Clapeyron, qui était 

(89) S // dr (t) / dt dt dq 

il me sera permis de dire que, dans la théorie exacte des vapeurs, ce seront, d'une 
part, la quantité α on la constante arbitraire de mes formules, et, d'autre part, la 
fonction composée 

*(')= r(0r(0. 
qui joueront exactement les mêmes rôles que ceux que MM. Carnot et Clapeyron 
voulaient faire jouer de prime abord à une quantité de chaleur q et à la fonction 
simple Γ(ί). 

J'ai expliqué d'ailleurs, en deux et même en trois passages, que du moment où 
l'expérience ne vérifierait pas la relation γ (/) = constante, on ne saurait guère se 
refuser à admettre l'hypothèse Γ(t) = constante, afin qu'il n'y eût pas de perte de 
travail ou de force vive dans le phénomène de la transmission libre de la chaleur entre 
deux corps A, A' à des températures différentes t, t'. 

Toute quantité de chaleur deviendrait alors l'équivalent immédiat d'une certaine 
somme de travail ou de force vive, et, dans le cas où l'expérience ferait trouver des 
résultats différents, on serait conduit naturellement à penser que c'est la manière usitée 
de mesurer une quantité de chaleur qui est défectueuse. 

Quoi qu'il en soit, avec l'hypothèse 

(90) Γ (t) = constante G, 

les formules (η5) et ( 76), appliquées à une ligne fermée quelconque /, se réduiront à 
une seule en ce que l'on aura 

(9.) S = Gjf' = Gjf' 7 W = " Gjf ̂  (Ο Λ. 

La formule (85) se réduira à 

(9'·) w) = (
w
- <*")

 Ω
' 0, 

et les formules (82 ), (82 bis), ( 82 ter) ne changeront pas. 

Après cet exposé général de toute ma théorie des vapeurs, il me reste à ajouter 
que la somme qui, dans les équations précédentes, est désignée par c(t) -hL est 
précisément celle que M. Regnault a représentée, pour de la vapeur d'eau, par la 
formule 
(ι) λ = 6o6,5 -h o,3o5 / = a ■+■ ht. 
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Donc, pour de la vapeur d'eau, en partant de la formule de M. Regnanlt, et en 

faisant 

a =6o6,5, b — o,3o5. 
on aura 

(,to)
 *(i)+L = « + 6», 

et la première des formules (81 ter), c'est-à-dire l'expression de la quantité de chaleur 
anéantie tout à l'entour delà ligne ii'1'1 sur la fig. 2 deviendra 

(a) f'd
i
 = b(t'-t)-(C(t')-C(t) J. 

Jo 
On aura ensuite 

c>(t) + d±=b, 

et la première dfes formules (82 ter) se réduira à 

m
 y'(t) _b — c'(t) 

(' 7(0 L 

Les formules.(83), (83 bis), (84) ne changeront pas, et la condition (85) devien-
dra 

(4) r (r) (b - c'(f)) + Lr' (t) = (w - «>) a' [t). 

Quand on supposera, en outre, 

«KO = *, 
on trouvera 

(5) L = X — t=a — (1 — b)t, 

et les formules (3), (4 ) prendront les formes un peu plus explicites 

(3 bis) 7'(0
=

 b-c'jt) 

y (t) a - (1-b)² 
(4 bis) Γ(ί) (é —C'(/)j -f- (a — (1— 6)/)r'(0 = (W — w)n\ t), 

ou, ce qui reviendra au même, de la formule (3 bis) on conclura 

b- C'(t) 
7 (t) = eJ «»-(«-»)', 

et, au moyen de cette valeur de7 (r), on trouvera, d'après les formules (83 bis), 

(6) R(t) = 1/ y(t) / (W-w ) dt 

Mais cela ne suffira pas pour trouver la fonction 7 (i) tant qu'on ne connaîtra pas 
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là fonction C(t), ni pour trouver la fonction Γ ( f) tant qu'on ne connaîtra pas la fonc-
tion Cl'(t) et l'expression de la différence W — en t. 

L'unité calorifique étant la quantité de chaleur nécessaire pour élever de ι degré 
centigrade la température de i- kilogramme d'eau, la différence W — w sera l'augmen-
tation de volume de ι kilogramme d'eau transformé en vapeur. 

Le mètre cube étant pris pour unité de volume, on aura, à très-peu près, pour la 
valeur de la différence W — w à la température de 100 degrés, 

1.695; 

mais on n'est pas encore bien fixé sur la loi d'après laquelle la différence W — w varie 

avec t. 
La fonction Ci' (r) est celle que l'on connaît le mieux: c'est la dérivée par rapport 

à t de l'équation 
p=ii(t). 

En langage interprétatif ordinaire, on peut dire que la quantité ii' {t) est l'accroisse-
ment de la pression ρ pour une augmentation de température de 1 degré. 

Dans les Tables de M. Regnault, tome XXI des Mémoires de l'Académie des Sciences, 
la pression ρ est mesurée par la hauteur d'une colonne de mercure évaluée en milli-
mètres, en sorte que le nombre 760 y représente la pression de 1 atmosphère. 

Mais quand on voudra prendre pour unité de travail le poids de 1 kilogramme 
élevé à ι mètre de hauteur et que le volume ν d'un fluide élastique sera exprimé en 
mètres cubes, il faudra que la pression ρ du fluide élastique soit représentée parle 
poids d'un nombre équivalent de kilogrammes sur 1 mètre carré de surface pour que 
la valeur numérique du produit vp représente des kilogrammètres. 

D'autre part, le poids d'une colonne de mercure de 760 millimètres de hauteur sur 

1 mètre carré de surface est de io333 kilogrammes. 
Donc, avec l'emploi du kilogrammètre comme unité de travail, et avec le mètre cube 

comme unité de volume, toutes les pressions ou tensions des Tables de M. Regnault 

devront être multipliées par le nombre 

—>. — 13 ) 5ûo . 

Ainsi, par exemple, à la température de 100 degrés on trouvera en millimètres de 

mercure 
Cl' (t) = 37,15, 

et, par suite, on aura pour la valeur absolue correspondante de D' (r), en kilogrammes 

par mètre carré, 
27, ι5 X 13,596 = 369, ι3ι. 

La valeur de W — w à 100 degrés étant de 1,6o5 mètres cubes, on trouvera pour la 
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valeur absolue du produit (W — w) O' (/) en kilogrammètres , 

ι ,6g5 X 36g, i3i = 625,677. 

Cela ne permettra pas de faire usage de l'équation ( 6 ), mais l'équation (4 bis) 
deviendra, à la température de 100 degrés, 

(4 ter) Γ( 100 ) (o,3o5 — C (100)) -1- 537 Γ'( 100) = 625,677. 

On ne saurait aller plus avant sans connaître la fonction C (t) en ce qui concerne la 
détermination de la fonction 7 (t) par la formule ( 3 bis), et, pareillement, sans con-
naître la ldi de W — w en t dans la formule (4 bis) ou dans la formule (6). 

Cela posé, MM. Carnot et Clapeyron érigeraient en principe la relation 

7(f) = constante, 

et, par suite, d'après les formules (3), (3 bis), il leur faudrait supposer 

C'(f) = o,3o5, 

c'est-à-dire 

(7) C(f) = o,3o5 t + constante." 

De la formule (2) ils concluraient 

J" dq = o 

tout à l'entour de la courbe ti'l'I, et la formule(4 bis) leur ferait trouver générale-
ment 

(W - w) O'(t) (W-w)O'(t) 
1 ; 1 a—(i— b)t * 606,5-0,6951' 

par suite, ils auraient, à la température de 100 degrés, d'après la formule (4 ter). 

(8 bis) Γ'(ιοο)=^^ρ
=

 ,,,65. 

MM. Regnault, Joule, etc., admettent, au contraire, que l'on devra avoir 

Γ (f ) = constante G, 
et, par suite, 

Γ'(') = o, 
ce qui réduira les formules (4) et (4 bis) à 

quater) G(6 — C'(f))=(W — w)a'(t). 

Ainsi la différence W — w devra varier en raison directe de la différence b — C ( /) et 
en raison inverse deii'(t). 
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Il faudra que l'on ait 
C '(t)<b, 

et le second membre de la formule (2) ne se réduira plus à zéro. 
On admet communément que l'expérience doit vérifier la relation 

C'(r) = o, 

mais les conséquences que l'on trouvera dans ce cas-là rentreront dans le cas plus géné-
ral où l'on supposera 

/ C' ( t ) = constante = β, 

\9) ' et, par suite, 
C (t) = Bt + constante 

De la formule (2) on conclura alors 

;ιο) f dq = [b — β)(ί' — t) 

pour la quantité de chaleur anéantie tout à l'entour de l'aire i i' YI sur la fig. 2 

La formule ( 3 bis) deviendra 

[S ter) — 7—, 

et, par voie d'intégration, on en conclura 

log y{t) — ^ log (λ — (ι — b) r) -I- log constante, 

c'est-à-dire 

(3 quater) 7 ( U = ϊΖΓβ 
[a — (1— b) ty~~* 

Les formules (4 ter), ( 4 quater) feront trouver, à la température de 100 degrés, 

G [b — β) = 625,677, 

d'où 

„„
 e

 = «^2. 

Ainsi, la constante G sera inversement proportionnelle à la différence constante 
I, — et, quelque valeur que l'on veuille attribuer à cette différence, cela ne 
changera rien à la nature de la courbe 1,11' sur la fig- 1, puisque, d'après l'équa-

tion (4 quater), on devra avoir tout le long de cette courbe 

( W — w) Q' ( t) = constante, 
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et, à la temperature de 100 degrés, 

W — u> = \ ,695, 

Ω'(ί) = 27,ι5 χ i3,5g6 = 36g,I3I. 

L'aire ii'l'l de la fig. 1 sera égale au produit de la constante G par le second 
membre de la formule (10), et comme la constante G dépendra de l'équation (n), 
on aura 

(12) G{b— β)(ί' — f) = 625,677 (t'— t). 

Ainsi, par exemple, dans une machine à vapeur théoriquement parfaite à détente 
complète, où l'on aura 

t'— ioo°, t = 5o, 

et où, pour chaque kilogramme de vapeur dépensée, la chaudière aura à fournir une 
quantité de chaleur égale à 

(100 — 5o) 4- 537 = 587, 

la quantité de chaleur anéantie qui ne paraîtra pas dans le condenseur sera égale à 

(i3) ( b — β)χ5ο = (ο,3ο5— β) χ 5o. 

Le maximum de travail théoriquement possible avec une telle perte de chaleur 
sera 

(M) G (b — β) χ 5o = 625,677 χ 5o = 3ia84· 

Dans une machine sans détente, entre les mêmes limites de température t' = 100, 
t= 5o, on utilisera une quantité de travail égale au produit (W—«-1) (// — ρ), 
et, d'après les Tables de M. Regnault, la différence ρ' — ρ serait mesurée par une 
colonne de 668 millimètres de mercure; par suite, on utiliserait une quantité de 
travail égale an produit 

(i5) 1,695x668x13,596 = 15394, 

c'est-à-dire, en nombre rond, la moitié seulement de ce que l'on obtiendrait dans 
une machine à détente complète. Par conséquent, la quantité de chaleur détruite 
qui ne reparaîtrait pas dans le condenseur serait aussi, en nombre rond, la moitié du 
second membre de la formule (i3). 

Ainsi, du moment où l'on supposera 

C' (t) = constante β, 

rien ne changera dans les seconds membres des formules (i/j.) et (i5); ce seront les 
quantités 

G, I dq et la fonction γ(ί) 

seulement qui prendront d'antres valeurs. 

TomeXVlIi Dîcbibre I853. ~1 
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Quand on fera 

(16) 

Ρ = b ■= ο ,3o5, 
on trouvera 

G = oc , / dq =z ο, y ( t) = constante, 

et l'on retombera sur la manière de voir de MM. Carnot et Clapeyron. 

Quand on fera 

('7) 

p = o, 

on trouvera 

G = 625,77/0.305 = 2052 

et ie second membre de la formule (i3), c'est-à-dire la quantité de chaleur anéantie 
dans une machine à détente complète pour 

t' = ioo et t ~ 5o, 
sera 

o,3o5 X 5o — i5,25. 

Dans la machine correspondante sans détente, on trouvera la moitié environ. 
ou 7,5. 

La formule (3 quater) deviendra, dans ce cas-là, 

(,81 ?(') = o[3Ô5' 
(606,5—06950.695 

et, quand on y fera respectivement 

t = 5o, t — 100, 

on trouvera 

7(00 = - ι 

•'(,00) = -,5^ΪΓ· 

Ainsi la fonction γ (t) augmentera très-lentement avec t, et dans la proportion de 
158 à 162 seulement depuis t = 5o jusqu'à t = 100.. 

M. Joule admet que l'on doit avoir 

Γ (/) = constante G ; 

mais il assigne à la constante G une valeur à peu près cinq fois plus petite que le 
nombre trouvé 2o52. 
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Selon M. Joule, la quantité de chaleur nécessaire pour augmenter de 1 degré Fa-

renheit la température d'une livre d'eau, a pour équivalent mécanique une quantité 
de force motrice égale à celle d'un poids de 772 livres élevé à la hauteur d'un pied. 

Cela revient à dire que la quantité de chaleur nécessaire pour augmenter de de-

grés centigrades la température d'un kilogramme d'eau, a pour équivalent mécanique 
une quantité de force motrice égale à celle d'un poids de 772 kilogrammes élevé à la 
hauteur de om,3o48, et de là on conclut que l'unité de chaleur précédemment em-
ployée doit avoir pour équivalent mécanique un nombre de kilogrammètres représentés 
par le nombre 

772 χ ο,3ο48 χ = 4
2

4-

Pour que la formule (11) donnât cette valeur, il faudrait que l'on eut 

b - B = 625,77 / 424 = 1.476 
et, par conséquent, 

β = b — 1 ,476 = o,3o5— ι ,476 = —1,171, 
c(t) = — 1,171 f -4- constante. 

Le second membre de la formule ( i3), c'est-à-dire la quantité de chaleur anéantie 
dans une machine théoriquement parfaite, à détente complète, serait 

1,476 X 5o = 73,8. 

Dans la machine sans détente, ce ne serait que la moitié environ , ou 

^M = 36,3 

( pour une dépense de 587 unités de chaleur par la chaudière dans l'un et l'autre cas ; 
La formule ( 3 quater) deviendrait 

y(t ) = γ-ρ, 

(606,5 — 0,695 ί)°·6ί»5 

et, en y faisant respectivement 

t = 5o, t = 100, 
on trouverait 

7 (5o ) = , 

ν (100) = -y 
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Ainsi, la fonction γ ( t) augmenterait dans la proportion de 63 à 72, de t = 5o à 

t ~ 100. 
Là se termine le rôle que je m'étais proposé de remplir, celui d'exposer une théorie 

complète des effets dynamiques de la chaleur par des formules explicitement déve-
loppées qui permettront de soumettre au calcul telles hypothèses que l'on voudra sut 
les chaleurs spécifiques et sur les chaleurs latentes des gar. et des vapeurs en même 
temps que sur l'utilité dynamique de ces fluides élastiques dans la théorie générale des 

machines à vapeur. 
Je réserverai pour une autre fois l'application de ces formules à la théorie du ther-

momètre , qui faisait partie encore du Mémoire que j'ai présenté à l'Institut dans la 
séance du 24 novembre i85i. 

FIN DU DIX-HUITIÈME VOLUME. 


