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PURES ET APPLIQUEES. 35~

THEORIE GENERALE

DES

EFFETS DYNAMIQUES DE LA CHALEUE;

Par M. F. REECH,

Ingenieur de l1a Marine.

AVANT-PROPOS.

M. S. Carnot a publié en 1824 un ouvrage intitulé : Réflexions sur la paissance mo-
trice du fen. On y trouve des considérations extrémement remarquables sur la maniére
de produire de la force motrice avec de la chaleur. M. E, Clapeyron, dans un Mcémoir:
sur la puissance motrice de la chaleur (Journal de UEcole Polytechniquc, tome X1v),
année 1834, s'est attaché i développer les principales idées de M. Carnot par I'analvse
mathématique, el en a fait ressortir des cons¢quences fort importantes.

Les calculs de M. Clapeyron et les raisonnements de M. Carnot sont fondés princi-
palement sur absurdité qu’il y aurait & admettre la possibilité de créer de toutes piéces
de la force motrice ou de la chaleur. La solidité d’un tel axiome ne saurait guéve étre
revoquée en doute, mais des expériences dues i M. Regnault ont fait rejeter 'une des
proprietés fondamentales que les auteurs, d’aprés les idées universellement admises
jusqu’a eux, avaient atiribuce & la chaleur, et, par suite, différents savants, tels (ue
MM. Joule, Thompson, Rankine, Mayer et Clausius, se sont mis 4 I'ceuvre pour redves-
ser ce qu’il pouvait y avoir d’inexact dans les relations établies par MM. Carnot et
Clapeyron.

Je crois que, dans la plupart des recherches faites & ce sujet, on a donne trop d'imi -
portance a de pures hypothéses, en perdant de vue la filiation logique des raisonne-
ments de M. Carnot, qui n’a pas été rompue, selon moi, par I'objection de M. Re-
gnault, et qui demandait seulement i étre complétée sous un point de vue nouvean,
C’est, du moins, la ce que je me propose de faire voir dans le présent Mémoire, aussi
clairement qu’il me sera possible, et de maniére, je espére, & demontrer une formule
genérale qui satisfera & la fois aux expériences de M. Joule et & celles que M. Regnault
a annoncées derniérement dans le Compre rendu de U Académie des Sciences (séance
du 18 avril 1853, tome XXXVI, page 680, premier exemple ).
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CHAPITRE PREMIER.

Curieux mode de raisonnement de M. S. Carnot, &’ aprés Uexistence directement
évidente de deux systémes de courbes (v, p) = const. ¢, Y (v,p) = const. u.
et avec Phypothése q' = q relativement aur propriétés calorifiques les plus
immédiates des deux systémes de courbes ¢, .

Le commun point de départ de MM. Carnot et Clapeyron est fort simple et se réduit
en substance A ce qui suit.

Pour que nous parvenions i nous procurer de la force motrice avec une machine i
vapeur d’eau, il faut que,  I'état régulier de fonctionnement de la machine, nous ayons
une production incessante de chaleur dans la chaudiére pour faire de la vapeur, et un
enlévement incessant de chaleur dans le condenseur pour ramener la vapeur employee
a I'état d’ean. I faut qu'il y ait une transmission de chaleur de la chaudiére au conden-
seur i travers le cylindre et les tuyaux de la machine par Pintermédiaire de la vapeur
comme véhicule. En 1"absence d’un tel véhicule, la chaleur passerait librement de la
chaudiére au condenseur ou 4 d’autres corps ambiants, sans nous faire obtenir de la
force motrice.

Différentes espéces de vapeur et méme des gaz permanents peuvent, d’ailleurs, étre
employés comme véhicule de la chaleur entre un corps chaud A" et un corps froid A,
de maniére A nous faire obtenir de la force motrice i I'aide d’un mécanisme identique
ou analogue A celui d’'une machine d vapeur d’ean.

Donc, en principe, toutes les fols qu'il y aura une libre transmission de chaleur
entre deux corps quelconques A, A’ 4 des températures différentes ¢, ¢/, nous devrons
y voir une certaine perte de travail ou de force vive.

La dénomination de force vive pourra, d’ailleurs, étre entendue ici comme dans la
mécanique ordinaire, en ce sens qu’elle désignera une diminution de force vive ou de
travail, relativement au but que I'on aura en vue, et non une destruction on perte
absolue duns la vraie nature des choses.

Toujours est-il que, d’aprés ces raisonnements préliminaires de MM. Carnot et Cla-
peyron, une machine motrice a I'aide de la chaleur ne saurait étre d’une entiére per-
fection qu’autant que I'on parviendrait 4 n’y mettre jamais en présence des corps a des
températures différentes.

11 faudrait, en un mot, que nous pussions nous procurer des enveloppes non per-
méables a la chaleur, et alors les conditions d’une machine motrice parfaite seraient
trés-faciles 4 assigner de la maniére qui va étre expliquée. '

Concevons une masse quelconque de gaz dans une enveloppe extensible non ger-
méable a la chaleur Soient Ov, Op, fig. 1, Pl. I, deux axes rectangulaires sur les-
(uels nous porterons une abscisse OA égale en longueur au volume ¢, et une ordon-
née AB égale A la pression p du gaz. La température correspondante ¢ du gaz pourrait
étre portée sur une perpendiculaire au plan des ¢, p au point B; mais on fera aussi
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bien de ne pas recourir i une telle construction et de concevoir seulement une quantite
abstraite ¢ en chaque point B dont les coordonnées seront v, 2

Cela posé, imaginons qu’on fasse diminuer le volume ¢ de I'enveloppe sans ajouter
ni 6ter de la chalenr au gaz, et d’une maniére assez lente pour n’imprimer que des
vitesses négligeables aux différentes particules du gaz. Alors la pression p ira en aug-
mentant le long d’un certain arc de courbe BB, qui ne dépendra que de Pespéce de
gaz employé.

La température ¢ du gaz ira aussi en augmentant le long de la courbe BB, er, par
suite, le gaz s’échauffera, de ¢ 4 ¢/, 4 I'aide d'une dépense de travail égale 4 'aire
ABB' A’.

L’opération pourra étre continuée aussi loin qu'on voudra de bas en haut sur Iz
figure, tant que le gaz ne passera ni a I'état liquide ni & P’état solide.

Réciproquement, quand, i partir d’un point B’, on fera angmenter le volume ¢ de
I'enveloppe, toujours d’une maniére infiniment lente pour ne pas créer des vitesses
appréciables, et sans ajouter ni oter de la chaleur, la pression p descendra le long de
la courbe B'B, et la température ¢ repassera dans chaque position descendante par la
méme valeur que celle qu’elle avait en montant.

Cela étant admis, et les variables v, p d’un gaz étant supposées avoir été amenées en
un point quelconque B’ de la courbe indéfinie BB, de maniére que la température se
trouve élevée de ¢ 4 ¢/, imaginons qu'une source indéfinie de chaleur A”, i la tempéra-
ture constante ', soit mise en communication intime avec le gaz, et qu’ensuite 'on
fasse augmenter le volume ¢, toujours d’une maniére infiniment lente, afin de ne pas
créer des vitesses appréciables.

Alors Teffet immédiat d’'une augmentation du volume ¢ sera de faire descendre la
pression p le long de la courbe connue B'B; mais en méme temps la température du
gaz diminuera, et aussitét qu’une petite différence se sera produite entre la tempeéra-
ture costante ¢’ de la source A’ et la température du gaz adjacent, il y aura un flux
de chaleur qui sortira de la source A’ et qui servira  faire remonter la température du
gaz vers la constante ¢’, ce qui augmentera la pression p.

L’augmentation du volume v se faisant avec une lenteur infiniment grande, il est
clair que, & la derniére limite du raisonnement, on devra concevoir une certaine
courbe B'B' différente de B’B, et telle que la température du gaz restera constam-
ment égale a " pendant que la source A’ fournira une quantité de chaleur ¢’ qui aug-
mentera progressivement avec la longueur B'B,.

Réciproquement, quand on fera diminuer le volume ¢ de I'enveloppe a parur du
point B, le premier effet d’une diminution du volume ¢ sera de faire augmenter a la
fois la pression et la température du gaz; puis, la température du gaz devenant plus
élevée que celle de la source adjacente, il naitra un flux de chaleur du gaz vers gette
source, et, i la derniére limite du raisonnement, les variables v, p repasseront de B,
en B’ le long de la méme courbe B'B| pendant que le gaz cédera a la source A’ une
quantité de chaleur ¢ précisément égale A celle qu'il en avait retirée d’abord.
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1l y aura i coucevoir une telle courbe B’ B, par chaque point B’ de la courbe indé-
finie BR’, et I'une d’entre elles BB, passera an point B.

La température ¢ devant étre constante le long de chacune des courbes BB,, E'B',...
et variable de 'une a Vautre, il s’ensuit que , du moment ol la température ¢ de Pune
de ces courbes sera donnée, la courbe entiére devra étre parfaitement déterminée, et
que, par suite, il y aura une certaine relation, telle que

(1) (v, pi=2¢t,

quisera I'équation générale de toutes les courbes en question BB, B'B',... surla fig. 1.

Pareillement, il v aura 2 concevoir une courbe de P'espéce BB’ par tels points B,
B,,... que Pon voudra, sur la fig. 1, et quand on désijnera par & une quantité qui
anra une valeur nécessairement déterminée pour chacune des courbes BB, BB ,... et
essentiellement différente de Pune de ces courbes i I'autre, comme, par exemple, Fab-
scisse ou bien I'ordonnée du point od Pune de ces courbes rencontrera une ligne don-
née quelconque sur la fig. 1, il est clair que chacune des courbes BB', B, B,,... devra
étre parfaitement déterminée dés que la quantité « sera donnée, et que, par suite, il v
avra une certaine relation, telle que

12} . Y(eyp)==n,

qui sera 'équation générale de toutes les courbes en question BB, B, B,,... surla fig. 1.

Cela posé, revenons au point B de la fig. 1 et faisons aller d’abord le gaz de B en B’
le long de la courbe ¢ (v, p) = constante «, sans addition ni retranchement de cha-
leur, jusqu'a ce que la température ait monté de ¢ a ¢’, i I'aide d’une dépense de tra-
vail cgale i I'aire ABB'A".

A partir du point B’ mettons le gaz en communication avec une source de chaleur A’
ala température constante ¢, et faisons aller les variables ¢, p le long de la courbe B’ B,
a I"aide d’une addition e chaleur ¢, cc qui nous fera obtenir une quantité de travail
éxale 3 laive A’B’' B A,

A partir du point B, retirons la source A’ et faisons continuer la dilatation du gaz
dans une enveloppe non perméable i la chaleur, le long d'une courbe B, B, ou
Y (v, p) = u,, jusqu’a ce que la température du gaz, en diminuant progressivement le
Jong de la courbe B’ B,, soit redevenue égale & 7, au point de rencontre de la courbe B B,
avec la courbe BB, ou ¢ (v, p) = ¢, ce qui nous fera obtenir encore une quantite e
travail égale a I'aire A", B B, A,.

A partir du point B, mettons le gaz en communication avec une source de chaleur A
entretenue A température constante ¢ pendant que le volume v de I'enveloppe iva en
diminuant.

Alors le premier effet d’une diminution du volume ¢ sera de faire remonter la pres-
sion ainsi que la température le long de la courbe B, B/ ; mais, aussitot que la tempera-
ture sera devenue un peu plus élevée que la limite constante ¢ de la source adjacente, il
s'établira un flux de chaleur du gaz versla source A, et, 2 la derniére limite du raison-
nement, les variables¢, ;s iront du point B, au point initial B le long de la courbe B, B
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dont ’équation sera
p(v.p)=t¢

De B, en B le gaz cédera a la source A une somme de chaleur g et I'on dépensera une
quantité de travail égale 4 I'aire A,B,BA. Par suite, le gaz employé sera exactement
ramen< 3 son état initial, et il restera un bénéfice net de force motrice égal i I'aire S du
quadrilatére curviligne BB’ B B,. Le fait physique auquel correspondra la quantité S de
force motrice sera une diminution de chaleur ¢’ dans la source A’ i la température
constante ¢', et une augmentation de chaleur ¢ dans la source A entretenue i la tempe-
rature constante z.

Dans le cercle entier de I'opération, il n’y aura eu aucune transmission de chaleur
entre des corps 4 des températures différentes, et, par suite, I'on doit admettre qu’il
n’aura pu y avoir auncune perte ou diminution de force motrice ; la quantité obtenue
devra donc étre concue comme étant le maximum théoriquement possible avec les denx
yuantités de chaleur ¢, ¢’ aux températures données z, ¢/ des sources A, A’.

Ce qui le prouve péremptoirement, c'est que I'opération inverse sera également pus-
sible, et que, en faisant aller les variables ¢, p d'abord de B en B, le long de la
courbe BB, et de 1 en B le long de la courbe B, B, puis de B, en B’ le long de la
courbe B, B, et de la en B le long de la courbe B’B, on réussira manifestement a eu-
lever la somme de chaleur ¢ i la source A et & verser la somme correspondante ¢’
dans la source A’, avec une dépense de travail égale i la méme aire S du quadrila-
tére curviligne BB’ B’ B,.

Au point de vue pratique des choses, on ne réussirait, & la vérité, i recueillir dans
Popération directe qu'une quantité de force motrice un pea inférieure a l'aire $ de
la fig. 1, et dans 'opération inverse on serait obligé de dépenser une quantité un
peu supérieure i S; mais on comprend en méme temps que les deux différences de
sens opposés peuvent devenir moindres qu’aucune quantité donnée, et qu’il doit y avoir
une limite rationnelle de parfaite équivalence entre I'une et Vautre opération, de I
maniére qui vient d’étre expliquée et représentée sur la fg. 1.

Tous les mémes raisonnements seront applicables & un mélange de liquide et de va-
peur saturée de ce liquide, i cela prés que les courbes BB,, B’'B, deviendront des
lignes droites paralléles  'axe Ov, fig. 2, parce qu’alors les relations

. (o, p)y=1t, o(v,p)=1t
se changeront en

e(p)=1¢t, 9(p)=1,
ou, inversement,

p=2a(s), p'=e(r)
Concevons, en effet. une masse liquide M 4 une température donnée ¢ et sous la pres-
sion d’ébullition p = @ (1) représentée par la hauteur OP sur la fig. 2. Soit P le vo-
Inme correspondant de la masse liquide M.
Mettons la masse M en contact avec un corps plus chaud, de maniére i en élever la
températnre progressivement jusqu’a ¢’, et, pour qu’i} ne se fasse pas de vapeur, éle-
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vons 2 mesure la pression p d’aprés Ia relation générale p — Q. (¢) supposée connue par
expérience. Le volume de la masse M augmentera alors trés-lentement avec ¢ et pourra
étre représenté par Pabscisse variable w d'une certaine ligne /i’ presque droite et
presque parallele a I'axe 0 p.

A partir du point /', odi la pression sera p’ et la température correspondante d’ébul-
lition ¢', faisons augmenter le volume ¢ de enveloppe pendant qu’une source indéfinie
de chaleur s’y trouvera renfermée i une temperature constante ¢': alors une partie de
la masse liquide se transformera en vapeur et la pressicn ne changera pas, c’est-a-dire
que les variables v, p du mélange iront le long d’une droite i’1’ paralléle i I'axe Ov.

11 y aura un certain point I’ ot toute la masse M sera transformée en vapeur saturce,
et, au dela, si 'on continuait 4 faire augmenter le volume ¢ de I'enveloppe au contact
d’une source de chaleur entretenue i la température constante ¢’, les variables ¢, p
suivraient une courbe descendante de V'espéce B'B, fig. 1.

Il v aura une telle longueur limite PI ou W A toutes les hauteurs p de la fig. 2, et, -
par suite, I'on aura A concevoir une certaine courbe I1' qui fera la limite de séparation
de I’état de vapeur saturée i P'étar de gaz permanent.

On sait que pour de la vapeur d’eau, A 100 degrés, la limite P'T’ est égale a dix-
sept cents fois environ I'une des limites Pi, P'i’ de I'élat liquide, et que, & 50 degrés
de température, avec ane pression de 10 centimétres de mercure & peu prés, la li-
mite PI est égale A huit ou neuf fois la limite P’I'; mais de pareilles proportions n’an-
raient pu étre indiquées sur la fig. 2 sans la rendre inintelligible dans quelques-unes de
ses parties.

Cela posé, représentons-nons un volume P’B’ du mélange A la température ¢/ et
faisons augmenter le volume de I'enveloppe, au contact de ia source A’, jusqu’a nne
longueur arbitraire P’ B, inférieure a la limite P'I'; désignons par ¢’ la quantité de
chaleur enlevée a la source A’ et devenue latente.

A partir du point B, 6tons la source de chaleur A’ et continuons A faire augmenter
le volume ¢ sans ajouter ni retrancher de la chaleur, ce qui fera diminuer i la fois la
pression et Ja température du mélange le long d’une certaine courbe BB, de méme
espéce que sur la fig. 1.

A partir du point B,, supposé en dech de la limite I, la température du mélange étant
devenue ¢, approchons-en upe source indéfinie de chaleur entretenue i la températare
constante ¢ et faisons diminuer le volume v du mélange jusqu’a la rencontre d’une
courbe B’B de méme espéce que la courbe B’ B, et passant par le point initial B'. Nous
exprimerons, de cette maniére, du mélange de liquide et de vapeur, une certaine somme
de chaleur ¢ qui passera dans la source A A la température constante ¢ ; puis, en étant
la source A & partir du point B et en continuant i faire diminuer le volume du mélange
sans ajouter ni retrancher de la chaleur, nous arriverons au point initial B’ le long de
la courbe BB'. .

Nous réussirons donc 4 ramener le mélange de liquide et de vapeur saturée exacte-
ment 3 son état initial et & obtenir un bénéfice net de force motrice égal a I'aire S du
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quadrilatére BB’ B, B,, tandis qu'une certaine somme de chaleur ¢’ aura disparu de
la source A’ et qu’une autre somme de chaleur ¢ aura passé dans la source A.

L’opération inverse sera également possible, c’est-a-dire que, avec une dépense de
force motrice égale A la méme aire S, nons pourrions enlever une somme de chaleur q
de la source A et verser la somme correspondante ¢’ dans la source A’.

Ainsi, aucune perte n’aura lieu et l'aire S du quadrilatére BB'B, B, sur la Jig. 2
comme sur la fig. 1, sera le parfait équivalent mécanique du fait physique qui consis-
tera & prendre, 4 I'aide d’'un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide , une
somme de chaleur ¢’ dans la source A’ entretenue i la température constante ¢/, et i
faire passer une somme de chaleur ¢ dans la source A entretenne a la température
constante ¢, la température z étant moindre que ¢

L’aire S perdrait sa forme quadrilatérale snr la fg. 2 si la courbe B'B tombait en
deca de la limite i’ K et aussi si la courbe BB, rencontrait la limite 1T’ sans se con-
fondre avec elle. Je reviendrai plus loin sur de telles exceptions [*].

Cela posé, le tort qu'on reproche & MM, Carnot et Clapeyron, c'est d’avoir suppose
que, sur les fig. 1 et 2, on devait avoir ¢’ = 4.

{*1 8’il était question de faire la théorie spéciale des machines a vapeur d’eau, jaurais a expliguer
ici comment les opérations de principe de la fig. 2, & I'aide d’une seule enveloppe & volume va-
riable ¢, ne saaraient étre rendues matériellement possibles et pratiquement utiles qu'a Taide de
deux cylimdres , le cylindre travailleur et e eylindre alimentaire, reliés entre eux, d’une part, par un
réservoir d’eau et de vapeur i la température élevée ¢/ (la chaudidre), d’autre part, par un réscr-
" voir d'ean et de vapeur & la température basse ¢ (Je condenseur); jaurais i expliquer le jen des

soupapes ou robinets 4 I'aide desquels un tel mécanisme 2 deux cylindres et & deux réserveirs
- {nommés chaudiére 'un, et condenseur 'autre) pourra récllement faire V'office de unique enve-
loppe des raisonnements du texte.

J’aurais 4 expliquer ensuile Pinconvénient pratique d’étre obligé de prendre avec le cylindre ali-
mentaire un volume énorme d’eau et de vapeur PB ouPK, dans le condenseur, afin de renvoyer dans
la chaudiére un volume correspondant P’ B’ d’cau et de vapeur, ou un volume P/ i d’eau seulement
i la température élevée i/, conformément au principe général d’éviter la mise en présence de deux
corps & des températures différentes.

A cOté de cet inconvénient, jaurais i signaler le grand avantage pratique de n’alimenter Ja chau-
diere qu'avec de Veau, quoique froide, 4 cause de lu petitesse qui en proviendra dans le volume du
cylindre alimentaire.

Taurais i faire valoir encore Pavantage pratique d’une injection d’ean froide dans le condenseur
et 'impossibilité d’éviter des infiltrations d'air, ce qui obligera d’avoir & la fois une petite pompe-
alimentaire et une pompe & air un peu volumincuse, en place de I'anique cylindre alimentaire des
précédents raisonnements.

Javrais & parler, cuflin, des frottements du mécanisme qui empécheront de réaliser toute fa fores
expansive de la vapeur, indépendamment de Pinconvénient d’avoir des machines trop encombrantes
quand on veut avoir plus de force motrice expansive, etc., etc.

Il y aurait des considérations plus ou moins analogues i faire valoir sur la fig. 1 pour le cas des
machines 4 air chaud ; mais toul cela me ménerait beaucoup trop loin et ferait perdre de vue la filia-
tion logique des vrais principes de la théorie que je me propose de fonder.

Ce que je viens d’énumérer trés-succinctement dans cette note fera I'objet d'un antre Mémoire
qui servira de complém.nt A celui-ci et dont la rédaction est A peu prés terminée. Je veux parler du
travail dont les conclusions ont été publices dans le fevilleton du Monizeur du 16 mars 1853, ot
Poccasion duque) j'ai présenté une Note a U'Institat, dans la s ance da 21 mars suivant.
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L'égalit¢ ¢’ = q peut certainement étre contestée ; mais voyons d'abord ce que I'on
peut démontrer rigoureusement quand on se place  tort ou i raison a un tel point de
vue, sauf i voir ensuite ce que pourra entrainer une inégalité quelconque entre les deux
quantités correspondantes ¢, ¢'.

Avec I’égalité ¢’ — ¢ la quantité de force motrice S des fig. 1 et 2 sera le parfait
oquivalent mécanique d’une somme de chaleur ¢ descendue de la température ¢’ de la
source A’ A la température inférieure ¢ de la source A.

Tout autre gaz que celui de la fg. 1 et tout autre mélange de liquide et de vapeur
que celui de la fig. 2 pourront étre employés de maniére A faire descendre une méme
somme de chaleur ¢ de la méme source A’ 4 la méme source A, et alors les quantités ¢,
¢, t’ étant les mémes pour différents fluides elastiques, il faudra que les quantités cor-
respondantes de force motrice que 'on obtiendra de I'emploi de ces fluides,

S, S, S4,..,

soient toutes égales; car si, avec un certain fluide élastique , on obtenait une quantite S,
et que, avec un autre fluide élastique, il fiit possible d’obtenir une quantite plus con-
sidérable S + s, les deux fluides élant employés i faire descendre successivement une
égale somme de chaleur ¢ de la méme température ¢’ & la méme température ¢, nous
serions parfaitement libre d’employer le second fluide a faire descendre une somme de
chalenr ¢ de ¢’ 4 ¢, de maniére & obtenir la quantité de force motrice S <+ s, puis
d’employer le premier fluide A faire remonter la méme somme de chaleur ¢ de £ en ¢’
avec une dépense de force motrice égale ‘a 8, ce qui nous laisserait un bénéfice net,
sans cause, égal i s.

Puis, en repétant la double opération » fois de suite, nous obtiendrons la ¢uan-
tité ns qui croitrait sans limite avec a1, c’est-a-dire que, avec rien et aprés avoir ra-
mene toutes choses dans leur état initial , il nous serait loisible de créer autant de force
motrice que nous voudrions; cc qui est absurde.

Telle est I'idée mére ou I'axiome fondamental des raisonnements de MM. Carnat et
Clapeyron.

D’aprés cet axiome, il devra y avoir une relation directe entre la quantké de force
motrice §, d’une part, et les quantités correspondantes g, ¢, ¢/, d’autre part , indépen-
damment de la nature du fluide élastique qui aura servi i I'opération.

De plus, entre les mémes tempeératures ¢, ¢” il faudra que la quantité S augmente
proportionnellement i ¢, afin que par 2 opérations successives, toutes identiques, la
quantité totale 7 S soit précisément la méme que celle que 'on obtiendrait d'une seule
opération sur une quantité de chaleur égale a 2q.

1l faudra, en un mot, que P'on ait

S=qf(s, ¢'),

la fonction f étant complétement indépendante de la nature du fluide élastique que P'on
voudra employer.
Mais cela ne suffira pas, car on sera libre encore d’operer séparément de ¢, i 1.,
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puisde ¢, a t,, de t,a t,,..., et, enfin, de t,_, A 4, ce qui fera avoir les quantites

successives
S, = q.f(t, t,) »
8, = qf-(t" t1)3
S, = gf(t:;, t,),

S =qfteers &),

dont la somme devra étre la méme que si I'ou opérait d’un seul coup de ¢, & ¢, sur ia
méme somme de chaleur ¢. Il faudra donc que la fonction universelle f(£, ¢') soit de
telle nature que I’on ait :

f(tn)tn) :f(to, t') +f(t"tﬂ) +f(t7’ tl‘) "‘"'_'L‘f(“n—u tn‘ >

quelque grandes ou petites que puissent étre les différences consécutives de ¢, a ¢,
de ¢, & t,..., ti, A £,, et cela exigera manifestement que la fonction f(¢,, ;) soit
une intégrale définie de ¢, a ¢,.

Ainsi, en désignant par C une certaine fonction de la température ¢ commune &
tous les fluides élastiques de 1a nature , il faudra que I'on ait

ot
(a) S:’/f =
Y i p (‘

et, quand il 0’y aura qu'une distance infiniment petite entre les courbes BB, B'R,
comme aussi entre les courbes BB’, B, B'I , 'on devra écrire
dg dt

fa” dS ¢

D’autre part, on a vu que les équations des courbes BB,, B'B/ ¢taient respective-
ment
sle,p)=1t, ¢(v,p)=1¢,
et celles des courbes BB, B, B,

(o, p)=u, Ji,p)=u.
Dés lors, en faisant
V=t+dt, w=un-+du,

il ne sera pas difficile de trouver I'expression du quadrilatéie infiniment petit BB'B B.
des fig. 1 et 2 sous la forme

du dt
dydy Ay do

(b dS —

et, en identifiant cette expression purement géometrique de la différentielle /S avec
le second membre de la formule ‘a'}, il fandra que P'on ait, pour tel fluide élastiqu.
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que l'on voudra,

o) du dt _dy dt.

dy de dyde = C

1 est d’ailleurs évident que, avec Pégalite supposée 4’ = g, entre deux courbes
données BB’, B, B,, quelles que soient les températures ¢, ¢/, c'est-a-dire quelles que
soient les deux courbes correspondantes BB,, B’B, il devra y avoir une certaine fonc-
tion F (u), telle que 'on aura

! ¢ =q=F(u)—Fa),
et que, par suite, en posant

slwy =224,
() on aura
q':q:f lf(u,)du,
dg = f(u)du.

11 est évident encore que, la fonction £ étant supposée donnée, la fonction -4 pourra
toujours étre transformée en une expression équivalente

F($ (e p)) =F(a),
telle que, en désignant ensuite le premier membre de cette autre expression par 4 (0, p ),

on aura simplement
{d") dq = du,

et, par suite, la relation universelle
o T X
Quand il s’agira spécialement d’un gaz, la fonction générale
g{o,p)=1¢ .
prendra, en vertu de la loi de Mariotte, la forme spéciale
p{v X p)=1t,

et, quand on admettra, en outre, la loi de Gay-Lussac, on trouvera
P 0P,
E Tl
{4 at 1+ al,
les lettres o,, p,, t, servant i désigner les valeurs particuliéres des variables ¢, p, ¢

dans un état donné du gaz.
On tire de 12
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et, en posant
14wt _ 1
a vy Py - E ’
on aura

¢(v, p) = ‘%’ — constante;
par suite,
—P
d R’ dp T R
et la condition (¢) deviendra

dy dy
’ Y L% _Re.
(e " dp c

Cest I'équation que M. Clapeyron a trouvée a la page 167 de son Mémoire sous-la
forme

,4Q dQ

de p—z;_F(axP)’

en observant que, puisque la quantité C était une fonction de ¢, le produit RC pou-
vait étre représenté par une certaine fonction F du produit op.
M. Clapeyron en a obtenu I'intégrale sous la forme

(f) Q=R (B—Clog p).
Quand il s’agira spécialement d’un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce
liquide, la fonction générale ,
(v, p)=t
se réduira &
) glp)=1t ou p=a(t);
par suite, on aura

dg do 1
-5 =0, ——=
dv dp dp
dr
et la condition () se réduira a
w dp _dy
(e”) ‘ C T d

o _ Coodd .
M. Clapeyron a fait voir, en outre, comment la dérivée partielle —, Pouvait élre
ar

exprimée en fonction de la quantité de chaleur latente de la vapeur par unité de vo-
lume (page 175), et il est parvenu, enfin, & déterminer les valeurs numeriques de la
quantité C pour cinq températures différentes de o & 150 degrés.

Il est d’aillears évident que, 4 ce point de vue, il y aurait une certaine échelle
thermométrique au moyen de laquelle on trouverait pour tous les fluides ¢lastiques,

== constanle.
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CHAPITRE 11

’

Etablissement de la relation universelle S — g'T((")—qT (1) :f dil (¢T())dr,
t

d aprés un mode de raisonnement analogue d celui de M. S. Carnot, sans que
U'on préjuge rien de Uégalité ou de Pinégalité des quantités de chaleur ¢, q'.
— Des raisons d faire valoir pour et contre la relation I (t) = constante.
— C’est peut-éire de la fonction I' (t) que dépendra la transition d établir un

jour des effets purement calorifiques aux effets lumineux et électriques des
corps.

J€ reviens maintenant au point précis des raisonnements de MM. Carnot et Clapey-
ron, ou il a été fait usage de I'égalité 4’ —= ¢, et je suppose, 4 tort ou i raison, que
'on doive avoir

¢’ >>q ouméme ¢ <{gq
sur les fig. 1 et 2.

Je continue A désigner par S la quantité de force motrice théoriquement possible a
Paide d’un certain fluide élastique qu’'on emploiera & prendre une somme de chaleur ¢’
dans la source A’ i la température £’ et i verser une autre somme de chalear ¢ dans
la source A a la température ¢.

Je désigne par S, la quantité de force motrice théoriquement possible i aide de
«uelque autre fluide élastique qui servira a prendre une somme de chaleur ¢, dans la
méme source A’ i la méme température ¢’ et A verser une autre somme de chaleur ¢,
dans la méme source A i la méme températuare 2.

Je serai libre, évidemment, de procéder & n opérations directes avec le premier
fluide et & 7, opérations inverses avec le second flnide,, ce qui me procurera un béné-
fice net de force motrice égal i la différence { positive ou négative),

{2) nS — n,8,.

Ii arrivera en méme temps que de la source A’ je ferai sortir une quantité de chaleur
cgale a la différence

(5) nq'—n.q’,,
tandis que de la source A je ferai sortir une quantité de chaleur égale i la différence
) n,q,— ng.

Cela posé, comme les nombres »n, », seront complétement arbitraires, et gue,
d’autre part, les quantités ¢, g, pourront étre choisies 4 dessein, de maniére  se trou-
ver représentées par des nombres entiers, il est clair que les operations pourront tou-
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jours étre conduites de maniére que I'on aura spécialement

nq, — ng =o.

Si 'on désigne par N an multiple quelconque des deux nombres entiers ¢, ¢,, on

u’aura qu’a faire

N N

=" —9 N, —»

q 9
pour que le but soit atieint, c’est-a-dir: pour qu’on réussisse 3 ne rien changer fina--
lement dans la source A et a produire deux choses seulement, & savoir : d’une part,
un bénéfice de force motrice représenté par la différence nS — », S, , laquelle, i raison
des valeurs précédentes de #, n,, se réduira a

(') N[§__§],
7 a

et, d’autre part, une perte résultante de chalenr dans la source A’ égale a la diffe-
rence ng’— n, ¢, laquelle, i raison des mémes valeurs de 7, n,, se réduira i
, '
) N [i —L ]
9 ¢

Donc, a ce point de vue, quand on rejettera les égalités ¢'= ¢, ¢, = ¢, de la force
motrice pourra étre produite par le seul fait d’une perte de chaleur dans la source A’ ;
ou réciproquement, avec une dépense de force motrice, on pourra produire une aug-
mentation de chaleur dans la source A’, et pour qu’il n’y ait pas d’absurdité en cela,
il faudra que le rapport de I'un i l'autre cffet soit le méme pour tous les gaz et pour
toutes les vapeurs indistinctement, sans quoi I'on ferait de suite le mouvement perpe-
tuel.

De plus, le rapport en question ne pourra dépendre que de la températare ¢/ de s
source A’, parce qu’aucun changement n’aura été produit finalement dans la source A ,
et que le méme résultat et pu étre obtenu i l'aide d'une antre source A” a nne tempe-
rature ¢” différente de ¢.

11 s'ensuit douc que P'on devra avoir

s s,
q g ’
(8 g9y,
{9) 77 (¢")
q T

la lettre T servant 4 désigner une certaine fonetion de la température qui devea étre ia
méme pour tous les fluides elastiques de Ja nature.
Je recommence maintenant, et, au lieu de m’astreindre & des opérations telles, qu'il.
en provienne la relation
ng—ng=o,
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/
je choisis & dessein des nombres entiers pour les quantités ¢, g, et je pose
! L
ng —nq =o0,
ce qui reviendra a faire
N,

Yy = =3

7

Nl
n=—
q
de maniére a annuler finalement tout échange de chaleur avec la source A’ et & ne
Jaisser subsister que deux choses, a savoir, d’une part, un bénéfice de force motrice
representé par la différence S — », S, qui, d’aprés les valeurs actuelles des nombres
entiers n, n,, se réduira i

S |
(2" N:[—, __S_']’
q 9.

et, d’autre part, une perte de chaleur dans la source A egale i la différence n,9, — rq,
qui, d'aprés les mémes valeurs de z, 7., se réduira a

’ Nl qu_’]_]
) («1. q

Donc, i ce point de vue, le seul fait d’une perte de chaleur dans la source A en-
trainera une production de force motrice ; ou réciproquement , le seul fait d’une dé-
pense de force motrice entrainera une augmentation de chaleur dans la source A, et,
pour qu'il n'y eit pas d’absurdité en cela, il faudra que le rapport de I'un 2 Pantre
effet soit le méme pour tous les fluides élastiques de la nature, sans quoi l'on ferait le
mouvement perpétuel.

De plus, le rapport en question ne pourra dépendre que de la température ¢ de la
source A, et la fonction de ¢ propre i exprimer un tel rapport devra se confondre
identiquement avec la fonction I' de I'équation (3) quand on y fera ¢’ =1t. Ce sera

donc la méme fonction, et I'on aura

s _8
g 4, .
3 =TIt
Rl (1)

79 9

Or, maintenant, des équations (), (&) on tirera, par voie d’élimination ,
S=g¢'T(¢'y—qr (1),
S,=¢q,r(t)—ar(s),

c'est-a-dire que, en principe , la formule de MM. Carnot et Clapeyron, qui était

Y oar
quf —
, C
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devra étre remplacée par la formule un peu plus générale ]
v
(3) :q'l‘(r')——ql‘(t):f t—iz[ql‘(t)]dt,
t

qui se réduirait précisément a I'autre, si Pexpérience nous faisait trouver ¢ =y, etde
laquelle , au contraire, nous tirerions

$§=G(¢—9q),
si ’expérience ou le raisonnement nous faisaient trouver
T (¢) = constante G

Il'y a & faire remarquer que je suis parvenu i la formule ( 3) sans faire aucune hy-
pothése sur la nature intime de la chaleur dans le volume des fluides élastiques. La
formule (3) sera donc le pivot fondamental de la théorie des effets dynamiques de Ia
chaleur; ce sera une relation supérieure qui dominera  la fois la théorie de M. Carnot
et les théories plus récentes de quelques autres pliysiciens.

Par le mode de raisonnement que j’ai suivi, en me laissant aller au cours naturel des
idées dans la voie ouverte par M. Carnot , la formule (3) est devenue du premier coup
aussi compléte que la formule { @), aprés trois raisonnements consécutifs; car, en suppo-
sant que I'on veuille imaginer maintenant une série de sources auxiliaires & des tempéra-
tures quelconques &, £, , &, £y,..., £._,, ta, perdant et recevant successivement les unes
aprés les autres les quantités de chaleur 905 915 925 935+ Fawis Gu, Sans qu'il reste ni
excedant i déficit dans aucune des sources intermédiaires

AI’ A'!) A.’H"'; An—l,

Von trouvera, par la formule (3), les quantités de force motrice partielles
(8} — gl (1),
9T () — .7 (0),
9L (8)— g.T(2),

9nT(fn) — quos T (1),
dont la somme se réduira précisément  la différence

an(tn)_“(]or(tn),

que la méme formule (3) fera trouver pour une seule opération de ¢, a £, OU INVerse-
ment de £, & ¢,. Celte propriété vient de ce que le second membre de 1a formule (3)a pris
de suite la forme d’une intégrale définie de'z & ¢

On a encore identiquement

(3 bis) S=g'T(¢)—qre) =g (T (¢)—T(0)) + (¢ — ¢)7 (o)
=g = )P () +q(c(r)—r(e)],
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et par la on voit que, sans rien préjuger de I'égalité ou de I'inégalite des quantites de
chaleur ¢, ¢', échangces entre une source A i la température £, et une autre source A’
a la température ¢', la quantité de force wotrice théoriquement possible pourra tou-
jours étre calculée de trois maniéres exactement équivalentes gui se réduiront a ce qu
suit.

De 'une des maniéres, on calculera comme si la quantité de chaleur ¢’, enlevee 3
la source A’ & la température ¢, était transmise intégralement & la source A 2 la tempé-
ture ¢, et qu'ensuite, dans cette derniére source, il y edt une extinction de chaleur égale
a la différence ¢" — q.

De Pautre maniére , on calculera comme si la différence ¢’ — ¢ était détruite preala-
hlement dans la source A’ & la température ¢/, et que, ensuite, la quantité de chaleur
restante ¢ fit transportée intégralement de la température t’ a la température ¢.

De la troisieme maniére, enfin, on calculera comme si la quantité de chaleur ¢',
enlevée 2 la sonrce A’ a la température ¢', était détruite intégralement dans cette source,
et qu’ultérieurement une quantité de chaleur g fut reproduite intégralement dans la
source A 2 la température ¢.

Mais cetle triple interprétation s’évanouirait si 'on avait

r{z) = constante G,

et, par suite, la relation unique
S=(¢—4q)G.

Avant de faire valoir des motifs pour ou contre la relation
T {¢) = constante,

il me reste a faire remarquer que le mode de démonstration de la formule (3), au
moyen des formules (d), (¢}, deviendrait illusoire si les quantités ¢, ¢" de 'un des
fluides élastiques étaient proportionnelles aux quantités correspondantes g¢,, ¢, de
V'autre fluide élastique , o’est-a-dirve si I'on avait I'égalite

‘o -1,
' q N

parce que, dans ce cas-la, les dénominateurs des formules (8), (¢) deviendraient nuls,
et que, par suite, les deux formules se réduiraient a la relation unique

S _9_49¢
(ﬂ - = — = ="

S EL T
de laquelle on ne pourrait plus tirex la formule (3).

Mais, d’abord, si la relation () ne se présentait qu'exceptionnellement dans le cours
des opérations qui ont été décrites, on maurait qu'a procéder i ces opérations avec
d’autres courhes BB', B, B, sur les fig. 1 et 2, ou employer d’autres fluides élastiques,
et pourvu qu'il existit un seul fluide dans la nature qui, étant employé successivement

avec tous les autres, ne fit pas avoir la relation (%), il est clair que 'on réussirait en-
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core & démontrer la formule (3) au moyen des formules (d'), (¢ pour tous les gar et
pour toutes les vapeurs indistinctement.

Aipsi, le mode de démonstration de la formule (3) ne saurait étre en défaut que
dans le cas unique o, pour tous les fluides élastiques de la nature et pour tous les sys-
temes de courbes BB, B, B, de chacun de ces fluides sur nos fig. 1 et 2, Uon aurait
universellement la relation ().

Or, a la seule inspection des fig. 1 et 2, 'on comprendra avec une parfaite évidence
que, pour deux courbes données BB, B, B, d’un fluide élastique déterminé, il v aura
tonjours une certaine fonction de la température, telle que I'on pourra écrire

g=rf(t), ¢ =S()

puis , pour d’autres courbes BB’, B, B, du méme fluide, ou d’un fluide différent, on
devra poser

g =/(t), q.=L("}

la fonction f, pouvant généralement étre différente de /.
Cela étant, on trouvera
¢S g L)
g f(0) 9 £

et pour que la relation (%) puisse avoir lieu universellement, il faudra que les fonc-
tions £, f; soient telles, qu’en désignant par K, K, deux constantes arbitraires, et par v (¢
une méme fonction de la température ¢ pour tous les fluides élastiques de la nature,
I'on ait

b

FlO)=Ky(r), fi(t) =Ky (¢)
1l faudra, en un mot, que I'on ait
g=Kq(2), ¢=Kq{¢)
(6) pour deux courbes données BR', B, B/, et
=Ky (#), g, =Ky()

pour tout autre systéme de courbes de méme espece.
Dés lors la relation (#) se réduira &

S K . 5 S

— = 9 OuU a =

Sl KI
et si I'on désigne par ¢, t') une certaine fonction universelle des températures 7. 17,
on en conclura

S=Kf(st), Si=K/f(t1');

puis, de la méme maniére que dans le mode de démonstration de la formule {«) de
MM. Carnot et Clapeyron, on reconnaitra que la fonction f(#, ¢") devra étre de tell.
nature que, en procédant i 2 opérations successives, par échelons quelconques de 7,
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i

a t,, il faudra que I'on trouve
f(to, L) =f(t, 6+ f{e, ) + (., t) +.. et Sty ta) s

ce qni reviendra a dire que I'on devra avoir

¢
fluy ta) :f " d%”dz: T(t)~T (%),

Ja fonction T, (z) étant la méme pour tous les fluides indistinctement.
Awnst I'on aura

(i) S:K(FI(‘,)_rl(t)]:Kf!dr‘,(t)

dt,

et, par conséquent, 'on retombera sar la formule de MM. Carnot et Clapeyron, i cela
prés que la constante arbitraire K jouera le réle de la quantité ¢ dans la formule (7).

Or la formule (3) conduira précisément au méme résultat quand on v fera i la
fois

T=Ky(t), ¢ =Ky(¢');

car on trouvera, de cette maniére,
tl
< . d
S=K(y ) =1 (T ) =K [ Lo r(n)a;
[3

par conséquent, ce sera alors la fonction composée y (¢) T (¢) qui remplacera la fonc-
tion simple T, (¢) de la formule (i) et qui jouera le méme réle avec la constante arbi-

. . . e . . .
traire K que celui que la fonction < jouait avec la quantité ¢ dans la formule ().

Je conclus de cette discussion que la formule (3) est d’une généralité absolue et
d’une exactitude entiére, sauf d savoir, ou par expérience ou par d’autres raisonne-
ments, si 'on doit y faire on ¢’ = ¢ ou T' (#) = constante, en observant toutefois que
I'on ne saurait avoir i la fois ¢’ = ¢ et I'(¢) — constante, parre qu’il en résulterait
S = o, ce qui est incompatible avec les fig. 1 et 2.

La généralité de la formule (3) étant bien établie, je reporte mon attention sur
I'une des fig 1, 2, et jobserve que si, entre deux courbes données B'B, B, B, pro-
longées jusqu’a I'axe O¢, on prend pour ¢ une valeur de plus en plus petite, Ia
courbe BB, s’abaissera de plus en plus, et que, en méme temps, la quantité S devien-
dra Paire curviligne « B’ B, 4, prolongée jusqu’a sa rencontre avec I'axe des v.

Sur la fig. 1, les plus basses des courbes BB, ne rencontreront peut-étre 'axe O«
que sous des angles finis; mais sur la fig. 2, dans le cas d’'un melange de liquide et de
vapeur saturée de ce liquide, la plus basse des courbes BB, devra étre I'axe des ¢ lui-
méme. Il y aura la de la vapeur extrémement raréfiée i une pression nulle et a une
température trés-basse ¢,. La quantité de chaleur ¢, de 'une i Tautre des courbes
B'Bu, B, B «, sur 'axe Ov ne sera pas égale a zéro, parce qu’il devra étre possible
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encore de faire varier Je volume ¢ du mélange par une addition ou par nne soustrac-
tion de chaleur.

En faisant diminuer progressivement le volume ¢ d’une telle sorte de vapeur et en
empéchant la pression p de renaitre, par suite d’un enlévement continuel de la quan-
tité de chaleur exprimée, on devra pouvoir ramener la vapeur jusqu’i I'état hquide .
A la température constante ¢,; mais on ne comprend plus quelle sorte de différence il
pourrait y avoir dans ce cas-la entre I'état liquide proprement dit et I’état correspon-
dant de vapeur sous une pression nulle; les deux états se confondront vraisemblable-
ment en un seul, ou plutét I'état liquide n’existera plus, et quand on continuera i
enlever de la chaleur, la vapeur passera directement i I'état solide, sous une pression
nulle, & la température en question ¢,.

Aprés la compléte solidification du meélange 4 la température ¢,, il devra étre pos-
sible encore d’en enlever de la chaleur et » par suite, d’en abaisser la température au-
dessous de ¢, de 1a maniére qu’il nous est facile de constater avec un corps solide quel-
conque placé sous la cloche d’une machine pneumatique.

La température ¢, d’une vapeur sous une pression nulle aura sans doute une valeur
différente pour chzque espéce de vapeur,

et quand le milieu atmosphérique aura une
iemperatare inférieure i ¢,,

ce milieu ne pourra étre imprégné de vapeur de Pespéce
de matiére qu’on considérera; telle est vraisemblablement la constitution de la plupast

des corps solides qui nous environnent et ui, i I'état de poussiére seulement euvent
’ y P

étre suspendus momentanément dans I'air atmosphérique ; excepté quand une telle
poussiére, par des combinaisons chimiques, pourra donner lien & d’autres produits
susceptibles d’imprégner de I'air d’une maniére durable.

Ainsi, en désignant par ¢, ce que deviendra la quantité ¢ quand on aura p = o,
t=1t,, la formule ( 3) deviendra

S: =q'T(t')—q,T (8,);

u

puis, quand on y changera ¢’ en ¢, on aura
t
Stq =qr{t)—qTI(t,).

Les premiers membres de ces deux formules seront les aires curvilignes « B'B v .
#BB, &, comptées A partir de I'axe O jusqu’aux courbes BB, BB, Sig. 2, et ladiffe-
rence de ces deux aires fera précisément la quantité S de la formule (3).

D’aprés ces raisonnements, une espéce de vapeur déterminée ve pourra servir a pro-

duire de la force motrice qu’a partir d’une température donnée ¢ jusqu’a la limite

inférieure ¢,, et la quantité de force possible avec une somme de ¢

haleur ¢ a la tempé-
rature initiale ¢ sera

t

S :ql"(t)—ql,l‘{t,,).

t

Mais il suffirait qu’il y eait une autre espéce de vapear dont la limite t, fut inférieure

48..
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A 1, pour que, A la température ¢, , on pit faire passer la somme de chaleur latente g, de
Ja premiére vapeur dans la seconde, ce qui permettrait d’obtenir encore une quantité
de force motrice égale a

§'% = qur(6)— 4,7 (L),

et ainsi de suite, une ou plusieurs fois, pourvu que I'on et a sa disposition une source
froide d’une température inférieure a f,, Uyy Eygennn

Les mémes considérations seront directement applicables i la fig. 1, quand on n'y
concevra que deux courbes infiniment rapprochées B'Bu, B, B,«,, ce qui obligera de
mettre dg’, dg, dg., en place de ¢’, g, q..

On aura alors, & partir d’une courbe donnée BB, jusqu’a I'axe O,

S:u:dql‘(t)—dq.r(t.),

et, d'une pareille bande curviligne & une autre bande adjacente, la température limite ¢,
surPaxe des ¢, ira sans doute en augmentant avec ¢, ce qui obligera d’écrire pour une
hande quelconque #B B, u, de largeur finie,

S:I,:ql‘(t) _f"- dq, T (),

au lieu que sur la fig. 2, on aura
t, = constante ,
¢t , par suite

Sl‘..: qrit)— qaT ().

Ces considérations me semblent trés-propres a bien éclaircir la signification de la tor-
mule {3) pour un fluide élastique quelconque, et jen conclus notamment que /e pro-
duit 4T it) estla mesure rationnellement exacte de la quantité de force motrice qu’il soil
théoriquement possible de concevoir en lieu et place d’une somme de chalear ¢ & une
température donnée t.

Les courbes B'B, B, B, des fig. 1 et 2 étant prolongées jusqu’a Paxe des ¢, on aura

tonjours
(4)

la lettre C étant employée ici pour désigner la quantité fdq, T (%) de uen «, sur l'axe
Ov, et de la soustraction de ces deux formules proviendra la quantité parfaitement
déterminée S de la formule (3.

Par suite, la quantité I () sera ’équivalent mécanique de Punité de chaleur a une
température ¢, et, i une autre température ¢', I'unité de chaleur aura pour équivalent
mécanique la quantité T'(¢'); mais en supposant que I'on doive avoir

¢' ¥ (¢') = aire curviligne «B'B u, +C,

q r(t) = airecurviligne « BB, x, + c,

ri¢) = constante G,

cela ne changera rien 2 la sigoification fondamentale des formules (4), et il fandva alors

TIEET " )
! bt RN S R R F R AR TN E S I TR RN TN N



PURES ET APPLIQUEES. 37

3

«que I'on ait en principe

G ¢’ = aire curviligne uB'B u, + C,

{4 bis}

G g = aire curviligne «BB,u, + C,
indépendamment de tout ce que 'expérience pourra faire trouver encore au sujet des
relations des quantités g, g’ avec d’autres parties des fig. 1 et 2, comme par exempie
avec les aires ABB,A,, A'B'B A’ etc. :

Tel est et sera toujours le point essentiel de ma théorie. Un autre point essentiel, ¢’est
que, en tout état de choses, entre deux courbes données B'Bu, BB, des fig. 1 et 2,
le produit ¢T(¢) ira nécessairement en augmentant avec ¢, soit que Paugmentation
vienne dn facteur g, soit qu’elle vienne de la fonction r(¢).

Jarrive maintenant a ce que on peut dire pour ou contre la relation

I (¢) = constante.

Te suppose que, entre deux sources de chalear A, A’ & des températures différentes
¢, ', on renonce i se servir d'un (luide élastique comme véhicule de la chaleur de A’
vers A; alors la transmission de chaleur se fera librement, par rayonnement ou par
contact , de la sonrce la plus chaude 2 la source la moins chaude, et Fon doit supposer
naturellement que ce qui sortira de I'une passera intégralement dans Pautre.

Mais si, dans ce cas-la, on écrivait

¢ =q,

il arriverait que la source A’ perdrait une somme de force vive égale au produit ¢ L'(¢’;,

tandis que la source A gagnerait une somme de force vive égale au produit 4 T{¢); il ¥
aurait donc une perte de travail ou de force vive égale 4 la différence

gT(¢)—qT(e)=¢(r(s)—r(e)),

ce qui choquerait singuliérement notre bon sens, puisqu’aucune entrave n’est supposee
avoir été mise a la libre transmission de la chaleur de A’ vers A.
Ponr cviter une telle difficnlté, Pon devra écrire

4TE)—qr{tj=o0,
randis que , avec I'emploi d’un fluide élastique comme vehicule de la chalewr, onwra
grle)—qr(r =S

De cette maniére, il y aura toujours parfaite conservation de foree vive, et, de plus,
comme ce sera la quantité de force vive recue par un corps qui fera I'augmentation
de chaleur de ce corps, il sera extrémement vraisemblable que ce que les physiciens
sont parvenus a mesurer sous le nom d’une quantité de chaleur est précisétment le pro-
duit ¢ T (), au lieu du facteur ¢ de mes raisonnements. A ce point de vue donc. |
discussion se trouverait close, et I'on devrait faire

r(t) = constante G.
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Mais il v a 4 objecter que, dans ce cas-la, les formules (3 bis) se réduiront i
S=(4—9)6G,
ot sembleront indiquer qu’il est parfaitement indifférent d’avoir de la chaleur 4 une
haute ou 4 nne basse température, alors qu’il est de toute évidence qu'une tempéra-
ture élevée est une chose de prix qui ne saurait plus étre retrouvée gratuitement quand
on l'aura laissée se perdre sans les précautions voulues par les fig. 1 et 2; alors sur-
tont que les fig. 1 et 2 nous montrent la necessité d’opérer entre des températures ¢, ¢,
aussi différentes que possible pour obtenir le plus de force motrice possible.

A une telle objection, on peut répondre, i la vérité, que nous ne connaissons ac-
tuellement d’autre maniére de convertir de la chalear en force motrice que de nous
servir tle quelque fluide élashique , et que c’est la nécessité seulement d’employer un
tel moyen (ui nous oblige d’opérer entre des limites de température aussi écartées que
possible uand nous ne voulons pas perdre bénévolement de la force motrice; quune
paretlle circonstance dépendante de la nature seulement des intermédiaires que nous
sommes obligé d’employer, peut véritablement étre indifférente au principe de phy-
sique rationnel d’aprées lequel on aura

§=(9—4¢)G.

Quoi qu'il en soit, & défaut d’une évidence absolue, je conserverai la fonction [ (¢}
daps tout ce qui va snivre, d’autant plus que peut-étre la présence de cette fonction ser-
vira a faciliter la transition qu’il y aura a établir un jour des effets purement calori-
fiques aux effets lumineux et électriques des corps.

Tout ceci n'est, selon moi, que la continuation trés-naturelle des recherches de
MM. Carnot et Clapeyron, aprés que M. Regnault eut révoqué en doute P'égalité
q' =q.

CHAPITRE II1.

Etablissement des formules générales q=TF (t, u) — F (t, u)= f ‘;1% F(¢, u) du,

dqg = d—'i F(t,u)du=f(t,u)du, sans que lon fasse aucune hypothése sur

la nature intime de la chaleur. — De la nécessité de rendre une différentielle
exacte la relation fondamentale dQ =T (¢) f(t,u) du — pdv, ou bien la
relation complémentaire de celle-ld AA = l-;-l; (T()F(t,u))dt +pdv. —
Des significations precises des quantités A, Q, R qui sont relices enire elles
par Uéquation A+ Q=R =T () F (¢, u), ete.

L’aire § du quadrilatére BB’ B, B, des fig. 1 et 2 devant étre déterminee par la for-

mule
S=gq'r(f')—gqr(e,
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I
il faudra qu'on sache représenter algébriquement les quantites ¢, ¢’ sans faire aucune
hypothése sur la nature intime de la chaleur.
Or il est évident, i la seule inspection des fig. 1 et 2, que, powr chaque espece de
fluide élastique, il y aura une certaine fonction F des variables ¢, u au moven de fa-
squelle on pourra écrire, de B en B, le long d’une courbe plv,p)=1¢,

uld
\ q:F(t,u.)—F(l,u):f EF(!,u)du,
u

¢t, de B’ en B, le long d’une courbe ¢ (¢, p) = ¢,
U, d
7’:F(";l¢|)—F(t’:”):£ d—uF(t',uurlu;

car, de cette maniére, la quantité de chaleur ¢, le long d’une courbe BB, entre deux
vourbes données BB/, B, B,, pourra varier d’une maniére qnelconque de bas en haut
sur les fig. 1, 2, et d’'une maniére quelconque encore d’une bande # BB, «, i nne
autre.
En faisant, pour abréger,
dF (¢, u)

{6) —g. =St u),

. on aura, entre deux courbes infiniment rapprochées BB, B, B',.
dg = f(t, ) du,
dg'= f(t', u) du;

Sy
i

puis, quand on supposera encore
' =t~ dt,
on aura, d'une part,
dg = f{t,u) du,
dauntre part,

dt du,

" i (¢
dq' = f{¢t+dt, u)du = f (¢, u)du+(j(d—;u)

c'est-a-dire que, pour deux points infiniment rapprochés B, B, par lesquels on sera
toujours libre de mener deux arcs BB,, B’ B/, de I'espéce ¢{v, p) =1t et deux arcs BB,
B B’ de I'espéce ¢ (v, p) = u, la quantité dg le long de 'arc BB, sera un infiniment
petit du premier ordre, et que la quantité correspondante dg’, le long de Pare B' R, ne
différera de celle-la que d’un infiniment petit dn second ordre.

Cela posé, quand on voudra faire aller les quantités o, »p dun fluide élastique le
long d’une ligne donnée quelconque BB’ E, on pourra décomposer 'arc s de la ligne
donnée en éléments infiniment petits ds représentés par BB, sur la fig. 1 ; puis, au lieu
d’aller directement de Ben B',, on potrra aller, d'une part, de B en B,, et de li en B
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ce qui nécessitera une dépefise de chaleur égale a dg; d’autre part, on pourra aller
de B en B, et de 1 en B, ce qui nécessitera une dépense de chaleur égale 4 dy’.

Ponc, puisque les quantités dg, dg’ ne différeront entre elles que d’un infiniment
petit du second ordre, on pourra dire que la quantité de chaleur nécessaire pour alle:
directement de B en B/, le long de 1a longueur donnée ds, sera représentée, i un infini-
ment petit du deuxiéme ordre prés, par le terme différentiel

dq = f (¢, u) du.

Pour qu’il ne reste aucun doute a cet égard, j'observe que, en tout état de choses,
la quantité de chalcur nécessaire pour aller d’un point ¢, « 2 un autre point infiniment
rapproché ¢ + dt, n + dz doit étre une quantité infiniment petite , et que, par suite ,
il doit étre possible de veprésenter une telle quantité par une expression de la forme

dg = a(t,u)dt + b (t,u)du.
Mais (uand on fera du = o dans une telle expression, on devra trouver dy = 0, et,

par suite, il faudra qu'on ait e (¢, #) = 0, ce qui ne permettra d’avoir généralement
que dg = b (¢, «) du comme par les formules (7).

Dans la maniére de voir de MM. Carnot et Clapeyron, la fonction f(¢, «) ne devait
pas dépendre de la variable ¢, et, par suite, on avait
dg'=dq = f(u)du.
1l etait permis, entin , de modifier la forme algébrique de P’équation
Y(v,pj=u,
de maniére que, sans rien changer a la nature de chacune des courbes BB', B, B, sur
la fig. 1, on avait simplement
dq' = dq = du.
Mais avec P'objection faite par M. Regnault, cela ne sera plus permis, et 'on sera
oblige de développer la formule (3) & Paide des formules (5}, (6), (7).

Ainsi, quand on voudra trouver la somme de chaleur nécessaire pour faire aller les
quantités v, p d’un fluide élastique d’un point £, «, i un autre point ¢,, «, le long d’une
ligne donnée quelconque BB’ E, il faudra qu'on fasse la somme de tous les termes
différentiels ‘

dg = f(t, u)du

le long de cette ligne, ce qui reviendra a poser
u,
(8) C=f J(t, u)du,
a4

a la condition que, pendant le cours de I'intégration , les variables ¢, « seront assujetties

t ' [ 1 [ L A RN RN RN IR RN AN I AR LN RAL ]
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A une certaine relation
xit, ) =o,
qui sera 'équation de la ligne donnée en ¢, «, et au raoyen de laquelle on trouverait
I'equation de la méme ligne en v, p sous la forme
xle(esp), 4 (esp))=o.
Quand la ligne donneée se confondra exceptionnellement avec une des courbes

¥ (v, p) = constante «,
on aura
de—=o,

et le second membre de la formule {8) sera égal a zéro.

Quand la ligne donnée se confondra exceptionnellement avec une courbe

o (e, p) = constante t,

le second membre de I'équation (8) sera directement intégrable, et Fon aura
U,
C:f Jityayde =F (¢, 0} —F(1,u,)
vu, ’

Dans tout autre cas, le second membre de I'équation (8) ne deviendra intégrable
que lorsqu’on v aura 1emplacé ¢ par sa valeur en u tirée de I'équation

x(t,z)=o0
de Ia ligne donnée.
Je suppose, & présent, qu’il soit question de faire aller les quantités v, p d’un fluide
elastique le long d’une ligne rentrante sur elle-méme L,L, L' L,L,, fig. 3. On pourra
mener, alors, une infinité de courbes aa’, b&',... de Pespéce

P {#, p} = constante «;

puis; par les points de division (@, ), (@', ') ol ces courbes- rencontreront la
ligne rentrante sur elle-méme L,L), L', L, L,, on pourra mener des courbes de I'es-
pece

¢ (¢, p) = constante z,

de maniére a former une infinité de petits parallélogrammes acbd, a' ¢ b’ d’, composes
chacun de deux triangles, tels que aet, adl,... et o’ &' ¥, o' v,.... Je suppose en-
core, ponr micux fixer les idées, que, de L, a L), la ligne rentrante sur elle-méme se
confonde avec la courbe initiale

bie,pi=u,,

et, de L, en L', avec la courbe finale

(v, p) = u,.
Tome XV, — Ocromre 1853. 49
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Cela posé, on comprendra bien clairement comment la formule (8) fera trouver
des quantités de chaleur égales a zéro le long de chacune des longueurs L,L, L, L),
tandis que, de L, en L,, en suivant la ligne dentelée qui proviendra de tous les trian-
gles adb, on bien la ligne dentelée qui proviendra de tous les triangles acb, on aura,
de Pune ow 'autre maniére, 3 un infiniment petit pres,

u, .
C:f St u)du,
u

0

quand on ira de L, en L,, et, au contraire ,

—C:Luof(t, u) du,

Pareillement , de 1., en L, on aura

ul
C’:f S, u)du,
ul)

quand on ira de L, en L,.

et, au contraire, de L', en L,
. u,
—-C’:f Sty u) du.
”I

Ainsi, la formule (8) aura la propriéte de faire trouver chacune des quaatités G, C
avec le signe + ou avec le signe —, selon que de la chaleur devra étre fournie ou Gtée

au fluide élastique.
1l s’ensuit que, dans le cas ot V'on aurait besoin de connaitre la difference

¢—cC =f:‘f(t’, u) du -fu"'f(:, u)du,

il ne serait pas nécessaire de calculer séparément chacune des quantités C, C’ pour en
prendre ensuite la différence , et que Pon parviendrait exactement au méme resuitat
si 'on 'avisait de faire I'intégration de la formule (8) tout & I'entour de la ligne ren-
trante sur elle-méme L,L, L, L, L, jusqu’a revenir au point de départ, dans le sens
indiqué par des fleches sur la fig. 3. Le résultat ne dépendrait pas du commun point
de départ et d’arrivée de l'intégration sur la ligne L,L,L,L,L,, et il serait exacte-
ment de signe contraire si 'on opérait en sens contraire sur la fig. 3.

Pour indiquer une telle opération algébrique tout 2 I'entonr d’une ligne rentrante
quelconque de longueur s, jéerirai

C —C.=fsf(t,u)du.

Je veux d'ailleurs laisser indécise ici la question de savoir s'il n’y aura pas un veri-
table contre-sens, au point de vue physique des choses, a faire la somme algébrique de
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différentes quantités de chaleur dg, dq’ venues de températures trés-différentes ¢, ¢/,
alors que la fonction universelle r () ne sera pas remplacée par une constante dans la
théorie. Ce que jai en vue seulement en ce moment s c’est de parvenir a la représen-
tation algébrique bien compléte de toutes choses sur la fig- 1 sans faire aucune hypo-
thése sur la nature intime de la chaleur, et ce but-a, je l'atteindrai manifestement en
ne me servant que des formules (6), (7), (8), sauf, ultérieurement, A y joindre telles
 conditions restrictives que I’expérience ou le raisonnement pourront indiquer.

Ainsi, pour deux courbes infiniment rapprochées
V(@p)=u, $(v,p)=u-+du,
la formule (3) deviendra
dS="r(t')dy' — v (t)dg =T (¢') f(t', u) du— T (£) f(1, «) du.

Ce sera I'aire de 'une des bandes aa’ 6’ b de la fig. 3, et pour la somme de toutes les
bandes analogues, comprises dans la ligne fermée L, L, L' L, L,, on aura

S:fu. [‘(t')f(z',u)a’u—fu‘l"(t)f(t,u)du,

) o

la premiére intégrale du second membre devant étre prise de L, en L, et la seconde
de Ly en L,. :

1 suit de la que, en écrivant généralement

S::f[‘(t}f(t,u)du,

et en convenant de faire I'intégration du second membre tout i Pentour de la ligne
fermée L,1/, L' L, L, dans le sens marqué par des fleches sur la £g. 3, on trouvera
identiquement le méme résultat sous la forme plus simple

{9) S:lsr(t)f(t,u)du,

les variables ¢, u devant étre assujetties tout a I'entour de l'aire S & une certaine rela-
tion

x{e, u);o,

qui sera I'équation de la ligne 5 en ¢, u, et au moyen de laquelle on trouverait I'équa-
tion de la méme ligne s en o, p sous la forme

Z[?(O’P)s \P(",p)] = 0.

La quantité § ressortira, d’ailleurs, du calcul avec le signe <+ ou avec le signe —,
selon qu’on effectuera Pintégration dans le sens des fleches marquées sur la fig. 3, ou

4o-- |
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en sens contraire, c'est-i-dire selon que la quantité S représentera du travail produit
ou du travail consommé.

Quant 4 la signification physique de la formule (g), rien n’empéchera de concevoir
une infinité de sources de chaleur A’ i toutes les températures ¢’ qui régneront progres-
sivement le long de la ligne L, L, et une infinité de sources de chaleur A A toutes les
températures ¢ qui régneront progressivement le long de la ligne L, L.. En emplovant,
alors, successivement chacune des sources A’ a fournir au fluide élastique une quantite
de chaleur 4’ avec une différence de température sensiblement nulle, et, pareillewent,
chacune des sources A a enlever au fluide élastique une quantité de chaleur dg, aussi
avec une différence de température sensiblement nulle, la formule ( g) représentera le
maximum de force motrice théoriquement possible avec toutes les quantités de chalenr
dq’ enlevées aux sources A’ i des températures inégales ¢’ et avec toutes les quantités de
chaleur dq cédées aux sources A a des températures inégales ¢, ou, réciproquement,
ce sera la quantité de force motrice qu'il faudra dépenser pour enlever toutes les quan-
tités de chaleur dg aux différentes sources A et pour céder toutes les quantités de cha-
leur dg’ aux différentes sources A’; car Poperation directe et 'opération inverse seront
egalement possibles, et, par suite, il ne saurait y avoir aucune perte ni dans un ni
dans I'auire cas.

De cette maniére, la formule (g aura, par rapport i une étendue quelconque S sur
la fig. 1, la méme signification que la formule { 3) par rapport & I'aire quadrilaterale
BB'B, B,, et, en effet, dés V'instant qu'on voudra faire une application de la for-
mule (g) 4 l'aire quadrilaterale BB’ B, B, de la fig. 1, on retrouvera identiquement Ia
relation de principe

S=gqg'r(t')—gqr{.

Mais toute aire S délimitée par une ligne rentrante sur elle-méme, telle que

L,L, L L,L, sur la fig. 3, pourra étre déterminée aussi par une application de la for -

mule

s
ig bis) S :f pidv,

en lieu et place de la formule (g ); 'intégration devant étre faite dans le méme sens de
'une et Pautre maniére tout a ’entour de Ja ligne L, L', I, L, L,.

Donc, on aura 4 ia fois les formules (g) et (g bis), la derniére d’une maniére geo-
métriquement évidente , et 'autre d’aprés un mode de raisonnement analogue a celui
de M. Carnot.

Donc, enfin, la différence

c{e)\f(t,n)ydn—pde

devra étre la différentielle exacte d’une certaine fonction Q, et Von aura la relution

Sfondamentale

{r0) dQ =0 () f(t, u)du — pdv.
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Dés lors une certaine condition devra étre remplie, sans quoi la formule (10) de-

viendrait absurde, c'est-a-dire sans quoi les aires S des equations (g) et (g bis) ne

pourraient étre égales.

les équations fondamentales

Pour trouver la condition en question de la maniére la plus simple, J’imagine que

plvsp.=1¢, Y{v,p)=u
aient pu étre résolues en ¢, p et aient fait trouver les relations equivalentes
v = (l‘, u},

p=B(t,u),

au moyen desquelles on aura généralement

l—dvdt dv
(V_Et +E

du,

dp dp
dp = L dt + < du.
P = g

L’équation (10) deviendra alors

dv ofsr
dQ = [‘(t)f(t,u)—pd—u du ~/‘;i;rlt:

¢t entrainera les deux relations distinctes

C(e)flt,u) — p 2 . 4Q

TP T G
v dQ
T
ce (ui exigera que 'on ait
d dv d v
(e t — =~ —
dr ( () f (6 u)—p 1lu) lu [/} tltJ ’

et, en développant,

PR d d dv o dv oy v dp dv
oy dt(r(t)f(t,u)]:jt[l]._]___[ ]? Z p

du dr d dt

de du ™ de dt’
En multipliant ensuite par p, et en y substituant

o dQ
P =T a)——

do dQ
P = - ?

dr
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on aura:

. d , d, dQ 4, dQ d
(nbisi  pR(Cinflee) = Lrifi,u) =L 2P,

mais , par cette transformation, 1'équation (11) se confondra avec celle que I'on trou-
vera directement en cherchant i rendre une différentielle exacte la valeur de dv tiree
de I’équation (10) sous la forme
rs e - R
) @) — — —
Cie)f(t, d i du dr
de — ——(-)f(—’—)du——Qz.————— duy — — dt.
P P P
Ce sera donc une seule et méme chose que de vouleir rendre une différentielle
exacte en ¢, u, soit dQ, soit dv, dans P’équation (10).
On pourra aussi prendre v, p comme variables indépendantes. 1l faudra alors que,
dans le second membre de I'équation (10) , on fasse usage des relations primitives

t=e¢(v,p),
u=14y(e, p),
au moven desquelles on aura généralement

dt dt
—_— -
dy do + dp P>

du du
du_xdv-l—d—”dp.

dt

En posant ensuite

T (0)f(er w) 2 =X,

T (¢)f(e, u){dl—;zY,

I'équation (10) se réduira a
dQ=(X —pldv +Yadp,

et entrainera les deux relations distinctes

4Q
X—p= E’
_"Q
= 'd—l)‘ A
ce qui exigera que l'on ait
d _dY
™ pPl=—"
ou
dX dY
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En faisant encore
r () fle,u)=1Z,
on aura

du

X=2Z s
du

Y=2Z d—p,

et, en considérant d’abord Z comme une fonction inconnue en ¢, p, la condition

trouvée deviendra

d [ du] d[ du] dZ du  dZ du
. —

= % ) @ - ?d-; oo dv dp
En considérant ensuite la méme quantité Z comme une fonction donnée en ¢, «,
on aura
dZ _ dZ(t,u)dt dZ(t,u)du
;'F - de 7d7; + du Zl—};,
dZ  dZ(t,u)dr dZ(t,u)du
7 dt w ' du dv’

et, par suite, la condition nécessaire se changera en

. d du at  du dt
(r2} I—E[P(l)f(t,u)](;}:d—}?—%z"]'
Ce sera I'équation (1 1) mise sous une nouvelle forme , et quand on v fera
4Q
du X _ P
dv T T(e)f(t,u) C()F(z, )
Q
du Y 5

dp T T()F(r,u)  r(2)F (¢, n)

on trouvera encore

r{e)F(e¢, u [ dQ\ dt  dQ dt
{12 bis) d—()—(,—)z(p-f-??)@—ﬁz
E[F(!)F(!,u)]
D’autre part, on conclura de I’équation (10),
aQ 4Q
d YT w2 g
== —_—
Z u+ Z P’

et, pour que cette expression de du devienne une différentielle exaute, it taudra que
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Yon ait
4Q 4Q
alP @ | _ala
dp Zz AN A i

ou, en développant,

Z[x+ d,Q]— (lp—o—dQ)ilE—Z 4'Q 4Q dZ

dvdp do | dp — “dvdp  dp dv

puis, en réduisant,
d dZl dQdZ
Z = —+ _Q = ._Q .
dv
En y remplacant, enfin, les dérivées de l2 quantité Z en ¢, p par les valeurs deju
connues de ces dérivées en fonction des dérivées correspondantes de la méme quan-
lité Z en ¢, 1, et en tenant compte de la relation auxiliaire assez facile a trouver,

’dQ)du dQ du
(+~2)5-Fa="

on retombera précisément sur I'équation (12 bis .

Ce sera donc aussi une seule et méme chose que de vouloir rendre une differentielle
exacte en ¢, p, soit dQ, soit du, dans I’équation (10).
Et, en effet, il v a un théoréme général d’aprés lequel toute expression de la forme

Xdxr + Ydr +Zdz=o,

qui est une différentielle exacte, reste encore une différentielle exacte quand on en tire
I'une quelconque des trois différentielles dxz, dy, dz en fonction des deux autres.

Le théoréme persiste , d'ailleurs, quand on exprime une ou plusieurs des quantites
x, ¥, z en fonction d’autres variables indépendantes ; par conséquent, (uand on join-
dra i I'équation ' 10) les deux relations fondamentales

g(v,p) =10, Y(v,p)=u,

et qu'on passera successivement a toutes les combinaisons possibles des quantites Q,
¢, Py t, @ prises deux & deux, 'on se trouvera conduit naturellement i un grand
nombre de maniéres différentes d’exprimer une seule ¢t méme chose, qui se reduira
au fond A la nécessité de pouvoir envisager I'équation (10) comme une pure identité par
rapport 2 deux quelconques des quantités Q, ¢, p, ¢, « quis’y trouveront actuellement
ou qui pourront y étre introduites, a volonté, d'aprés les autres relations du sujet.

L’une ou lautre des équations (11) et (12) et pn étre trouvée plus simplement, en
apparence, si, dans la relation connue

dS = (¢ )dy — T (¢)dg = (T (£')f('su) = T (8) f 2, ul) du,

on avait fait
t' =t 4 dt,
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ce qui cit donné, pour Faire quadrilatérale infiniment petite BB'E' B,,

a4 (r(2)F (4 u))

d .
ds :Ftl\r(t)f(t, a))dtdu = Tt dt du,

tandis que, d’un autre coté, on edt pu déterminer synthétiquement sur la fig. 1 la
grandeur de la méme aire 4S, d’aprés les équations supposées données ,

o(e,p)=¢  q(v,p)=t+dr,

Yiesp)=u, Y(v,p)=u-+ du,
des quatre arcs de courbe qui servent i renfermer I'aire dS, et que, enfin, on eut pu
egaler les deux expressions.

Mais , de cette autre maniére, on se fiit trouvé engagé dans des combinaisons syn-
thetiques assez pénibles et différentes pour chaque systéme de variables indépendantes.,
sans la moindre idée de la diversit: des formes et de la signification multiple des equa-

tons .11}, (rr bis), (12), (12 bis), (13), (13 bis), etc., qui acquerront une trés-yrande
importance par la suite,

Ainsi, par exemple, M. Thompson a jugé convenable de prendre v, ¢ pour variables
indépendantes, ce qui obligerait 2 de nouvelles recherches svnthétiques , tandis que .
au moyen de la formule (10), on aura  faire immeédiatement

du , du
Sty uydu=f(¢t, n) Z dv 4 f{t, 1) i dr,

Cette expression ayant ét¢ représentée par M. Thompson dés I'abord par
Mde + Ndr,
on voit que la formule (10) deviendra
dQ = [Mr () — pldv+ Nr (),

et entrainera les deux relations distinctes

4Q
MF(!)—[)_:{:e
. dQ
N :, = —>
rie) dt
ce qui exigera que 1’on ait
d d .
—(Mr{t)—pl= 2 (Nr(s}],
dtmr‘t" rl d"[Nr(:,]
ou
ap _ d ood _ dr(¢) f,m dN
b = iINC ) =M 0
dt dt[Mr(t']J dv' ree)l M ot = dt Ao J

Tome XVill.— Ocrogre 1853 30
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On aura, d’ailleurs,

. du du
Mr por] —_ =L —
Mr(e¢) ”t)f(t’u)du Zdv
du du

— y P
Nr(s)= l"(tjf(t,u)(h _Z~—dt7

et, par suite, en considérant d’abord Z comme une fonction en v, ¢,

dp d(_du d(_du dldu dZdu
d — a\"a ) @\"a& )T dear T dvad’

puis , en considérant Z comme une fonction en u, ¢,
dZ _ dZ du dZ
& da e taA v
dZ _dZ du  dZ

W dad T X

et , en substituant dans la relation précédente ,

L a dp dZ du
(13) il

d

d
E[r(:)f(;,u)]d:.

Ce sera la méme condition que celle des équations (11) et (12); puis, quand on en ¢li-

. . . du .
minera la dérivée partielle 2, dumoyen de la relation connue
v

di
I‘(t)f(t,u)f:Mr(t):pﬁ- Pl

elle se changera en

.""*‘ﬂl
(13 bis) 7 C(e) S, u) = - dpdv ’
= (F{)f (4, u)) o

et ne différera pas de ce que I'on trouvera directement quand on voudra rendre une
différentielle exacte la valeur de du tirée de la formule (10) sous la forme
aQ 4Q

p+
du — — dv
Z

dt
4 — dt.
bz “

On pourrait de méme prendre comme variables indépendantes (p, ¢), (v, u), (p, ),
et toujours la nécessité de rendre une différentielle exacte le deuxiéme membre de
I'équation (10) ferait trouver de la maniére la plus simple la condition qui devrait
avoir lieu entre les fonctions Q, r'{z), f(¢, «) et les autres quantités du probléme

L P, Ly L
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L’équaticn (10) devra subsister, en un mot, comme une pure identit¢ entre les
quantités Q, ¢, p, ¢, « par rapport & deux quelconques d’entre elles comme variables
indépendantes, et, par suite d’une telle identité, il devra étre possible d’en tirer sous
la forme d’une différentielle exacte chacune des quantités infiniment petites Q, do,
dp, dt, du. C’est 1a ce que je suis parvenu 3 exprimer de différentes maniéres par les
eéquations (11), (11 bis), (12), (12 bis), (13), (13 bis), et ce que je pourrais exprimer
encore d'un grand nombre d’autres maniéres, qui seraient toutes parfaitement équi-
valentes entre elles, en ce que chacune d’elles n’exprimerait que l'idée mére d’une pure
identité de équation (10) par rapport i deux quelconques des quantités Q, o, p,
¢, u prises comme variables indépendantes.

Si la formule (10) n’avait pas d'autre avantage que celui-Ia, on pourrait tout anssi
bien, en place de 'équation (g bis), écrire

s
S:—f odp,
0

le sens de l'intégration étant le méme que dans la formule (7), cest-a-dire le méme
que celui des fleches marquées sur la fg. 3, et, alors, on serait conduit i rendre une
différentielle exacte la quantité

r(e)f(t,u)du+ odp.
Cela reviendrait i faire, dans I'équation (10),
pdo=d(op) —pa,
et, par suite, a poser
{10 bis) d{Q+ep)=r(t)f(t,n)du—+ vap,
ou bien, en se servant de Péquation (6), on pourrait écrire d’abord

d

dQ :a[I‘ (6)F (¢, u))du — pdv;

puis, on observerait que, en désignant spécialement par (' (¢)F (¢, «)) la différen -
tielle complete de la fonction T (#) F (¢, ), on aura en principe

] d d .
dA{r{e)F(t,u))= du(r‘(t)F( ,u)]du—o—dt[ (tYF(t,u)) de,
et, par suite, en en retranchant I’équation (10),
d
{10 ter} d(T(t)F(t, u)— Q)= —(C(t)F (¢, u))dt ++ pabo.

dt
En retranchant encore de eelle-1a I'expression

d{vp)=vdp < pdr,
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on aurait la quatriéme transformee

d
(10 quater) d(T(e)F{t,u)—Q—vp)= F[[I‘(t) F{t,u))dt —vdp,

et il devrait étre parfaitement indifférent, au point de vue abstrait des choses, de
rendre une différentielle exacte le second membre de celle des quatre équations (10},
(vo bis}, (10 ter), ‘10 quater) que 'on voudrail. C'est, en effet, ce que I'on parvien-
drait 4 verifier directement sur chacune des équations en question, en faisant attenlion
seulement que , a raison de la formule (6), on aura

,%|ir(t)f(t,u)]:fi’_£‘1(‘1’)‘5_l(“’ﬂ,

et que, en méme temps, 'aire quadrilatérale infiniment petite BB' B, B, des fig. 1 et 2
devra étre identiquement égale i

‘l_! [t' ( ‘) F_(_t_ﬁ‘.” dt die.

dt du

Mais I'équation ‘ 10} méritera d’étre distinguée tout particulicrement de chacune des
trois autres, en ce que la quantité Q qui s’y trouve au premier membre acquerra une
signification physique trés -nette et trés-importante, ainsi que je vais le faire voir.

Le deuxieme membre de la formule (10} devant toujours étre une differentielle
exacte, il s'ensuit que, en intégrant la formule {10) le long d’un arc de courbe quel-
conque s d’un point £, & A un autre point ¢/, ' sur Pune des fig. 1 et 2, on trouvera
toujours le méme résultat, quel que soit Iarc de courbe s le long duquel on fera Iinte-
gration.

Ainsi, la fonction Q aura une valeur parfaiten:ent déterminée au point ¢, « et une
autre valeur parfaitement déterminée au point ¢/, «'.

Quelle que puisse étre la courbe s qu’on ménera du premier point au second , on
aura toujours identiquement

fyu’

Qo —-Q= ’ [l"(t]f(t,uj}(lu—pdv]:f

t,u Ly

U u

! t,u
r(t)f(t,u)du——f p e,

Chacune des intégrales définies do second membre variera trés-manifestement avec
ia forme de la courbe s, mais la différence de ces intégrales ne changera pas.

Cela ¢tant, on n’aura qu’a choisir des courbes qui puissent annuler respectivement
I'une ou F'autre intégrale définie , et I'on comprendra trés-clairement sur les fig. 1 et 2
la signification de la quantit¢ Q.

Je fais d’abord « == constante, et, par suite, 'du = o, ce qui reviendra i aller de B
en B’ sur les fig. 1 ct 2; alors 'équation précédente se réduira a

Q = Q+ aire ABB’A’.

Donc, de B en B, sans addition ni retranchement de chaleur, la quantité Q aug-
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mentera exactement de la quantité de travail qu’on dépensera pour produire un tel
effet physique ; cette quantité de travail restera emmagasinée dans le gaz tant que ies
variables v, p», ¢ ne changeront pas, et quand on reviendra de B’ en B » le gaz restituera
une telle quantité de travail, ce qui fera une diminution égale dans la quantité (.

La quantité totale de travail qu'un gaz pourra restituer sans addition ni retranche -
ment de chaleur a partir d’un point donné 8 se trouvera représentée manifestement par
Vaire triangulaire ABu sur les fig. 1 et 2 ; mais, au point «, sur 'axe O ¢, on n'aura
pas Q' = o.

Si I'on désigne par u, la valeur particuliére de « pour celle des courbes 4 (v, g} = u
qui passera au point A, et par Q, la valeur correspondante de la fonetion Q, on aura
manifestement du point A au point z, en désignant par 7, la tempeérature constunte on
variable qui régnera le long de V'axe Ov,

=0, + f £ (6) f {6, ) du,
uA

puis, de z en B, le long de la courbe u = constante, on aura

Q=0Q + aire AuB;

par suite, en y substituant la valeur de ¢,
u
Q=Q, —+—f () f(t, 1) dn 4 aire AuB.
u
A

Cela signifie qu’on pourra faire naitre dans le fluide élastique la quantite Q qu'ii
possédera en B, en lui communiquant d’abord la quantité de chaleur necessaire powr
faire aller le volume ¢ du fluide de O en A,etdela en u le long de Paxe des ¢, sans
faire aucune dépense de travail, et 4 comprimer ensuite le fluide elastique de « en B
le long de la courbe #B, en dépensant une quantité de travail égale
oter mi retrancher de la chaleur.

La méme quantité Q pouvant étre produite dans le fluide elastique le long de toute
autre courbe, je supposerai, en second lien, que I'on veuiile faire “aller les v
¢, p du fluide de A en B le long de la perpendiculaire AR; alors Iintég
sera nulle, et 'on aura

a Paire AuB sans

ariables
‘ale de I s

Q=0Q, +f rie)f(e,u) du.
Uy

Ce sera une dépense purement calorifique qui fera naitre la quantite Q,
que les deux expressions trouvées soient identiques. De la formule (9)
a I'entour de la ligne fermée ABu A, on conclura, en effet ,

et il laudra
» appliquee tout

aire ABu =fur‘ (e)f (¢, u)du —fur‘ (2) S (t, &) dlue,
“a “x

et, au moyen de cette relation, I'identité en question sera parfaitement evidente
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Ainsi la fonction Q représentera la quantité de travail ou de force wvive susceptible
d étre produite par la totalité de la chaleur contenue actuellement dans un gasz ou dans
un fluide élastiqgue au point B des fig. 1 et 2.

Mais de la quantité totale Q, le fluide ne sera capable de restituer qu’'une partie egale
a laire du triangle AB«. Quand cette partie aura été restituée, le fluide se trouvera
constitué sous une pression égale i zéro, et la chaleur qui s’y trouvera encore ne
pourra étre convertie en force motrice qu’autant que I'on parviendra 4 faire passer cette
chaleur dans un autre fluide élastique susceptible d’étre constitué sous une pression
suffisamment élevée i la température 4, ol le précédent fluide atteignait la limite p — o.

Pour exprimer simplement une propriété aussi importante que celle-1 dans la théo-
rie des effets dynamiques de la chaleur, je désignerai & Pavenir par B Paire du triangle
AuB, et je conclus de ce qui précéde que I'on aura, d’une part,

B= uI"(t)f(t,u)du—— ur‘(t,,)f(t,,,n)du,
j“‘,\ "f"l.\
(14) d’autre part,

Q=1Q, —{—fu[‘(t)f(t,u)du:QA+fur(tn)f(t,,u)du+B,

’une des intégrales devant étre prise de u, i u le long de la perpendiculaire AB, et
I’autre de uy 4 « le long de 'axe Ov.

Fobserve encore que, dans le second membre de I'expression de Q, la somme des
deux premiers termes sera une certaine fonction « («) de la seule variable «, ce qui

permettra d’écrire
! u
o(u)=Q + | T(t)flt,un du,
(1§ bis) =e, L‘A (ko) 7t
Q=ow(u)+B.

Je veux faire voir enfin que, si telle est la signification de la quantité Q ¢n un point B
de la fig 1, ]a méme signification se reproduira d'une maniére bien évidente quand on
passera de B en B, le long d’une courbe quelconque BB',.

L'intégrale de la formule (10) me donpera, en effet, de B en B/, le long d’un arc de
courbe quelconque BB,

t',u
Q—Q= r(e)f(¢t,u)du — aire ABB A’ .
wit,u
D’autre part, en remontant i la signification bien connue des quantités gr(¢),
¢’ T{¢') des formules (3), (4) et (5), ou en appliquant directement la formule (g ',
j’aurai

t',u, “,
aire uBB’,u.:f r(e)f(ryu)du —-f I'(t)f(t,u)du,
i,u u
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et, en éliminant 'intégrale commune des seconds membres, je trouverai
ul
Q' — Q == aire «BB, «, — aire ABB/A’, +f T (&) f(t, u)du;
u
puis, en y substituant la valeur de Q des formules (14} et en transposant

u u,
Q =0, +f T (&) f(ts,u)dte +~B~+ aire u BB, u, — aire ABB A, +f r{(t,) fit,u)du.
HA‘ u

Mais, & la simple inspection de la figure, en désignant par B’ Taire triangulaire
A'\B u,, on aura
1 . I

B’ = B + aire « BB «, — aire ABB A’ ;

d’autre part, les deux intégrales partielles le long de I'axe des v, I'une de A en u, Fantre
de u en u,, se réuniront en une seale, et ’on aura enfin

"I
Q = N -1—f L(4)f (%, n) du +B' = o (u,) +~ B, C. Q. F. B.
u
A

En résume, la fonction Q des équations (10) et (14) représentera cette somme de
travail ou de force vive de laquelle différents savants se sont occupés avec tant de per-
sistance depuis les travaux de M. Carnot, comme devant étre le parfait équivalent
mécaniqae de la quantité totale de chaleur contenue dans un Suide élastique .

La somme Q se composera de deux parties, dont I'une, égale i I'aire B du triangle
ABu, sera susceptible d’étre restituce, en effet, par la dilatation d’un fluide élastique
le long de la courbe Bu, fig. 1, et dont 'autre w (z), égale a I'intégrale du terme ca-
lorifique T (#)f (%, u) du le long de I'axe des ¢ sous une pression p = o, ne pourra
¢tre convertie réellement en force motrice qu’autant que P'on saura faire passer la
chaleur encore existante du premier fluide dans un autre fluide, susceptible d’étre
constitué sous une pression suffisamment élevée a la température 7, ou le premier fluide
atteindra la limite p = o; cette autre partie méritera d’étre nommée la quartité de
Sorce vive latente d'un fluide élastique sous une pression nulle.

Dans la discussion de la fonction Q, j'ai mis a dessein Q, pour la quantité de force
vive latente d’un fluide ¢lastique en un point donné A sur Paxe Ov de la fig. 1, afin
de ne pas distraire I'attention de mes lecteurs par des idées de liquéfaction et de solidi-
fication qui se présentent naturellement i esprit quand on songe au fait physique du
refroidissement indéfini d’un fluide sous une pression p = o jusqu'a la temperature
Ja plus basse possible dans la nature.

Mais je puis dire, i présent, que la fonction o («) peut et doit naturellement étre
concue comme ayant pour point de départ le moindre volume possible d’'un corps 2
Pétat solide sous une pression nulle.

La fonction ayant été ainsi bien exactement définie d’apres les formules 10}
h p !
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o1 {14), alors que la condition voulue par les équations (11),..., (13) est supposee
remplie, on connaitra en méme temps la fonction Q + vp de la formule (10 bis}; ce
sera I'aire B augmentée du rectangle OABG, plus la fonction w («); on aura, en un
mot,
Q+vp=ow(u)+ aire 0uBG,
et, d’aprés Véquation (10 bis),
d{Q+epy=r(t)f{t, u)du + edp.

Pour parvenir a interpreter tout aussi clairement les équations (10 ter), (10 quater),
il fant que je découvre la signification de la fonction T (2) F (¢, u) surla fig. 1.

Je remonte donc a la formule (g) et je m’en sers pour trouver I'aire I, IBu«I, com-
prise entre une courbe donnée quelconque 11T, la courbe IB ou g (¢, p) = copstante ¢,
la courbe Bz ou 4 (¢, p) = u, et I'axe Ov.

Je désigne par « la valeur particuli¢re de la variable « au point I, et, alors.
comme la variable ¢ sera constante le long de 'arc IB, j’aurai, de 1 en B, la quantite
partielle

u u
f c{e)f(e, u)de = [‘(t‘)f Sfltyu)yde —=C(e)F(t,u) — T (e)F e, ay;.
uy Uy
De B en «, je trouverai o, a cause de
« = constante, du == 0.
Le fong de laxe des ¢ rien ne m’empéchera daller d’abord de « jusquen O, sauf
ensuite i revenir de O en I, avant de remonter le long de la courbe donnée L, 11'.

Faurai, de cette maniére, de « jusqu'en O, la quantité connue o (u) prise avec le

signe

, c'est-a-dire
u u
—OJ(IL):—QA—f F(tu‘)f(la,lt}dllz—f T{&)f(t,u du
u_\ "0

Puis de O en I,, et de la jusqu'en I le long de la courbe donnée I, 1I', je trouverai
Vexpression

f " r(e)fle, u) da,
“o

dans laquelle les variables ¢, u devront étre assujetties pendant le cours de I'intégra-
tion i une certaine relation

Lit,u)=o0,
qm scra 'équation de la ligne donnée OL IT.

Pour plus de simplicité , et pour bien fixer les idées , Je désignerai par ¢y, nq les va-
viables £, « 4 partir du point O, etalors Pintégrale en question pourra étre déterminée

n ' I ' ' ) e I R R A ERRA AR N IRRRE AR N AR N R
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a volonte sous la forme
a(t)—alty),
ou sous la forme

b |l u) ) b "‘0)

Si la lettre ¢ ne devait servir qu'a désigner un nombre déterminé, il serait parfaite-
ment indifférent d’employer I'une ou I'autre forme ; mais quand il s’agira de rouver
une expression générale qui puisse étre applicable 4 tous les points I, T',... o la
courbe donnée I, 1T’ sera rencontrée par différentes courbes BI, B'1’ de I'espéce géné -
rale g (¢, p) == ¢, alors il est clair que les quantités £, 1, devront elles-mémes étre
assujelties i I'équation de la conrbe donnée , ct que 'on devra avoir

Z(t’ u[)=0’

ce qui reviendra finalement a représenter la quanmv cherchée par une certaine fon.-
tion de la variable ¢ seulement.

A

Donc, en ajoutant toutes les quantités partielles 3 I'entour de lu Ligne fermee
1B« 1, 0L1, et en ayant égard A cette derniére considération, on trouvera

aive IBu 1,1 == r(¢) Flt,a}—T (6)F (t,u) +0—wia)+a{t; —a {to),

et le deuxiéme terme du second membre ne sera lui-méme qu’une certaine fonction de
¢, a cause de la relation y (¢,4,) = o au point limite I.

Tobserve, en outre, que, lorsqu’on s’avisera de calculer V'aire OI, IH comprise entre
les deux axes Ov, Op et une courbe donnée I,11" j jusqu’'au point de rencontre I de cette

courbe avec I'arc BI ou ¢ (v,p) ==¢, on trouvera nécessairement aussi une certaine
fonction de ¢ que je representerai par z (¢}

Donc, en désignant par C I'aire OHIB«, on aurz généralement
C=r()F(t,u) = ()F (t,u) +0 —w(u. 4+ait—a(g’+2(t:
Or, rien ne changera dans la relation connue

dF ¢t u;
Slt,e) = ——71—,; :

quand on angmentera la fonction Fiz,n; d'une fonction arbitraire de 7, et Uezalite
precedente subsistera aprés comme avant, parce que les deux premiers termes du
second membre augmenteront d’une méme quantité I'un et Iantre, et que les trois der-
niers ne changeront pas.

Donc, quelle que soit la courbe donnée OLIY, la fonction F/ {t,u} pourra toujours

étre modifiée par 'adjonciion d'une certaine fonction de 7. de manicre que lon aurs
simplement

C=T(O)F(,0) — o (u),
{15) ou inversement,
C{eyF{t,u)=C+ w(u},
Tome XV — Ocvopne 1433, 51
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la fonction w {«) de cette derniére équation étant précisément la méme que celle des
équations (14) et (14 bis), c’est-a-dire la quantité qne 1’on trouvera en posant

o0 =0+ [ria) o w)de= [ i)t e = [ r(n) et
uA o u u

1] (1]

Dés lors, la fonction T(¢)F{f,u4) — Q du premier inembre de I'équation (10 ter)
representera l'aire OABIH sur la fig. 1, et, si je conviens de deésigner cette aire par la
letire A, les équations (10 i2r) et {10 quater) deviendront respectivement

dA = %[I‘(:) F(t,u)) dt + pdv,
d(A—p) :‘%[[‘ (¢)F(t,u))dt — vdp.

On aura, en méme temps, sur la fig. 1,

C=A+2B,
et, par suite, en substituant cette valenr de C dans la seconde des formules (15},
r()F{e,u) =A +B+ow(z)=A+Q.

Quelles que puissent étre du reste les valeurs des fonctions A,Q, dés 'instant qu’on
s'avisera de faire la somme dA + dQ, on trouvera par I'addition des équations (10) et
(10 ter), comme aussi par I’addition des équations (10 bis), (10 quater),

dA +dQ==d(r{¢)F(¢,u)),

et, par suite, sous forme finie, en disposant convenablement de la constante qui pro-
viendra de Pintégration, '

A4+Q=r(s)F(t,u)

Tl est tout aussi facile de voir que si, sams connaitre encore la signification de la
fonction A, je m'avisais de raisonner directement sur le second membre de l'éqna-
tion (10 zer) comme jai raisonné sur le premier membre de V’équation (10), je par-
viendrais 4 démontrer que toute aire S délimitée par une ligne fermée s, pourra étre
calzulée exactement par une application de Ja formule nounvelle

(16) S:fs‘%[r'(t)F(t,u)]dtdu,

en lieu et place de la formule (g}, a la condition que, aprés avoir effectue d’abord la
différentiation indiquée sous le signe de I'intégration par rapport  la seule variable r,
on établira ensuite entre ¢,u, la relation voulue % (¢,2) = o tout & Pentour de la ligne
s, avant de procéder i la sommation des termes différentiels qui en proviendront.
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Mais au lieu de raisonner ainsi, il me parait préférable de remonter A la commune
origine des formules (g) et (16).

J'observe donc que la fonction composée T (¢) F(z,u) est la double intégrale par
rapport aux variables 7, » de la différentielle seconde

d2
Tide (C(8)F (¢,u)) de du,
et, comme il a été démontré plus haut que, d’apreés les formules (3) et (7), cette dif-
férentielle doit étre identiquement égale A Yaire infiniment petite BB'B’ B, de la fig. 1,

comprise entre deux courbes infiniment proches,

(v, p) = ¢, q;(u,p\:_—_ t+dt,
et deux autres courbes infiniment proches

Y(op)=u, $(0np)=u-tdu,

J'en conclus que I'intégrale en question, augmentée d’une fonction arbitraire de ¢ et d'une
antre fonction arbitraire de «, doit étre I'expression générale de toute aire S suscep-
tible d'étre délimitée sur la figure par deux courbes

g{e,p)=t, Y(v,p)=u,
¢t une autre courbe quelconque située en dec: de celles-la.

Pour le faire voir bien clairement et pour reconnaitre en méme temps ce qui devra
servir & determiner dams chaque cas particulier les fonctions arbitraires en 7 et en z de
lintégrale générale, je retourne a la fig. 3, et, aprés y avoir mené une multitude de
courbes infiniment proches de chacune des espéces », { i travers P'étendue S ayant pour
contour une ligne fermée quelconque s, jessave de faire la somme de tons les paral-
lélogrammes infiniment petits dans lesquels se trouvera partagée I'aire entiére S.

Chacun des petits parallélogrammes sera mesuré par la différentielle seconde pro-
posée, et je pourrai d’abord faire la somme de tous les parallélogrammes qui se trouve-
ront situés entre deux courbes consécutives

/
Ymp) =, $lop)=n+du,
ce qui reviendra i regarder u,du commme des constantes, et & faire varier ¢ seulement.

Or l'intégrale générale, a ce point de vue, sera
d . _
' (r(¢)F(¢,u)) du + fonetion arbitraire « ;
u

puis, quand je m’arréterai aux deux limites ¢, ¢’ sur le contour de Paire S, jaurai la
différence

d d
22 (DY F (¢, u)) du — 2 (0(2) F (1) du,

qui sera égale a Vaire de la hande cherchée le long d’une courbe quelconque 4 vop) = u.

51..
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Cette différence se réduira d’abord &
C{e"Yf(t',uYde —T(8) f(t,u)du
et se confondra identiquement avec celle qui m’a conduit a la formule (g); par conse-
quent, quand je ferai la somme de toutes les différences analogues pour toutes les va-
leurs consécutives de # ,du dans I'étendue de P'aire S, je retrouverai identiquement la
refation connue de la formule (g},

S:f 'I‘(ﬂ)/‘(p,u)rlu—fl,r(t)f(l,u)duz [.r‘(t)f(t,u)du.
u, u, o

Mais je vois tout aussi clairement «ue je ponrrais m’y prendre d'une autre maniére,
en faisant d’abord la somme de tous les petits parallélogrammes compris entre deux
courbes infinimen’ proches

w(v,p)=1¢, o(v,p)=1t+dt,

s¢ qqui reviendra i regarder ¢,dt comme des constantes et i faire varier « seulement.
L'intezrale genérale, a ce point de vue, sera

d . . . A
P T(t Fit,uj}de + fonction arbitraire ¢;
[

puis, quand je m’arréterai anx deux limites #,, «, sur le contour de I'aire S, Jaurai la
difference

d d
Ei[‘\t}F\l,u.)](ll—E[I(r)F(‘t,u‘,)]dt

pour la bande cherchee le long d'une courbe quelconque ¢ (v, p) = ¢.

Quand, ensaite, je ferai la somme de toutes les bandes analognes pour toutes les va-
lears consecutives de ¢, dr, dans I'étendue de Paire $, janrai manifestement aussi la
quantite cherchée S; mais je I"aurai sous la forme nouvelle

. "~ h ol ., , L ol N .
b-:j‘ dl[F(t)F(l,u,)Jrlt—[ ;ii[ T E(e,u, ) dt,

(ni, dans son espece, pourra étre representee i la maniere de la formule (g . par la
formule {16) deja écrite.

It doit donc étre possible de démontrer que les formules {g ) et {16 sont identiques
toutes les fois qu'on les appliquera 4 une méme ligne rentrante sur elle-méme .

Et, en effet, quand on prendra la différentielle compléte de la fonction I'(¢) F /¢, 4},
on aura, comme & Poccasion des formules ‘10 ter), ‘10 quate:),

, l ‘
d(T{)F{t,n)) = :—”[l‘(_t)F(r,u]] dt + 1 (6 f{e 0 dus

puis rien n’empéchera d’d erire une telle relation pour tous les éléments successifs d'une
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ligne quelconque mence d’un point £, u, 4 un autre point ¢’, «'; rien aussi n'empé-
chera de faire la somme de toutes les équations successives, c’est-a-dire de faire I'inte-
gration d’une telle equation différentielle, ce qui donnera

v, u t',u
{17) T{YF (¢, 0 )—7(£)F{t,u) :f ’ 7 ((e)F{t,u))de+ ’ Tt} f ¢, du.
t, u tu

I est d’ailteurs évident que chacune des integrales du second membre variera avec
1a forme de la courbe qu’on méuera d’un point dooné ¢, « A un autre point donne ¢/, ' ;
mais, dans I'equation (17), le premier membre ne changera pas, et, par consequent, la
somme des deux integrales du second membre sera exactement indépendante de la
forme de la courbe a laquelle on voudra les appliquer; cette somme ne dépendra
jamais que du point de départ et du puint d'arrivée; elie sera rigoureusement egale i
I'accroissement de la fonction générale T (2) F [¢,u), & partir du point initial ¢. ¢ jus--
qu’au point final ¢, ', Par conséquent, toutes les fois que P'extrémité d’une ligne s en
¢t', u reviendra au point de départ de cette ligne en £, 4, le premier membre de 'équa-
tion (17), se réduira i o et I'on aura exactement entre les denx intégrales du second
membre,

/s £
{17 bis) o :J :;;[f‘(\t) F(t,u))de +f c{) fle,u)du,

0 (4
d’ots Pon voit enfin que les quantités S des formules {g) et (16) seront toujours cgles,
mais de signes contraires, et (ue, pour éviter une telle opposilion de signe, le sens de
Pintégration devra changer de Pune a 'autre.

La véritable identité entre les formules (g) et (16) ne pourra, en un mot, étre ex-

primée que par la relation

s ) o
(17 ter) ' f%[F(t}F(r,u}]r{t:f[F\t)F(t,u)]rlu;

et, en effet, si lon essayait-d’appliquer directement ~hacune des formules g, et 16
A Paire quadrilatére BB'B' B, dela fig 1, on s'en assurerait trés-facilement.

Je vais le faire voir d’'une maniére tout a fait genérale, en me servant de la for-
mule (16) pour déterminer P'aire S comprise entre deux courbes BI, Bu et une autre
courbe quelconque menée de I en € sur la fig. 1. Je continuerai & désigner par «; la
valeur particulitre de la variable « au point I, et je désignerai par ¢, la valeur parti-
culiére de ¢ au point C.

Cela convenu, en appliquant d’abord la formule (16) le long de Vare CB, il me fau-
‘dra regarder u comme censtant, et, par suite, je trouverai la quantit

bag . . . .
f (—h[l‘(\t)F‘\t, uldt =T (8)F(t,u)~— [‘(\tc) Fiz ,u).
c

Le long de P'arc BI j'aurai £ = constante, dr == o, et, par suite, Je trouverai o,
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De Ten C, le long de la courbe donnée, j"aurai i déterminer I'intégrale définie d'une
fonction en ¢,z dans laquelle les variables r, « devront étre assujetties & I’équation
7 (¢ #) — o de la courbe donnée; cette intégrale définie pourra donc étre obtenue a
volonte sous la forme

a (!C) —a(t),
ou sous la forme
b(u)—b(ul),

et si je n'avais en vue que la valeur numérique de V'aire S pour des valeurs déterminées
de ¢, u, je serais parfaitement libre d’employer I'une ou I'autre de ces deux expressions;
mais quand il s’agira de trouver la formule générale de I'aire S pour toutes les valeurs
imaginables des variables ¢, u, et pour une courbe indéfinie menée a travers les points
G, I de la figure, je ne pourrai me dispenser d’avoir égard 2 la considération incidente
que voici :

Dans la différence a (¢;) — a (¢} laquantité, ¢, variera avec « d’apres la forme de I

courbe donnée, ¢’est-a-dire d’apreés la relation
x (2 ,u) =o,
et, par conséquent, la quantité a (#,) deviendra une fonction déterminée de «.
Pareillement, dans la différence & («) — & («,), la quantité «, variera avec ¢ d’apres
la relation
X (””1) = o,
et, par conscquent, la quantité & (u;) deviendra une fonction determinée de .
Ainsi, 'on aura
a (¢, =fonclion u = b’ (uj,
b (u,) = fonction t=a’(t),
et, par suite,
a t)—a(t)=0b{u)—alt;,

b{u) —b(ul)_-: blu)y—a'(r).
Mais la quantite cherchée ne pourra avoir qu'une seule valeur, et, par suite de ce
«que ¢, u sont des variables arbitraires, il faudra que I'on ait identiquement
a (ty=a't), b{u)=bln)
Par suite, enfin, I'on trouvera I'aire S par V'expression parfaitement déterminee
S=r(e)F(t,u)—T (1 F (e '+ b(u)— alt),
dans laquelle le terme T (¢.) F (¢, #) représentera une fonction de Ia variable u seule-

ment.
Si I'on remonte au point de départ de ces raisonnements, et que, pour deux valeurs

" e e : R
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determinées de ¢, u, on congoive une autre courbe ¥ (6 2) = o, par les deux mémes
points I, C, il est bien clair que les deux premiers termes de la formule ne changeront
pas et que, au lien de la différence & (#) — a (¢), on trouvera une expression analogue
b (uj— a,(t).
On aura done
Si—S= (b, (u) —a,(¢)) — (b{u) — a{e)),

et 'on arriverait au méme résultat en appliquant directement la formule (g) tout i
I'entour de I'aire S, — S le long des deux arcs

w(tswy =0, z(t,u)=o,

qui serviront a délimiter V’aire 8, — S; mais Ja différence S, — S ne sera qu’'une con-
stante, puisque les quantités z, « sont supposees avoir les valeurs déterminées 1, «,
des points T, C.

La deuxiéme courbe y, (¢, #) = o pouvant étre prolongée indéfiniment sur la figure,
on aura I'expression générale correspondante

Si=r(8)F(t,u) =L (4} F(tc, a) + b, (1) — a, (1),

et, au point de vue purement algébrique de la question, pour deux courbes indéfinies
supposées donnees, la différence S8, — S se réduira toujours A une expression de la
forme

6 =8 —S=a(s)+B(u);
puis, quand on passera de ¢ 4 ¢’ sans faire varier z, on aura
Y —a= () — a(t),

et pareillement, quand on passera de « 4 «’ sans faire varier ¢, on aura

o —ao=p(u)— B(a),
ce qui fera comprendre trés-clairement la signification générale des fonctions x (),
B () sur la figure.

Je reviens maintenant 4 la formule (16), et je suppose que la courbe donnée au
lien d’aller d’'une maniére quelconque de I en G, descende d’abord en I,, et suive
ensuite ’'axe des ¢ jusqu’an point u.

Alors, de « en B le long de la courbe § (v, p) = constante u, je trouverai la quan-
tite

T(e)F(t,u)—T(e)F(t,,u).

De B en I le long de la courbe 9 (¢, p) = constante, je trouverai o.

De I en I,, je trouverai une expression déterminée qui devra finalement étre envi-
sagée comme une fonction a (¢) de la variable 2.

Aa lieu d’aller directement de I, en u, je pourrai aller d’abord dr: I, en O, et ensuite
de O en «.

E En allant de I, en O, je ne trouverai qu’une certaine constante; puis, de O en «,
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J'awrai a m’occuper de la quantite

fpu g
—(r(e;Fie,uj)de
f dt £ ?

oY
dans laquelle, apres avoir effectué la différentiation indiquée, je devrai établir entrez,

la relation voulue le long de Vaxe des ¢; cela étant sous-entendu, j’aurai 'expression
genérale
t,, u
S=r(t)Fir,u)—Tit,)F(ty,u) -~ a(t)+ constante + pr (C{)F(t,n ldt,
[y lo, llo

puis, de Ja formule {17), appliquée specialement de O en «, je conclurai

) u
rit,) F(r, u) —Ttg} F(zo, uo):f —C{t)F(t,u)de +f r(a)fit,ujda,
“o

t

et, par conséequent, Pexpression trouvée de $ sera de la forme
. ’ u
S=r(eiF(t,n)+a(t)+ constunte——f Tt} f(r,u)du.
-
o

comme celle que j'ai eue précédemment par une application de la formule {g); par
consequent aussi, |'en déduirai toutes les mémes conséquences et je retrouverai les
formules (15).

Jobserve maintenant que, d'aprés les formules (14) et (15), il me sera Loujours
permis d’ecrire

N d
i dQ = dB + w(‘u'du,
i u
d{r{t)F{t,u)) = dC ELICI
8 .
" d‘r t)F(z =€
‘Y‘l (¢) (”‘)J—*ﬁ’
d dC  do(u;
\‘E(P(t)l“(:,u)]_P(t)f(t,u)_m+ .

et que, par suite, les équations (10), (10¢ter) se reduiront aux relations purement
geometriques
dC
dB = —du—pdv
du Fpav,

{1q)
: e dC
dA_—t dt+pdv,

dont la simple addition me fera trouver
dA + dB=dC,
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et, sous forme finie,

A+B=C.

De méme, s’il me plaisait d’abaisser une perpendiculaire du point B sur Paxe Op,
et de désigner par A,, B, les deux aires correspondantes, les équations {10 his),
110 guater) se réduiraient a

d
dB, = Zigdu “+ vdp,
‘19 bis)

dC
dA.—_—Edt—vdp,

¢t me feraient trouver par leur simple addition
Ai+B =C;
puis, par leur soustraction des formules (1g),
B —B=A— A ==vp,

ce (qui est évident de soi-méme sur la fig. 1 et rendra les formules (1g bis) inutiles
puisqu’on sera toujours libre de parvenir aux mémes résultats en faisant

vdp=d(ep)— pdv,
B +vp =B,
A—op=A,.
Je ne m’arréterai pas a faire voir avec quelle grande facilité on parviendrait & repie.
senter exactement dans leurs grandeurs finies les aires «BB,«,, «B'B «,, ABB'A".

ABJB A, ABB,A,, A'B'B A, el, enfin, l'aire quadrilatérale BB'B B,, si I'ou con-
naissait les fonctions A, B, Cen ¢, u.
Je me bornerai & faire remarquer que lorsque les différences t'— ¢, u — u seront

infiniment petites, on trouvera les mémes relations sous les formes plus simples e
volci

rl_C du = aire uBB,«,,

du

i‘—['- dt = aire HIBB'T'H’,

dt

dB de .

—_ — — p —- dt = aire ABB’A’,
= dt = —p A dt = aire AB ;
d d .

d—:—du = +p d—:du ~= aire ABB A..

Tome XVIIE — Ocropre 1353, Iz
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On trouvera encore :

{B . dC dA

22 du = aire uBB,u, — aire ABBA, = —du — ——du,
du du du

d . dC iB
idia dt = aire HIBB'TH' — aire ABB'A’ = — dt — 22 de,
dr dt dt

et il ne sera pas nécessaire de chercher tout cela sur la fig. 1, car la premiére des
équations (19) équivaudra aux deux équations partielles

dB de

a= " Pa’

dB dC do

—_— =P
du  du P au
et la seconde équivaudra aux deux équations partielles

da_dC v
dt T de , dr’

dA dv
' w = TP
mais, a raison de la relation
C=A+48,
cela ne fera que les deux conditions distinctes
dB dv
| =P
(20) dA do
de = TPa’

et les deux equations (19} se réduiront elles-mémes i la formule unique

dA dB
21 dv = — du — ——dt
(1) , du de
qui est directement évidente sur la fig. 1, et dont le second membre, aprés avoir éte
divise par p, devra étre une différentielie exacte.
Les équations (19 bis) se réduiront de méme 2 la relation unique
dA, dB,
21 bis odp — — — du + ——dt.
) P du m
Les équations (19}, ot la valeur de dv tirée de la formule (21}, comme aussi la va-
leur de dp tirée de la formule (21 is), seront naturellement des différentielles exactes,
sans condition aucune, quand on aura réussi & calculer les deux quantités A, B d’aprés
les formes algébriques supposées données des fonctions ¢ (v, p)=1¢, $ (v, p) = u;
wmais quand Fune de ces fonctions ne sera pas connue, ou que le calcal des aires A, B
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wania pu étre effectué complétement, on sera obligé de faire marcher de pair avec
les formules (19), ou avec la formule (21}, la condition algébriquement nécessaire
pour que celle des formules que I'on voudra ou devra employer soit, en effet, une
difterentielle exacte.

Jai fait voir depuis longtemps comment cette condition pourra étre exprimée par
"une des équations (11), (11 bis), (12), (12 bis), (13}, (13 bis), dans lesquelles il sera
toujours permis de remplacer les quantités T (¢) f(¢, ) et Q par C et B, et qui, elles-
mémes , prendraient encore de nouvelles formes si je voulais y introduire la quantité A,
ou bien les quaniités vp, A, B,, G, sans parler des cas non examinés ot il me plairait
de prendre comme variables indépendantes, soit p, 7, soit ¢, 1, soit p, «.

Je ne veux pas m’arréter i de pareils développements ici.

Yai voulu faire voir seulement quelle était la plus simple expression possible en
meéme temps que la fécondité des relations purement géométriques du sujet que jai 4
traiter. Je dis des relations purement géométriques du sujet que j’ai A traiter, car les
aquations (19), (19 bis), (20)et (21 ) s’appliqueront a tels systémes de courbes entre-
croisées que P'on voudra dans un plan, et si jexprimais que P'angle d’entre-croise-
ment doit étre égal & un angle droit, je me trouverais amené aux difficultés du probléme
des conrbes orthogonales.

Toute cette théorie ne prendra une signification calorifique que lorsqu’aux équa-
tions (19), (20) et (21) on joindra les équations (14), (15), (18), et alors, plutit
que d’employer un si long cortége d’équations, il sera préférable de ne faire usage que
des deux relations (10) et (10 ter), qui se confondront, en réalité, avec les équa-
tions (19).

Je poserai donc

r(tiF(s,u)=R,

[29) dR
['(t)dr/:f‘(t)f(t,u)du:Tdu,
u
{ dQ =1 (¢)f(r, u)du —pdu:lélE du — pdv,
du
(23) ’
d . dR
( dA :;l—t[[‘(t}F\t,u)]dt—q—pdv:?-t—(lt—{—p(lv,

et, en ajoutant les deux formules (23 ), je trouverai sous forme finie
)
A+ Q=R,

la quantité Q devant avoir la signification voulue par les formules (14 et (14 bis;.
¢'est-a-dire

u
Q.—:B+f T (t)f(ty, u)dn,
(]
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ce qui rntrainera
u
R=A+Q=C+ T(&)f(t,,u)du,
“o
conformément aux équations (15).

Les formules (22) et (23) seront, en un mot, les équations nécessaires et suffisantes
de la théorie des effets dynamiques de la chaleur, et les dissertations auxquelles je me
suis livré jusqu’ici n’auront servi qu’a en faire comprendre I'entiére portee ainsi que Iz
vraie signification.

Le but essentiel que j’avais en vue , indépendamment du désir de répandre un grand
nombre d’éclaircissements purement géométriques sur la ffg. 1, c’était de faire voir que
I'on sera toujours parfaitement libre d’intégrer chacune des iquations (23} le long
d’une courbe menée arbitrairement sur la fig. 1 d’un point donné ¢, 1, & un autre
point donné ¢, , «,, et que, de cette maniére, on aura genéralement

ldR 1
Ql_Qn:f —lu—f pl[v
,  du A ’

ldR I
A.—A:f—dz+f do
. A dt P av,

la différence Q, — Q, et chacun des deux termes de cette différence ayant des signifi-
cations physiques tres importantes, tandis que la différence A, — A, et les deux termes
de cette différence ne seront que des quantités auxiliaires, venues d’une régle abstraitr
de calcul, en vertu de laquelle on aura toujours

'dR ‘dR
{24 bis) R —R, = — dt + -— du,
A dt o du

re ui fera trouver

(24)

(Ql—Qo) + (A — A, )= R.—R,,
ot, en intervertissant,
A+ QI —Ri=A+ Qo—' R,,

canformément i la relation déji connue
A+Q=R;

ou, réciproquement, ce qui A Paide de cette derniére relation, fera rentrer les équu-
rions (23 } I'une dans P'autre.

De ce point de vue général de la question,, jai voulu notamment faire dépendre le
cas particulier oii, en allant le long d’un arc de courbe quelconque s, de ¢,, u,en ¢, «,,
V'arc s se refermera par la jonction de ses deux extrémités, ce qui réduira les for-

Foeo ' i ] (IR [ R AN AR NN RN SR T A R NN NN A A
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mules (24 } 3

/ s s
s o= d——R die — pdv,
o du o
{24 ter)
SdR g
’ 0= f — dt + pdv,
et la formule (24 bis) a
*SdR "5 dR
= —d —_ .
{24 quater) o 7 Y+ jo T du

Jai d'ailleurs ¢été amené i concevoir directement la premiére des formules {24 ter.
d’aprés la senle connaissance de la formule (3) qui provenait du mode de raisonne-
ment un peu ¢tendu ou perfectionné de M. Carnot, et de cette unique donnée j’ai pu
u’élever au cas le plus général des formules (23 ) et (24 ) par une marche de raisonne-
ment absolument rigoureuse.

Il m’a fallu chercher la condition algébriquement nécessaire pour que les foi-
inules (24 rer) et (24 ) pussent réellement avoir lieu, et cette condition exigeait que ie
second membre de I'une on de T'autre des équations {23) fat une différentielle exacte .
ce qui m’a fait trouver les équations (11) et (11 bis), (12) et (12 bis), (13) et (13 bisy,
selon que je prenais comme variables indépendantes ou «, ¢, ouv, p, ou v, r.

Jai fait voir encore que la condition en question était susceptible d’étre transtormee
de bien des maniéres entre les dérivées partielles des quantités v, p, op, A, Q, R en
!, 1, et que, finalement, les équations (23 ) devaient avoir lieu commie de pures iden-
tites par rapport a deux quelconques des quantités ¢, u, v, p, op, A, Q, R prises
comme variables indépendantes , ce qui faisait entrevoir un nouveau champ de trans-
formations fort étendu; ce qui me permettrait, enfin, a 'aide de la relation fondamen-
tale

:25) R:A+Q,

de laisser entiérement de cété les deux équations (23} et d'y substituer la relation
anique

A
. 26) dv = —— duy — —=
. 26) pdv i du 7 de,

{ui ne sera plus une différentielle exacte, mais de laquelle il devea ctre pussible de
tirer sous la forme d’une différentielle exacte soit dv, soit du, soit dt, et méme op quand
on voudra laire usage encore de Ia relation auxiliaire
dA dQ
vdp =d{op)— pdv=d(op) — - du 4+ —< dr.
p=dop)—p (ep) — — 7
La formule (26 est directement évidente a la seule inspection de la fig. 1, et, au
point de vue purement algébrique des choses, il pourrait étre assez avantageux d'en
faire usage en lieu et place des équations (23); mais, du woment o il s'agira d'avoir
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egard anx significations physiques des quantités A, Q, R, Iéquation (26) perdra toute
son importance , et il sera préférable d’y substituer la premiére des équations {23) qui
est

dQ =T (t)f(t,u)du — pdv,
’ sauf quelquefois i y joindre la relation complémentaire
d
’ dA:r—[;[r(t)f(t,u)]a't-o-pdu,
dont la simple addition, avec la précédente, fera avoir

A4+Q=R.

Je réussirai, par la suite, i trouver sous formes finies et bien explicites les solutions
uénerales des formules ( 23) et (26), ainsi que des équations (11), (11 bisj, (12},
(12 bis), (13), (13 bis), etc., en me donnant arbitrairement, soit Aenv, ¢ et R en
t,u,soitQeno, u etRent,u,soitenfin Aenv,tetQenv, u.

Jaurais pu expliquer ces méthodes générales d'intégration ici; mais aprés y avoir
réfléchi, il m’a semblé préférable de ne les exposer que progressivement dans P'ordre
naturel des idées par lesquelles J'y ai été conduit en voulant résoudre des problémes de
plus en plus élevés de la théorie des gaz permanents et de celle des vapeurs.

CHAPITRE IV.

Discussion des propriétés calorifiques d'un fluide élastique par rapport a des
accroissements infiniment petits des quantités v, p, {, u sans que Uon préjuge
rien de la nature intime de la chaleur. — De la maniére dont ces propriélés
générales dépendront des différentielles exactes dQ =T (¢) f (¢, u) du — p dv,

dA = Z(T (¢) F (t,u))dt +pdv.

La theorie des effets dynamiques de la chaleur avant été ramenee par les formules { 23}
ou (27) a I'équation principale
d
‘l dQ:l"(t)f(t,u)du—pdu:%du—-pdv,
LA} ’ a laquelle n’est venue s’adjoindre I'équation complémentaire

d R dR
dA = d—t[r(t)F(z,u)]dt+pdv=7t dt+pav,

que par une régle abstraite de calcal en vertu de laquelle on aura toujours, sous forme

finle,
A4+Q=R,
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il me reste encore a développer la partie la plus importante du sujet, celle des quantités
de chaleur nécessaires pour faire aller les variables v, p d’un fluide élastique d’un point
donné B 4 un autre point quelconque B surlafig. 1.

Pour cela, je retourne a la seconde des formules (22), ou plutst & la premiere des
lormules (7)), qui est *

(B dg = f(t,u) du,

tt qui représente, en principe, la quantité de chalenr nécessaire de B en B, pour un
accroissement infiniment petit de la variable « le long de la courbe g (v, p) == constante ¢,
Cette quantité est de la chaleur latente, c'est-d-dire de la chaleur qui Be peut impres-
sionner le thermometre, parce que la température ¢ est constante le long de la courbe
BB, et la denomination usitée de chaleur latente acquiert ainsi pour tous les gaz per-
manents la méme signification que celle qu'elle a recue depuis longtemps pour les va-
peurs. La seule différence qu'il y aura, c'est que pendant la formation d’une vapeur, Ju
courbe ¢ (v, p) = constante ¢ deviendra une ligne droite paralléle i 'axe O, commie
sur la fig. 2.

D'un point quelconque ¢, # a4 un autre point ¢, u, le Iong d’uner courhe
v{v, p) = constante ¢, la quantité de chaleur latente sera

ul
(C) q:f f(t,u)du:F(t,u,)—F(t,u).
u
Quand il s’agira d’aller du point B 4 un autre point infiniment rapproche B, & cow
de la courbe BB, , on pourra aller, d’abord de B en B,, puis de B, en B, le long d’une
courbe (v, p) = constante «,.
De B en B, on dépensera une quantité de chaleur

dg=f(t, u)du,

¢t le thermométre restera stationnaire. De B, en B, la température augmentera par
suite d'une dépense de travail égale i laire A,B, B/ A, mais on ne fera aucune dépense
de chaleur,

D’un autre ¢oté, on pourra aller, d’abord de B en B', puis de B en B,.

De B en B', par suite d’une dépense de travail égale i I'aire ABB'A’, la température
eprouvera le méme accroissement ¢ que de B, en B, mais on ne fera aucune dépense
de chaleur. De B’ en B', la variable « éprouvera le méme accroissement du que de B
‘en B,, et I'on dépensera une quantité de chaleur

d
dy’ = f(t~+ dt, «)du= f(t, u) du + :l—tf(t, u) dt da.

Ainsi, les quantités dg, ¢’ différeront infiniment peu I'une de Pautre quand Jes
points B, B seront infiniment rapprochés, et de cette circonstance je conclus que, pour
aller de B en B le long d'une courbe quelconque, il suffira que le chemin BB, soit
d’une longueur infiniment petite ds, pour que, i un infiniment petit du second ordye
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pres, la quantite de chaleur a dépenser soit égale au terme differentiel du premie:
ordre dy = f(t, u)du.

Donc, le long d'une courbe indétinie BE, E, a partir d’'un point donné ¢,, u, jus-
quh un autre point ¢, , #, d’une telle courbe, j’aurai a faire la somme de tous les termes
vonsécutifs dg == f(¢, u) du, ce qui me raménera 2 la formule (8) déja connue,

ul
n: C:f S(t, u)du,
uo

ies variables ¢, « de cette formule devant étre assujetties, pendant le cours de 'integra-
tion , a la relation
x(t,u)=o,

(ui sera I'équation de la courbe BB E en ¢, «, et au moyen de laquelle on trouver:
Jéquation de la méme courbe en ¢, p sous la forme

x(e(vsp)s ¥(v,p)) =o0.

Je crois avoir mis cela hors de tonte contestation 4 Poccasion des formules (7) et (8},
et je ne m'y arréterai pas davantage ici. .
Mais je dois faire observer que la formule {D) suppose implicitement qu'il est permis
de faire une somme de différentes quantités de chaleur dg venant de températures tres-
différentes, ce quiest choguant en soi-méme au point de vue physique des choses tant que
la fonction I (¢) ne devra pas étre remplacée par une constante dans la theorie; car,
j'ai fait remarquer depuis longtemps , aussitot aprés 'établissement de Ja formule (3 -,
(que si on veut éviter la nécessité d’admettre une perte de force vive dans le pheno-
mene de la transmission libre de la chaleur entre deux corps A, A’ 4 des températures
différentes ¢, ¢7, alors que la fenction universelle 1" {z) n'est pas supposeée ¢gale i une
constante , il faut que 'on érige en principe que toute somme de chaleur ¢’, venue li-
brement d’un corps # une température ¢’ dans un autre corps i uue température /.
acquerra dans ce dernier corps une valeur différente ¢, d’aprés la relation
o=¢'T(¢') —qrit’,
de jaquelle on tirera
_ g
LICE
Or, a ce point de vue, la formule ; 8) ou (D) n’aurait plus de sens, et pour la recti-
fier, il faudrait concevoir une certaine température fixe T, 4 laquelle on commencerar
par rapporler toute quantité élémentaire de chaleur dg venue d’une température diffe-
rente t.
ne somme de chalens dyg a la température ¢ vaudrait, eu realite,
T t)dg
r (T"— ’

\ v 1 ) oo I R R RN R R ST T T T A
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a la température fixe T, et, par suite, la formule (8) ou (D) devrait étre remplacée
par
1

(D' C:TT)fuo (o) f(t,u)du,

ce qui reviendrait A dire, en d’autres termes, que la vraie mesure de la chaleur doit
étre, non pas le terme f (¢, ) du, mais le produit I' () f(z, u) du.

Il ne s'agirait plus, enfin, que de savoir si les quantités de chaleur mesurées par les
physiciens sont véritablement de I’espéce I' () dg, ou de I'espéce dg seulement, de mes
raisonnements : dans le premier cas, il faudrait s’empresser de remplacer la fonction
I'(¢) par une constante G dans la théorie; et, dans le second cas, il faudrait conserver
la fonction £ (¢) comme une quantité variable avec ¢.

Or, dans ce qui va suivre ici, je n’aurai & m’occuper que des quantités de chaleuy
nécessaires pous aller d’un point ¢, « 4 un autre point infiniment rapproché ¢ + dt,
u —+ du; je ne me servirai donc ni de la formule (D), ni de la formule (D), ‘mais de
la formule (B) seulement. Les quantités de chaleur dg dont je m’occuperai seront tou-
jours de Pespéce des quantités g, ¢ de la formule (3), c’est-i-dire des quantités de
chaleur venant d’'un corps entretenu 4 une température donnée ¢ ou ¢/, et allant dans
un autre corps dont la tempeérature sera infiniment peu différente.

De cette maniére, je resterai dans Pentiére rectitude de mes raisonnements sans étre:
obligé de me prononcer absolument, ni sur la natare de la fonction universelle T (¢}
(que, pour plus de généralité, je conserverai dans mes formules), ni sur la maniére
dont la chaleur pourra se transmettre , et changer ou ne pas changer dans sa quantité
entre des corps librement en présence, a des températures trés-différentes ¢, ¢'.

Ainsi d’'un point quelconque ¢, x 4 un autre point infiniment rapproché ¢ -+ dr,
&+ du, J’aurai constamment

dg = f(t, u)du;

puis, des expressions algebriques des quantités v, p en ¢, u, je conclurai
dv do
dv= —dt + — du
dt du
ap .
dp = - dt +-=-du.
P = du
Ce seront les accroissements des coordonnées ¢, p pour deux accroissements donnes
dr, du sur la fig. 1, et toutes les fois que je supposerai x# = constante , je trouverai

- de d
du:(T;dt, dp:-‘,—ii—)dt, dg = o.

Quand , au contraire, je supposerai ¢ = constante , je trouverai
dv dp
de = —du, dp—=—du
do 0 P=g

Tome XVII. — Noveuere 1353. 33
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ou, inversement,

dv dp
du_ z = E’;,
du du

et, par suite, la quantité de chaleur latente proprement dite de B en B, le long d'une
courbe ¢ (v, p) = constante ¢, pourra étre mise sous les deux formes équivalentes

t,u)
dg=f(¢, u)du:f—Ld:’—uidu,

du
__fl(t,u)
—-—TP‘—dP.
du

Le long de toute autre courbe BB, la température ¢ variera, etl'on aura 2 volonté

/dqu(t,u)duzf—(t—’—u—)(dv— %dt],

de
du
.F) ou
— _ fle ) ap )
dg=f(t, ) de = e dp—d_tdt :
du

puis, quand on fera
p = constante ou dp=o,

on trouvera la chaleur spécifigue & pression constante sous la forme

dp

. on f(t’ u)z

(l") = —|=———)
dr ZE

du
et quand on fera
v = constante ou dv —= o,

on trouvera la chaleur spécifique & volume constant sous la forme

de

:'FI/ ¢, = dql — f(t,u)“?é
) T )T dv
du

Les produits c,dr, ¢, d¢ sont nommés ordinairement les quantités de chaleur sen-
sibles 4 pression constante et 4 volume constapt.

Les formules (F) peuvent étre interprétées alors trés-simplement en disant que la
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quantité de chaleur dg pour aller d’un point 4 un autre sera toujours la somme de Iz
chaleur sensible 2 volume constant et de la chaleur latente proprement dite qui deé-
pendra du seul accroissement de volume, ou bien la somme de la chaleur sensible
pression constante et de la chaleur latente proprement dite qui dépendra du seul ac-
croissement de la pression, ces deux sommes étant nécessairement égales a cause de
Pequation de condition

On pourra aussi se donner arbitrairement les accroissements do, dp, et alors il n'y
aura ni double interprétation ni équation de condition, car I'on trouvera les denx
relations parfaitement déterminées

() Ii(
_x du -+ i dp
dr — du - du
- dp dv dp dv
dr du~ dudt
dp dv
87 d(‘ —_ ;[‘ (l;’
du = »
dp dv dp dv
dt du  dudt

dont la premiére fera connaitre Paccroissement dt et dont la seconde entrainers

. d, do
fle 0 fleu)S
dg=f(t,e)dv =—— " _dv— — T dp;
? ’ dp dv dp dv dpdv  dpdo '’
dt du” dudt dr de~ dude
puis, au moyen de I'équation (11), il sera permis d’écrire
dp de
du du
dt —= — 7 u do 4= 7 “ dp,
SEOALE) SO ()
dj , de
(e, u) L fit, )3
do — dt do dt d
=g d— 5————dp,

ZEOf(Bw)  Zr(ef(e)

et quand on tera d’abord
p = constante, dp=—o,

53..
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on trouvera

dp
du

=(&)=—-7—"—
5‘0—[du]_ %(r(r)f(t’“)]

dp
n=(%)= s
“l 2O s(n )

Quand, an contraire, on fera ¢ — canstante, dv =0, on trouvera

d_u
dt du
S e
(6) (%) 2 (v ()15 )
dv
,,,.__[fz]z__f_"’ld‘t_,
® o sr@sm)

et, a I'aide des quatre quantités 3, 31, 9oy ¢, O aura généralement
dt = %,dv+ 3, dp,
dg=q,dv + q,dp;

par suite, I'on pourra calculer la quantité

_ﬁ_q.do+q.dp
dt T S,dv+ 9.dp’

qui méritera d’étre nommée la chaleur spécifique d’un fluide élastique dans la direc-
tion ds allant d’un point quelconque ¢, p 4 un autre point infiniment voisin ¢ -+ dv ,
p =+ dp; car il suffira &’y faire respectivement p = constante et v = constante, pour en
déduire, comme cas particuliers, les quantités de chaleur spécifiques, déji connues
dans des directions paralléles aux axes Ov et Op sur la fig. 1,

qs q.

Co=— 9 L‘,:;-
1

Le produit ¢ dt représentera, en un mot, de lg chaleur sensible dans la direction ds
allant d’un point ¢, p a un autre point ¢ + dv, p + dp, et la dénomination de chaleur
latente n’aura plus aucune signification directe ; car, pour déduire des formules (G ) ce
qui vraiment sera de la chaleur latente le long d’une courbe ¢ (v, p ) = constante ¢,
de B en B, , il faudra qu’on fasse d¢ = o, et, par conséquent,

0=9%,dv +%,dp,

' : . § ' b I TR N TR IR R T T T AR TN R
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dp— —z%'do ou dv:—;‘dp,
et, par suite,
@:E%gﬁ@:_ﬁ%%&@,
ce qui, toute réduction faite aprés la substitution des valeurs de 3,, 3, 4,5 ¢,, d’aprés
les formules (G ), coincidera, il est vrai, avec les formules (E), mais ne pourra plus
étre considéré comme une chose simple 4 cause de la maniére indirecte dont j'y serai
parvenu.

Il y a & faire remarquer encore que, dans ce cas-1a, on trouvera une valeur infini-
ment grande pour ¢, et que jamais la connaissance des deux chalears spécifiques prin-
cipales ¢,, ¢, ne suffira pour faire connaitre la quantité finie ¢ ou le produit infiniment
petit ¢ dt dans une direction quelconque ds ; j’en conclus que , lorsqu’on voudra prendre
v, p comme variables indépendantes, on devra abandonner i la fois I'idée de chaleur
latente et I'idée de chaleur sensible ou de chaleur spécifique, pour ne considérer comme
des choses simples que les quatre quantités 3, 3,, ¢,, g, des formules (G).

Yai voulu faire voir, en un mot, par cette dissertation , que les locutions usitées de
chaleur latente, de chaleur spécifique et de chaleur sensible ne devaient pas éure en-
tendues comme ayant des significations absolument distinctes applicables chacune i des
phénoménes calorifiques trés-différents les uns des autres ; car j’ai fait voir trés-claire-
ment que, pour aller de B en B sur la fig. 1, la méme quantité dg = £ (¢, u) du, qui
etait de la chaleur latente seulement quand ¢, « étaient les deux variables indépen-
dantes, a d étre remplacée par de la chaleur latente proprement dite et par de la cha-
leur sensible quand je voulais prendre comme variables indépendantes soit ¢, ¢,
s0it p, Z, et que, enfin, quand il me plaira de prendre v, p comme variables indépen-
dantes, il ne devra plus étre question ni de chaleur latente ni de chaleur sensible , mais
bien des quantités de chaleur g, , ¢, susceptibles de produire une angmentation eégale
i 1, d'une part dans le volume ¢, d’autre part dans la pression p d’un fluide elas-
tique, tandis que la température éprouvera les accroissements correspondants %,, 5,.

Ce dernier systéme, auquel on est conduit naturellement quand on prend ¢, p comme
variables indépendantes, est le plus convenable au point de vue des relations fondamen-
tales '

p(up)=1t (v, p)=u
et des interprétations géométriquement possibles sur la fig. 1; je vais done le déve-
lopper en entier, en partant directement de I'équation (B).
Jaurai d’abord

dt dt
dt — — —_
t 7 dv 4 P dp,

du du
du = -dev—*.d_pdp’
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et, par suite,

dg=j(¢, u)du =f(t,u)%dv+f(:,u).j_'.;d_,,,

Je conviendrai de poser

d
f(‘:")gg':%; f(t’u)j_l::QH

ce qui me donnera les deux relations essentielles

dt = 8,dv + S, dp,

dg=q.dv +q,dp.
Je désignerai encore par ds la petite longueur menée d’un point ¢, p i un point voisin
¢ + do, p + dp, et par & I'angle de la droite ds avec I'axe Ov sur la fig. 1, ce qui me

donnera
dv =dscosd, dp=—=adssingd,

dt = (%,cos & + & sind) ds,
(H) dg=f(t, u)dua=/g.cosd+ ¢, sin ) ds,
__dg _ q.cosd + g,sind
T dt T %,c088 4+ 3 sind
De cette maniére, les rapports des accroissements dz, dg & I'élément ds seront tou-

jours finis et la quantité ¢ ne passera i I'infini que lorsque le dénominateur de la der-
niére des formules (H ) se réduira a %éro, ce qui entrainera

dt — 0, == constante.

La quantité ¢ deviendra nulle, au contraire, quand le numérateur se réduira 3
2éro, ce qui entrainera

dg =0, du=—o0, u= constante.

1} suit de |3 que, en désignant par «, f les obliquités des tangentes aux courbes ¢, ¢

avec I'axe O¢, on devra avoir respectivement
0 = %,co8a + % sinz, 0=g,cosf -+ g,sinf,

d’oi I'on tirera ’

&) Go

tang a —— —» tan = — =

8 5 g P 7
Je fais

“=\/9’o+3:’ b:\/q:-qu,

puis, en tenant compte du sens de la direction «, de B en B,, et du sens de la direc-
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tion B, de B en B’ sur la fig. 1, je trouve

3 |
cosa=+—;‘a cos f :—%,
sino:.—.-;—%, sinp:+%.

J’en conclus d’abord
sin (B — &) = q—L_ q.So,
ab
(n la différence § — « représentant I’angle B’ BB, , sur la fig. 1.

Je remonte ensuite aux formules ( H) et je trouve, d’une part, le long
de la courbe BB, ,

: 3 —q,8
dq? =f(t,u)du = (gocos 2 4 q,sin «) dsa = %'TM ds_,
d’autre part, le long de la courbe BB/,
. — ¢, 5,
dty = (3,08 § + 9,sin B) ds, = ?“—9'% ds,,

Ainsi, du moment ol les physiciens seront parvenus & trouver expérimentalement
les quatre quantités ,, 9., ¢,, g, d’un fluide ¢lastique en un point donné v, p sur lx
Jfig. 1, on connaitra non-seulement les directions des tangentes aux courbes BB, , BR’,
. mais encore la quantité de chaleur latente ou le terme calorifique fondamental £(¢, u) du
le long de l'arc BB, , ainsi que 'augmentation de température le long de I'arc BB’ par
rapport & un élément de longueur ds sur I'un et I'autre are.

On voit surtout que, A part les facteurs respectifs

L, B By
ab’ 2 5’
ce sera la méme quantité
Fodi— q. %,
qui représentera i la fois le sinus de I'angle B’ BB, » la quantité de chaleur latente fe
long de l'arc BB, et I'accroissement de la température le long de I'arc BB'.

Pour aller plus loin encore, j'observe que la discussion des formules (H) se rap-

porte 4 deux expressions seulement dont chacune est de Pespéce :

r==nm,cosd -+ m,sin &,
Pune pour les valeurs de dt et I'autre pour les valeurs de dq.
Or, si 'on désigne par
— P
d=ymi+ m:
la diagonale d'un rectangle construit sur les longueurs m,, m, comme cotes, et par
Pangle que fera avec cette diagonale une droite menée dn commun sommet des lon-
gueurs d, m, comme foyer, sous une obliquité ¢ avec le c6té m, dn rectangle , il es:
facile de voir que la quantité r de la formule, considérée comme une longueur sur nne
b
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telle droite oblique , deviendra la projection de la diagonale d sur la droite obhque, et

que T'on aura simplement
r—=dcosi.

Done le lieu des extrémités des longueurs r sera une circontérence de cercle décrite
sur la longueur d comme diamétre, et, une fois qu'une telle circonférence aura été
décrite, la quantité 7 sera constamment égale a 1a longueur du rayon vecteur qu'on
pourra mener du commun sommet des longueurs d, m, comme foyer jusqu'a la ren-
contre de la circonférence.

Telle sera donc la loi mathématique, d’une part, des accroissements de tempéra-
ture dz, et, d’autre part, des quantités de chaleur dq des formules (H).

De plus, il est facile de voir que ce que je viens de nommer la diagonale du
rectangle ou le diamétre de la circonférence deviendra, d’une part, en ce qui con-
cerne les accroissements de température dt, la quantité a du calcul, portée comme une
longueur & partir du point B sur la normale a la courbe BB, i travers 'aire BB'B'B,,
et, d’autre part, en ce qui concerne les quantités de chaleur dg, la guantité 6 du
calcul, portée comme une longueur & partir du méme point B sur la normale i la
courbe BB’, aussi i travers I'aire BB’ B B,.

De cette maniére, on comprendra de suite dans quelle direction on devra marcher
pour que, & une longueur constante ds corresponde, d’une part, la plus grande valeur
de dr, et, d’autre part, la plus grande valeur de dg; ce sera sur les normales aux
courbes BB,, BB’ que I'on trouvera de telles valeurs maxima.

Quand on ménera une longueur ds du c6té extérieur a la circonférence passant par
le point B, il faudra que P'on prolonge cette longueur en sens opposé jusqu’a la ren-
contre de la circonférence, et I'on reconnaitra facilement qu'un tel renversement de
construction dénotera un changement de signe dans la quantité correspondante dt
ou dg.

Si l'on deésigne ensuite par /g, is les angles i d’un rayon vecteur guelconque avec les
deux diamétres «, b dirigés normalement aux courbes BB,, BB, on aura simultané-
ment, dans la direction de ce rayon vecteur,

dt = acos i, ds.
(K) { -
| dg = bcos iz ds.

§i I'on désigne encore par ¢ I'angle compris entre les deux longueurs a, &, on aura,

d’une part,
iy — iy = constante ¢,

et, d’autre part, Pangle ¢ sera le supplément de I'angle B — =z, d’olr 'on conclura

sin ¢ = sin (is — is) = sin (§ — a) ___&L—biﬁ,
a
et, inversement,
@5 —q S.=absine,
ce qui apprend que la quantité g,%, — ¢, 5, sera égale a I'aire du parallélogramme
quon pourra former sur les longueurs a, b comme cotés.

1 " Vo
et E L A T RERRERY IR L L FLSNR AN R
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On voit aussi qu’une telle relation ne s'appliquera pas plutét aux quantités &, ¢,
et 3, g, de deux directions paralléles aux axes Ov¢, Op, qu'aux quantités analogues
3, q, et ¥, ¢, de deux directions perpendiculaires quelconques menées par le point B
surla fig. 1.

Les deux derniéres des formules (I) deviendront ensuite

_qlso

L3
(lq?:f(t, u)du:q“ la ds?: bsinsds?,

$—q 8 ;
dtS&:—q%ds?:asmedsw

et par la on voit que, sauf les facteurs dsQ, ds,\b » la quantité de chaleur latente, le long

de la courbe BB, sera égale i la plus courte distance de P'extrémité de la droite & i la
longueur a, tandis que 'accroissement de la température, le long de la courbe BB, sera
égale a la plus courte distance de I'extrémité de la droite @ i la longuenr & ; C’est, en
effet, ce que l'on trouverait directement dans I'un et l'antre cas, si, dans les for-
mules (K ), on mettait respectivement sin ¢ en place de cosi, et cos i;, ainsi que cela
résulterait de la simple inspection d’une figure sur laquelle on tracerait les deux circon-
férences dont @, b sont les diamétres dirigés normalement aux courbes BB,, BB’ sous
un angle compris «.

Quand on cherchera a déterminer 1’écartement normal ds, de deux courbes infini-
ment proches dont les équations sont ¢(e¢,p)=¢, ¢(v,p)=1¢t+dt, et, de méme,
I'écartement normal ds, de deux courbes infiniment proches dont les équations sont
Y(v,p)=u, (v, p)= u+du, on trouvera respectivement

dt do
dsa— —y dsg—= a4 N
a b
puis, dela seule inspection de la figure, on conclura
ds9 sin e = ds;, d.s‘lp sin € = ds,;

mais je ne m’arréterai point i cela. Je me bornerai 4 faire remarquer que, d’aprés les
premiéres des formules (H), on aura encore

! 3, q
dv?:d.t?coscc:—i—;dx?, (Iv,,b:ds,#cosﬁ‘::— stw
111~dr’sina——s;°dc dp, = ds, sin p= + L ds
Po=5 =g dpy=dsysin p= pdsy,

(V)/ etque, par suite , les deux derniéres des formules (1} deviendront
dv dp
G —q T . P,
dq?: f(¢ u)rlu:o—'a——'—o ds?:(([,,s.— 41 %) ?:':—(q.,sn—f].-%)—?a
S —qg. 9 {[“'L \(1/11‘
dl,‘_,d:qa ! bi—j(s:d, = — ((Iosl_ ’[|3U)TI:‘ ::‘9'(’/05'1—7\5'""';‘;— .

Tome XVIII. — Novemske 1853, 54
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Quand, enfin, on voudra y faire entrer les chaleurs spécifiques principales ¢, c.,
on aura

(/o:cosoa ’7|=¢'19n
ce qui donnera

f/os|—ll.90: %03 (Ca_ Cl);

¢t, de méme que, pour des directions rectangulaires quelconques, on aura
() tonjours
7,9, —q, ¥ =absine =4q,% — q. %,

de méme aussi, pour de telles directions rectangulaires, on aura
¥, 8(c,—¢)=absine= %% (c.—c).

Donc il sera nécessaire et suffisant que la chaleur spécifique & pression constante c,
excéde la chaleur spécifique 4 volume constant ¢, pour que les propriétés calorifiques
d’un fluide élastique puissent étre d’accord avec les relations géométriques des fig. 1
et 2,

Si Pon avait ¢,= ¢, (par suite ¢,==¢'), I’angle ¢ serait nulet les deux courbes BB, ,
BB’ se confondraient I'un avec I’autre. On aurait i la fois dq? —=o, dt,’,, — o, etil ne
saurait plus y avoir de phépoménes calorifiques comme ceux des fig. 1 et 2. 8i 'on
avait ¢, < ¢, des phénoménes analogues se produiraient dans un ordre exactement
renverse.

Telles sont les propriétés générales des effets calorifiques d’un fluide élastique &
'entour d’un point donné B de la fig. 1 sans que I'on ait & faire aucune hypothése sur
la nature intime de la chaleur; car toute expression d’une quantité infiniment petite z
de la forme

dz=Xdr+Ydy,

qu’elle soit une différentielle exacte ou non, comportera exactement les mémes inter-
prétations que I'expression de r des raisonnements précédents, et quand on aura i
considérer le rapport de deux pareilles expressions par rapport aux mémes accroisse -
ments dz , dy des coordonnées rectangulaires z, y d'un point dans un plan, on par-
viendra nécessairement A toutes les relations géométriques que je viens de développer
au sujet des quantités infiniment petites d¢, dg sarla fig. 1.

Ces relations ne prendront une signification mécanique que lorsqu’on invoquera, en
outre, les formules (A ) da commencement de cette dissertation, et, alors, il ne sera
plus permis de considérer les quantités $,, 3, q,, . comme étant completement inde-
pendantes les unes des autres.

Il fandra que les quantités 3, 3,, 7., ¢, soient déterminées par les quatre premiéres
des équations {G) quand on voudra employer ¢, © comme variables indépendantes ;
mais ce systéme de notations n’est pas celui qui me réussira par la suite.

Ce qu’il y aura de mieux 2 faire, en général, ce sera de réunir les équations (22
¢t la premiére des équations ( 23 ), c’est--dire I'équation (B) et la premiére des ¢qua-
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tions{ A} en une seule expression de la forme

(L) T(t)ydg =T(t)f(t, u)du=dQ + pdo,

sauf, ensuite, a développer les différentielles exactes du, dQ, dv en fonction de celies
des quantités o, p, ¢, u que 'on voudra faire servir de variables indépendantes.
Il'y a & faire remarquer, d’ailleurs, que par cela seul qu’on aura
dg = f(t,u)du,
la quantité¢ infiniment petite dg ne saurait étre une différentielle exacte qu'autant que
la fonction f'(¢, «) ne dépendrait pas de la variable ¢.

Cela convenu, quand ¢, p devront étre les deux variables indépendantes , on con-
clura immédiatement de I’équation (L),

q"r(‘):”’)f(hu)%:%—f-p,

tlu_dQ'
dp~ dp’

(M)
g U(0) =T (e} f (¢, u)

puis, quand on éliminera Q par voie de différentiation entre les équations (M), on
retrouvera la condition (12), et quand on substituera dans celle-la les dérivées de «
en ¢, p tirées des équations (M), ou bien quand on éliminera directement par voie de
différentiation les dérivées de u en o, p des équations (M), on trouvera la condi-
tion (12 bis).

Il fandra, en un mot, que, en ne perdant pas de vue la relation connue

dt dt
dt:;(—}dv—{-—d—pdpzsado—!-.‘}ldv,
on ait
1 du dt du dt
—_——— T e 9
d__ dedp  dpd
ST ()£, ) v
dt
ou, ce qui reviendra au méme,
e, u) du dt du dt
() d"“— =f(t, u) 117-11;_2/1_)}1_" =¢%—q¢%={c—c)5%5,
’ — (T (2)f(t,u))
dr ’ .
ou encore
T(£)f(t, u) dudt  dude aQ de dQuw
_rr N T Nt o)V —— . — = -4 pf— . x_.
d =T () f(¢, u) do dp  dpde de P

e dp  dp odv
L (0o, w)

Quand, ensuite, on voudra connaitre les chaleurs specifiques ¢, ¢,, ainsi que la

54 .
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chaleur latente dg, on se servira des relations

| dQ dQ dt
| gr(r) @ P (W“)Z»
C.r(‘): 90 = ) = ar dr )
& & dp
dQ dQat
cr(t)_qlr(‘)_-‘g_a;%
: =78 T At T diar’
dp  dvdp
(22, )% _do4
(co—e)I(t)= =t d dp & Ll/(, u)
o - dt dt —dedt d
@ dp @;,;;,—,(F(t)f(',u)]
dQ dt  dQat
(0) { aq 0 — .8 P TP\ T @ a
ﬁfr(t):—__h o ‘r(:)=(c.—c.)s,r(z)=( >dt” p d
dp
___Te)f(s«)
~d d
Ed—,("(‘)f(':“)] »
(dQ )dt dQdt
4q  Geh—gi S _ \av dp _dp dv
E:,_r(:)_ T T(t)=(c,— )% T (t)= ar
. dv
—_ T(a)f(ee)
de d
\ 7 7 (T(6)f(2,u))

Avec ce systéme de formules, les dérivées de £ en », p devront étre tirées de I'¢-
quation ¢ (¢, p) = ¢, supposée donnée, et I'on ne fera aucun usage de la seconde des
équations (A).

Cependant, au point de vue purement algébrique des relations du sujet, on aura
encore, par la seconde des équations (A),

d dA d
d—‘[I‘(t)F(t,u)]dt:dA—pdv:(z—p]dv+d—:dp,
et, par suite,
d dt  dA
— { _ -
w dt[F(I)F\t, u)) e v P>
(M) d r () F(2 dt _dA
aEWREu) =2

puis, quand on éliminera la fonction A par voie de différentiation, on retrouvera la

" [EE 1 v ' bt - SRR EE UPEEIE R MR SR
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premiére des équations (N) sous la forme exactement équivalente

. 1 __dudt dudt
d* (T (e)F (e, u))  do E_—@dlﬁ
dt du

et, quand, dans celle-13, on substituera les dérivées de't en o, p tirées des équations (M},
on trouvera, en place de la derniére des équations (N),

d .
2 OFEGD) g raa du
ROTGy e+ el O P
dt du

Les équations (M'), (N’) seront en A et u ce que les équations (M), (N) seront en
Q et ¢; mais je ne m’arréterai pas 4 développer a ce point de vue les expressions des
quanlités c,, c,, dg_, parce que je n’en retirerai aucune utilité par la suite.

On pourra réunir enfin les deux systémes d’¢quations, et alors en désignant, pour
abreéger, par R (¢, «) la fonction composée I'(£)F(¢, ), on aura, par les équations (M),

(N')

4Q
du E_*_p
&  dR(t, u)
du
4Q
du E
dp~ dR(t,u)
—
(M”) ! et, par les équations M’,
dA
& A ?
& = TR, w)
de
dA
“«_ &
& = ah (5, a)
—

au moyen de quoi I'équation (N’), comme aussi la derniére des équations (N), s¢
réduiront 'une et Pautre a

dR (¢, u)dR(t, u)
dt du __{dQ )(IA dQ [dA )
d'R (s, u) (?Zﬂ”, p _(‘“”'")
dt du

{(N")

_4QdA _dQdA d(A+Q)

T dv dp dp dv p dp
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On aura ensuite,, en place des équations (0),

dQ
. %+pdl{(t,u)
cnl(t): —_
dA dt
an P
dQ
L _ZdR(t,u)
{ll(t)_a T
dp
dR (t,u)( {dQ dA  dQ[dA
—a \\a P 5—7::(,:0 ")
(eo— e)T () = ) R
e
\ dR (s, )\ dR (¢, «)
. dt du
T d*R{t,u) (dA dA’
dtdu a P ;1-;
dR (t,2) dR (1, u)
dy
—IP-F(I)— dt du
dvq’ d’R(t,u_)d_A
dtdu dp
dR (¢t u)dR (s, u)
d i St Bl i Sk Bl
Yty = du__
dp? d*R (¢, u) d_A A\
dtde \av %)

Ces différentes formules auront une grande importance par la suite quand il s’agira
de trouver les expressions algébriques des fonctions A, Q, R,..., d'aprés certains ré-
sultats expérimentaux. On arriverait 2 des relations analogues en prenant soit v, ¢,
soit o, u,..., comme variables indépendantes; mais je ne m’en occuperai pas ici.

Je me bornerai 4 faire remarquer que la seconde des équations (N) ne dépendra au
premier membre que des fonctions f(z, «) et T (¢), tandis que le deuxiéme membre
sera cette quantité si remarquable des formules (1), (I'), (1”), dont le produit par
différents facteurs représentait & la fois le sinus de l'angle B'BB,, la quantité de
chaleur latente le long de I'arc BB,, I'accroissement de la température le long de
P’arc BB, la différence des chaleurs spécifiques principales, et encore la différence des
chaleurs spécifiques dans deux directions perpendiculaires quelconques; une quantité,
enfin, dont la valeur, parfaitement indépendante de tout systéme de directions per-
pendiculaires qui aura servi  la trouver sur la fig. 1, sera égale 4 Vaire du parallé-

logramme qu’on pourra former avec des longueurs a, b, comme cotés sur les normales
aux courbes BB,, BB,
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La scconde des équations (N) fera voir de nouveau que, si on avait ¢,==¢,, il ne
saurait plus y avoir de phénoménes calorifiques.
Dans une telle hypothése, un fluide élastique pourrait étre dilaté et comprime a

volonté le long d’une courbe unique parfaitement déterminée sur la JSig. 1, sans changer
de température et sans prendre ni céder de la chaleur.

Le fluide élastique ferait Voffice d’un de ces ressorts abstraits que P'on a imaginés
depuis longtemps dans les applications usuelles de la Mécanique, et qui, avec une
vertu analogue i celle des forces de la pesanteur, a cela prés que lintensité de leur

action est plas ou moins variable au lien d’étre constante, n'existent sans doute pas
dans la vraie natare des choses.

Au point de vue de Carnot et Clapeyron, la fonction £z, u ) ne devait pas renfermer
la variable ¢, et, par suite, la seconde des équations (N) devenait

1 1
7 ou c= o — g F={ec,— )3, 5,,
— T (¢
#T )
c’est-a-dire que la différence ¢,%, — ¢, %, devenait une méme fonction de la tempe-

rature pour tous les corps de la nature; donc, dans ce cas-la » toutes les quantités que
J'al énumérées comme étant des produits de Go% — 4%, par différents facteurs, ne
dépendaient plus que de ces facteurs et de la fonction universelle G, ce qui entrainait
une foule de théorémes trés-remarquables, surtout quand on s’appuyait encore sur les
lois de Mariotte et de Gay-Lussac pour tous les gaz permanents, et sur les propriétés
connues de la formation des vapeurs.

Mais, du moment ou la fonction f£(¢, «) dépendra de la variable ¢ et pourra éire
différente d'un fluide élastique A un aatre, tous ces théorémes disparaitront, et ii
s’agira principalement de trouver un' systéme d’expérimentation au moyen duquel on
parviendra un jour & connaitre la founction universelle T () et la fonction spéciale
f (¢, u) pour chaque espéce de fluides élastiques.

Il faudra, dans ce but, que les physiciens s’attachent i déterminer expérimentale-
ment les formes de courbes ¢ (v, p) =1, Y (v, p) = u, et les valeurs des quantités
90> 915 €0y €15 €, dq, en un grand nombre de points de la fig. 1. 1l fandra, surtout,
qu’ils visent A trouver les variations progressives des quantités ., q,, ¢, £, ¢, dg_,
le long de certaines courbes bien déterminces, de maniére que, & 'aide du calcul, on
puisse parvenir & remonter de quelques-unes des parties connues des équations (L},
(M), (N), (0),..., aux lois générales des fonctions r(t), flr,u), Qet Aenv,pon
t, u,..., comme variables indépendantes.

Yespére ne rien laisser a désirer a ce sujet, par la suite, en discutant la question sous

toutes ses faces, et en parvenant en fin de compte & satisfaire aux conditions (N} d’une
maniére excessivement générale.
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CHAPITRE V.

La quantité Q doit étre envisagée de telle maniére qu'il W'y aura plus de perte de
travail ou de force vive quand on tiendra compte @ la fois des effets mécaniques
et des effets calorifiques des corps.

La fonction Q des formules (10), (14}, (23) et (A), (L), (M), (N), (O} etant
précisément ce que I'on a cherché i connaitre avec tant de persistance depuis les re-
cherches de Carnot, i savoir, la quantité de force vive susceptible d’étre produite en
physique rationnelle par la quantité totale de chaleur contenue dans un fluide élastique,
il s’ensuit que, une masse m de fluide supposée entrainée dans l'espace parallélement &
elle-méme, avec une vitesse constante w, aura pour équivalent mécanique une quantite
de force vive ou de travail Q, représentée par la somme

1
28 Q=Q+mw.

Quand le volume v ira en augmentant ou en diminuant d’une maniére assez lente
pour que les vitesses w ne soient pas modifiées sensiblement, pendant que de la cha-
leur traversera 'enveloppe du dehors au dedans ou du dedans au dehors, et pourvu
que la température soit sensiblement égale a chaque instant dans toute I'étendue du

volume v, la quantité Q variera d'aprés la relation connue

(I dQ=r(t) f(t,u)du — pdv,

et, par conséquent, avec Phypothése w = const., la quantité Q, de la formule (I}
cprouvera la méme augmentalion ou la méme diminution que Q.

Je suppose maintenant que enveloppe servant a renfermer le gaz vienne a étre
saisie et détonrnée d’une maniére quelconque de son état de mouvement rectiligne
uniformes; alors les vitesses, les pressions et les températures cesseront d'étre égales
dans toute Uétendue du volume ¢, et, pendant le temps qu’il y aura de pareilles inega-
lités, on ne pourra songer 2 appliquer ni la formule (I) ni la formule (II) & 12 masse
totale m du gaz.

Je suppose ensuite que, aprés un certain intervalle de temps, 'enveloppe servant a
renfermer le gaz vienne A étre entrainée de nouveau avec une vitesse constante &’ diffe-
rente, en grandeur et en direction, de la vitesse initiale «; alors, aux premiers instants
&1 nouveau mouvement, il y aura encore des agitations intérieures, et les formules (1)
et (II) continueront a étre inapplicables; mais, au bout d'un certain temps, quand
toutes les agitations auront complétement cessé, on devra pouvoir écrire

/ ’ I Ja
1 bis) Q=0Q +;mw-

en place de la formnle (1), et, pareillement,

/11 bis) aQ =r(¢) f(¢, W du' — p'ds

P | "
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en place de la formule (II), pour le cas ot de nouveau il ¥ aurait des changements de
volume dv’ avec une assez grande lentear pour que les changements correspondants des
vitesses a’ fussent sensiblement négligeables,

Cela posé, la question sera de savoir quelle sorte de relation il devra y avoir entre
les quantités Q, Q' des formules (1) et (I bis), et, pour résoudre cette question , il me
faudra discuter trés-attentivement Péquation générale des forces vives, qui est

1
(1) §Z3mwf—-iz3mw:=Tm—-T,+Zf Rdr.
o

On sait que cette équation sera applicable  tous les instants dua phénoméne que je
viens de décrire, pourvu qu’au deuxiéme membre on mette en ligne de compte routes
les forces sans exception qu'il pourra y avoir dans le systéme.

Or toutes les forces sans exception ne pourront étre que de deux sortes: ou des
forces intérieures mutuellement égales et opposées, ou des forces extérieures.

I
Les premiéres concourront toutes ensemble a former le terme résultant S f R dr.
4]

Les autres comprenant, d’une part, les forces de pesanteur sur toutes les parcelles
dm d’un systéme, et, d’autre part, les pressions a la surface ou paroi du volume ¢ du
systéme, seront ou des forces mouvantes ou des forces résistantes.

Le terme résultant de toutes les forces mouvantes extérieures sera T., etle terme
résultant de toutes les forces résistantes extérieures sera T,.

Nl
L’équation (III) étant ainsi concue, le terme résultant T j R dr des forces inteé-
Q

rieures sera manifestement nul toutes les fois qu’un systeme se mouvra d’une seule

piéce a la maniére d’un corps rigide, et alors on aura 'ancienne formule du principe
de la conservation des forces vives

(1v) S5dmwt — L Simar =T, —T,,;
2 2

i
mais, hormis ce cas-la qui ne se rencontre guére, le terme résultant Zf R dr ne
o

saurait généralement étre égal i zéro. On I’a reconnu depuis longtemps, en ce que
I'equation (1V) ne devenait applicable aux phénoménes usuels de la mécanique ter-
restre qu'a la condition d’y faire figurer le plussouvent une certaine perte, etd’autres
fois un certain gain de travail.

On a donc du laisser de coté la formule (IV) et n’employer que la formule (III)
pour exprimer la véritable loi de la somme des forces vives d'un systéme, toutes les
fois qu’il survenait des changements de figure pendant la durée du mouvement.

Les forces R n’ont été considerées d’abord que comme des fonctions parfaitement
déterminées des longueurs des droites » dans les directions desquelles elles agissent; par

Tome XVIII. — Noveusae 1853 55
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siite , on a eu

R=fr), zjnq

1
=t la quantité zf R dr redevenait identiquement la méme quand toutes les distances 7
4]

ler:).‘f Sir dr,
4]

redevenaient les mémes. Cela dénotait un état de parfaite élasticité, et la formule (1H)
ne cessait pas d'étre celle du principe de I'entiére conservation des forces vives.

Avec des corps ainsi constitués, il suffirait que 'on put faire disparaitre toutes les
lorces extérieures pour qu'un mouvement quelconque d'agitation des parcelles 6 m
par rapport a leur commun centre de gravité, ou plutdt par rapport A I'état de mou-
vement moyen de translation et de rotation de Coriolis, dit se perpétuer indéfini-
ment.

On n’observe pas, 4 la vérité, qu'un mouvement d’agitation entre les différentes
parcelles dm d’un corps ait jamais une durée un peu longue ; mais aussi ne pouvons-
nous jamais parfaitement isoler un corps de tous les autres, ni, par conséquent, an-
nuler toutes les forces extérieures sur ce corps; de plus, nous voyons journellement que
tout mouvement d’agitation dans un corps se communique promptement i des corps
environnants, et, d’aprés cette simple remarque, ona pu concevoir la cessation finale
de toute agitation dans un corps donné, sans que cela préjudiciit en rien 2 la significa-
tion générale du principe de la conservation des forces vives, dés Pinstant qu’on sup-
posait un état de parfaite élasticite.

Mais on a rencontré d’autres phénoménes ot P'on n’a pu se refuser a regarder les
tonctions fdes relations R = f(r) comme élant sasceptibles de varier, soit graduelle-

I
mnent , soit brusquement , d’un instant a 'autre, et alors la quantité zf R dr échap-
0

pait & toute appréciation directe.

Il 'y a, en un mot, des corps imparfaitement élastiques, comme, par exemple , des
matiéres molles et visqueuses, et, pareillement, des matiéres pulvérulentes, gu’on
peut faire changer de figure indéfiniment, avec une dépense cortinuelle de travail , et
{ui, une fois abandonnées i elles-mémes, reprennent trés-promptement une figure bien
déterminée, sans qu’une partie notable de travail ou de force vive ait pu se trans-
mettre au dehors.

Pour de telles matiéres, 1a formule (111 ) serait absurde si I'on n’admettait pas que la
I
¢uantité inconnue Zf R dr a la propriété de croitre négativement aussi longtemps
o

quil y aura des changements de figure, c’est-a-dire des mouvements de rapproche-
nent, {’écartement et de glissement entre les différentes parcelles § m du systéme.

1
Mais toute valeur négative de la quantité = f R dr une fois produite dans un corps
0
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et non susceptible d’étre restituée ultérieurement par ce corps, dénotera une perte de
force vive qui aura eu lien pendant la durée du mouvement.

Ainsi done, pour toutes les matiéres molles et visqueuses, et, pareillement, poul
toutes les matiéres pulvérulentes, on devra admettre une perte de force vive pendant
la durée du changement de figure de ces matiéres.

On a été conduit au méme résultat pour les liquides et pour les fluides élastiques
toutes les fois que les différentes parcelles §m de pareilles sortes de matiéres se sont
trouvées dans un état d’agitation trés-considérable et non assujetti 4 une loi de
continuité d'un point 4 un autre du systéme.

Or, en réfléchissant, & priori, sur le phénomeéne physique d'une matiére molle ou
d’'une mati¢re pulvérulente qui est susceptible d’étre péirie et déformée indéfiniment
avec une dépense continuelle de travail, on ne peut se soustraire a la question de savoir
ce qu'il en adviendra d’une telle dépense de travail dans la nature physique oun chi-
mique du systenie.

Au point de vue purement mathématique de la formule (II1), tout est dit quand on
a admis la variabilité, soit graduelle, soit brasque, des fonctions R = f(r) d'un in-
stant a I'autre ; mais quelle est la circonstance physique ou chimique qui se trouve inti-
mement liée 4 un tel changement des fonctions £(r)? Cette question-la reste entiére
bien manifestement, et il doity avoir une réponse 4 y faire.

Or, tout le monde sait que, dans les opérations de percussion , d’écrouissage et d’éti-
rement des corps solides, il y a généralement une élévation de température, et, par
suite, un dégagement de chaleur. Il en est de méme du frottement des corps solides les
uns contre les autres sous de trés-grandes charges. Tous les frottements paraisseut, a
la vérité, étre accompagnés de mouvements vibratoires, et c’est pour cela que je n’en
ai pas encore parlé, parce que, dés quiil y a des mouvements vibratoires quelque
part, ces mouvements se transmettent trés-rapidement & tous les corps environnants et
produisent, de cette maniére, une diminution dans la somme des forces vives des
corps frottants sans qu’il faille admettre une destruction ou perte absolue de force
vive ; mais tous les frottements contre des surfaces peu unies et mal graissées, sous
de grandes charges particuliérement, produisent en méme temps une élévation de
température, et, par suite, on a lieu de croire que toute perte de force vive dans Ia
formule (I11), non susceptible d’étre attribuée a une transmission de mouvements vibra-
toires, se transformera en une quantité correspondante de chaleur, de telle sorte que
sil'on avait égard 2 la fois aux phénoménes mécaniques et aux phénoménes calori-
fiques des corps, il ne saurait plus y avoir de perte de force vive.

Il a été reconnu, en effet, dés I'établissement de la formule (3 ) et démontré ensuite
surabondamment par la discussion de la formule (10), que tout fluide élastique peut
étre employé¢ a faire de la chaleur avec de la force motrice , ou, réciproquement, i pro-
duire de la force motrice avec de la chaleur [alors qu’on n’admettra pas I'égalité ¢'= 4
dans la formule {3)].

La formule (III') pourra d’ailleurs étre appliquée directement au phénomene de la

55..
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dilatation d’un fluide élastique sur les fg. 1 et 2, a la condition d'y faire i la fois

wy=o0, w,—o0, Tw—o,

ce qui donnera simplement

1
0=—T,+2f Rdr,
°

tandis que sur les fig. 1 et 2 on trouvera

1
o=—-T,+f pde.
[

Donc, dans ce cas-13, on aura identiquement

1 1
zf Rdr:f pdv,
o °

et ce sera une seule et méme chose que d’écrire soit — p dv, soit — R dr dans le
deuxiéme membre de ’équation (I1); par conséquent, I'équation (II) fera voir immeé-
diatement comment la quantité LR dr variera avec I'état calorifique d’un fluide élas-

tique sur les fig. 1 et 2, ce dont on ne s’est jamais occupé dans la mécanique ordinaire.
On aura, en un mot,

(V) dQ =T (t)f(t, u)du — TR dr

pour tel fluide qu'on voudra, non animé de vitesses, et renfermé dans une enveloppe
de volume variable ¢ susceptible de laisser passer une somme de chaleur f(¢, ) du du
dehors en dedans, ou, inversement, du dedans au dehors, selon que du sera positif on
neégatif.

D’aprés cette équation, la quantité XR dr ne saurait augmenter ni diminuer sans
qu’il survienne un changement égal et contraire dans la founction Q, et, par suite, la

fonction Q devra étre envisagée comme étant la quantité totale d’espéce = f R dr dont

un corps donné sera capable.

Je suppose maintenant qu'un fluide élastique soit renfermé dans un volume con-
stant v parfaitement immobile, et, par conséquent, non susceptible de laisser passer
des mouvements vibratoires au dehors, pendant qu’une quantité quelconque de tra-
vail Ta sera dépensée inlérieurement & produire de I'agitation dans le fluide; alors
I'équation (II) cessera d’étre applicable A cause des vitesses qui naitront et des chan-
gements qui surviendront 2 la fois dans les vitesses , dans les pressions et dans les tem-
pératures des différentes parcelles §m d’un instant 3 autre; mais I'équation (III)
subsistera 2 tout instant et donnera, A partir de I’état initial,

]
l25mw}=T,.+}‘.~/‘ Rdr.
2 : °

Je suppose encore que, aprés qu’une certaine quantité de travail T, aura été dé-
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pensée, le systéme se trouve abandonné i lui-méme, et que, au bout d’un certain
temps , toutes les vitesses w; soient redevenues égales i zéro ; alors, pourva que Pex-
périence vérifie la possibilité de I'extinction finale de toutes les vitesses w,, la for-
mule (II) redeviendra manifestement applicable sous la forme

dQ =T (') f(t',u')de' — p' dv,

et, tandis que, dans I’état initial , on avait, le long de la droite AB, fig. 1,
Q= [ (00w,

on aura, dans 'état final, le long de la améme droite AB prolongée s'il le faut,
Q¥=0Q +./u.ull‘(t)f(t,u)du.

Cela étant, il s’agira de savoir trouver, en principe, la relation des quantités Q, Q.
Jadmets d’ailleurs que le phénoméne ait pu avoir lieu dans une enveloppe non per-
méable i la chaleur, et, dans cette supposition, il est manifeste que, en écrivant Q'= Q,
il faudra qu’il y ait une perte de force vive représentée par Texpression

I
T,,.:—Zf Radr,
[

sans production de chaleur, au lieu que, en écrivant

Q':Q—i—T :Q—Zf Rdr,

o

il y aura une production de chaleur tout i fait équivalente i la quantite de furce vive
1
disparue; et comme, dans le cas d’une parfaite élasticité , la quantité = f R dr ne
(4

pourra jamais angmenter ni diminuer sans qu’il survienne un changement égal et con-
traire dans la fonction Q, ainsi que je 'ai fait voir tout & heure par la formule (Vv },
il faudrait véritablement veuloir se refuser a toute évidence pour ne pas continuer i

1}
attribuer une telle signification 4 la quantité x f R @r dans le cas d’une élasticite plus
()

ou moins imparfaite.
La relation

(VI) Q’:Q-—Zf'Rdr

parait avoir été admise, en effet, par MM. Regnault, Joule et d’autres physiciens qui
se sont occupés de cette matiére.

Quant i la maniére de trouver les variables 2/, ¢/, «' du nouvel état calorifique du
fluide élastique par rapport aux valeurs correspondantes p, ¢, « de I’état initial , il
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fandrait que 'on connit les formes algébriques des fonctions
gle,p)=1¢, Y(v,p)=u, f(t, e}, T(e),

et que , ensuite, le long de la perpendiculaire AB, i partir du point B, on écrivit la
condition

’

(VI fu r{e)flt,u)du= Q’-—Q:—}:fler.

Telle est la théarie 4 laquelle je suis conduit pour les expériences qui ont été pu-
hlices depuis longtemps par M. Joule.

La méme théorie sera directement applicable aux deux expériences qui ont été an-
noncees par M. Regnault dans le Compte rendu de I’ Académie des Sciences (séance
du 18 avril 1853, tome XXXVI, page 180, premier exemple ).

Dans I'une des expériences de M. Regnault, la dilatation a eu lieu dans une enve-
loppe extensible pen perméable a la chalenr, de maniére que, en regardant les vitesses a
des parcelles de gaz dm comme négligeables, la dilatation a di se faire sensiblement
de B en C sur la fig. 1 pendant que le volume ¢ augmentait de OA & OA,. La tempé-
rature a été notablement abaissée, et il y a eu une production de travail an dehors égale
a I'aire ABCA,.

Dans P’autre expérience, la dilatation a été la méme, de OA & OA,, dans une enve-
loppe peu perméable & la chaleur, mais I'enveloppe n’était pas extensible, et il n’y a
pas eu une production de travail au dehors; une quantité de force motrice égale 2
I'aire ABCA, a di étre employée 3 imprimer des vitesses aux parcelles dm, puis ces
vitesses se sont éteintes et ont reformé de la chaleur ; par suite, la pression et la tem-
perature du fluide élastique ont di monter le long de la perpendiculaire AC jusqu'en
un certain point D qui dépendra de la condition 4Q = o0, c’est-a-dire de I'équation
différentielle

(VIII) o=T(8)f(¢,u)du —pdo,

représentant une certaine courbe BD & mener du point B jusqu’a la rencontre del'axe O v
sur la fig. 1.

1! y aura manifestement i concevoir une telle courbe par chaque point Bde la fig. 1,
mais on ne voit pas directement, jusqu’ici, de quelle maniére une courbe de I'espéce
Q = ronstaute pourra se présenter par rapport aux deux courbes fondamentales
¢(v, p)=1¢t, ¥(v,p)=u, et, d'aprés la seconde expérience de M. Regnault, la
‘courbe Q = constante se confondrait avec la courbe ¢ (v, p) = ¢.

Une telle coincidence, supposée générale, entrainerait des relations particuliéres
dont je m’occuperai tout A I'heure, et qui ne sauraient avoir lieu pour des vapeurs,
ainsi que je le ferai voir.

Quoi qu’il en soit de la forme de la courbe représentée par I'équation (VII), il me
sera trés-facile de donner une entiére généralité a ce nouvel ordre d'idées dans la
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science de la mécanique en remontant aux formules (1), (T bis), qui étaient

&=
w
Cr

1
Q=Q -+ mw,
X
' I .
Q.= Q'+;mw’*‘,

¢l en y joignant, non-seulement la relation générale des forces vives sous la forme
{ Ry 1 7 1 )
X —mw’—;mw“:Tm—f,—l—Z Rdr,
2

mais encore la relation nouvelle dont jai fait usage dans I'établissement de la for-
mule ( VI), et dont I'expression sera

(XI) Q'—Q+zfﬁdr=o,

au moyen de (uoi je trouverai

Q’.— Q= [Q'— Q) -+ (%mw"‘—émw”],
(XI)
:Q/_Q+Tm_Tr+szdr:T,,,—T,.

¢’ est-a-dire que, da moment ol 'on érigera en principe la relation (XI), il y aura tou-
jours une parfaite conservation des forces vives ou des quantités de travail produites
par les seules forces extérieures d’un systéme, en ce sens que toute différence entre les
quantités T, T, se retrouvera par une quantité équivalente de chaleur, soit dans le

corps méme, oti 'accroissement négatif de I'intégrale = f R dr aura fait naitre, en effer,

une telle quantité de chaleur, soit dans les corps environnants, o la (uantité de cha-
leur produite aura pu s’écouler.

La formule (XI) ne servira d'ailleurs qu'a étendre aux corps imparfaitement élas-
tiques ce qui, d’aprés 'équation (V) , aura lieu nécessairement pour les fluides parfai-
tement élastiques. :

CHAPITRE VI.

Développement de Uhypothése qui consiste G regarder lu quantité Q comme une
fonction de o variable t seulement.

Les regles fondamentales de ma théorie des effets dynamiques de la chaleur étant
actuellement établies, il ne me reste plus qu'd en développer les conséquences; et.
d’abord, je m’occuperai des deux expériences déja citées de M. Regnault.

Dans l'une de ces expériences, un volume d’air a été dilaté du simple au double.
de OA 4 OA, par exemple, sur la fig. 1, dans une enveloppe extensible peun permeable
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A la chaleur, et sans que les particules d’air aient pu prendre des vitesses appreciables.
La dilatation a di se faire alors A trés-peu prés de B en C, le long de la courbe Bz, et
il 2 di v avoir & la fois un abaissement de température et une production de travail
égale a P'aire ABCA,.

Dans I'autre expérience,, une capacité pleine d’air a été mise en communication avec
une capacité de volume égal, dans laquelle était le vide pneumatique; a la fin de I'ex-
périence, le volume de I'air s’est trouvé augmenté du simple au double comme tout 4
I’heure, mais aucun travail n’a pu étre produit au dehors. Toute la force expansive
de Pair a été employée A produire des vitesses, et, par suite, des tournoiements, puis
les tournoiements se sont éteints et ont dii étre remplacés par une quantité équivalente
de chaleur.

Ainsi, dans la premiére expérience, la quantité Q aura dii éprouver une diminution
égale a I'aire ABCA, sur la fig. 1, et, dans la seconde expérience, la quantité Q aura
di étre constante. La température, 2 la fin de la seconde expérience, aura di étre
egale 4 celle que l'on trouverait sur la fig. 1 & Iintersection de la perpendiculaire AC
prolongée avec une certaine courbe BD dont équation différentielle sera

dQ=o0 ou T(¢)f(t,u)du—pdv=o.

Or, M. Regnault a trouvé que la température finale ¢’ était égale a la temperature
initiale ¢; donc, dans ce cas-la, le point D ne différerait pas du point B,, et silon
faisait d’une telle coincidence une régle générale, il faudrait que la courbe BD ne
différat pas de la courbe BB, ; il faudrait, en un mot, que le long de chacune des
courbes o (¢, p) = constante’ on et Q — constante, et, par suite, dans toute
l'étendue de la fig. 1, Q = fonction (), ce qui entrainerait différentes conséquences

que je me propose de développer a fond.
Et, d’abord, j'observe que de B en B, le long d’une courbe ¢ (v, p) = constante ¢,

Ia premiére des formules (A) fera avoir généralement
u, u, d
; . \ {0 A
Q.—Q:-‘Flt)f fle "}du—f Pd—-du-——-‘ql‘(t)—alreABB.A .
u “ u
Pareillement, de B’ en B le long d'une courbe ¢ (¢, p) = constante t’, on aura
u, U, d"l
Q—Q'=r (")f S, w)du -—j p —de=gqg'T(t')—aire AB'B A"
u u da
Donc, en premier lieu, pour que F'on puisse trouver 4 la fois Q. = Q, Q =q,il
faudra que P'on ait
q T (r) = aire ABBA,,
¢'T{t')= aire A'B'BA,.

D’autre part, de B en B, le long d'une courbe ¢ (v, p) = #, la premiére des for-
mules (A} fera avoir géneralement

t'
) de .
Q—Q=o ——j; p:;—tdt: o + aire ABB'A’,

R ! . .
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et, pareillement, de B, en B, le long d’une courbe { (¢, p) = u,, on aura
t do’ . ,
Q,—Q=o —f p';; dt = o + aire A|B,B' A’,.
t

Donc, en second lieu, pour que I'accroissement de uisse étre le méme de B en
’ s P q
B’ que de B, en B, il fandra encore que Pon ait

aire A,B,B A", — aire ABB'A’.

D’aprés cette derniére égalité, il suffira que toutes les courbes ¢ (v, p) = ¢ soient
tracées sur la fig. 1, et qu'une seule des courbes { (v, p) = u soit donnée pour que
I'on parvienne 2 déterminer toutes les autres courbes § d’aprés celle-la.

Je suppose, en effet, que 'on me donne la courbe B'Bx et un autre point quelconque
B, sur I'arc indéfini BB, ou ¢ (v, p) =¢; 'aire ABB’A’ aura alors une valeur par-
faitement déterminée pour chacune des autres courbes ¢ (v, p) = ¢/ situées au-dessus
comme au-dessous de I'arc BB,, et, en cherchant A construire pour chacune d’elles
une aire A,B,B, A’ égale i I'aire correspondante ABB’A’, il est bien évident que je
trouverai un arc correspondant B, B, parfaitement déterminé; je réussirai donc i
trouver la courbe B B, u, tout entiére, et de méme pour tous les points B, imaginables
situés sur le prolongement de I'arc IB.

Réciproquement, quand on me donnera la courbe BB, «,, j'en déduirai la courbe
B’Bu, et la construction me réussira sans difficulté jusqu’au point de rencontre 8 avec
celle des courbes g (v, p) = constante z, qui partira du point x, et que je suppose
étre I'arc u, B sur la fig. 1.

Pour ce point-la, jaurai & construire une aire ABBa égale A Paire triangulaire
A B u,, etlarc B« me restera inconnu.

Mais il est facile de démontrer encore que la quantité de force vive latente de « en
u. le long de axe Ov devra étre égale a zéro, et qu'il en résultera d’abord les deux
égalités

aire «BB, u, — aire ABB,A,,

aire A, B, u, = aire ABu,

par suite, la coincidence de Parc u,8 avec I'axe Qv, et, enfin, la coincidence dn
dernier élément ds de la courbe B’ B « avec I'axe O .

Pour le faire voir, j"observe que , du moment ot I'égalité
gT (£) = aire ABB, A,
devra avoir lien dans toute I'étendue de la fig. 1, on aura spécialement pour I'arc «, B,
en désignant par 7, la température constante le long de cet arc,

T (2,) = aire « Bu,;

quand ensuite il me plaira de considérer deux courbes infiniment rapprochées
¥{vsp)=u, ¥(v,p)=u-+du, la quantité ¢, devra naturellement étre envisagée
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comme un infiniment petit du premier ordre égal au terme différentiel £ (¢, «) du,
tandis que l'aire a B, deviendra une quantité infiniment petite du second ordre.
Jen conclus que la relation
g,T (t,) = aire a B,

ne saurait étre applicable jusqu’a la derniére limite de petitesse de la différence u, — »
qu’autant que le rapport de ¢, & u, — 4 se réduira A zéro i la limite u, = u, ce qui

exigera que Fon ait
S(t,u)=o.
1l s’ensuit que, dans la relation bien connue

»,
aire u BB, u, = qT (¢) —f T(t)f(t,u)du,
on aura d’abord

o =j:"’ r(8)f (6, 8)de,

puis
aire u BB, u, = q T'(¢) = aire ABB, A,;

et comme, en tout état de choses, on aura sor la fig. 1,
aire A,B, u,— aire AB 4 +- aire BB, u, — aire ABB, A, ,

il s’ensuivra manifestement
aire A, B, u, = aire AB «.

Donc I'are a, B, représenté par I'équation .
» TEp par l'eq

p(¥, P) =ty
devra se confondre avec I’axe Ov, et, i cause de la relation démontrée
b b4
flt,u)=o0,

aucune somme de chaleur ne sera nécessaire pour faire aller le volume ¢ du fluide
de u en «, le long de I'axe Ov.
Par suite, enfin, de ce que I'on aura

Sty u) =0,

le dernier élément ds de la courbe Bu devra tomber dans Ja direction de l'arc fu,,
laquelle direction est celle de 'axe O ».

Or, de pareilles conséquences ne sauraient guére étre admises au point de vue phy-
sique de la question pour un gaz permanent, et bien moins encore pour un mélange
de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, ainsi que je vais le faire voir en peu de
mots et d’'une maniére bien frappante.

Dés I'instant que, sur la f£g. 2, on admettra les relations

g'T(t')=aire ABR'B A,
g ' (¢t) = aire ABB,A,,
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et, par suite, I'égalité
aire A;B,B,A’, = aire ABB'A’,

toutes les courbes de détente BB z, B, B, «,,... deviendront une seule et méme courbe
transportée parallélement 3 elle-méme le long de Paxe Ov, étaire curviligne BB'R' B,
ne sera ni plus ni moins grande que le rectangle correspondant 5B'B, b, qui aura méme
base B'B, et méme hauteur 5B’. Tous les triangles ki’ %, 6B’B, 5,8 B,,... seront
égaux, et chacune des aires curvilignes 4i’ B', B, sera égale au rectangle correspondant
ki'B b,

Or, Faire du triangle b, B B, représente augmentation de force motrice que I’on
peut obtenir avec une machine i vapeur & détente compléte comparativement & une
machine 4 vapeur A détente nulle. _

Laire curviligne % i’ B, B, représente le maximum de force motrice théoriquement
possible avec la seule chaleur latente du mélange de liquide et de vapeur de i’ en B
sur la fig. 2.

L’aire du triangle i i’ k, peu supérieure i 'aire des triangles égaux %i’ %, b,B'B,, re-
présente le maximum de force motrice théoriquement possible avec la quantité de cha-
leur sensible de la masse liquide de / en i/ le long de la courbe 7,7 ¢'.

Les aives ii'B' b,, 2i'B, b, dont la différence est la méme que celle des triangles i i/ 4,
hi' k représentent, i trés-peu prés, la quantité de force motrice directe de la valeur dé-
pensée, c’est-a-dire la quantité de force motrice que ’on obtient dans une machine
sans détente avec la méme dépense de chaleur que celle qui, dans une machine a dé-
tente compléte, fait obtenir en plus I'aire du triangle 5, B, B[*]-

[*] De la maniére dont les machines a vapeur sont disposées, on obtient, & la vérité, dans le cy-
lindre travailleur des quantités de force motrice égales a I'une des aires PP'B"B” PP'B,b,, selon
que la machine est a détente compléte ou A détente nulle; mais il faut qu'on en défalque ce que
coute 'alimentation de la chaudiére.

5i P'on voulait satisfaire 4 la régle théorique de ne jamais mettre en présence des corps d’inégales
tempeératures, il faudrait que la pompe alimentaire pit saisir un volume Pk d’ean et de vapeur a la
température ¢ du condenseur; puis il fandrait que le mélange saisi fit refoulé sur Iui-méme le long
de la courbe £ i', de maniére que, avec une dépense de travail égale 4 1’aire P ki’ P, par coup de pis-
ton, la chaudiére pdt recevoir un volume P’ i de liquide 4 la température ¢'.

De cette manidre, il ne resterait comme bénéfice que l'une des aires i B',Bl , ki'E', 5,, selon que
la machine serait 4 détente compléte on i détente nulie, et la chaudiére n’aurait 3 dépenser que la
quantité de chaleur latente de i’ en B, .

Cela exigerait une pompe alimentaire trop volumineuse, et I’on préfére avec raison n’alimenter la
chaudiére qu'avee un volume Pi de liquide 4 la température ¢ du condenseur.

On devra alors mener par le point i une courbe i b’ de Pespéce ¢ (v, p) = constante u, par rapport
4 une masse d’ean entiérement liquide, et le travail de la pompe alimentaire sera représenté par
Paire Pih'P’; ce qui fera réaliser, en outre, P’aire quadrilatérale ik’ i’k dans la machine i déiente
compléte, comme dans la machine sans détente; mais, par contre, la chaudidre aura a fournir
d’abord 1a quantité de chaleur sensible de 2’ en i’ sur Ja fig. 2; plus, ensuite, la quantité de chaleur
latente de i’ en B'. .

Ce que je viens de nommer la quantité de chaleur sensible de A'en # sur la Sfig. 2 estla quantité
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Ainsi donc, I'aire £#B'B,, ou le maximum de force motrice théoriquement possible
avec la seule chaleur latente d’un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide,
ne sera ni plus ni moins grand que I'aire i’ B, b, on la quantité de force motrice directe
d’une machine sans détente dans laquelle on fera une dépense de chaleur égale i la
somme de la chaleur latente et de la chaleur sensible de la vapeur employée.

Je suppose, par exemple, qu'il y ait une température de 100 degrés dans la chau-
di¢re et de 50 degrés dans le condensenr d’une machine & vapeur d'eau ; je suppose
encore que le point B, ne différe pas sensiblement du point I sur la fig. 2, c’est-a-dire,

de chaleur a dépenser par la chaudiére pour que le volume d’eau introduit P/ A’ sous la pression OP
dans la chaudiére, soit porté 4 sa température d’ébullition ¢’ pendant que le volume augmentera de
PR 4 P'#. 11 y a une distinction 4 faire entre cette quantité de chaleur et celle qu'il faudrait em-
ployer pour faire aller la masse liquide de { en i’ le long de la courbe i, ii’ sous une pression
variable p = Q (1). )

I’abord le volume d’eau P’ &', sous la pression OF de la chaudidre, différera excessivement peu du
volume initial Pi sous la pression OP du cond , & cause de la compressibilité & peu prés nulle
de 1’eau, et en méme temps la température J au point A’ surpassera excessivement peu la tempéra-
ture ¢t au point i.

Ensuite, si je désigne par d7, dg’ les quantités élémentaires de chaleur qu’il sera nécessaire d’em-
ployer pour faire aller la température du liquide de ¢ & ¢ + d¢, d’une part, le long de la courbe ii’,
et, d’autre part, le long de la petite ligne A'i’, en supposant, d'ailleurs, que la ligne i b', presque
droile et paralléle i Paxe Op, est une courbe d’espice ¢ (v, p) = u par rapport  la masse liquide, je
n’aurai qu’h appliquer & une telle masse lignide les principes généraux de ma théorie des fluide:
élastiques, pour trouver la condition nécessaire

‘I .‘I
aire ih'i =f T (1) dq’—j T (1)dg.
¥ t

Dautre part, en représentant par

v = w = fonction ¢,
Péquation de la courbe indéfinie i, i, je trouverai manifestement
[ iy
aire i b'i'= wdp —w(p'—p)=p'(vw— w)—/ pdw,
t Jy

et je serai conduit A égaler les seconds membres de ces équations pour avoir la -condition mathéma~-
tiquement nécessaire entre les quantités dg, dg’.

11 faudrait que le volume P i de liquide & la température ¢ du condenseur fil échaunffé progressive-
ment dans le cylindre de la pompe alimentaire jusqu’a la température ¢’ de la chaudiére sous une
presaion variable p = 0 (¢}, le long de la courbe i, ii’ sur 12 fig, 3, pour que le travail de la pompe
alimentaire devint exactement égal & Iaire Pii’ P’ en place de Paice Pih/P’, et pour que la quantite
de chaleur a dépenser fit égale a I'intégrale

j dg,
t

le long de la courbe ii', en place de P'autre intégrale

g
j 4y,
14

le long de la droite A'i’.
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en d’autres termes, que la vapeur employée soit sensiblement séche: alors, chaque
kilogramme de vapenr dépensée fera sortir de la chaudiére 537 unités de chaleur la-
tente, plus 50 unités de chaleur sensible, en tout 587 ; et, d’aprés ce qui précede, le
maximum de force motrice théoriquement possible avec une dépense de 537 unités de
chaleur ne sera ni plus ni moins grand que ce que Von obtiendra dans une machine
sans détente avec une dépense de 537 + 50 = 587 unités de chaleur.

Par suite, dans une machine i détente compléte, avec une dépense de 587 unites
de chaleur, le maximom de force motrice théoriqnement possible ne saurait excéder la
quantité de force motrice correspondante de la machine sans détente dans une propor-
tion plus grande que celie de

537 : 587 :: 100: 109,
c'est-a-dire, en d’autres termes , que le bénéfice maximum de la détente, dans une ma-
chine thécriquement parfaite,, ne saurait étre que de g pour 100 au plus, ce qui n’est
certes pas croyable et ce que n’admettra aucun ingénieur.

Je dis donc que si le fait observé par M. Regnault a pu se vérifier a trés-peun pres
pour de Iair atmosphérique, il ne saurait étre permis d'y voir une régle générale pour
des gaz permanents, et encore moins pour des vapeurs; que surtout 'on devra se gar-
der d’en faire le point de départ d’une théorie générale des effets dynamiques de la
chaleur.

Et qu’on ne croie pas que, pour arriver i de telles conclusions, il me faille avoir
établi d’abord la premiére des équations (A), qui est

dQ=r(t)f(t,u)du— pdv;
car, si je remonte tout A fait & P'origine de la fig. 1, je vois d’une maniére bien evi-
dente que, en désignant par S Paire quadrilatérale BB'B' B, , j’aurai, d’une part,
S — aire A’B’'B, A", + aire A’ B, B, A, — aire A, B, BA — aire ABB'A’,
et, d’autre part,
S — aire «B'B, 4, — aire «BB, «,.

Je trouverais encore d’autres expressions de 'aire S, s'il me plaisait soit d’abaisser
-des perpendiculaires des quatre points B, B, B,, B, sur I'axe Op, soit de prendre la
différence des aires curvilignes HIBB'Y' 1/, HIB, B, H', et toutes ces maniéres d’évaluer
Iaire S seraient géométriquement équivalentes.

Leur entier développement me conduirait A la théorie connue des formules (1g)
et (19 bis), qui, par elles-mémes, n’ont aucune signification calorifique.

Il faudra que je raisonne A la maniére de M. Carnot pour trouver une expression
purement calorifique de I'aire S sous la forme

S=q'T(t')—qT(¢),

et, de plus, il faudra que je puisse identifier cette autre expression de l'aire $ avec
'une des expressions précédentes.

Or, je réussirai i cela trés-directement sur la fig. 1, sans faire aucune hypothese, en
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) :
observant tout simplement que, entre deux courbes données B'Bu, BB u, ou
Y(¢,p) =u, ¥ (v,p) =, toute diminution de ¢ ou tout accroissement de ¢’ dans
la formule calorifigne entrainera sur la fig. 1 un accroissement correspondant dans
Iaire de la bande curviligne « BB, u, ou 2B'B u,.

Il m'est parfaitement évident, en un mot, que, entre la formule calorifique et la
seconde des formules géométriques, j'aurai

o={[q'T(¢')—aire uB' B u,) — (gT (¢) — aireuBB.u,},
ou, ce qui revient au méme,
¢'T(t') — aire uB'B u, = ¢ T (t) — aire uBB,u, = D,

la valeur D de ces différences égales ne pouvant dépendre que de «, u,.

1l m’est tout aussi évident que, par rapport a la courbe u,p déja considérée sur la
fig. 1, ) aurai .

D=gq,T(t)— aire uf u,.

Quand enfin il me plaira de faire une application de cette relation & deux courbes
infiniment rapprochées B’ Bu, B\ B, u,, je concevrai parfaitement que, en place de la
quantité ¢, T (#,), j'aurai & considérer le terme infiniment petit du premier ordre

T (%) f(t, u)du,

et, en place de I'aire uf «,, une quantité infiniment petite du deuxiéme ordre.
Donc, pour des bandes curvilignes #BB, «,, #B'B,u, comprises entre deux courbes
infiniment rapprochées ¥ (v, p) = u, $ (v, p) = 8 + du, Jaurai

dD =T () f(ts, u)du;

puis, quand il me plaira de juxtaposer une multitude de pareilles bandes, je n’aurai
qu’a faire ka somme de tous les termes différentiels correspondants pour trouver la dif -
férence finie D des deux précédentes équations. Jaurai donc

D:f"' T(8)f (ty u) da,
ce qui me donnera généralement )
grit)— aireuBB,u._:fu' I (t)f (£, u)da,
ou bien . )
gT (t)= aire u BB, u + f"'r(:o)f(r,,, u) du,
et pareillement ‘

u,
gT(t)y= aireuB’B'.ul-f-f T(¢)f(t,u)du,
u.

Vintégrale définie des seconds membres pouvant avoir telle valeur que l'expérience
fera tronver de « en «, le long de I'dxe Ov sur les fig. 1 et 2.
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N’est-ce pas la une théorie compléte et entiérement satisfaisante, quelle que puisse
étre la nature de la fonction universelle T (2)?—J’y suis parvenu en identifiant d*une
maniére certainement exacte Pexpression purement calorifique de Yaire S avec la se-
conde de mes expressions géométriques ; mais il ne me sera pas plus difficile de dé-
montrer toutes les mémes choses en voulant identifier Pexpression calorifique de
Paire S avec la premiére de mes expressions géométriques, qui était

S = aire A’B'B, A, + aire A', B, B, A, — aire A, B,BA — aire ABB’A".

Je commencerai par attribuer & u, u, denx valeurs enti¢rement déterminées , ce qui
me fera avoir deux courbes données B'B «, B B, u, sur la fig. 1.

Je ferai remarquer ensuite que, dans ce cas-13, quand ¢’ sera constant et que ¢ va-—
riera, le premier terme seulement du second membre sera constant et que les trois
autres varieront A la fois avec ¢, Quand, au contraire, 7 sera constant et que ¢’ seul

variera, il n’y aura que le troisiéme terme qui sera constant et les trois autres varie-
ront a la fois avec ¢’.

Ainsi, le deuxiéme et le quatriéme terme varieront i la fois avec ¢ eL ¢, et comme,
dans I'expression calorifique de I'aire S, il n’y a aucun terme de cette espece, il faudra
que j’essaye de faire subir une transformation 3 ma formule géométrique , ce qui sera
trés-facile,, car on aura sur la fig. 1,

aire ABB'A’ = aire A’B'u — aire AB u,
aire A, B\ B,A, = aire A", B, u, — aire A,B,u, ,

puis, en substituant et en ordonnant, je trouverai
S = (aire A’'B'B A', + aire A’ B, — aire A'B'u)
— (aire A,B,BA + aire A,B, u, — aire AB u};

¢’est-a-dire que, au second membre, Jaurai deux groupes de termes dont le premier
ne dépendra que de la seule variable ¢/, et dont le second ne dépendra que de la seule
variable ¢.

Il y aura, en un mot, parfaite conformité entre I'expression purement geométrique
de Taire S et Pexpression purement calorifique

S:q’I‘(t’)—qI‘(_t),

et, de plus encore,  la simple inspection de la Sig. 1, on verra que le premier groupe
du second membre de I'expression géométrique sera précisément égal 2 Paire uB'B u,,
tandis que I'autre groupe sera égal A Paire #BB, u,. Ainsi donc Vexpression géomeé-

]

trique de P'aire S se confondra avec Péquation connue
S = aire uB'B u, — aire uBB u,;
et, par suite, on en conclura tout ce qui précéde sans étre obligé de supposer la re-
lation auxiliaire
aire A,B B\ A, = aire ABB'A’,
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de laquelle ressortiront des conséquences si extraordinaires pour les gaz permanents
et surtout pour les vapeurs, ainsi que je I'ai fait voir.
Je veux aller plus loin encore et admettre pour un instant que, A tort ou & raison,
Von doive avoir I'égalité
aire = A,B,B,A’, = aire ABB'A’;
alors ma premiére expression géométrique de I'aire S se réduira 2
S = aire A'B'B,A’, — aire ABB.A,,
et comme on ne cessera pas d’avoir
§ = aire uB’B 4, — aire uB,Bu,,
P’on se trouvera pour le moins embarrassé de savoir avec laquelle des deux formules
géometriques on devra identifier lexpression calorifique
S=gq'T(t')—qT(2)
Quand on optera pour la seconde des deux formules géométriques, on trouvera,
comme tout 3 I'heure,

¢'T[t') —aire u B'B u, = qT (¢) — aire u BB, u, = D,
ef, en méme temps, par rapport a la courbe «, 8,
D =gq,T (&)—aireufu,.

Quand on optera pour la premiére des formules géométriques, on sera autorisé
seulement a écrire

¢'T(¢') — aire A’'B'B, A, = ¢ T (¢) — aire ABBA, = A,
sans pouvoir faire a priori A =0, car, le long de la courbe B, on trouvera
A =q,T (&) —aire afeu.
Ainsi donc, de I'une des maniéres, on aura en principe
q T (t) = aire BB, u, + D = aire uBBu, + q,T (&) — aireufu;
de l'autre maniére, on aura
q T (¢) = aire ABB,A + A = aire ABBA, + ¢, T (¢) —aire 2B &,

et ces deux formules seront parfaitement équivalentes, car on aura généralement sur
la fig. 1, d'une maniére géométriquement évidente,

aire uBB,u, = aire ABB,A, -+ aire AB,u, — aire ABu,
et,  raison de I'égalité supposée entre les aires ABB A, ABB'A’, on aura encore
o — aire A,B, u, — aire AB fz;
puis, en sonstrayant, on trouvera

aire u BB, 4, = aire ABB,A,— aire cf u,

! ' [ I S R N A T T AN TN A
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et, par suite, il sera facile de reconnaitre la parfaite identité des deux formules en
question I'une avec Pautre.

Cela convenu, je suppose que I'on fasse u, = u <+ du, afin de n’avoir & considérer
que deux courbes infiniment rapprochées B'Bu, B,B,u, surla fig. 1; alors la quantite
q. T (#,) se réduira au terme différentiel de premier ordre

(&) f(t,«)du,
et chacune des aires ufu,, «Bu, deviendra une quantité infiniment petite du second
ordre.

1l me sera d’ailleurs loisible de juxtaposer une infinité de bandes infiniment étroites
de chacune des espéces ABB,A,, «BB,u,, dont les sommes feront les aires totales
ABB,A,, uBB.x, de la fig. 1. Yaurai alors, de I'une des mabiéres,

ul
¢ ' (t) = aire BB, u, +f T {6)f(t,u)d,
et, de I'autre maniére,

gT () = aire ABB,A, +f"'r(c.,)f(:.,,u)du.

Mais la premiére relation sera absolument vraie et ne dépendra de nulle hypothese.
La seconde ne subsistera qu’en vertu de I'égalité supposée

aire A,B,B| A, — aire ABB'A’.

Donc, quand je n'invoquerai pas cette égalité, j"aurai la premiére relation seule,
sans nulle condition ni pour I'intégrale définie qui s'y trouve, ni pour la direction de
la courbe «,f.

Quand, au contraire, j'invoquerai I’égalité en question, je trouverai i la fois Fune
et 'autre relation, et, par suite, j’en conclurai ’égalite

aire u BB, #, — aire ABBA,;
par suite aussi, il faudra que U'on ait
aire AB,u, — aire ABu,

et, par suite enfin, la courbe «,3 devra coincider avec I'axe Ov.

Cela ne fera aucune condition, il est vrai, pour le terme T (&) f (¢, «) di; was
le produit g T'{¢) ne représentera pas la commune valeur des aires égales ABBA.,
BB, u,.

On aura

ul
gT (¢) = aire uBB,«, +f T(8)f t, u)du,

et cette expression toujours vraie du produit ¢ T (¢) ne pourra se réduire i

g T (£) = aire ABB,A, = aire «BB, «,
qu’autant que I'on aura

o=flt, ),
Tome XVIIL.~ Novemcse 1833, 27
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ce qui fera coincider encore le dernier éiément ds de la courbe Bfu avec Vaxe Ov.

De cette maniére, je crois avoir expliqué et démontré toutes les mémes choses sans

faire intervenir la fonction Q; mais il m’est bien évident que la fonction Q doit jouer

en effet le role que je lui ai assigné, et que, dans le cas actuel , avec I'égalité supposée
aire A,B,B A’, = aire ABB’A’,

sans la relation
o=f(t,u),

la courbe BD de la fig. 1 rencontrerait la perpendiculaire A,B, au-dessous du point B,.
Je suis convaincu enfin que, dans la vraie nature des choses, la courbe BD repre-
sentée par ’équation différentielle 4Q = o ou

r(e)f{¢, u)du — pdv =0,
tombera toujours dans I'espace angulaire CBB, de la £ig. 1, ce qui exigerait que I'on
eiit en principe

aire ABBA, < ¢TI (¢},
et, par conséquent,

"Ul
aire ABB,A, < aire «BB,u, +] I (8) f (s, ) du.
u

Quoi qu’il en soit, je vais faire voir encore comment I'on peut développer algé-
briquement toute la théorie des effets dynamiques de la chaleur, en partant de I’hy-
pothése que la fonction Q ne doit varier qu'avec la température ¢ sur les fig. 1 et 2.

Je remonte a I’équation (L), et je pose

) dQ{¢
I (8)dg =71 () fit, «)du = Qd;t)dt-{—pdu::Q’(t)dt—}-p(lv.

Je prends ¢, p comme variables indépendantes, et )’en tire
s P H )

Qo U{e)=1{s) f(e, )% - Q’(:)%

T de

= ()5 +p,

1T =010 T =0T = ()9

Je trouve ensuite, pour les expressions des chaleurs spécifiques principales ¢, c,,

ch;_t)z%Lq:Q’(t)+ 3%,

ar (=12 =q ),
(eco —e)T (€)= '9’—;,

et, pour la chaleur spécifique ¢ dans une direction quelconque,

\ I d‘
eTit) = gtz r(t)= lt}—f—s;t—’-li(—l—t =Q(¢) + p;‘i’
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puis, pour les expressions de la chaleur latente,

447

d

;i%[‘(t): (c\,—c,)'},I‘(t):p,
dg %,
#r(:):(cu-—c.)&‘r(z) =p —-

et la derniére des équations (N},

c’est-2-dire la condition nécessaire pour que l'ex-
pression de du

puisse étre une différentielle exacte, sera
v(e)f(e, «) —p de
d dp
S0 £ ()
Le fluide élastique pourra étre d’ailleurs un gaz permanent ou un mélange de li-
quide et de vapeur saturée de ce liquide.

Dans le premier cas on aura, en vertu de la loi de Mariotte,

op = a(t);
d’on
__da(t)d:
r= de do’
__da(t)de
¢ = —dt %’
c'est-a-dire
dt P
Fo= do — a’(t),
de [
H=—= R
dp a'(t)’

par suite,

W (t) = Q/(e)+a (1),
T () =Q(e),

{€ — )T {t)= a’ (),

dr]o
~T(¢t)=p,

do?

dg,

~er(t):v,

r!/)_; ’
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et 1a condition nécessaire deviendra
() f(e,u) dt  at)
T T
2O f(s, a))

_— 1
dp~ a'(t)
ou, ce qui reviendra au méme,

a () (0 ()11 ) = P 0 Fa (D) =0,
ou encore

4 (pse ),

a (1)

et de la on tirera, par voie d’intégration,

I‘_____(t)f(t, u) — constante = fonction «.

a(t)
Donc, en désignant par « ( z) une fonction arbitraire de la variable «, il faudra que
Von ait
r(e)f(¢,u)=a(t)e(u),
et la fonction £(¢, &) sera nécessairement de I'espéce
£ty u) =718 e(u),
r(¢)y(t)=als)

Ce résultat ne changera rien aux expressions des quantités q,, ., c,, €1, dg ; mais la
refation initiale

a la condition d’avoir

r(e)f(t,u)=dQ+ pdv
deviendra

a(l)s(u)du:Q'(t)dt+a(t‘)(%’

et, en la divisant par a (¢), on aura la différentielle exacte

4 di
c(u)du:g—-—‘)dtﬁ-—u,
[ 2

a(1)

de laquelle on tirera, par voie d'intégration,

fc(u)du_:fg'((t'))d¢+|og V.

Ce sera ’equation générale des courbes ¥ (¢, p) = « en v, ¢, et pour avoir I'équation
des mémes courbes en ¢, p, il ne s'agirait que d’éliminer ¢ entre I'équation trouvée et
la relation vp = a (¢)

On aura, en méme temps, pour la somme de chaleur nécessaire d’un point ¢, x a
un autre point infiniment voisin ¢ 4 dt, « -+ du,

dg=f(t,u)du=-(t)e(u)du,

! ! [ [ N R RN RN N IR T A RS RN TN R
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ou, ce qui reviendra au méme,
T(t)dg="(t)y(t)e(u)du=1a(t)s(u)du.
Mais une relation de cette espéce ne sera ni plus ni moins générale qu’une expression
plus simple de la forme
dg==/f(t,u)du =~ (t)du,
T(t)dg="U(t)f(¢t, u)du =T (t)y(t)du=a(t)du,
et, par suite, la refation initiale

r(e)f(t,u)du=4dQ4pdo

ou

deviendra

a(t)du=Q (t)dt+pdv=Q (t)dt +a(s }‘f

pwis, en la divisant par a (¢),
. T
Y, ‘ﬁ’_

a(z)

En intégrant cette formule, on trouvera ’équation générale des courbes (v, p) =

sous la forme
— ' (t) v
u _f a2 0 dt 4 logv.

Pour la discuter, on n’aura qu’a désigner par o, v, les valeurs de v qui dépendront
de deux valeurs différentes u, u, sur une méme courbe p(v,p)=tonvp=al(t), et
I'on aura d’abord Iéquation précédente , puis

— ()
u._.fn—(t—)»-dt—l—logu,.

On en conclura , par soustraction ,

du

u,—u=loge — loge.

Ainsi, la différence des Iogarithmes de ¢, v, sera constante de haut en bas sur la
fig. 1 pour tous les arcs BB,, B’ B’ .. interceptés entre deux courbes données B’ Bu,

B\ Bigoud(v,p)=u,y(v,p)=u,et, par suite , la connaissance d’une seule de
ces courbes entrainera ceIle de toutes les autres.

Pour une de ces courbes en particulier, c’est-a-dire pour une valeur constante
quelconque de «, on aura
S
¢t
logv=u— (¢
a(t)

et, au moyen de la notation auxiliaire,

E(t)= Q',(t)) ,
ou
dE (1) _Q(¢)

I7REION
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on aura, sous forme plus simple,
logo=u—E(t);
puis, & une autre température ¢’ le long de la méme courbe,
loge’ = u —E(¢'),

et, par soustraction, l'on trouvera

t'
: Q'(¢)
] —loge =E(¢')—E(¢) = ~—-lde,
og v — log s ()—E{)=| 5%
ou, ce qui reviendra au méme,
/]
o u—E@ _ _°¢
0= ¢ _cE(‘)’
¢
r__u—E(y ¢
o =<¢ —eE(t’)’
CQu,
o B L aw
= — EW)=E@) — v
v PRI}

Donc, toutes les courbes § (v, p) = u seront parfaitement déterminees sur la fig.
dans I'intervalle des deux courbes ¢ (v, p) =1, 9 (v, p) = ¢, entreles températures ¢, ¢,,
desquelles on connaitra la fonction Q(¢), et, par suite, la fonction E (¢). Réciproque-
ment, sil'une des courbes § (v, p) = « était connue de ¢, 4 ¢, on pourrait s'en servir
pour en déduire la fonction E (¢), et, par suite, la fonction Q(¢) de ¢, 4 ¢,.

La maniére de faire le calcul dans le dernier cas, consisterait A prendre 'équation
différentielle de la courbe donnée, ce qui ferait avoir

do _dE(e)  __ Q'(2)

v dt a (t)

dt;

puis, en multipliant cette equation par pedt — a (t)dt, et en transposant, on aurait
dQ = Q' (¢t)dt = pdbv.

Ainsi I'accroissement de la fonction Q devrait étre égal & I'accroissement de 1'aire du
triangle AuB, et, par suite, en ne préjugeant rien de la valeur Q, de la fonction Q a
ia limite inférieure 7,, on avrait, de ¢, 4 ¢,

t
Q)= Q(t,,)—f pdv = Q(¢,) - aire ABB’A’ (de 1, 4 1).
'n

Il v a i faire remarquer d’ailleurs que, d’aprés I'équation op — a (¢}, la fonc-
tion a (¢) satisfera nécessairement A la condition a (#,) = o quand on y fera p = o,
et que, par suite, il ne saurait plus y avoir ni chaleur ni force vive latente le long
de Paxe Ov; ainsi la quantit¢ Q devra étre rigoureusement égale i 'aire du triangle
AuB.

L'une des courbes B'Bu, B\ B, u, n'étant pas facile & déterminer directement, il
suffirait que 'on parvint A connaitre I'une des chaleurs spécifiques ¢,, ¢, en fonction
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de ¢, pour que, en multipliant par. dt les expressions connues
el (t) = Q' (¢) +a' (1),
ol () =Q'(¢),

et en les intégrant & partir d’une limite inférieure quelconque ¢,, 'on edt, & partir
de cette limite,

Q(t)———Q(t»)-f-f o1 (2)dr,

0

an

Q) =Q (&) +f ol (t)dt — [a(¢) — a(t)).

o

Je suppose, enfin, que Pon ait réussi & déterminer expérimentalemnent une fone-
tion C (#) qui soit telle, que la différentielle de cette fonction ¢’ (2)dt puisse repre-
senter la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller les quantités v, p d'un gaz
permanent le long d’une courbe donnée quelconque sur la fig. 1 supposée représentée
par une équation de la forme

¢ = w = fonction (¢).
En faisant, alors, dy = C'(¢)dt et v = w, dans la relation de principe
T(t)dg =T (&) f(t,u)du=1(t)y(t)du = a (t) du = 4Q + pdv,
on trouvera, le long de la courbe donnée,
dQ=1(t)C (¢)dt — pdw,
et, par voie d’intégration, on en déduira
Qe = [T (6) ¢ (¢) de — [ pa,

en observant que, le long de I'axe O¢, on devra avoir

Cla)=o
4 cause de la relation
. a(t) = o.
On aura, en méme temps,
dE (2) dt — Q (t)dt: r(z)C (t}dt_afw7
dr a(e) a(t) w

et, en intégrant,

= [U) 4 [T(2)C ()
E (¢) __fmdt_fT—dt—-logw,

a

puis, entre deux limites données ¢, ¢/,

E(t’)—E(t):ft%t—))dtz‘/:t E—(—:;)(%(—t)dt—[logw'——logwj,
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et, par suite, en remontant i I'équation générale des courbes { (v, p) =&,
r(t C’ t
Iogn_logo':E(t’ —E(¢) —f ( ) ( dt—[logw’——]ogw],

ou, ce qui reviendra an méme,

) G’ (¢)
‘Iogo——logv]——(]osw—logw’]_f —-——W(-—dt,

’ t CI
o Lt = [ OC 1,
:

De toute maniére et sans connaitre la fonction Q, on aura, relativement a l'aire
guadrilatérale BB'B, B. de la fig. 1,

g () =a{t) u,—u,

on encore

gTiy=a(t') u,—u},
et la difference
S=q¢grit'y—qrt)y=(a(t')—a{t))(a,—u,
devra étre égale i T'aire du quadrilatére BB’ B B.

Et, en effet, comme la fonction @ ou l'aire du triangle A« B dépendra de la va-
riable £ seulement, on en conclura d’abord 'égalité des aires ABB’A’, A B, B A';
puis, la relation connue

S == aire A’ B'B| A’ 4 aire A", B, B,A, — aire A, B, BA — aire ABB'A
se réduira
§ — airc A’B'B A", — aire ABB, A,.
D’autre parg , on tronvera directement , le long d’une courbe BB, on vp = a (2},

" 1 dy
aire ABB, A, = [ pe = a(t)f 4 a(t)(logo,—logr);
(2R 8

v ¢

et, quand on remplacera la différence des logarithmes de v, v, par la difference egale
#,—t, on reconnaitra la parfaite égalit¢ de l'aire ABB. A, avec le produit ¢ T (¢),
tandis que Vaire A’ B’ B, A', sera égale au produit 4’ ¥ (#'), ce qui fera retrouver exac-
tement I'expression déja connue de I'aire S.

Quand on voudra trouver I'aire S délimitée par une courbe fermee quelconque s,
on n'aura qu'a remonter i la relation de principe

C( dg = () fle,u)de =T (t)y(t)du.
cu
C(t)dy=a(tddu =dQ+pdv,

1 I 1 [ N N R N R AN IR ALl A AR RN AN R A
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et intégrer cette formule tout a I'entour de la ligne s, ce qui fera trouver

‘/0”I‘(z)dq=£‘a(t)du=£5:lQ+£spd«',

€t, comme 4Q sera une différentielle exacte , ON aura

O:fsrlQ,

par suite,, pour la quantité cherchée,

S=£Spdu:£sa(t)du:[SF(t)dq.

Telle est la théorie compléte et bien explicite & laquelle on arrivera pour tous les
g4z permanents en acceptant le fait observé par M. Regnault comme une vérité géné-
rale et en y joignant la loi de Mariotte seulement.

Ce que j"ai dit auparavant avait pour objet de faire voir que, alors méme qu’on ne
ferait pas usage de la loi de Mariotte,, on se trouverait amené a ne concevoir ni cha-
leur ni force vive latente le long de I'axe Ov, ce qui ne parait guére admissible au
point de vue physique des choses.

Je veux bien admettre que I'on ne doit pas trop insister sur les conséquences ex-
trémes d’une pareille théorie le long de 'axe O¢; mais il restera toujours i verifier si
dans la région de la fig. 1, oi la loi de Mariotte sera sensiblement exacte, les quantités
925915 €05 €15 dg, suivent, en effet, les lois que j’ai trouvées.

1l me reste & ajouter, enfin, que lorsqu’on invoquera i la fois la loi de Mariotte er
celle de Gay-Lussac , on aura

wp o Po
— T —————
L+at 1+ at,

les lettres v,, p, , ¢, servant a désigner les valeurs particulieres des quantites v, p, ¢ d'une
masse de gaz en un point donné de la fig. 1, et la lettre « représentant le coefficient
de la dilatation thermométrique 2 pression constante , i partir de t = o.
En faisant, pour abréger,
V" )u‘
I+ =t
on aura
wp==m{1+ ut),

et, par consequent ,

alt =m{1+ zt,
d'ou

alt =maz,

Tome XVIH — Noveusse 1853

I
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par suite,
7,T(t) = (Qm(;) +1)P’
7. T (¢t) —_-Q,(t) v,

dgq

—-? ==
dv? (t) P’
o,

__’]? r(ty=v
dp?

Quand , au lieu d’un gaz permanent, on voudra considérer un mélange de liquide
et de vapeur saturée de ce liquide , la relation de Mariotte devra étre remplacée par
une certaine équation de la forme

p=2Q ().
Toutes les courbes BB,, B'B,,... deviendront des lignes droites paraliéles & I'axe O v sur
la fig. 2, et 'on aura

_de
O-?i;—" 3
dt I
EaEaE{O)

par suite, en recourant aux formules générales de la théorie précéd ente, avant que
jaie fait usage de la relation ¢vp = a(¢), on bien en recourant aux équations (L),
(M), (N), (0), et en regardant la quantité Q comme une fonction de ¢ seulement, on
irouvera

7T (t)=p,

q.T(t)= g:g:; )

el(t)y=w,

e (6) =Q'(¢),
(eo—c)T(t) =10,
()= () +p %
La derniére des équations (N) sera

r{e)f(t,u) de Y2
— =Pl =P =
20 f () oo

- . B R AL TR AR CA L LRI RNT]
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ou, ce qui reviendra au méme ,

N
ot
[y

d. d,
PG (/b @) =T (0)f(fu) L =,
ou EHCOI‘EI

%(%)]z

et, par voie d’intégration, on en tirera
T(t)f(t,u)=pe(u)=a (£)s{u).
Ainsi la fonction £z, u) sera nécessairement de I'espece
F(tyu)de=1y(¢)e(a),
a la condition d’avoir
T(t)y(e)=p=2a ().
Ce résultat ne changera rien aux expressions des quantités g,, 9., ¢,, ¢, dq; ; mais
il servira  transformer la relation initiale
T(e)f(t,u)du=dQ + pdv
en
Q(t)e(n)du=Q’ (tde+ pdo,

puis, en divisant par p = Q(t), on aura la différentielle exacte

_ Q)
s(u)du_ﬂ—(t)- dt 4 dv,

de laquelle on tirera, par voie d’intégration ,
Q'()
e{u)du= | =>_drq o,
f () Q(r) +

Ce scra P'équation générale des courbes V(v,p) =u en v, ¢, et, pour avoir
I’équation des mémes courbes en ¢, il ne sagirait que d'¢liminer ¢ entre Iéquation
trouvée et la relation p — a ().

On aura en méme temps , pour la quantité de chaleur nécessaire d’un point ¢, u i
un autre point infiniment voisin ¢+ dt, u -+ du ,

dg=f(t,u)du=1<y (t)e(u)du,
ou
T(t)dg=T(¢)f(¢, u)de= T(t)y(e)e(u)du=Q(t)s(u)du.
Mais des relations de cette espéce ne seront ni plus ni moins générales que celles que

I'on trouvera en faisant
e(u)=1,
et en écrivant simplement
dg=f(t,u)du =y (t)du
ou
F{t)dg =T (2)f (¢, u)due = T{t)y(z)du=190/(t)du,

58..
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par suite ,
otyde=Q (t)dt + pdv
et

d’oir T'on conclura, par voie dintégration, pour I'équation générale des courbes
Y{v,p)=uouB'Bu, B B u,... surla fig. 2,

®w= Q()dl+v.

Q)

En désignant par ¢, o, les valeurs de v qui dépendront de deux valeurs différentes
u, 1, sur une méme droite PI ou p = 2 () paraliéle 2 'axe Ov, on aura d'abord

P’équation trouvée, puis
4
t
u, :f?).((t)) dt = v,

W, — == — v,

ey, en soustrayant,

Ainsi, la différence v, — v sera constante de haut en bas sur la ffg. 2 entre deux
courbes données B'Bu, B B,u,, et, par suite, toutes les courbes de détente
(v, p) = u seront une méme courbe transportée parallélement a elle-méme le long de
Paxe Oe.

Pour l'une de ces courbes en particulier, c’est-a-dire pour une valeur constante

quelconque de «, on aura
J
t)
b= f Q)

et, au moyen de la notation auxiliaire

e = 90 4
().(t)
ou
dE(t) _ Q' (2)
e o)
on aura, sous forme plus simple,
v=u—E(¢t),

puis, & une autre température ¢, le long de la méme courbe , on aura
(A ) I4
v=u—El?t),
et, par soustraction, on trouvera

"—v’=E(t’)_E(t)= A ?1((‘)

Ce sera la commune valeur des longueurs 24, bB, 6, B.,... surla fig. 2, et, par con-

t ' ! ' 1 [ D N R RN AR IR NN T N TY T RN XU AR A
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sequent, toutes les courbes § (¢, p) = u seront parfaitement détermincées dans Uinter-
valle de deux paralléles 2 Paxe O v entre les températures ¢,, ¢,, desquelles on connai-
tra la fonction Q(¢), et, par suite, la fonction E(¢); ou, réciproquement, si Fun des
arcsi’/, B'B, B, B, ,... était connu de 1, & 1,, on pourrait s'en servir pour en déduire
la fonction E (¢), et, par suite, la fonction Q (¢) des, 2 ¢,.

On aurait pour Véquation différentielle de la courbe donnée
_dE{t)dt__Q’(t)

= dt () “

et, en multipliant cette équation par p == 0.(¢), on trouverait
pdv=—Q' (t)dr,
c’est-a-dire
dQ=Q' (t)dt = — pdo.

Ainsi, Vaccroissement de la fonction Q devrait étre égal a Paccroissement de I'aire du
triangle AuB, et, par suite, en ne préjugeant rien de la valeur de la fonction Q, de
la fonction Q a la limite inférieure ¢,, on aurait, de¢, a ¢,

Q(e)y=19Q(2) —f pdvr=Q(¢t,)+ aire ABB’A’.

Il'y a a faire remarquer, d’aillears, que, d’aprés I'equation
p=2(1),
la fonction Q(¢)satisfera nécessairement i la condition @ (¢,) = 0 quand on v fera
P = 0, et que, par suite, il ne saurait plus y avoir ni chaleur ni force vive laténte le
long de V'axe Ov.

Ainsi, la quantité Q devra étre rigoureusement égale a aire dn triangle A . B.

La forme des courbes B'Bu, B,B,«, n’étant pas facile i déterminer directement de
maniére qu'on puisse en déduire ensnite Paire du triangle A «B, ou senlement Paug-
mentation de cette aire, ABB’ A’ de ¢4 ¢’, je suppose que 'on ait réussi i trouver expe-
rimentalement une fonction ¢ {¢) qui soit telle, que la différentielle de cette fonction
¢’ (1) dt puisse représenter la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller les s -
tités v, p du mélange le long d’une courbe donnée quelconque sur la fig. 2, SUpposee
représentée par I'equation

v = w = fonction ( ¢).
En faisant, alors,
dy = ¢ (t)dt
dans la relation de principe
P(t)dg=T(t)f(t,u)du=T(t)y(t)du =0 (t)du==dQ+ pav.
on trouvera le long de la courbe donnée

dQ =1 (t)c (t) et - pda,
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et, par voie d'intégration , on en déduira
Qe)= ST ()¢ (2)dt — [ pdw,

en observant que, & la rencontre de 'axe Ov, on devra avoir

d(t)=o,
i cause de la relation
a(sh)=o.
On aura, en méme temps,
dE(¢) . (1) T (2) ' (¢)
T alr) dt = a(e) dt — dw,
et, en intégrant,
T()c'(¢)dre ,
B()= [ HOEDE — (w—a);

puis, entre deux limites données ¢, ¢/,
—E(y) __f‘ F(t)c t)dt (W — ),
et, par suite, en remontant 4 I'équation generale des courbes § (v, p) = u,
o— /= E(¢)— r)—f ”‘ﬂ(, — (@ —w),

ou, ce qui reviendra au méme,

("_—'”-(W—w'):[ U‘_’%}”

dt
(v—w)— (¢ —w') f Q“ .

La courbe dont I'équation est
» = w = fonction (¢)

=]

ou encore

pourra notamment étre la ligne #,i’ de la fig. 2, et, alors, I'intégrale définie

j’" T (¢)c’(¢)de
t Q(e)

représentera la longueur i % sur la fig. 2.
Pour celle des courbes { (v, p) = u qui partira du point I', on devra faire
o =W,
et I'on trouvera
Yor(e)e (¢)de

n ’
(e}

K:v—w:(W’—-w') +f
: t
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mais la courbe I'K n’existera réellement dans Uintervalle de ¢ i ¢’ qu’autant que la
valeur trouvée pour ¢ — w n’excédera pas la limite W — w,

De toute maniére, et sans connaitre ia fonction Q(¢), on aura pour la quantité de
chaleur latente g de Ben B, ,

gr{e)=1r(t)y(e) (0 —u) = Q(e) (1, — u) = p (v, —v),
€t, par consequent, en désignant par L la quantité totale de chaleur latente de i en I
LT(¢)=p (W —w).
L’expérience devra faire connaitre si cette relation est exacte ou non.
Il y a faire remarquer, i ce sujet, que, quelle que puisse étre la loi de la chaleur
latente L en fonction de ¢, sil’on désigne par z la fraction de la masse totale actuelie-

ment transformée en vapeur et par / la quantité de chaleur latente qui sera nécessaire
pour produire la quantité de vapeur z, on aura nécessairement , d’une part,

V:(I—.Z‘)W+IW:W+(W—W).1',

ou
P —
i
et, d’autre part,
Ly —w)
{ Lz=— V(V—w ’
ou
l p— w
EzI:W_TV,
puis, en remplacant x par z,,
I v — w
i:II:W_w,
et, en soustrayant,
-1 v—e
T:x.'—z:————-——w_w-

La différentielle /, — Z sera la valeur précédente de ¢. Ainsi la proportionnalite de ¢ &
la difference ¢v,—¢ sera une chose absolument certaine ; mais ce qui aura besoin d’étre
vérifié, ce sera la relation

LT(t)=p (W —w).

De méme, aprés avoir trouvé, de B en B,,

ql"(t):p (2, — u),
on trouvera, de B’ en B',, .
g )=p'(v,—u),
et Fon en conclura

gr(2)

g\ _ P,
gr{e)y p
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Donc, avec I’hypothése
T (t) = constante G,
on aurait

ot comme , dans Pallure de la machine de Watt, le rapportli, ne sera que de - envi-
P .

ron, on doit conclure gue, dans ce cas-la, avec une machine a vapeur théoriqueinent par-
faite qui servirait A faire obtenir une quantité de force motrice égale & l'une des aires
(uadrilatérales BB’ B B, de la fig. 2, le condenseur ne recevrait que la dixiéme partie de
la quantité de chaleur latente qui aurait été dépensée par la chaudiére; les 5 de la
méme quantité de chaleur latente seraient convertis en force motrice, ce qui est con-
traire A tous les faiis d’expérience.

La surface de chacune des aires quadrilatérales BB’ BB, que I'on pourra former sur

la_fig. 2 sera dailleurs exprimée par la formule générale
S=q'r (') —qr (&) =(p" —p)(a—uj,
dans laquelle on devra mettra pour «, — « la commune longueur des bases egales
BB,, B'B .
Le plus grand de ces quadrilatéres sera celui que P'on trouvera en faisant
U, — =W —au'.
Ainsi, on aura
aire Ai'VK = aire L TH=(p — pi(W —a'},
et le second membre pourra étre transforme en

P_—_'L’L'r(,'}‘

7

P

Pour avoir I'aire du triangle i’ &, on prendra Vintégrale défime

i
f Tierele)de,
t

le long de la courbe 1i’, et 'on en retranchera ce que deviendra I'expression du pro-
duit T (¢} quand on y fera
u—un=rik.

On trouvera de cette maniére
. ¢ ) Yr(eye (¢
aire 1 i’k —= /‘ r(e\e' (¢)de—p ——‘7~(—dz,
ot ' : Qe

En négligeant les aires triangulaires ik i’, 1 A1, cette expression deviendra la mesure
tres-approchée de augmentation de force motrice que l'on obtiendra dats une ma-
chine & détente compléte par rapport & une machine sans detente, la quantite de force

' ! ' [ L e RN RN AR AR RN SR ] AN AN AN AR |
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motrice de la machine sans détente étant

,_ .
aire Ai'T'H :p-—7£ L't ().
P

La quantité de chaleur A fournir par la chandiére, dans I'un et I'autre cas, sera
c(e)—e(8) + L. '
Dans la machine 4 détente compléte, le condenseur vecevra une quantité de chaleur 4
qu dépendra de la relation
qC (&) =p(u,—u)=p =ik,
et comme on a eu, d’une part,

, ) e’(¢)
K=W — o —|— dr,
.().(t)

LT (¢)=p (W —w),

d’autre part,

nn trouvera

_pr() ., p [Tl
“Fr(z)’”‘r(x)f, af

Avec ’hypothése T (¢) = constante, cela se réduira a

pL,+ f c(t dt
Q(t

Dans la machine sans détente, le condenseur recevra en plus une quantite de chaleur

q parfaitement équivalente 2 la quantité de force vive non réalisée, et, par conséquent.
on devra poser I'egalité

l'r v
q T (t) = aire ii’ A*f (&) (lt— f —_(flz)’—ct—"(i)dt’
'3 = ;

de laquelle on tirera

o f p [r)e(e)
= rie)e'(¢)de — -4 Al
7 r(z)f (e)ere] e r(z)f, a ()

par suite, la quantité totale de chaleur recue par le condenseur dans la machine san<

deétente sera
e 1 <t
L8 .L'+,—'—f () et (e de.
14 r(\t/' 1 (t) t

Avec I'hypothése T (¢) = constante, cela se réduira &

4 Y
[—,L’—i—ct’t’) —e(t),
14 .

et, comme la chaudiére aura fourni en tout
c{t'j—eie) + 1,

Fome XVII[ —~ Novessre 15853 24
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on voit que la quantité de chaleur sensible ¢(#’) — ¢ (¢} se retrouvera intégralement,
tandis que, de la chaleur latente totale L’, il ne restera que la fraction Ig, laquelle

fraction sera de ;% environ dans I'allure de la machine de Watt; ce qui est positive-
ment en opposition avec tous les faits connus.
Telles sont les théories bien complétes auxquelles on arrive, tant pour les gaz per-

manents que pour les vapeurs, quand on admet en principe que la fonction Q de mes
raisonnements ne doit varier qu’avec ¢, ou quand on admet, soit la relation unique

aire ABB’A’ — aire A BB A/,
soit les deux relations distinctes
q T (t) = aire ABB,A,,
q'T(¢') = aire A’'B'B'A’;;
car I'une de ces trois choses entrainera toujours les deux autres avec toutes les conse -
quences que je suis parvenu 4 démontrer.

Ce que j’en ai dit jusqu’ici n’a pour objet que de faire voir la compléte impossibilite
d’admettre une pareille hypothése, sinon pour les gaz permanents, du moins pour les
vapeurs, et si 'on s’étonnait de la grande longueur ou de la minutie de quelques-uns
des développements dans lesquels je suis entré pour établir une pareille négation , je
dirais que j’ai cru devoir saisir avec empressement et comme une véritable bonne for-
tune, la double occasion de répandre encore bien des éclaircissements utiles sur les
fig. 1 et 2, et de faire connaitre surtout I'enchainement méthodique de mes formules
dans un cas trés-simple, avant que de m’'en servir dans 'entiére généralité dont ces
formules sont succeptibles et que je parviendrai & leur donner bientot sous formes
trés-explicites. A ce point de vue, il m'edt été bien difficile de choisir un meilleur
exemple que celni qui s’est trouvé si naturellement dans mon chemin,

CHAPITRE VII.

Théorie plus générale en admettant que, pour les guz permanents, la fonction
f(tyu) ne cessera pas détre de Vespéce f(t,u) =1y () € (u) comme pour les
capeurs, et en invoquant, en oulre, la relation vp = a (t) de la loi de Mariotte,
ou méme la relation plus générale pw (v) = a (t). — Application de cette théorie
au phénoméne de U écoulement d'un gaz permanent.

Quand on veut fonder la théorie calorifique et dynamique d’un fluide élastique,
sans faire aucune hypothése, on ne doit partir que des formules (L), (M), (N), (0),
en regardant comme connues les courbes ¢ (v, p) = ¢, et en se proposant de déter-
miner la nature de chacune des fonctions Q, I (), f(¢, «) d’aprés certains résultats
expérimentaux; et, d’abord, pour aller du simple au composé par une marche natu-

IR Ry T T R PR YRR AR I
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rellement progressive, je reviendrai au cas d

€ja examiné ou la fonction Q scrait une
fonction de la variable ¢ seulement.

Dans cette supposition, on trouvera

dQ _ dQ e

dv dt de’
dQ _dQ dr.
dp de dp’
dQ dr  dQdt

et la derniére des é¢quations (N) se réduira a
T(e)f(e,a) dr
Md =p %:
47[ r (t) f{t: u)

puis, dans le cas des gaz permanents, on n’aura qu'a invoquer la loi de Mariotte pour
avoir

= al(t),
d’ou
, dr dt P
p:a(l‘)d—u7 ) a—a,(tl;?
c’est-a-dire
— () de dt o
v=a | )dp, \ dp—_a_——'{t):

et, par suite,

dt op a(t)

dp @ (6) " @)

P
Ainsi, dans ce cas-la, le second membre de la condition nécessaire se réduira i une
fonction de ¢.

Pareille chose arrivera quand, au lieu de la relation ep = a (t) voulue par la loi de
Mariotte, on admettra la relation plus générale

polv)==a(t);
car, en différentiant une telle relation sans faire varier ¥, On aura

dt

— !
w(v)=a’(¢) 2’
d’ou
d _w (o)
dp d(r)’
puis
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Ainsi le résultat ne changera pas, quelle que puisse étre la nature de la fonction
wle).

Quand on supposera

2] (0) =v,
on retrouvera la loi de Mariotte et toute la theorie précédemment exposée des gar
permanents.

Qunand on fera

w (v) = constante =1,
¢t (ue, en méme temps, on remplacera la fonction a(2) par la fonction @ (2}, on
retrouvera toute la théorie précédemment exposée des vapeurs.

Mais le tout est fondé sur la supposition non admissible que la fonction Q doit dé-
pendre de la température ¢ seulement. Quand on rejette cette supposition, la derniére
des équations (N) se présente sous la forme

r(e)f(t u) (dQ+P) dt  dQad: Pdt + dQdt dQa:
N == | — ——— - — D — . —=—
d dv dp dp dv dp de dp dp dv
(T ()t )
t

Le premier terme du second membre est le méme que précédemment et se réduira
2 une fonction de ¢ seulement toutes les fois que I'équation des courbes p (v, p) =1¢
sera de la forme

| pe(r)=alt);
mais I'autre terme, qui dépendra principalement de la nature des courbés (¢, p)=u«,
ne sera pas nécessairement égal A zéro et pourra, 2 la rigueur, étre envisagé comme
une fonction quelconque des variables v, p, excepté dans le cas d’un mélange de
liquide et de vapeur saturée de ce liquide, od ce devra étre une fonction de ¢ seule-
ment , ainsi que je vais le démontrer.

D’abord, pour un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liguide, on aura

p= (1),
par suite,
de
a0

et la condition nécessaire se réduira i
T(8)f(¢t ‘d \ ot
?l———( AN = KT? +p) 2_1,_)
2 (0 (0)f(e, w)

On aura, en méme temps, pour Vexpression de la chaleur latente par unite de volume,

W2 p(1)= aur(0) =22

= — 4
dvg dv 4

t 1 I
' [ TR N R L IR
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D’autre part, si I'on retourne i la fig. 2 et qu'on désigne par :

s
(@
[ 4

z la fraction de la masse entiére actuellement transformée en vapeur ;

v le volume correspondant du mélange ;

w, W les limites du volume v pourzr ==o0 et x =13

{ la quantité de chalenr latente qui sera nécessaire pour produire la quantité de
vapeur x;

L toute la chaleur latente de la vapeur pour z =1;

On aura nécessairement

v:(l—x)w+xW=w+(W—w);t,

ou
P —
= W —
et
_L{v—w;
{=Lx= W
ou
l . O —
L™ = wW—w
puis, en remplacant x par x,,
A vy —
L= T W

et, en soustrayant la précédente formule de celle-la,

l, —1I p,—v
—_—a —x =

L W

d'olt, enfin,

I, —1 L foncti .
e 1on (¢ .
¢ — W —w one (

Or, le premier mewbre de cette derniére équation sera la valeur du rapport de dg,
adv,; cesera la quantité de chaleur latente par unité de volume , et, par suite, il

faundra que Von ait

d4Q LT (s) . .
x_f_p_w_—“-'_..fomnon(t).

On conclura de 13, non pas
Q = fonction (¢),
mais
dQ _ Lr(z)

2N — foneti Y= b2}
= =W —w p = fonction (¢) = & (¢},
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et, par suite,

Q=10 (e)v+E(1)s
ce qui me permetirait d’achever immédiatement la théorie exacte d’'un mélange de
liquide et de vapeur saturée de ce liquide; mais je préfére ajourner la théorie des
vapeurs et ne m’occuper d'abord que de celle des gaz permanents.

Te me borne donc i observer que, pour tout mélange de liquide et de vapeur
saturée de ce liquide , on aura nécessairement

r(e)f(e,u) :(1)+d_g)d_t__ Lr(2)

= fonction () =

dv - —w)a’ o ()
L (0 f(e ) (W) 500
Je pose

r{)f(t,u)=e"¥),
d’on

d

d
d_t‘[r(:)f(:, w))=e*¥) —w(e, ),

et je trouve que la condition fondamentale de la théorie se réduira

:—[ftw (t, u)=g(t).
Je maltiplie cette équation par dt et je I'intégre, en cbservant que la constante arbi-
traire de Pintégration pourra étre une fonction quelconque de la variable « , ce qui me
fera avoir

w(t,0)=fg(t)dt+ h(u) =g (t)+ h(u),
puis
1

oty ui — 1 g0+h - L e (0w —
I‘(t)e = [’(t)eg ) I‘(t)eg e gty e(u).

ftyu)=

Donc, pour tout mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, la fonction
F(t, u) sera nécessairement de I'espéce

J(t, )=y (t)e(u).

Pareille chose arriverait pour tous les gaz permanents si, aprés avoir admis la loi de
Mariotte , ou méme la relation plus générale

po(e)=alt),
an avait
{Q dt 1Q dt .
'_Q_ “ f_@ % — fonction (¢).
dv dp dp v
Réciproquement , s'il était démontré que pour les gaz permanents la fonction f(¢, u
ne doit pas cesser d’étre de I'espéce 7 (¢) ¢ () comme pour les vapeurs, on en conclu-
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rait que le second membre de la derniére des équations (N) doit étre une fonction de ¢
seulement; de telle sorte que si 'on admettait, en outre, la relation

pu(v)=al(t),
on trouverait

dQdt  dQ dr riey(e)  ale)

= fonction (¢).
dodp dp & d o (7) = fometion (¢)

La lo1 physique la plus générale que cela entrainerait, ce serait de rendre égal i une
fonction de # seulement le commun numérateur de celles des formules (N) qui repré-
sentent, d’une part, la chaleur latente dq? le long des courbes g (v, p)=1¢, et, d’autre

part, la différence ¢,— ¢, des chaleurs spécifiques A pression constante et 2 volume
constant .

De plus, dans la région de la fig. 1 ou il serait permis d’invoquer la loi de Mariotte,
on aurait

op=ual(t),
“_ p
dv ™ a'ly)
de v

dp ' (¢)

et, par suite,
dtdt_ op _a(t)_
dodp a'(¢)  d(t)’

c’est-a-dire que le dénominateur de Pexpression servant i représenter la valeur du pro-
duit (¢, — ¢, ) 1 () deviendrait aussi une fonction de ¢ seulement.

Ainsi la différence ¢, — ¢, serait constante le long de chacune des courbes o

(u, py=t
et pourrait varier comme on voudrait de 'une de ces courbes i I'autre,

Or, de cette remarque, conjointement avec la circonstance déja expliquee que,

.. , - . . et
dans le second membre de la condition nécessaire, il y aura au moins le terme p o
dp

qui, dans la région la plus utile de la fig. 1, variera avec ¢ seulement, je conclus que,
alors méme que Pexpérience ne vérifierait pas ’hypothése

dQ d dQ d
~Q “@ —Q —t= fonction (¢)
de dp v

dans toute I'étendue de la fig. 1, il devra étre permis , du moins, de faire usage d’une
telle hypothése dans toute bande indéfiniment longue qui n’interceptera que des ares
d'une faible longueur de chacune des courbes o(v, p)=rt.

Je veux dire, en un mot, que si Ihypothése en question n’est pas rationnellement

/7

exacte dans toute I'étendue de la fig. 1, elle doit me faire trouver, du moins, Jdes re-
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lations quasi-osculatrices & celles de la théorie compléte dans une bande plus on moins
large et indéfiniment longue, qui pourra étre choisie de maniére a renfermer celles des
quantites ¢, p, ¢ pour lesquelles la connaissance des phénomeénes calorifiques d'un
fluide elastique offrira le plus d'intérét.

Je me propose donc de fonder maintenant, sinon la théorie compléte et définitive
des gaz permanents , du moins la théorie approximative que je viens de faire entrevoir,
sauf nltérieurement  lui faire faire un nouveau pas et i traiter enfin le sujet dans sa
plus grande généralité possible.

La seule chose 2 faire pour atteindre le but actuel, ce sera de savoir trouver linté-

grale générale d’une équation aux différences partielles de la forme
dQ adt dQ de .
dQdt _ dQdr fonction (¢},

et il sera d’autant plus convenable d’envisager ainsi les gaz permanents, que de la méme
intcgrale, supposée connue , dependra nécessairement la théorie exacte des vapeuts.
Je continue donc a supposer que I'on doive avoir ’
. p"’("):a(t)v
et J’en conclns
t
? 3\ ’
pw' (0} = a {(L)=—1
po’{v) () e

. dt
m(t’[‘):(l’(t\—',
1dp

puis, en tirant de Ia les valeurs des dérivées de ten ¢, p, et en les substituant dans la
proposec, il me faudra trouver Pintégrale générale d’une équation de la forme

d {
d—?m(o:)—— :—,;Q ' (¢} = fonction (¢].

Or, on satisfera & nne telle équation en ecrivant

Q:b<t>fw"("u)+a<r),

Jes lettres b, B servani & désigner des fonctions arbitraires de la variable ¢.
Ce sera, d’aillenrs, l'integrale génerale de I'equation proposeée, car il me sera tou-
jours loisible de consideer la quantité cherchée Q comme une fonction de ¢, ¢, ce qui

me fera avoir, en priacipe,
dQ  dQ(e,tydt  dQic,t}
== L e ————

dv dt dv dv
{ 1 t) dt
dQ_dQln, )b
dp dt dp

et, par suite,
dQde  dQdr __ dQ{v,¢) dt

de dp dp dv dv rfp,

t 1 .
! ! [ . T R R N A I A R



PURES ET APPLIQUEES. 400

puis, de la relation supposée
s pu(v)=alt),
je tirerai
. w(e)
B a0

et il me faudra ntégrer la formule

dQ{e, 2) (¢)

dv a’ ()

= fonction (¢},

ou, ce qui reviendra an méme,

dQ(v, t)  fonction (¢}  6(¢)
d T w{r) T e (v),

et cette derniére équation 4ura manifestement pour intégrale générale Pexpression deji
écrite

de
Q=5(e) [ S +80).
Cela pose, quand on fera
« (¢) = constante = 1,

on aura, pour la théorie exacte des vapeurs dont je m’occuperai spécialement par i.
suite ,

i Q=1=0(t}v+p(t);
et quand on fera

m!:v):v,

on trouvera pour la theorie au moins trés-approchée des gaz permanents supposes assn
jettis 2 la loi de Mariotte,
Q=254 (r)loge +p(¢).
Om aura, en méme temps,

op=alt),
d__r_
df-_n'(_t}’
dt v
dp ' (¢’
pus
rlQ_ . ‘ S W Gt
= el () s+ 2L
“Q ey . ¢
(;,,T— (L (t/ IO%U-{— p (t)]ﬂ’(t".
ct

aQdt  dQde _bie;de b

de dyp dp de v dp~ {[’([),
de vp alt)

P = =70 ="

dpalel T al (e

Tome XVIH. - Novexere 1833 0
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par suite, le second membre de la condition nécessaire se réduira a
a(t)+b(e)
a(e)

et comime ce sera une fonction de ¢ senlement, il faudra que la fonction f(¢, ) soit
de FPespéce

Sty u) = y(e)s(u)

D’autre part, une relation de la forme
r{tydg="r(e)f(t,u)de =T (t)y(t)s{u)du
ne sera ni plus ni moins générale que I'expression plus simple
C(e)dg=r(¢)f(t, u)du =T (¢)y (1) de =k (¢) du,

et, si je me sers définitivement de cette notation, il sera nécessaire et suffisant que I'on
ait

k(t) __ale)+ b(e)

K()™  al(e)

_,{«(:)a'(t)—a(t)k'(t)_'Ht)z d (a(t)
b(t) = 70 -lf'(:)it(’r(t)]’

?

d’olt

et, par suite, aprés réduction,
b (¢) =k (¢) #(t)a (tg.'?,;l(') K (t) — k(t) [A,<(t))]

En substituant ces valeurs dans les expressions connues de la fonction Q et de ses
dérivées en v, p, on aura d’abord

Q= b(0)loge + () = LTl EE1og, 4 g

puis, en ayant égard i la relation

b(t)“a(t)+b(t)_ﬂ'(t)a'(t)
v p - K(t)e ’

P+

on trouvera

r/or'(t)zk(t):—: ‘f3+p—g () [‘ ;]10g0+ﬁ’()},;%+%’

P(t)zk(t)dp dp {( dt("((;] H-p()’a_:t)'

En faisant la somme de ces deux équations multipliées respectivement par
dv dp
k(e) k(1)
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et, en tenant compte de la relation

vdp +pdv=d(v, p)=a’(t)d:

a’ (+) ﬂ(t) a' () do
— d —.
o= (o) oo+ 15 AoV TEE
On arrivera au méme résultat en tirant directement la valeur de de de I'équation
fondamentale

on tronvera

dQ=r(s)f (t,u du—-pdv_&(t)du—-pdv

ce qui fera avoir :
dQ +pdv,

du =
K)o
et, en y faisani
a (e
P= )

(4
Q=2b(t)logv+ Be),
par suite,
dQ:MQ?+{MMby+HUUM

on aura

dQ+pde _a(t)+b(e)de b (2) B (¢}
i) A7) 7+ 0] logadz—.\- an)

mais il faudra que le second membre soit une différentielle exacte en v, £, et comme
le dernier terme sera une différentielle exacte en ¢, il sera nécessaire et suffisant que
les deux premiers termes fassent une différentielle exacte en v , £y ce qui exigera que

dfaltl+b(0)y _ b (e )l
m[ F(e)e ]“$(u)°“}
(6) =bie)y b (2)
a't[ k(e ]‘k(:)’
puis, en développant ,

RO (@ (6) + 8 () = (a(e) + b (e)) K (¢) = & (1) 8/ (¢},

et, en réduisant,

du —

B e

I'on ait

et, par conséquent,

Ale)ya'(e) — (a(e)+b())K(8) = o0,

o’est-a-dire

6o .
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on bien

_k()a () —a ()M () _k(2) a(t)y’
o= 0 =5 a(im)
comme tout i I'heure.

L’expression de du sera aussi. la méme, et, par voie d’intégration, on en conclura

@ (s )log fﬁ (t)dt

Ce sera I'équation générale des courbes B'Bu, BB, u4,,. .., surla f£g. 1, en fonction
de v, t comme variables indépendantes. En y joignant la relation ¢p = a (¢}, il ne
resterait qu'a effectuver I'élimination de ¢ pour avoir I'équation générale des mémes
courbes en v, p.

En désignant par ¢, ¢, les valeurs de ¢ qui dépendront de deux valeurs différentes
u, w, le long d’'une méme courbe ¢ (v, p) = ¢, on aura a la fois I'éqnation précé-

dente et celle-ci :
"=z ( ’lobv.—{—fﬂ f) de,

puis, par soustraction, on trouvera

_2) R O
u'_u—‘m“o{’”'—]%’]_k’(t)l°°_v’

ou, inversement,

a'(t)
Ainsi la différence des logarithmes de ¢, ¢, variera proportionnellement au rapport de
A’(t) a o' (¢') de haut en bas sur la fig. 1, pour tous les arcs BB, B'E,. .., limités
par deux courbes données B'Bu, BB, «, ou J{v, p)=u, 4 (v, p) = u,, et, par suite,
la connaissance d'une seule de ces courbes entrainera celle de toutes les autres.

log v, — log e = (16, — u).

A une autre température ¢’, on aura

U —n=

ct, par suite,

ce qui permettra de tracer immédiatement toutes les courbes (v, p) = « dés I'instant
que I'une d’entre elles sera donnée.
Pour une de ces courbes en particulier, ¢’est-a-dire pour une valeur constante quel-
vonque de x, on aura
o' (1)
A ()

ﬁ()
k(2)

W=

]og 0+ dr,

e . " ' ) e R N T RN T T LR RN TN AL
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©t, au moyen de la notation auxiliaire

— ((F(y
E(t) —f‘ﬁt-)dt,

(411
dE(z) _ §'(¢)
de " k{9’
on aura, sous forme plus simple,
a'(¢)
= 7o) logv + E(¢);
puis, & une autre température ', le long de la méme courbe,
a(t) '
u = ‘_,(‘,)logv + E(¢),

et, par soustraction, I'on en dédnira

a'(t) a( & L
F—(-t—,—)logu’ (;losu_.—[la(t’)—l:. —-——f ﬁ
Ces formules pourront étre remplacées par
¥ (1) L0
1
L7(E) (x—E()} _ _T;‘)_’
t
a,—mE(‘)
)
A) . e
I(‘I) [u_'E(l )]._ (t)
"',(‘ )E(t )
a'(t")
ou par
@0 ;
Ky __ u—E() __ ¢
¢ e eE(l)
a' ()
k' (l') _ —E(¢ [
o =X ( ) eEU’)

et le résultat de I'élimination de u équivaudra

a’(t')
O'A' (t'} 1

S0

1

o eE()— E(t) [ ’

{‘) Eﬁ) di
4

—

W

Ainsi toutes les courbes 4 {r, 2) = # seront parfaitement déterminces sur b Sg
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dans lintervalle des courbes vp = ¢,, vp = ¢, entre les températures ¢,, ¢,, desquelles
on connaitra les fonctions a (), 4 (¢), B (¢), et, par suite, E (¢).

Réciproquement, si Pune des courbes (v, p) = « était connue de , 4 ¢, on
pourrait s'en servir pour déterminer la fonction E (1), et, par suite, la fonction §{¢),
pourvu que les fonctions a (¢), 4 (¢) fussent déja connues.

D’abord, en joignant a I'équation de la courbe donnée la relation
vp=al(t)
supposée connue , on trouverait la température ¢ en chaque point de la courbe donnee,

et, par suite, on arriverait i regarder les coordonnées v, p de la courbe donnée
comme des fonctions parfaitement déterminées de ¢.

On trouverait ensuite, A l'aide des formules précédentes le long de la courbe
donnée , d’abord sous forme différentielle

di(e) , _ a'(¢) .
— dt_—d[‘_,(t)logu],
puis , en intégrant,
, a' (¢’ , a{t
E(t )——E(t):-—(ﬁ%logu —I‘,(tzlogu]7

et cela suffirait pour tracer toutes les autres courbes ¢ (¢, p) = « dans l'intervalle
compris entre les deux courbes indéfinies vp = a (#), vp = a(#,) entre les tempéra-
tures £, , t, desquelles on connaitrait I'une d’entre elles.
Quant i la fonction Q, on aurait
dE (¢}

B/ (2)de= k(e) A dt:—k(t)d(-;—,((—i—;logv],

B(¢) —@(t):—[t' k(t)d[:’,—gtt;log u],

ou, en procédant par parties au second membre,

B()—Ble) =— k(:)[;i_,—g,—; log o' — ;% log o] +f o' (¢)log e dt;

et, en intégrant,

puis, du momeni ou la fonction B(¢) serait connue, on n'aurait qu'a la substituer
dans la relation

Q==4(t)logv 4 B(¢),
pour obtenir I'expression générale de la fonction Q (¢) dans le méme intervalle que
celui ol 'on connaitrait les arcs de toutes les courbes § (v, p) = .

Je ne m’arréte pas A cette substitution, parce qu'il ne sera pas facile de determiner
directement I'une des courbes BB’ «, B B, «,,....

Ie suppose donc que l'on ait réussi & déterminer expérimentalement une fonction
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«(¢) qui soit telle que la différentielle de cette fonction ¢’ (¢) dt puisse représenter avec
un degré d’approximation suffisant, la quantité de chalear nécessaire pour faire aller
les quantités o, ¢ d’un gaz permanent d’un point ¢, ¢ & un autre point v + dp, ¢ -+ ¢z le
long de la courbe donnée supposée représentée par une équation de la forme
v = w = fonction (¢).
En faisant alors
dg=1c(t)dt et v=w
dans Ia relation de principe
I{t)dg =T (t)f(t,u)du=T(t)(t)du = k(t)du,
on trouvera le long de la courbe donnée, sous forme différentielle,
(e} () de

du — ——

k(e)

re)e(e) .
a:f 0 L dt;

mais, d’aprés I’équation générale des courbes $(v,p) = u, on devra avoir, le long
de la courbe donnée,

’

et, en intégrant,

_a(e) rie) , __a'(e) ) .
u_mlogw—kfmdt._m)logu +E([),

" puis, en identifiant les deux expressions, on trouvera 'intégrale générale

B() ,, (Ti)e () afe),
E(¢) :fmdt_f 10 dt*k’(t) log w,

etderar, v .
E(¢) —E(t):f L (;)([;)(t) dt — [:,((:,)) log &’ — % log w]:

par suite, I'équation générale des courbes § (v, p) = « sera

() _ad( T (£) ¢ (¢) a’(t) ‘
u._k—,g)-logo+E(t)_k—,(—t—)]ogu+ A7) dt*k’(t)log"

_a () v r(e)e (¢)
_I:’(t)log;+f7(z‘)—-(1[’

et, de ra¢’, on aura

a' / v \CI v
k’g~$;]°gd'—:—’Eglog‘}:—[E(‘/}—E(t)]:—f %t_{l”
a(t) . al(2) ’
+(k’(!'—) lOg.w —Z’_(—l‘)loé w_],

ou, ce qui reviendra au méme,

a(f), ¢ ), o Y r(e)e (1)
Iy (t') log;—mlog;——f Mik(t) dt.
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$i 'an avait exceptionnellement ¢ (1) = o, la courbe donnée serait elle-méme I'une des
courbes ${ ¢, p)=u, et toutes les autres se deduiraient de celle-1a au moyen de la
relation plus simple

a (') oooal(e v

(e log &= (2) log 22

/Jui s'accorde parfaitement avec ce qui a déja éte dit.
Pour trouver la fonction Q, on conclura de ce qui précéde

dE(r) _E'(t) _T(0)e(r) d[a’“‘logw]..

A k(e) &) drla ()

puis, en muitipliant par & (1),
B (t)de=T(t)c'(t)de Ir't‘d LAC logw | dt
) —_ ) ) \ )dt rg (t) 8 ’
ct, en ntegrant,

ﬁ{t):ufl‘(t}r'(t)dt—flr(t){%(iitt;logw]dz.

Le dernier terme dn second membre pouvant étre intégre par parties, on trouvera

d’abord

ﬁ(t"::fl‘(t)c'(t)dt—l'(t);—z_—:—((—:—))-logw—!—fa'(t)]ogwdt,

puis, en integrant de nouvean par parties le dernier terme du second membre, on

aura
dw

w

{'a’(t}logwdtza(t)logw—fa(t) = alt)logw — [‘pdw,
o/ . o

oL, eu substituant,

p(t):fr(t‘,c’(t)dt—[Ir(:)%’,-((tT;—-n(t)]logu —fpdw,

ou, ce qui reviendra an méme, d’aprés I'expression connue de la fonction b (¢),
B(e)= ST (8 (¢)de— b(£)logw— [ pdw.
On arrivera plus simplement au méme résultat en observant que, d’apres la for-
mule de principe
r(¢)dg=r(t)f(t,u)du="T(t)y(t)de=14k(t)du =dQ+pdy,
on devra avoir 2 la fois, le long de la courbe donnée,

dg = (t)dt, v=wmw,
eL, par suite,
dQ=r () (t)dt — pdw,
Q=JSr(t)e(t)dt — fpdw.

1 . ‘ ' 1 (R L N N R R RN AR N IRNRE TV} SRR N AR A I
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Mais I'expression générale de la fonction Q est
Q=b(e)loge + B(1),
et, par suite, il faudra que, le long de la courbe donnée, on ait
Q="b()logw+B(¢);
puis, en identifiant les deux expressions, on aura immédiatement
B(e)= ST (e)¢/(e)de — [ pdw— b(t)log
comme tout a I'heure.
L’expression générale de la fonction Q deviendra de cette maniére

Q= b(t)]ogo-&—ﬁ(t):b(t)log%—}—fl"(t)c'(t)dt-——fpdw.

D’un point quelconque ¢, 4 un autre point ¢, ¢ de la fig. 1, on aura

Q—Q={(b(¢)logv'— &(¢)loge) + (B(¢") —B(e)]
:[b(t’)log;:;,——b(t)log‘%] +ft F(t)c'(t)dt—ft pdw.

Si la courbe donnée se trouvait étre 'une des courbes 4 (v, p) = #, on aurait, d’une
part, ¢’ (£) == o, et, d’autre part, le dernier terme du second membre représenterait
I'aire ABB’A ‘de la courbe donnée sur la fig. 1. En désignant cette aire par AB, on aurait
s 7\ o 14 ¢
Q—Q=20b(t)log-— — &{e)log— + AB;
w w
puis, quand on voudrait aller de B en B’ le long de la courbe donnée, on aurait &
faire a la fois v == w, v'= o, ce qui entrainerait simplement Q' — Q = AB.
Si, au contraire, on voulait aller de B en B, le long d’une courbe vp = a(t) =const.,
on aurait & faire #==¢, et, par suite, &’ =w, ce qui entrainerait, en mettant v., Q, en
place de ¢, @/,

I O O O O G T CIA
Q—Q=8(n)log = (1) log - = 7o e \wgey ) 16 -

g
Donc, pour avoir Q,= Q le long des courbes ¢p = « (¢}, il faudrait que I'on eut
b(t)= o0, Ccest-i~dire % (t'=a.t,
L’équation générale des courbes Q == constante sera
b(t)log e 4 B (¢ = constantc,
et, d’un point v, ¢ & un autre point o', ¢ d’une pareille courbe ., vn aurz
ot Vlog e +— B¢/, =b(rloge — &1 ;

en v joignant la relation
p=alt,

[

Tome XVEI — Novemse: 1533,
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on aura tout ce qu'il faudra pour déterminer exactement chacune de ces courbes quand
les fonctions a (¢}, b(¢) et B(¢t), et, parsuite, a(¢), 4 (¢), B(¢) seront connues.

Les propriétés calorifiques du fluide élastique seront exprimées, d’abord par les
deux relations déja connues

du a'(e) , » (t)ﬂ'(t_,’
r,.\r(t):,&(t)E d‘, %A t dt[/c’(t)]logv+@(‘}a(t) ——‘—'—,(t»}a(t)l’,
4 Wi ()] fonl_?

q, I’ _ 1 (¢ s
wr=t0g =g =0 5 (G0 ) o)
puis on aura i faire
. _ p
W= a (1)
__dt o
T dp T a()
dans les formules {0}, et I'on trouvera encore
4Q
e T (2) e TR D) ' kt)a' (¢} , .
L‘,l(t)_ 3‘0 = ﬂ —t‘(l)’lt(k,( )] l(‘bu+ﬁ t) 2—————’,’) ( ){l \l‘,‘ﬂ,
dv
4Q
q, T
ar(= 220 =——{ (077 s+ ¢ (0
dp

e () = e ),

(1([ il a i o
(la? r(t)=(c,—e) ST (t)= A"((tt),‘aE;;P — S;)(,)it)
dg — . i __klt)a (1) Koy ()
D= e ) ST = e =

ainsi, la différence des chaleurs spécifiques ¢,, ¢,, & pression constante et i volume
constant, sera une fonction de ¢ seulement.

Toutes ces formules seraient beaucoup plus simples s°il était permis de faire
k{t)=a(t);
mais comme il s'ensuivrait

b(t)=o,

an ne saurait guére admettre une telle hypothése i priori, et, d'un autre coté, on
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arriverait 4 un degré de simplicité & peu prés aussi grand si I'on avait
k(e)=(a(e)),
la lettre # servant a désigner un nombre constant.
" Dans ce cas-la, en désignant simplement par « la fonction a(¢), on trouverait
k(t)=a",

¥ (t) = na—a,

dfa(r)
Ft[ﬁ 1)
d )

d [
) 4 (1 =y,
a'(t _d a'~n —l—”a‘”a’
dt () “de\ 7 )T T ’

b{t)__/r(t)a’(t)-—a(t)ﬁ-’(t)_k(t}’i a(t)y_[1—n .
R (1) ST H(e)ae\k () T\ » :
PPy Keya"(e)—a' (e) k" (2) _ , . d(a () 1=,
b ey =k (e) a0 _A(t)a /r,(t))__ — ',
par suite,
wp=a,
= aloge + B(¢),
d —n , , 3
’Iol"kt)~£+ =[ a logv—}—p(t)]l_’.{_g,
. dQ 1—n v
’llr(sz-d—p = [—ﬁka logv+[$’(t)];;
de  p
=T
dt [
9’1—@:(—,"
4Q
> TF
o, T () =(/ol";(t') dtdt = [XA—,-’LI'IO"( -+ Fﬁ'(t)]+;.
dv
. aQ
_ () _de _(1—n , , ]
ar(t)= == —a logv + B (2)]-
P
’
e, —e ) L(t) ==,
n

O1..
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495

de

F(t)=(e.—c.)s.r(z)-_—§,
?

d. . ‘ v
%I‘(q:(c,—e.)&.l‘(:):;',

et, pourvu que I'on eit 2 <1, la fonction b(¢) serait positive.
L’équation générale des courbes § (¢, p) = u serait, en méme lemps,

u._l_%((‘—;lg +fi((:))dt log +fB( de.

Enfin, dans le cas ou Pon invoquerait 3 la fois la loi de Mariotte et celle de Gay-
Lussac, on aurait

a(t)= (l+at)=m 1+ at),
a’(t)_—_ma.

Je ne présente d'ailleurs I'hypothése 4 (1) = a* que comme un exemple de calcul,
et je ne veux y attacher aucune importance 3 priori. Je poursuis donc et j'observe que,
lorsqu’'on voudra trouver la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller le fluide
élastique d’un point ¢, ¢ 4 un autre point infiniment voisin v 4 dv, ¢ +-dt, on n’aura
qu’a remonter i la formule initiale

r{e)dg=T(t) f(t, u)du =T {t)y{t)du = k(t)de = dQ + pdv,
de laquelle on tirera

k(1)
r(z)

En reprenant, ensuite, I'équation générale des courbes ¢ (v, p} = u, on aure

] AL, g'(¢)
du = d["l )log ]+_A_\_) dt

(i (5i8) e~ ) 503

et, en substituant, on trouvera

_ k() (@) :
ar =g (e ose) + Sy

() ,,

)
k(e)d (a2 B g A0 (1) o
( t)dr[/s'm)'% * ()] TEROTO Y

On devra parvenir cxactement an méme résultat, en tirant de la relation initiale la
valeur

dyg = du.

[ - TR TR N L L L R A
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et, en effet, quand on fera
a ()

Q= b(r)loge+B(2),

dQ = b (1) 2 + (b (1) log o+ (1)) d,

P=

’

on trouvera d’abord

dq:a(t) + b (2) ga_:+ [b'(t) log e - p’(t)) de;

r(z) v r(ey

puis, en y substituant les valeurs connues de &{¢) et & (), on aura, comme tout i

Theure,
__k(t)a'(¢) dv k(t)d(a (t) , 8 (¢
A=FET() v +[m z[m]‘%“fm) “,

et, quand une courbe quelconque sera donnée, on devra chercher d’abord Pexpression
de o en ¢ le long de la courbe donnée avant de procéder i I'intégration de Pexpression
trouvée pour dq le long d’une pareille courbe.

Toutes les fois qu'une courbe donnée se confondra avec 1'une des courbes BB, .
B'B,,..., o yp = a (¢) sur la fig. 1, on aura

t = constante, dr—o,

et, par suite, on trouvera sous forme finie

A (1) k(e)a'(2) br)a'(e), v
1= ey )= T ) U6 — o8 = Brgrios 5
puis, en remplacant ¢ par ¢’ entre les mémes courbes B'Bu, BB, «,, sur la fig. 1,
k{t") k(¥'Ya (¢) , k(t'Ya' (1) v
S — — —_— L4 . T e A o -
"‘F(tl)(u‘ ”) ‘_I(tl)r(t/)[lob‘l 1050] k'(t’)l‘(t’) IO: F?

d’oi 'on conclura
S= g/ T (') — gL (¢)= (k(t) — & (1)) (10, —a
pour la mesure de Vaire quadrilatérale BB'B, B,

Si, au lieu de I'aire quadrilatérale BB'B, B’ sur la fig. 1, on voulait trouver ['aire §
délimitée par une ligne fermée quelconque s, on prendrait tout & I'entour de la ligne s

Pintégrale définie
3 5
Szf P(t)dq:f A(t)du;
0 v

car, d’apreés la relation de principe

L(t)dg =r(t)f(t,u)du=T(2) y{t)de =k (t)du = dQ + pdo.
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'une ou l'autre de ces intégrales se confondra avec

$ K] 5
f dQ+f pdv:o+f pav,
[+ 0 1}

et il est bien évident que I'intégrale du terme p dv tout i 'entour de Ia ligne s repre-
sentera la quantité cherchée.
Cela posé, j'observe que le long de I'axe Ov, on aura
p=0;

donc, en admettant que la relation

ep=aft)
soit applicable jusqu'a la limite p = o, on trouvera le long de I'axe O¢ une tempera-
ture constante £, déterminée par la condition

a(t)=o.

Ainsi, 'axe Ov fera partie du systéme général des courbes g (¢p) =¢, et I'on y trou-

vera
k(&) _A)a (), e
=) T T P e ()
Q—Q=b(t)logZ = %no “,
"est-a-dire

Q—Q=g,T{a).
Donc la quantite
k(g,)a (8}
()

ne devra pas étre égale A zéro, sans quoi il 0’y aurait plus de phénomeénes calorifiques
le long de P’axe Ov. Cette condition étant supposée remplie, on trouvera le long de
l'axe Ov,

49, _

= & Z==%,
[

comme pour les vapeurs ; mais 'expression de Q différera de celle des vapeurs.

Tout porte i croire que 'axe O, au lieu d’étre la commune asymptote des courbes
¢ (vp)=1¢, devra étre rencontré par chacune de ces courbes, ce qui empécherait la
relation

op=alt)
d’étre applicable jusqu’i la limite p = o.

Quoi qu’il en soit, je veux faire encore une application de cette théorie au phéno-
méne de Vécoulement des gaz.

Je concois donc un réservoir plein d'air a une pression constante p, , muni d'un ori-
fice d"écoulement dans un autre réservoir oft il y a une pression constante plus petite p,.

B RN RN R Ny Y E RN SN RN
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Je considére la paroi de Porifice comme n’étant pas susceptible de laisser passer de
la chaleur ni de produire, par frottement, une diminution dans la vitesse du jet dair
sortant. Je suppose encore une rapidité de mouvement assez grande pour que les par-
celles dair des différents filets du jet sortant ne puissext pas échanger entre elles des
quantités appréciables de chaleur avant qu’elles ne soient parvenues dans la section o
toutes les vitessgs seront i fort pen prés égales et paralleles du centre & la circonfé-
rence de la veine.

La théarie du phénomeéne de I'écotlement de Iair se réduira alors & ce qui snit.

Je suppose que, pour une masse d’air égale 4 1, on posséde sous formes explicites les
trois relations '

op =all),
Q=5(¢)logv + B(t),
a'(¢) g () a' (&)
_— ee—dt = — |og E
x /‘,(t)logv+f“t) ¥ (1) og v+ E(¢),
et je désigne par ¢, la température qui régnera dans le réservoir i air comprime sous i
pression p,.
Jaurai alors, pour le volume initial de chaque unité de masse,

—aln),
=1

et comme, par hypothése, il n’y aura aucune addition ni soustraction de chaleur pen-
dant la durée du trajet jusqu'a Vorifice de sortie, la dilatation devra se faire le long

d’une courbe ¢ (vp)= «. Donc on aura, en chaque point de la trajectoire d'une par-
celle d’air dm

afe) _ (e

7 (t) losv-l— E(t) = ‘mlob ¢, ~}= E(tl),
et, dans Porifice de sortie, on aura

a’ (4,) __a'(4) ,

) logv, + E(¢) = /r’(t,)lo{"v' + E(¢).

Ce sera une premiére équation de condition & laguelle devront satisfaire les incon-
nues v, &.

La pression p, & l'orifice de sortie étant supposée donnée, on aura encore la relatior.
wpe=alt,),

et de ces deux équations on devra tirer les valeurs de ,, ¢

e

Cela etant supposé fait, on trouvera respectivement

Q=25(t)loge, + B(z,),

Q=46(s)loge, +B(2,),
et I'on en conclura

Q—=Q=(b(a)loge.+ B(2)) — (b(t)loge, + (2}
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Ce sera la quantité de travail dont chaque unité tle masse du jet d’air sortant se trou-
vera appauvrie; ce sera, en un mot, la quantité
: fRdr
de I'équation générale des forces vives par unité de masse.
Or, si 'on désigne par v
w,, w, les vitesses en deux points différents d'un filet ou canal infiniment délié de
forme constante ; ’
1,, Q, les sections du canal ;
Pis P les pressions;
@, @, les poids par unité de volume;
m la masse d’air qui passe i la fois par chacune des sections &, Q, en 1 seconde
dans I'hypothése d’une exacte permanence ;
" On doit avoir, d’aprés le principe général des forces vives,
o lmwl —tmwl =0, p,w, — Qp,w,+ mt [ Rdr,

et, d’aprés la nature méme des choses,

o, We
m=— Q,w = — Qyw,,
4 g
ou, ce qui revient au méme,
gm
0y — 5 9
w,
gm
oy — 8,
Ty .

et, par suite, en substituant dans I'équation des forces vives, il restera, aprés la sup-
pression du facteur commun m,

wj—_'jwfzg(ﬁ'—&)—}—zfl\dr.

°, Ty

=

Ce sera dans cette équation genérale que Pon devra faire
3 fRdr=Q,— Q= (b(t) loge,+B(t))— (b (&) loge,+ B(t,);3
d"autre part, un volume d’air v, i la pression p, aura une masse représentee par

[~
s
et, comme v, désigne, par hypothése, le volume de 1'unité de masse, il faudra que
'on ait
=3
—, 1
¢ TV
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d’on
g
= =y,
- ;
et, pareillement,
o
2 =y,
@y

Donc, enfin, I'équation des forces vives se transformera en

;Wﬁ __;Wf = =Pt Ql —Q,,
et, par transposition, on trouvera
%W: + v p, 4+ Qn: %W: +vip + Ql-

En un mot, quand un fluide élastique se mouvra d’une mani¢re exactement perma-
nente dans un canal infiniment étroit sans qu'il y ait aucun échange de chaleur, ni des

parcelles de gaz entre elles, ni des parojis du canal & ces parcelles,, on aura, par unite
de masse, en tous les points du trajet,

W 4+ op -+ Q = constante ,

et cette formule générale aura une signification excessivement claire sur les fg. 1eta.

La somme vp 4+ Q y représentera l'aire OGBz sur la fig. t et aire OPBu sur lu
fig. 2, plus la quantité de force vive latente du fluide élastique de O en « le long de
'axe O v. Quand chaque parcelle du fluide élastique conservera exactement sa chaleu;
propre, la dilatation se fera le long de la courbe B'B«, de B’ en B par exemple, en
supposant que les hauteurs A’B’, AB soient egales aux pressions Pis o La quantite
vp -+ Q eprouvera alors une diminution qui sera représentée par Paire GG’ B’ B.

Cela étant, la formule trouvée signifiera que toute diminution de Ia quantité op 4
se changera en une quantité égale de force vive, et réciproquement.

Et, en effet, sur la fig. 2, Vaire PP’B’B représentera la quantité de force motrics
que P'on obtiendrait dans le cylindre travailleur d'une machine a vapeur entre deus
pressions données OP, OP" avec la quantité de fluide elastique a laquelle se rapporter
la courbe B'B «.

Laire GG'B'B aurait exactement la méme signification sur la £g. 1 dans une ma-
chine & air, et, par consequent, la formule trouvée signifiera tout uniment que, dans
le phénoméne de I'econlement, il doit y avoir une production de force vive egale i la
quantité de travail que la masse du fluide ecoulé eiit pu faire obtenir dans une rachine
L vapeur ou i air, entre les mémes pressions p,, p,, que celles aux orifices d’entree ¢t
de sortie du troncon de canal dans lequel il v aura un ctat de mouvement exactemen:
permanent.

De cette remarque, et a la simple inspection des fiy. 1 et 2, je pourrais conclur
que, lorsqu’il y aura des ¢changes de chaleur pendant la durée de I'écoulement, pourvi:
que ces échanges soient eux-memes exactement permanents, la somme W Q.
au lien de rester constante, d’un instant i Lautre eprouvera une aungmentation euale

Tome XVIII. — Dicensee 1853, €
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au terme connu T (¢) f(¢t, u) du, en supposant que l'on ait

dg—=f(t,u)du,
pour Ja quantité de chaleur ajoutée.

11 me serait donc permis d'écrire
wdw + vdp = pdv +dQ = (¢) f(¢, u) du,
et comme on dait avoir
dQ=r(e)f(¢t,u)du —padv,

il me resterait

wdw +vedp = o0;
par suite, en intégrant,

+w* - fvdp = constante,

et, entre deux limites données p,, pi,
I
1 2 3 pa— .
twt — Ll +f vdp=0;
[

cela me servirait A étendre A une courbe quelconque, sur les fig. 1 et 2, ce que je
n’ai trouvé d'abord que pour les courbes B'Bu; mais je 0’y insisterai pas.

Je retourne donc i la formule trouvée
1wl e opo+ Q=gw +vp +Q,

et j'observe que I'on aura encore
Gw,  Quw,
m —= ——— " —
vi Yo
pour Pexpression de la masse m qui s'écoulera en une seconde de temps, et, par suite,
la condition
Q, w, _ O,
e e
entre les vitesses w,, w,.

Quand la section de Porifice de sortie sera extrémement petite par rapport a Ja section
de I'orifice d’entrée, la vitesse w, deviendra négligeable, et I'on aura & trés-peu preés

Lwd = (oipi+ Q) — (vpe + Qo}s

puis, en remplacant les produits v, p., vy p., et les quantités Q,, Q,, par lears va-
leurs connues,

twl = (a () + b (8)logw + B(8)) — (a(n) + b(x) loge + § (4));

ce sera la formule rectifiée de I'écoulement des gaz permanents en place de la formule
connue qui renferme le logarithme hyperbolique des pressions p,, p,, comme si,
pendant la durée de 'écoulement, la dilatation pouvait se faire le long de la courbe
op = a(t,) sur la fig. 1. Ce logarithme hyperbolique du rapport des pressions p, , ps
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avait Pinconvénient de faire trouver une vitesse d’écoulement infiniment grande quand
on supposalt po = o. Il entrainait, en méme temps, une valeur nulle pour la masse
d’air sortante par seconde de temps, ce qui était absolument inadmissible.

La nouvelle équation que je viens de substituer & l’anclenne n'aura pas les mémes
inconvénients. Quand on y fera p, = o, on trouvera, pour ¢,, une valeur déterminee
d’aprés la condition

a(y)=o,
puis on aura
a'(t) . a' (1)
7o) o u,,_/,(t)logv, +E(t) —E(¢),
d’ot
! / /
log""—k’g?)a )IOS e £ (to ﬁ

On aura, en méme temps,

F(e)a (¢)— a(t.)/r’(t,)_
(1) ’

k(t)a' (g, ¢ (e .
Q= b(t)logn + ﬁ(ta)=—(7,,)(—tl()~)10gv‘+l('u)[u %dw Bla,

et, enfin,

soi =afe) + (5(0) = L) g, 4 t) [ B iy — g

On est d'ailleurs porté i croire que la valeur de Q, a la limite P =0 sera trés-
petite comparativement 4 la valeur initiale Q, de la fonction Q, et que, par cette
raison , en négligeant Q,, on devra avoir A trés-peu prés, pour la vitesse d’écoulement
d’un gaz daos le vide,

w=b(t)loge + B(r).

La température ¢,, qui figure dans cette théorie du phénomeéne de I'écoulement d’un
fluide élastique, ne saurait étre constatée par la simple immersion d’un thermométre »
houle ronde dans le jet d’air sortant; car, 4 'entour d'une pareille boule, il v aurait
des pressions inégales, et, par suite, des températures inégales.

Il y aurait notamment, au milien de la partie frappée de la boule, une petite éten-
due ol les parcelles d’air adjacentes seraient sans vitesse et oil, d’aprés les indications
les plus générales du principe des forces vives, la pression p, ne devrait pas différer de
la pression p;; ce qui entrainerait 7, = ¢, et aurait pour effet de faire marquer au ther-
mométre une certaine température moyenne plus élevée que ¢,.

Pour qu'il n’y eiit pas d'objection & faire, il faudrait que I'instrument thermomié-

Ga..
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trigue ne pdt étre impressionné que par une surface exactement cylindrique du jet
"air sortant, ce qu’il serait assez difficile de réaliser complétement.

Jarrive maintenant a expression déja citée de M. Regnault, ou, aprés avoir em-
ploye d’abord la force expansive d'une masse d’air & produire des vitesses, on laisse
ensuite ces vitesses s'éteindre dans des mouvements de tournoiements, sans qu’il v ait
aucune production de travail au dehors et sans que de la chaleur soit prise on cédée
au fluide élastique.

1l faudra alors que, aprés Uextinction de tous les tournciements, la quantité Q soit
la méme qu’auparavant, quoique le volume ait passé de ¢, & ¢,. Cela s’exprimera alge-
hriquement par l'égalité Q, = Q,, c’est-2-dire

b(t,)loge, + B(t) = b(t,)logv, +B(2),
et de cette égalité dépendra la tempeérature 7, que M. Regnault a trouvée sensiblement
égale & ¢, , ce qui exigerait que 'on et

b(t):o.

CHAPITRE VHI.

Des différentes maniéres de satisfaire aux équations dQ =T (¢) f(t, u) du—pdv,
dA = ‘:lit (T (¢) F (t,u))dt + pdv, sans invoquer ni la lot de Mariotte, ni la

relation f(t,u) =7y (t)e(u), efc.

Toute la théorie que je viens de développer repose, d’une part, sur la relation

op=a(t),
servant a exprimer la loi de Mariotte, et, d’autre part, sur ’hypothése que Jai faite
que la fonction f (¢, «) ne devra pas cesser d’étre de I'espéce 9(¢t)e(n) quand on
voudra passer de la théorie des vapeurs i celle des gaz permanents.

Une pareille théorie me semble devoir suffire d'ici & longtemps aux recherches des
physiciens, alors méme qu’elle ne serait pas compléte. On a vu, d'aillenrs, que, si la
relation

) vp =alt)
venait & étre remplacée par une expression plus générale de la forme
a(t)
= 3
w(¢)
on aurait toutes les mémes formules, i cela prés que, en lieu et place du logarithme
hyperholique de ¢, on devrait mettre la quantite

de
w{v} '

IR I O N R IR
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de telle sorte que, si 'on faisait
w(v) = constanle =1,
on n'aurait qu’a mettre ¢ en place du logarithme ¢ pour avoir la theorie parfaitement
exacte des vapeurs.
Cependant, comme la relation de Mariotte n’est vraisemblablement pas admissible
jusqu’a la limite p = o, et qu’il peut en étre de méme de la relation plus génerale
po(v)=a(r),
Je veux traiter encore le sujet d’une maniére plus générale, en ne préjugeant absolu-
ment rien de la natare des courbes ¢ (¢, p) = ¢ et en admettant seulement que la fonc-
tion f(¢, u}) ne devra pas cesser d'étre de espéce v (¢) ¢ (#) comme pour les vapeurs,
sauf , en dernier lieu , & prendre pour £(¢, «) telle expression en ¢, « qu'on voudra.
Fai fait voir, d’ailleurs, qu’une relation de la forme
r(tYdg =T (¢)f(t,u)du="r(t)y(t)s(u)du
ne sera ni plus ni moins générale que Pexpression plus simple
T(tydg =T (1) f(t,u)du=1"(t)y(¢)du =k (¢)du,

ce qui me permettra de faire immediatement
L) fle, u) = k(2).

La derniére des équations (N), ou la condition fondamentale de la théorie, conti-
nuera alors & étre de la forme

Aty dt +(dQ dt  dQ dt]:

Ur i Cri i

mais le premier terme du second membre pourra ne plus étre une fonction de ¢, 1.
par suite, la quantité entre parenthéses pourra aussi ne plus étre une fonction de ¢, ce
qui ne permettra plus de voir directement de quelle espéce devra étre la fonction Q.
La difficulté pourra fort heureunsement étre tonrnée en ayant recours a lequa-
tion (13), qui est généralement
dp d
—— = [T T, 1)) ——:
= (T, ) 5
par rapport a ¢, z comme variables indépendantes, et qui, par cela seul quon awa
C(e)f (e, n) = k(e).
se reduira i
dp L
de ( )du
D’autre part, en continuant & désigner par A I'aire OHIBA des courbes vy p)I=1
sur la fig. 1, et en regardant la quantité A comme une certaine fonction en v, £. on aura
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manifestement

dA(v, t)

P="g

par suite, I'équation précédente se réduira a
d*A{v,t) ‘.,(t)du
dedt T do’
et, en I'intégrant par rapport v sans faire varier ¢, on en conclura sous forme finie
__dA(v,1)

A(t)u= —a fonction (¢).

Ce sera I'équation générale des courbes ¢ (¢, p) =« en fonction de ¢, £ comme
variables indépendantes, tandis que Ja relation
__dA(e, 0
- dv

pourra étre employée comme étant I'équation générale des courbes ¢ (v, p)=¢; car,
du moment ol une relation

9(v,p) =1
sera donnée, I'aire A des courbes ¢, en un point ¢, ¢ sur la fig. 1, aura une valeur
parfaitement déterminée, et il n'y aura que des difficultés d'intégration qui pourront
empécher d’en trouver I'expression sous forme explicite en v, ¢; puis, quand ces diffi-
cultés se trouveront surmontées, il est clair que la relation

__dA(e,t)

= dv

devra étre identiquement la méme que si de I’équation donnée ¢ (v, p) = ¢ on tirait la
valeur de p en fonction de v, ¢.

Une telle maniére de représenter les équations des courbes (v, p)=1¢ et
$ (v, p) = u reviendra A faire usage de la seconde des formules (A) ou de cette équa-
tion complémentaire

dA:i(I‘ (¢)F (¢, u))de + pde = (-l—l}dt—l-pdv,
dt dt
que j'ai entiérement négligée jusqu'ici, et d’aprés laquelle, en considérant A comme
une fonction de ¢, ¢, il faudra que l'on ait
dA (v, 1)
de

dA(v,t) _ d __dR
dt =% F(I)F(ta"),l—m7

?

mais on a, par hypothése, au point de vue actuel du sujet,

(1) f (2, ) :‘%: k().

Pvmeerrenrereseipiros
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Donc, en multipliant par dz et en intégrant par rapport A « sans faire varier ¢, on
trouvera

R=/4(t)u—a(z),
la lettre « servant i désigner une fonction arbitraire de ¢; puis, en différentiant par

rapport a ¢ sans faire varier «, on aura

E—:k’(t)u——a’(t);

. dR
par suite, en transposant et en remplagant d_t par sa valeur, on aura

#(0a=200 =2 (ae, )+ al).

Ce sera aussi I'équation des courbes § (v, p) = u, et, en effet, comme la lettre 2 ser-
vira & désigner une fonction arbitraire de ¢, cette autre équation des courbes 4 (¢, p)= u
se confondra exactement avec celle que j’ai trouvée tout 4 I'heure.

Or, I'équation précédemment employée
dR
dQ=r () f(t, u)de — pdv = Edu—pdu,

et Péquation actuelle

d d

dA = —(T(¢)F (¢, u))dt + pdv = “R dt + pde,

dt ds

sont dans une relation telle, que I’on doit avoir sous forme finie
A+ Q=R,

et, comme les fonctions A, R sont connues, on en conclura

Q=R—A=/F(t)u—(A+ «(s)).

Ce sera I'expression de la fonction Q en ¢, u, v, et, quand on y substituera I'expression
de u en ¢, t, on trouvera

0= MO (B0 i) asi

T (1) dt
cpn @ (A(v,t) 4 a(t)

De cette maniére, les conditions (N) seront satisfaites, et chacune des équations (A)
sera une différentielle exacte; donc le probléme se trouvera exactement résolu.

Et, en effet, quand de ces expressions générales des quantités Q, « on voudra passer
au cas particulier ou 'on aura
_a(y
Poewy
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an trouvera d’abord
de

A:fpdu:a(t)fm(u)

sour lexpression génerale de la fonction (A); puis, en différentiant par rapporta e,
1 p g puis, P pp

on aura
_dA{e,t) a(t

dv wiv)

2

¢est-a-dire que, par ce procédé de calcul, on retrouvera identiquement I'eqquation
donnée des courbes o (¢, p) =1t.

AdA{e, 1) dv
e =T f——-

w{v)

\

a’ (t) dv a (¢}
= ¥ (1) fm(_u)’*‘x-'(t;’
Y do k() (&) —
{mku) + . I3

On aura ensuite

2t quand on fera. en outre,

Ao (¢ — a (YA () .
( AU x(¢) W e,
A /[) L)

on trouvera, en différentiant.

ou. ce qui revient au méme,

alwta) =y

de g ()
f : TRk

0= t)n'(t)——a(t) (t\f ® o),

T3¢ \!) o)‘\v)

t. par consequent,

de telle sorte que, en faisant encore
(2] (l') =,
on trouvera identiquement les expressions connues des quantites «, ¢, pour un gaz
permanent supposé assujetti i la loi de Mariotte.
Pareillement, quand on fera

o {¢) = constante = 1,

e ! b ' [ NI NI N E N REN R TRRN ] LI TERN SN AR
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on retrouvera I'expression déja connue de Q pour un mélange de liquide et de vapeur
saturée de ce liquide.
La quantité de chaleur nécessaire pour aller d’un point v, ¢ 2 un autre point infini-
ment proche ¢ + dv, ¢ + dt, dépendra de la formule de principe
T(t)dg=T(e)f(¢,u)du="r(t)y(t)de=Fk (t\dn = dQ + p do,
et I'on aura
du
de
du 1 d*A(v,¢)
dv 1'77) dvdt '
du v dPA(e, 1) F(t)dA (v, t) () o" (£)— o (2) £7 ()

de — K(e) der T W ey de & (e

d
de =22 dv 4+ — dt,
dv

2

ce qui fera trouver

k{t)d'A(v,)
K(t) dedr
k(e)(d2A(e,t)  K"(¢)dA (v, t) | M(e)a"{t)—a (£)4"(¢) e
& (¢) de? K (t) de ‘ k(e ’

r{t)dg= k(t) du — dv

-+

ou hien I'on aura
dQ \ dQ
rt)dg = (E +p) dv 4 = de,

dQ k(e d*A(e, e} dA(v,¢)

- 2

dv A(t) dv dt do
dQ _ k() d*A(o,8) (K(tp— k() K7 () Y dA(e,t
dr ¥ (n a + (e} - [J ddt
L RO () (1) = (e) 47 (2))
' N

3

) — dA (v,—i}
r= o

k)

et, par suite, en prenant la somme dQ —+ pdr, on retrouvera exactement la prece-
dente expression du produit T (¢) dy.
Sous forme abrégeée, on aura

7 , & 2 63\ dA(r,¢t
Ft‘)dr/:dQ+pdv::d(£-’(t):7t(A(v %]) + ~—£{:——)m-,

et, plus simplement encore,

F(t)dq:k(t}da:ki"t)d[

1 d ‘ 3

_— ti—+—axit .

K (¢t) zlt[A(p’ FTE )]J

Quand on fera dz = o, dans Pexpression générale du produit () g, on tronvers

Tome XVIII, — Deceusee 1853 03
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pour I'expression de la chaleur latente de B en B, sur la fig. 1,

dq du k(1) d*A(v,¢t
‘-1’—?1'(:):&(:)5:?-((7) _dﬁt_),

et quand on fera

dv = 0,

on trouvera pour la chaleur spécifique & volume constant

L odu _k(f) (d*A(e,t) K (8)dA(e,t) K (2)a"(5)—a ()K" (1)}
er()= <I)E_lr’(t)[ drn K (¢) 4t + # (1) ]

Pour trouver la chaleur spe’;:iﬁque A pression constante, il fandra que les variables
.t, « soient assujetties i la relation :

p = constante,

c'est-a-dire

d’oit I'on tirera

et, en substituant dans I'expression générale
) du du
r(t)dg=k{t)du =% (&) [E dv + £ (t)z;] de,

on aura d’a!)(;rd

du dp
r _ ‘(‘)d—;;i_t_ "(t du
c"\(t)—— dP + )d"/
dv

puis, dela relation
. dA(v, t)
- de
on conclura
dp _d'A(eyt)
dv dv?

]

dp _ d*A(v,¢)
dte — T dedt

et en substituant ces valeurs, en méme temps que celles déja connues des derivées de «
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en ¢, p, on aura sous forme explicite

k(t) [%]2

T (t) d*A(v, )
dv®

d*A(v, t)]?

k(t)l: dv dr ]

TF(1) d*A(v,r)
dv?

&l (¢)= +e r(t),

puis

(o e) P(e) =

Pour contrdler ces résultats, on n’aura qu’d remonter aux formules (O)env,pety
faire d’abord

r(e)f(t, u)=14k(z),
ce qui réduira les valeurs finales des trois derniéres d’entre elles &
k(2)
(ey—¢ )T () = —e
o4 —_——
(2
dg k(t
fr ()= #,
dv dt
? r 4 (t) —_—
dp
d k
? <
K (e) =
En différentiant ensuite la relation
__dA(v, 1)
- dv ?
on aura
__d?*A{et) d*Afo, t)
PE g P g
et I’on en conclura .
d*A{e,t)
de _ do?
de™  d*A(v,7)’
dv dt
dt _ b
dp— d'A(v, t)
dv dt

puis, en substituant, on retrouvera exactement les expressions déja connues des

63..
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juantites

d
(a—e)T(), Z20(0);

on aura, en outre,
d:A{v,t)
k(t), dedt
T H( @A)
dv?

dg
._..gr =
ol

A Vaide de ces formules, la théorie des fluides élastiques aura le plus haut degré de
généralité qu'il soit possible de lui donner tant que la fonction f(t, u) ne devra pas
cesser d'étre de Iespice y (¢) ¢ (1), et que, par suite, il sera permis de faire

s(u)=1, F(e)fi,e)=r(e)y()=4k(2),
ce qui aura lieu nécessairement pour un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce
liquide, ainsi que je I'ai fait voir déja et que je le ferai voir encore par la suite.

Je me propose maintenant de franchir les derniéres difficultés du sujet, en admettant
que, pour un gaz permanent, la quantité

R=r(¢)F(t,u)

puisse étre une fonction quelconque des variables ¢, u.

Je continuerai i regarder la quantité A comme une fonction de ¢, ¢ d’aprés une cer-
taine relation donnée g (¢, p) = ¢.

Ce sera une question de calcul intégral que de savoir trouver, sous forme explicite
en v, ¢, aire A d’une courbe ¢ (v, p) = constante ¢ sur la fig. 1.

Cette question étant supposée résolue, la seconde des formules (A) sera de la forme

dA (v, t) = %[R(l,u)] dt +padv,

et, pour qu'elle soit une différentielle exacte en v, ¢, il sera nécessaire et suffisant

que 'on ait

, dA (vyt

‘q) _‘(du—")zl"

o, dA(v,t dR (t,u)
) dt = El:’ ’

L’équation (¢) aura lieu d’elle-méme par cela seul que la quantité A sera laire de la
courbe donnée ¢ (v, p) = ¢; elle devra étre satisfaite identiquement par la valeurde p
tirée de I'équation

e(e,p)=1,

ct, par conséquent, elle équivaudra a cette derniére ¢quation.

' ' ] (B . T N A R AR R IRR R ST A LYY N R
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La formule (g} sera donc I'équation générale des courbes ¢ (v, p) =¢, et la for-
mule (g'), qui établira une relation parfaitement déterminée entre ¢, 2, u, sera
Péquation générale des courbes § (v, p) = u, en fonction de ¢, ¢ comme variables
indépendantes.

On aura ensuite

{¢”) Q=R (t,u)— A(v, 1),

et toutes les conditions du probléme seront exactement remplies.

La seconde des formules (A ) sera, en effet, une différentielle exacte, et la premiére,
qui est, en principe,

dR(t,ua)

dQ = du — pdv,

du
se changera d’abord en

7
(dR fii'u)dt+dl‘;t’ u) du] . [dAlgo, t) do 4 dA((I:, ¢) dt)
7 v
— dR (¢, u) di — dA (e, ?)

du dv

de,

puis, 4 "aide de la relation (¢’), elle se réduira 4 une pure identité,
La quantité de chaleur nécessaire , d’un point v, £ & un autre point infiniment proche
v - dv, t - dt, dépendra de la formule

I‘(t)dq:[‘(t)f(t,u)du:M

du
du ?

puis, en différentiant la formule (¢’), on aura

d’A(v,t)d +d’A(v,t)dt:d=R(t, u"dt d*R(t, u)

d
ar ar ar? Y hrde

b4

et, en transposant,

d*R(t,u) d*A (v, t) d*A(v,t) d*R(¢,a)
= d — 1
dt du du avde T de* dt? “»
par suite,
dR (1, u) dR (t, u)

T de 4 T du (& 1R (
I(¢)dg = —2" Afe,2) du [A("yl) fﬂkt,u)]m.

TR, dede O T IR\ A T an
dtdu dt du

En y faisant d’abord
dt — o,

on trouvera la chaleur latente sous la forme
dR (¢, u)
d_qu_du_‘ d*A(v,t)
dv, d'R{t, u) dvde
dt due

r(e)
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En y faisant ensuite
do =o,

on trouvera la chaleur spécifique a volume constant ¢, par la formule

dR(s,0)
_ du *Ale,t)  d'R(e, u)y
c'r(t)_d*n(t—,T)[ de? de ]

dt du

Pour avoir la chaleur spécifique i pression constante, il faudra que les variables #, ¢

soient assujetties a la relation
p = constante,

c’est-a-dire
dp dp
% dv 4 d_¢ dt=o,
et de 'équation (¢) on lirera
dp _d’A (vy2)
de — av?

?

dp _d*A(wt)

e~ dvdr

par suite,
dA (e, t)

dv dt -

dA(v, 1)
dv?

dv — —

puis en substituant, dans I'expression générale du produit T (¢) dg, on trouvera

dR (¢, z) [d’::’(;; :)]=

() = — du —+ ¢ (¢
T =~ TR (Gu) FAmn o
dt du do*
d’ot, enfin,

dR (¢, #) [d’A(", '))’

du db dt
(c.,—Cl)F(t)—_d:R(t,u] d*A (v, t) .

dtdu de*

On aura encore, pour la différentielle compléte de la quantité Q,

dR (¢, dR (¢ dA
dQ:—-—‘—(i—;—-lﬂdu —pdv = S{u’u)du—- ‘(1:’ ) de,
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et, par suite, en y substituant la valeur de du en de, dt,
dR (¢, u)
du d*A(e,t) dA(v,?)
d*Rlr,u) deat T T dvdr
dt du
dR (¢, u)
+ du d? A (v, t)__dR(t, u) de.
7R (1, u) de* de?
dt de

do

dQ =

Cette relation devant étre identique avec

dQ | d
dQ = ——Q-clu—l———-Qtlt,

do dt
on voit d’abord quelles seront les valeurs des dérivées partielles de la fonction Q en
¢, t. On voit, ensnite, que ’on aura simplement ’
dR (¢ ) (lQ) dQ
r{tYdg — —\ "7/ = = —
(¢) dq du due=dQ 4 pdv <p -+ & dv -+ T dt,
4Q
r(:)—f — £
(8~ + =5
4Q
I = —
arle)=2
b
dQ dr dQ
c, T (t) =—| 7 Z d_F -+ prrds
. o
dp\
dQ dr
(=== p+ 22|
N &

en place des formules précédentes.

On pourrait faire des transformations analogues par rapport i ¢, « on ¢, p comme
variables indépendantes ; mais cela me retarderait inutilement ici.

Ce que je veux examiner encore, c'est le cas ol I'équation générale des courbes
9 (v, p) = t sera donnée sous la forme

P (V,p, t) =0,
et ou, apres avoir cherché Paire A d’une pareille conrbe pour ¢ = constante, on aura
trouvé une expression algébrique de la forme
. A=Ay, p, 1),
sans que V'on ait pu réussir A faire 'élimination de p entre les fonctions A, .
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On aura, dans ce cas-la,

dA __dA (s p, ¢) 4 dA, (v, p, t) dp

& dr dp dv
et
dy, {v, p, t) de (v, ps ¢)dp _
dv + dp v o
. ye e d,
puis, en éliminant £7
de (v p,¢)
dA= dA (¢, py t)_dA.(v,p, t) dv ‘
- de dp dy (v, prt]
dp

On aura pareillement

dA (v, f)_dA.(P,P,l)+d_é|(9,P, t) d_P

de dt dp de
et
do (v prt)  du(op)dp_
de dp dt ’
e d
puis , en éliminant f,
d?‘ i vy Py t‘v
riA(o,t)__rlA.(v,p,t)_dA|(v,p,t) dt .
dt - dt dp de v, p, e
dp

par suite, les equations (g, (¢') devront étre remplacées par

dA (v, ps t) de (v py t)_dA,(_u, pt) de o, po 8]

__dA (v, ) dv dp dp dv
p—_ dv - d?l("’ PLL) i
dv
dA (v, pstydy (v, py t)_’-lA'("s pytido (v, pyt]
dR (e, u) __dA{et) o de dp dp de
e - dt - d?l("; P t) ’
dv

et Uéquation (g") pa
Q=R(t,u)— A (v, p,¢8).
Quand , enfin, I'on voudra determiner les dérivées secondes
d:A(v 0 dA{nt}  dAlot)
de- dy ddt des

oo | " ' b I N T I T T TNV T
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on opérera sur les dérivées premiéres de A en v, ¢ et sur la fonction 9, de la méme
maniére que j’ai opéré d’abord sur la fonction A et sur la fonction 9.

A coté de cette méthode, qui consiste A regarder la quantité A comme une fonction
donnée en v, ¢, il m’est tout aussi facile d’en placer une autre qui consistera i regarder
la quantité Q comme une fonction donnée en v, «.

Je me servirai alors de la premiére des formules (A), qui sera

d
dQ (v, u):—l{‘(l;—’u—)du-—pdu,

et j'en ferai une différentielle exacte en posant

- dQ (v, u)
v —_— =
Al d‘) I) 3
P dQ (v, u, dR('?u)
‘n = .
¢ du du
De cette maniére la formule () deviendra I’équation génerale des courbes Lo, pt =1,

et la formule (2’) deviendra Péquation générale des courbes (e, p)=r.
Je ferai ensuite

a”) A=R(t,u)—Q(s,uj,

;

et toutes les conditions du probléme seront exactement remplies par rapport a des
fonctions R (¢, «), Q(v, u), supposées données arbitrairement.

Je puis supposer encore que I'on me donnera i la fois les deux fonctions A (v, 3,
Q e, u). Les formules { A) seront alors

dR (¢

dQlv, 1) = - ;(Ju’lﬂ du — pdr,
dR (¢,

dA (v, £) = w%)- dt + pdo.,

et quand je poserai i la fois
( dA (s, t)

d L
r {
'dQ(u,u)_
e ==
dA{v,t) dR(t, u}
V T T T
irl A
’ '(lQ;’v,u)~dR(t,u;
\ du du
" Riyt,u)=A(v, )+ Qv, «j,

chacune d'elles sera manifestement wne différentielle cxacte, mais it faudra que e
demontre que les équations (r}, (r'}, (") ne sont pas contradictoires.

Tome XVIII ~ Dicrusse 1853, 65
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Lt d’abord, en éliminant p entre les équations (7), j'aurai la formule résultante

dAf{v, 1) dQ(v,u)
dv + dv =0

{r bis)

qui me donnera, d’une part, la relation des variables v, « le long des courbes
¢ (v, p) = ¢ quand j’y regarderai ¢ comme constant, et, d’autre part, la relation des
variables ¢, ¢ le long des courbes { (v, p ) = u quand j'y regarderai « comme constant.
La formule (r bis) sera donc i la fois I’équation des courbes ¢ en v, u et I'équation
des courbes § en v, ¢.
Le long des courbes ¢ on aura, sans faire varier ¢,

d*A (e, t d*Qiv, u arQ (v, u)
do’, )do+ de:’ )..’u—l— 30<d; ’du:o, {¢ = constante ,

et le long des courbes 4 on aura, sans faire varier #,

d*A (v, ) d*A (v, t) d1Q (v, u)
dv + ?
do? g dv dt e dv?

dv =0, (= constante].

Quand on ne fera pas varier ¢, on aura, le long d'une perpendiculaire AB sur la
fig. 1,
d*A (v, t)

2
ot 4*Q (v, «) !
dv dt dv du

die = o0, [v= constante),

et la différenticlle compléte de la formule (7 bis) sera

d*Alv, t)d"+d’A(u,t) d’QCSt:,u)du_*_d’S(v;u)d
o

U= 0.
dv? dv dt

At 4+

Cela posé, je vais faire voir que les formules (r”) et (7 bis) entraineront comme
conséquences les formules ('), et que, par suite, les formules (r’) ne seront plus des
#quations de condition.

Pour y parvenir, je prends la différentielle compléte de la formule (), et je trouve

dR (¢, u) &+ dR (¢, u)du :dA(o, t) do + dA(e,1) at
dt du dy dt

dQ (v, u) do + dQ (v, u) du.

+ dv du

Je vois ensuite que, en vertu de la formule (r bis), la différentielle dv disparaitra
du second membre, et comme les variables ¢, # sont complétement indépendantes
I'une de I'autre, je serai conduit manifestement aux formules {r).

Ainsi, les seules équations de condition du probléme seront les formules (7) et (r”),
dont les premiéres entraineront toujours comme conséquences la formule (r bis).

Cependant, pour que la démonstration soit absolument compléte, il ne sera peut-
étre pas inatile que je fasse voir encore que les différentielles des équations (r bis)
et (') ne seront pas contradictoires.
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Je différentie donc les équations ('), et je trouve

d’R(t,u)dt d’R (¢, u) —dzA(v’[)du-f-dZA(U’t-)dt

de dide T T ad dr ’
d'R (e, d*R (¢ d*Q (v, :
R( u)d " It,(z’u)d"= Qv u)do—|—d—QM)du-
/4

dt du dv du du* ?

je remonte ensuite 4 la différentielle compléte de Iéquation (7 bis), et, en convenant
de la notation auxiljaire

d*A (v, t)+d’Q(v, )

do? dv? =—E,
j’en tire
1 d*A(v, ) 1 d2Q (v, u)
do——- —— " 1 - V)
g E dvdt +E do du du.

Je substitue cette valeur de dv dans les équations précédentes,, et je trouve
d*R (¢, u) d*R(t,u)
dr i+ dtdu
1 (d*A(e,t))? d?A (v, 1) 1d?A(v, t)d*Q (e, u)
=] = - | dt =
(F( dodr )V ap TE T da add WO

d*R (¢, u) d*R{t, u)
ARl PR Nl LA N
dt du r+ du?
_ld’A(v,t)d’Q(u,a)dt' 1(d’Q(v,u)Y: d2°Qo, 1) .
TE dear dean T E T de )T T @ )

du

du

Ces deux relations devant avoir lieu quels que soient les accroissements des variables
indépendantes ¢, «, j'en tire les trois relations distinctes

d'R(t,u) [[d’A(v,t)]’ d*A (v, 1)
— = 1+ :

dr T E dv dt dr
A’R(t,u)  1d*A(v, t) d'Q (v, u)

dtdu ~ E dvdt dv du
d*R{t,u) 1 (d*Q{v, 1) ?+(I’Q(v,u')

du? B dv du du? !

en vertu desquelles les différentielles des équations (#') se confondront identiquement
avec la différentielle de Iéquation (r bis). C. Q. F. b.

Il reste encore A calculer les quantités 34, %., ¢u, 4., ¢, ¢, et la chaleur latente.
Pour cela, je différentie d’abord la premiére des équations (r), et j’ai
dA(0, 1), Al 0)
dv? dv dt

dt = d[}.
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Yen tire

H
d A(v,t) dv — dp
dt — — __i______ s
- d'A(v,t)
dedt
et, par suite,
dA (e, t)
dt dp?
Sy = -
dv d*A (e, t)
dv dt
dt 1
S == —_—
dp +d’A(u, t)
dvdt

je differentie ensuite la deuxiéme des formules (), et j'ai

2 2 >
d Qd.(::‘ u)dv+ 4 S(‘;’ ®) du — — dp.
Jen tire
Mrlp+dp
du = — d
dQ (v, u)
dv du
et , par suite,
d*Q (v, )
du dv?
de —  d*Q(v, u)’
dodu
de 1
d_p_——d’Q(u,u)
dodu

La quantité de chaleur nécessaire d’un point i un autre sera, en principe.

do— 1 dR(t,u)d“
1=t du ’

et, en verlu de la secondc des formules ('), on aura

r(t)dg = leu,

du
par suite,
_dQ (v, u) du

1Q (e d
e 4 M iﬁd]} = q. U (t)dv+ g, V(2)dp.

o
r ( ’) 9 du dv du du

L R R RN ALl DA AR N R A
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Donc
dQ (v, 1} dQ (v, u)
qol’(t):dQ(p’u)ﬂ:— duA do? )
du dv d*Q (v, u)
dvdu
aQ{v, u)
_dQ(v, u)de du
) = = T TR
dvdu
puis,
dQ{u.a}d’Q(u,u}d’A(u, t)
_qT(t) dee dv? do dt
off)="g- =+ Qv u) A1)
dv du dv?
dQ(v,u) d?A (o, ¢)
q. 0 (e} du dy dt
W O(t) = S ==
=" Q)
Cdvde

et, en soustrayant,

dQ{o, w) (A (v, ) diQ(v,u)Yd>A v, ¢}

, r() = du dv? + dvr dv dt

e = S Ay
dv du de?

Les expressions de la chaleur latente deviendront

dQ (v, u)((l’A(o,t) +(I’Q(v,u)]

dyg, ) . du do? dv?
Rt 4 r(ey={c,—e) 3Tty =4 2 _——— .
dv, / / d*Q (v, u) ‘
‘ dv du

dQ (e, u)(d*A (e, ¢) 4*Q (v, u)
dg, 7 a: T T]
. T =(a—a)sr() AQo,0) diA (o, 1)
s T'Qlv, u) d*A (o, 1)

dv du dv?

et, en dernier lieu, il sera facile de vérifier que la condition fondamentale

du dt dudt 1 1

————— =d \::d"R(t,d:)
;;(['(’)f(f,“)l Tdrde

sera exactement satisfaite.
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Si 'on me demandait la différence des chaleurs spécifiques et les expressions de a
chaleur latente en fonction des quantités A, R au lieu de A, Q, je me servirais des
relations connues des dérivées secondes des fonctions A, Q, R, et j'en tirerais

d*A (v, 2)d*Q(v, u)
d*A (v, t) d’Q(o,u)__E__ dv dt dv du
do dv? d'R (¢, u)
dtdn

Faurais en méme temps, d’aprés la seconde des formules (r'),

dQ (v, u) =dB.(t, u)’

du du
et, par suite
’ dR(t,u)(d’A(v,t))’
du do dt
—ec\ I [ T
(o —e)r(e) d*R (¢, u) d*A(v,t ’
dt du dv*
CdR (t,u) d*A(v, 1)
dq, du dv dt
[ = {c,—c)F ()=
d"g (t) (o ¢ )9-’ ( ) d’R(t, u)
I dt du
dR (¢, u)d*A (e, t)
dq du dv dt
A g ¢ e )a T ()= —
T (0= )5t (0= — R Gy K
dt du dv?

ce qui est parfaitement d’accord avec les formules déja connues de I'autre methode
d’intégration, ot les fonctions A, R étaient regardées comme données.
De pareilles transformations seraient possibles en Q, R an lien de A, R, mais je nc
m’y arréterai point.
En résumé, pour satisfaire aux équations (A), qui sont
dP

dQ = JM—du—p(lv,
dR
dA = - dt + pdv,

je puis m’y prendre de trois maniéres différentes : d’abord en regardant les fonctions
A, R comme données ct en posant

dA (v,
(q) ((Iv t)—Pa
] dA(v, dR{t,u
\q] (q’) _%_‘) frend -_.7(%:‘___),



PURES ET APPLIQUEES. S0~

ensuite, en regardant les fonctions Q, R comme données et en posant

/ dQ (o, u
(a) —%:~P7
{a) , dQ (v, u) _dR (¢, u)
(a) du - du ’
(a”) A=R(t,n)—Q(v, u);
enfin, en regardant les fonctions A, Q comme données et en posant
dA(v,t) _dQ(e,u) _
s (r) dv - dv =&
[7) . dA(v, 1) dQ (v, u)~
( o d T T =0
(r") R=A(r, 1) +Q(v, u;.

Ce n’est pas tout; si je remonte aux relations tres-simples des formules (19
et {19 bis), je vois & Vinstant que, dans le cas oli, en place des fonctions A » Q. e
voudrais faire usage des fonctions complémentaires

dA{v,¢)
o —T,

(24

{ )
Q=Q+p=q— 421,

A=A —wp=A—

Jaurais 4 remplacer les formules {A) par les formules analogues
dR
aQ, = ;u—du “+vdp,
dR
dA, = T dt —vdp,

ttque, par suite, je serai conduit & me servir, d’une part, des relations

. dA t
(9.) ~'~$’~)=—v,
[7'J (9’) dAl(/’,t)_dR(tv u©)
! dt - de
(9%) QA:R(””)_AI(P,’)r

en place de (¢), (¢'), (¢”); d’autre part, des relations
Qi (p, u)

(a) L) =i,
(@) (d) 4Qi(p,u)_ dR(¢,u)
! du T du ’

(a}) A =R(¢, u)—Q,(p,u),
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en place dea), (a'), ("), et, enfin, des relations

() dA(pyt) _ _ dQ(p,u) _ _
Vi dp - dp - ’
Lrd . dA(p,t) , dQi(p,u) __
' (r bis) dp + dp =0,
) R = Al )+ )y

en place de (r), (r bis), (r”).

1l me sera loisible encore de remplacer les équations (A ) par

dR
dQ == — —_
Q n du — pdv,

dR
dA, = 7 dt —edp,
ou bien par
dQ, = ;?du —+ vdp,

dR
dA = — dt + pde.
dt

Dans le premier cas, j'y satisferai en me donnant, soit

Ap,t) et Rie,u),

sott
Qe,u; et Rt u:,

soit

A(p, 1y et Q(o.ul;

jaurai ainsi trois nouveaux groupes d’equations [ g.), (a,), | r:| dont le dernier <era

dA{p,t) _
=
ir-} dQe, u)
do

R=ep+A(p, 1)+ Qv 4).
Dans le second cas, je pourrai me donner arbitrairement, soit
A(v,t) et R{e,u),
soit

Q. (p.e et R(r,u),

soit
Av, 8} et Q/(p,n};

R R R R RN AR IR R LN EA RN N AR
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J’aurai ainsi trois autres groupes (¢,); (@), () dont le dernier sera

dA(ey2)
T4 =P
[r] -d___._.__Q'(p’u)—v
dp -
\ R:—vp—i—A(V, L)+ Qi (p, “j.

Or tous ces problémes dépendaient dés Vorigine des équations (11), (11 bis), (12),
(12 bis), (x3), (13 bis), etc., selon que les variables indépendantes devaient étre
ty u, 0u vy p, 0u ¢, ¢, etc,

Donc, puisque je suis parvenu i exprimer sous formes finies toutes les relations des
quantités ¢, p, £, « des équations de condition (11), (xu bis), (12), (12 bis), (13),
{13 bis), etc., par I'nn quelconque des groupes d’équations (¢, {a}, (7}, ou (q.),
(@), (]}, ou (gs), (@), (r:), ou (g:), (@), (n), c’est que chacun de ces groupes,
a volonté, équivaudra aux résultats complets de I'intégration de chacune des équations
de condition en question, et de cette simple observation je tire la conséquence ma-
jeure que voici.

Pour intégrer I'une quelconque des équations ci-aprés :

dp dv dp dv
_____ = r(t, ui
dr du  du dt 7(e, w0,
du dt du(ll* [
r_l;d—[/ D;EJ*r'(t,u)’
dp
d[—-r/t w?
de TRt
dv

commencez par calculer I'intégrale seconde

Ri{t,u)= ffrie,u)dedu,

puis ecrivez I'un des groupes d’équations {g)s (a), {r),0ulq. |, ia), [£]: oufg.]
ta.], {r.), ou (g.), (a.], (7], et le probléme sera résolu.

J'observe maintenant que, s'il me plaisait de me donner arbitrairement la valeur de
la quantité 7(¢, «) en fonction de o, p comme variables indépendantes, et que je
voulusse poser
=t

ret,u

Fome XVII — Decewsre 1553. 63
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Je me trouverais conduit i satisfaire i 'équation

du dt dudt__s )
Zc-;dp_dpdv_ (% P)s

je conclus que la solution demandée se réduirait A prendre 'un des groupes (g, (4),

(r), ou {(¢.), (@), (n]}, ou (q:), (@), (72), ou (gs), (8:), (~:), et & faire alterner
respectivement p avec u, ¢ avec ¢, r avec s,

Ainsi, par exemple, en supposant que je vewille me servir du groupe (r}, je com-
mencerai par déterminer I'intégrale seconde

S(v,p) =JJ s (o p) dedp,
Puis je poserai

dA(t,v) _ dQ(e,p)
(s) & =T T & &%
(o) (hy AL 4R

() S=A(t,0)+Q(1, p)s

et le probléme se trouvera résolu, en observant toutefois que les fonctions A, Q de ces
nouvelles formules seront des quantités de Pespéce fudt.

Avec le groupe (7] je résoudrai le méme probléme, en posant

() getl= R <
bs.) (s bis) fi—A-'-(S:’ ?) 4 4Q {(1:’ 2) o,

(1) S=A(u,0) + Q. (u, p),

et les fonctions A,, Q, seront des guantités de I'espéce [t du.
On aura, en méme temps,

dA (e
A.:A—tu:A——t-—%,
dQ (¢, p)
Q=9Q +tu=Q—tQ—Elt&,
ou bien
A:A.-l—tu:A,—u-M-
du

Q ::Q,——tu:Q.—u~%%’—p—),
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et rien n’eméécherait de faire un usage analogue des groupes (¢), (a), ou {7.), (@),

ou (g}, (a.), ou (¢;), ().
Les équations (A) équivaudront, d’aillenrs,  la relation unique

dA dQ
Pd"— Eda-———‘;dt,
ou bien 4 la relation équivalente
dA, dQ,
Vdp = — d—udu —+ —d—dt,

ainsi que cela a été démontré depuis longtemps par les formules (17), (21)et (21 bis),

et, par conséquent, les mémes procédés de calcul feront connaitre encore la solution

compléte d’une telle équation aux différentielles partielles, pourvu que, parmi les ex-

pressions données, deux des trois quantités soient respectivement des espéces
A(v,t), Q(v,u), R(t,u),

ou bien

Alp,t), Qilp,u), R(t,u),

ou, encore, des espéces :
A(t’o)7 Q(t,P), S(V,P),

ou bien

Afu,v)y, Q (#,p), S{e,p)

§’il arrivait, par exemple, que les fonctions A, Q ou A, Q, fussent données en ¢, «
chacune, alors méme que ¢, p 'y entreraient pas et que 1’on dit avoir

A=aft,u), Q=8(t,u),
la difficulté serait d’intégrer I'équation

da(t, u) dut __dp(e, u)dt
di ) '

do =
pav s ’

et cette difficulté consisterait, au fond, & savoir trouver le facteur - par lequel on
P

devrait multiplier 'équation proposée pour en faire une différentielle exacte.

La solution du probléme pourrait bien étre représentée alors par I'un quelconque
des groupes (¢, (a), (), ou (g}, (@), (1), ou (g2), (@), (), on (g5}, (@), ()
comme aussi par I'un des groupes ..., (s], ou ..., (5], ou ..., {s:), ou ..., (8);5
mais il y aurait une condition restrictive i y joindre, et cette condition ne serait pas
assez simple pour que I'on parvint A satisfaire, en outre, sous forme explicite aux
relations

Ao, t)=a(t,u),
Qe,u)=p (e, u).
On ne doit pas voir en cela une lacune dans ma théorie des effets dynamiques de la

65..
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chaleur; car, dans cette théorie, les recherches des physiciens tendront toujours a
trouver directement la loi des courbes ¢ (¢, p) = ¢ en fonction des seules variables
v, p, ¢ et non en fonction de z, u; par suile, mes formules (¢), (a), (r), ou (4],
(a,), (n) seront suffisantes pour représenter explicitement les propriétés dynamiques
et calorifiques d’un fluide élastique , de telle sorte que toute loi expérimentale pourra
a I'instant méme étre soumise au calcul et développée algébriquement dans toutes ses
conséquences logiques. '
On a vu, en effet, comment j'ai établi successivement jusqu’ici toute la théorie des
fluides élastiques :
1°. En admettant que l'on devait avoir
Q = fonction (#)
pour les gaz comme pour les vapeurs.
2°. En joignant i ’hypothése
Q = fonction (¢)

la loi de Mariotte et méme Ia relation plus générale
po(ry=a(z),

de laquelle dépendent, comme cas particuliers, d’une part, la relation

vp=ait)
de la loi de Mariotte pour les gaz permanents, et, d’autre part, la relation
p=4Aa(t)

des vapeurs,
3°. En rejetant Phypothése
Q = fonction (¢),
mais en conservant la relation
pw(v) =a(t),
et en démontrant que pour les vapeurs la fonction f(z, u) sera nécessairement de
Pespéce o () ¢{u), puis, en supposant que la fonction f(¢, u) ne devra pas cesser
&’étre de I'espéce 7 (2) e () quand on voudra passer de la théorie des vapeurs i celle
des gaz permanents. En développant, enfin, la théorie a ce point de vue jusque dans
ses derniéres conséquences logiques avec la relation de Mariotte
op = ua(t).
4°. En rejetant i la fois la loi de Mariotte et la velation plus géncrale
po(vy=altl,
mais en continuant de supposer que pour les gaz permanents la fonction f£{t, u) ne
devait pas cesser d’étre de T'espéce y (¢) e(u) comme pour les vapeurs, et que, par

snite, on ne devail pas cesser d’avoir
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5°. En franchissant, enfin, les derniéres difficultés du sujet, qui consistent non-seu-
lement i ne rien préjuger de la nature des courbes (v, pj =t, mais encore i prendre
la fonction calorifique R (¢, &) d’une espéce quelconque en fonction des variables ¢, u,
c¢ qui m’a conduit d’abord aux équations ()5 (9'), {4”) et m’a permis de résoudre

le probléme, alors méme qu'on me donnerait I’équation des courbes ¢ et I'expression
de 'aire A de ces courbes sous les formes générales

?l("ipxt)=°7 A=A, (V,P,t);

ce qui m’a conduit ensuite & une deuxiéme solution représentée par les équations (e,
(a’), (@”}, puis 4 une troisiéme solution représentée par les équations ), (r bis), (#7),
et, enfin, a trois solutions analogues en ¢ au lieu de P, représentées par les groupes
d’équations (g,}, (a.), (r1) 5 ce qui, en dernier lieu, m’a permis de formuler les inté-
grales générales de différentes équations aux différences partielles dont les deux prin-
cipales sont

dp dv dp de -
U A dear— (%)
dA . dQ
= -——du ——X dt
pv due T O

pourvu que les expressions données de deux des trois fonctions A » Q, R soient respec-
tivement des espéces
Afv,2), Q(v,u), R{t,u).

CHAPITRE 1X.

Théorie compléte des vapeurs.

Ce qui m’engage & donner séparément et d’une manicre hien compléte la theorie des
vapeurs, c'est-i-dire la théorie d’un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce
liguide, c'est que, dans ce cas-la, il n'y a aucune incertitude ni sur la nature des
courbes ¢ (v, p) = ¢ ni sur Vespece algebrique de la fonction f(¢, «), ainsi que je
I’ai fait voir déja et que Je le ferai voir de nouveau tout i heure,

Je reporte donc mon attention sur la fig. 2, et J'observe que pendant Ia durce Jo
I'ébullition d'un liquide par suite d’une addition de chaleur, comme aussi pendant I
durée de la condensation d'une vapeur par suite d’une sousiraction de chaleur, il v
aura une relation parfaitement déterminée

(1) p=2u(t)
entre la pression p et la température ¢ du mélange.

D’apres une telle équation, les courbes d’espéce ¢ {vs p} == ¢ deviendront des lignes
droites paralléles 4 I'axe O, et je pourrais en conclure, de prime abord , que I'aire A
de chacune de ces courbes supposées prolongees jusqu’a I'axe 0p (ce quiil est toufours
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permis de concevoir au poinf de vue purement algébrique des relations du sujet ) sera
égale au produit ¢op.

Jaurais donc A faire A = ¢p dans les équations fondamentales

d
dQ =T (&) f(¢, u)du—pdv:fdu—pdu,

d dR
dA = :I—;[F(I)F(t, u))de+pdv = —(Edt—y—pdo,
et, par suite, la seconde d’entre elles se réduirait a
dp _dR _ d

OZ:E—Hi[r(t)r(t’u”;

puis, en y joignant la relation finie
Q=R(t,u;—A="r()F(t,u) —vp,
j aurais toutes les conditions au point de vue purement algébrique de la question, quelle

que pit étre la nature de la fonction I (¢) F (2, u).

Mais, au point de vue physique des choses, je trouverai plus que cela, et, pour ne
pas subordonner les conséquences qui en dépendront 3 mes procédes généraux d’inté-
gration, je préfére ne me servir d’abord que de la relation

dQ =71 (t) f(t,u)du — pdv.

Le plus simple alors sera de prendre v, ¢ comme variables indépendantes et de
considérer la quantité Q comme une fonction inconnue de v, £, ce qui m’obligera de
poser

/ AQ (v, 1) = [P(t)f(t. u)%‘,‘—p] do+ T (£)f (4, )G e,

et, par suite,
du _ dQe,t)
=p—5"

T(6)f(t,u) L
I‘(l)f(t,u)%:fg(d_ﬂt'_ﬁ,

puis, en éliminant Q, je retrouverai la condition représentée dés I'origine par I'équa-
tion (13), et, par une transformation de celle-1a, ou bien par I'élimination des dérivées
de u en v, ¢ entre les équations précédentes, je trouverai la condition (13 bis) qui est

dQ (v, t)
(3) rie)fine) PV T @
/ ﬁ r(t t T d
(”[ \ )f( 7“)] E

La quantité de chaleur nécessaire pour faire aller le mélange d'un point ¢, 3 un
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autre point ¢ 4+ dv, ¢ + dt sera en principe
du du

S dq:f(t,u)du:f(t,u)d—udu+f(t,u)zdt,

(4) et Jaurai’

Py =1 (0 f(t 0 du= [ p+ ) L L

En y faisant d'abord dt = o, je trouverai la quantité de chaleur latente pour une
augmentation de volume égale a 1, par la formule

3

(5) ['(t)‘:j—?:p.i_i%}:ﬂ(t)_’_dQ‘(l:,t)’

puis, en faisant dv = o, j’aurai la quantité de chaleur spécifique A volume constant ,
par la formule

ol (t)= dQ‘({;’, )

(6) ~a
Cela posé, si je désigne par:
w le volume d’une masse liquide 4 sa température d’¢ballition ¢ sous la pression cor-
respondante p = Q (t);
W le volume de la méme masse complétement transformée en vapeur;
z la fraction de la masse entiére actuellement transformée en vapeur;
¢ le volume du mélange;

Jaural manifestement
(7) v:(l—x)w+.rW:w+(W—w)x.

La fraction = pouvant varier de o a 1, le volume ¢ du mélange variera de 'une
'autre des limites

(7 bis) o= w, o =W.

Les formules (7 6is) seront les équations en o, ¢ des courbes indéfinies i,ii’, 1,11,
fig. 2, entre lesquelles tombera nécessairement le volume ¢ du mélange.

En dech de la courbe i, /i’ sera I'état complétement liquide avec des courbes e, ¥
d’une tout autre espéce, et, au dela de la courbe LII', sera I'état complétement ga-
reux, aussi avec des courbes ¢, 4 d’une autre espéce.

La fraction x pouvant étre supposée constante de haut en bas surla fig. 2, I'équa-
tion (7) représentera un nombre illimité de courbes de méme nature que celles des
equations {7 bis).

On sait que le volume w d’un liquide augmente peu avec la température d’¢bullition ¢,
et, par suite, avec la pression p de la formule

rp=a(,

andis que le volume W de la vapeur varie A peu prés en raison inverse de P
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Il s'cosuit que, A une hauteur suffisamment grande surla fig. 2, on aura pent-étre
W = w, et que toutes les courbes des équations (7), (7 bis) se couperont en un méme
point 3 une telle hauteur; mais, a des hauteurs moindres, P'intervalle W — «w sera
essentiellement positif et d'une largeur excessivement grande aux approches de
I'axe Q.

Le volume v du mélange pouvant étre fixé arbitrairement i une temperature donnée
¢, entre les limites (7 bis) . on tirera de la formule (7)

. ¢ — @
8 xr =
W—uw

9

pour Ia fraction de la masse entiére quise trouvera dans le volume donné v 4 Iétat de
vapeur, et la différence

{8 bis) —x ==
{8 bis) I x S —

vepresentera la fraction de masse correspondante qui se trouvera i ’état liquide dans
le volume v.

Si je désigne i présent par L la quantité de chaleur latente d’un volume de vapeur W,
et par / la somme de chalenr nécessaire pour transformer en vapeur une fraction x de
la masse entiére déja amenée a sa température d’ébullition ¢, j'aurai

! =Lz,
et, en v substituant la formule { 8},
L{r—w)
1) l=Lor — ——+-—-
91 W—w

Pour faire une autre quantité de vapeur r,, sous un autre volume ¢,, a la méme
température ¢, jaurai

. . Lo, —w)
(g bis) {{,=Lx, = ‘-“;'—'_—"—’

et, par suite, en soustrayant ces deux formules 'une de 'autre ,
" L (U, — (’)
!, —l=L{x, —2)\== ——
S 5 ( 1 ) ‘V — 2
g ter) puis
( fL,—1 L
\ ov—r W—w
Ainsi le rapport de la chaleur latente £, — 7 4 {'augmentation correspondante ¢, — ¢
du volume du mélange sera égal au nombre
L
W — o

J[ul variera avee ¢ seulement.
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Ce résultat , auquel j'arrive par la considération immédiate da sujet au point de vue

physique des choses, est capital, car maintenant I’équation (5 ) devra se réduire a
' r(e)L dQ(ve, t)
W —w do

:.Q(t)+

et si, pour abréger, je fais

r(¢&)L .
WTW_QU)"_M{)’
il fandra que j'aie
{ A \ d (V,t) ;N
(10 __Qrzb(t),

d’ou, en intégrant,
Qe,t)=0b(t)v + B2},

puis, en différentiant par rapport it r.

dQ (v,t\)__

4 i ’-‘,t‘\
di b (t)v+B' L1},

ce qui servira 2 faire trouver la chaleur spécitique i volume constant ¢, de la for-
mule (6.
Mais I'essentiel est que la condition (3) se changera en

T(OF(t,u; dp ri¢L

=0ty bry= o

ir - W —

d dr
E‘[I‘(t) F{_“ u)}

Varriverai exactement au méme résultal, en recourant aux expressions connues de la
chaleur latente dont je me suis servi depuis longtemps, et, notamment, quand il me
plaisait de prendre ¢, p comme variables indépendantes, d’aprés les formules (0).
Mon ancien systéme de calculs en ¢, p me conduirait, au reste, tout naturellement i
faire usage maintenant de v, £ comme variables indépendantes, puisque p est devenu
fonction de ¢,
Ainsi, pour un mélange de liquide et de vapeur saturée de ce liquide, on aura ne-
cessairement .
d—F-(M~ = fonction (¢} == g—([t—‘
2(r () Fits )
et, par suite, en faisant usage de la notation auxiliaire

wit
r{nfit,uy=e¢ "~ |,
an devra avoir

4 (L, u) L)
—w w)=—=giti,;
dt ( ? o\

Iome AVIL, — Decemere 1853, 66
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d'ou
, o (6, u) = fg (£)de + b (u) = g, () + h (&),
puis
_ L) T a() h(w)__
O R 1 () ().

Donc la fonction f£(¢t, u) sera de 'espéce ¢ (¢) ¢ (#). D’autre part, une relation de

la forme
r(t)dg =r(t) f(t, u)du =T (t)y(¢t)s(u)du

ne sera ni plus ni moins générale que I'expression plus simple
(12) r(t)dg =T (t)f(¢t, u)de =T (t)y(t)du =k (¢t)du,

dont je me servirai définitivement dans ce qui va suivre.

L’équation (11) se changera, par conséquent , en la relation fondamentale que voici,

(13) T (=gl =a()+ s,

et les formules (10) deviendront

)a'(8) —a(e) ¥ ()

b(t): I (‘) ’
{14) b (¢) = (1) ’f’(‘)ﬂ"(le-{-t)?’(t) K(t) _ 4 (')%[?',23)’
Q=>b(c)v+B(t) = Ht)ﬂ'“j},_(tjl(“’mv+ﬁ(t).

L’équation (4) deviendra
C(tydg = k(t)du={(Q(t)+ b())dv + [b’(t)v + B'(¢)) dr

15 ’
(13) _(Ttg(‘(:)L”d_,_ ()= [?’r(t;]vdt-l—ﬁ'(t)dt,

puis, en la divisant par 4 (¢), on trouvera
@'(t) d(e(e) ()
de — k’(t)d‘—’-vzt[k'(t) dt 4 A( )

et, par voie d’intégration, on en conclura

o) =roe~ S o

Ce sera I'équation générale des courbes ¢ (v, p) = u en fonction de v, ¢ comme
variables indépenduntes, et le probléme se trouvera exactement résolu, sans que j'aic
en A faire usage de la relation finie

Q=R(t,u)—A=1(t)F(t,u)—vp.
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En supposant, néanmoins, que je veuille me servir de cette relation, j’en conclurai

T (t)F(e, tz):vp+Q=0.().(t)+Q=-k—(;—z%l)(—t)v—f—ﬁ(t).

puis, en y substituant la valeur de ¢ tirée de Péquation (16),

PO (0 =4 (e tb() — 4(1) [ Flda,

17) cep . R
(17) et, en différentiant par rapport i u,

T (t) f(t, u)=k(t) du,

ce qui me raménera justement 2 la formule (12), de laquelle j’étais parti pour trouver
les formules (13), (14), (15) et (16).

Les formules (12), (13), (14), (15), (16) et (17) formeront ainsi le cercle entier
de Ja théorie dans sa plus grande généralité, et si je voulais pénétrer dans ce
cercle A T'aide de mes procédés généranx d'intégration, j'y réassirais tout aussi faci-
lement.

Je suppose, par exemple, que 'on me propose de faire usage des formules (r),
{7 bis}, (r"} et de celles qui en dépendent.

Je regarderai alors la quantité Q comme une fonction inconnue de v, u, et de prime

abord, & cause de la relation

p=29(),
je ferai
A=up=0vQ(t),
d’ou
dA .
& = Q(e),
dA o
E = vl (t}',
d?A
do %
d*A
dode = 2 ()
A
dr va”(2);
j’en conclurai
Sy=o,
I
.9'. =Q,' (t L)
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dQ(v, ) d*Q(v, «)

goT (£) = — du dv?
d'Q(v, u)
dv du

dQ (v, u_)

g.r(t)= — Jﬁ_,

4'Q(# u)

dv du
puis, R
T (¢
c.F(l):q 5 )—_—oo,

et, pour les expressions de la chaleur latente,

p 4Q(v, u) d’Q(v, u)
qp __ dll d02
EO A S 1O
dv du
dq
2Iir(:) =m».

Mais il est démontré par les formules (g ¢er) que la quantité de chaleur latente par
unité de volume doit étre égale i la quantité

L
W —w
qui varie avec ¢ seulement.

Donc, il faudra que V'on ait
dQ(v, u)d:Q(e, 1)
du dv? __T{ML
d*Q (v, u) T W—w
dv du

= fonction (¢).

Cette équation ne doit pas éire direclement intégrable, car si je me proposais d'éli-
miner ¢ entre les équations déja connues de Q, u, d’aprés les formules (14) et (16), je
ne saurais représenter le résultat de I'élimination sous forme finie en ¢, #; mais la
difficulté pourra étre tournée au moyen des relations générales qu'il y a entre les
Aérivées secondes des fonctions A, Q, R; car, da moment o V'on devra avoir

A=vp=ra(s),
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Je trouverai, d’aprés les relations connues de ces dérivées secbndes,

4’Q (v, u)

’
{Z’R(t, ©) fl ) dv du
dtdu — d’Qﬁ(v,u)*

do?

J’aurai, en méme temps,
Qvy ) _ dR(1,u)

T

du du

et, par suite, la condition 4 remplir se transformera en

dR (¢, u)
g oA
Y=E— e
AR (t,u) ~ W—a
dtdu

c’est-a-dire que je serai ramene identiquement 4 Ja formule (11), et, par suite, i la
formule (12), de laquelle je suis parvenu A trier tout ce qui précéde jusqu'a Ja for-
mule (17) inclusivement.

Mais, au point de vue actuel de la question, la marche la plus naturelle du caleul
sera différente et consistera i intégrer d’abord I'équation (12) par rapport 2 « . ce qui
fera trouver

(17 bis) Rit,u)=T()F(t,u) = k(t)u—=z(2).
En différentiant ensuite I'équation (17 bis) par rapport 4 ¢, on aura
dR(t,u) ,
T_l (t)u— o (2),

et, par suite, la premiére des équations (') fera trouver

Q(t)e=4"()u —a' (1),
d’ot 'on conclura

. __ A1) « (2}
Tt T oy

ou bien
(16 bis) u:u (t)v-{--a(t),

) TR ()

en place de la formule (16) avec laquelle celle-ci se confondra en effet quand on
donnera une valeur convenable a la fonction arbitraire « (2).
On aura recours ensuite 4 la formule (r”), ou plutét a la formule(¢”), pour
trouver
Q=R—A=i{te—a(t)—a(t)r,

~et, quand on y substituera la valeur précédente de « en v, ¢, puis, inversement, la



522 - JOURNAL DE MATHEMATIQUES
valeur de v en u, ¢, on aura les deux relations parfaitement équivalentes
_HO@ O —a(k () ke)e' () —a(e) K (1)

(14 bis) K L
k(o' (e)—a () (1) D) (¢) — a2}’ ()
= @ (0 “t D) ’

dont la premiére se confondra avec la derniére des formules (14) quand on assujettira
la fonction arbitraire « (¢) 4 la condition

SPRUICLICELIGLL)

De cette condition on tirera ensuite

¢ 0= 40 OGTEOR <40 2 (55)

B @)
f"ATz)‘”‘/r'(t)’

()~ k(o) [Flde=— (o)

et

puis

et, par conséquent, les formules (16 bis), (17 bis) se confondront en méme temps
avec les formules (16) et (17).

La condition fondamentale de la théorie sera enfin ’équation (13), et, du moment
oi1 cette condition sera remplie, on pourra caiculer la quantité de chaleur nécessaire
pour aller d'uan point ¢, £ & un autre point infiniment voisin ¢ 4 dv, ¢+ df au moyen
de la premiére des formules (4).

De la seccade formule (4), ou plutét de la relation initiale

dQ =T () f(t,u)du— pap,

on conclura, tout 3 I'entour d’une ligne fermée quelconque s,

o:/(:‘r(t)f(t, u)du—ﬁspdv,

et, par suite, on aura, pour I'expression de V'aire § délimitée par la courbe fermeée s,

_f pdv—f (6)f(t,u)du —f (2)dq _..f F(e)y(8) du_f“ (t)du;

puis, en intégrant par parties, en ne perdant pas de vue que tout & I'entour d'une
courbe fermée s la limite finale de Pintégration coincidera avec la limite initiale, on
aura encore

s_f L(t)du——f uk () dt f 0 '(t)dt:—ﬁjvdp=+£,pdv,
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ct le résultat sera le méme que si‘l'on partait de la relation complémentaire

dA=g;[P<t)F(f’ w))de+4-pdv,

au moyen de laquelle on trouvera directement, tout i I'entour d’une ligne fermee s,

°d
f pdv = —f R(t “) p — —f Kt Yu—da'{e))dt = —-f wh'(t) de.

comme tout i I’heure.

En résumé, la théorie des vapeurs, c’est-i-dire la théorie d'un mélange de liquide
el de vapeur saturée de ce liquide, se rédnira aux formules générales que voici :

] p=2a(t),
. (r)L
e LIOEULS

o, we)

SFO TR

_K(), o),
Q' (z) Q'(z)
k() =1 (e)9(s),
H R=T(s)F(t,u)=k(tha—a(t)=..,
A=wp=yva(s),
Q=R—A= k(tJu—(t)e —a(t)=.,

dg =f(t,u)du=1y(t)du= ')d[k’((:;a-,_;%],

ou, ce qui reviendra au méme,

T (¢)dg=T (¢)y () du = /r(t)du:l-(t)d(%%p_,_::x;],

et, pour I'aire S délimitée par une courbe fermée s,

f r(e)fie, “)d"-f dq—-f (¢) 7 (2. ddu
== A l‘(‘)du:-/o‘ Ht)d(%((%))”]= B

ou bien
¥ s
f f ul'()dt:—-f o0 e ) de
0
:—-f vep = +f pdv.




524 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Ces formules ne seront d'ailleurs spplicables qu’entre les limites
e=w, o=W,
et, de toute maniére, il fandra que I'on p;ll'i'iennc a déterminer la fonction arbitraire
2 (¢i qui s'y trouve.
Je porte donc mon attention sur Pexpression du produit I'(£)dg, et j'en tire

(
kL) R () A ke ) (6)d («(0)
=T )d[ﬁ”t ”+/«'<u]—r(z)"[r’m ]*rx r)dt [a u\)'"
k(eyoi(e) (Q'M ( o ()
(¢) #{¢) t) *dr A'(t] a\ 7 (1)

En v faisant d’abord d¢ = o, il me reste, pour Pexpression de la chaleur latente,
d'un point v, £ A un autre point ¢ + dv, & la méme température ¢,

k() a'(t)

dg =l = o T

Il

et, en vertu de la seconde des formules {18), je trouve

L dv
g — dl = - —
. ‘ W —w

s

ce qui est parfaitement daccord avec les equations {g', (g bis), (9 ¢ r).
Je fais ensuite v = 0, et je trouve, pour 'expression de la chaleur spécifique a
i 1 |

volume constant ¢, Pexpression

{ (0 (t) d (' ()]
a4+ = .
“ —7“’{‘ z(t[A-’ {t)] + rIt[A’(t';Jf

Mais je puis etablir unc relation plus générale dont celle-1a ne sera qu'un cas par-

ticulier.
Je désigne par ¢ (¢) une fonction de la température qui soit telle que la différentielle
¢ "t) dt de cette fonction doive repreésenter la quantité de chaleur nécessaire pour faire
.l“el le volume ¢ du mélange le long d’nne courbe quelconque supposée représentee par

les deux équations

v =e(t),
p =)
J'aurai dans ce cas-la, en chaque point de la courbe donnée,
(s, a (t)
= e—— t —_
e Ty
et, d’'un point a un autre de la courbe donnée,

= A+ )

f i 1 i
! ! ! L e N RN NN REE IR RE L NN R R R AN R I
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puis

dg = (t)de= k() du-—‘-(t) 4 ['O‘I(t)e(t) 4+ “’(t)] dr,

r () T r(e)ade\#(z) (1)

et cette valeur de dg sera précisément la quantité ¢/ (¢) de.
Donc, j'aurai pour la quantité de chaleur spécifique ¢’ (¢) dans une direction quel-
conque non paralléle a 'axe Oo,

Lo k) () (g
7O =10 z,(y(,)‘(”ﬂ'(,)]’

puis, en multipliant cette formule par d¢ et en I'iotégrant, j’aurai sous forme finie entre
deux limites quelconques 4, ¢,, le long de la courbe donnée,

N R(e) d (0 (e) o (1)
C(t‘)-—c(t.)_ﬁ F_(tjtTt[W E(t)—'-r(t))dt.

Une telle maniére d'intégrer réveillera naturellement la question déja deux fois exa-
minée, de savoir si la fonction universelle I ( t) doit étre acceptée comme une quantite
constante ou variable.

Je ne veux pas m’occuper une troisiéme fois de cette question ici » €t sans me pro-
noncer absolument ni pour ni contre, je conserverai la fonction T (¢) dont la présence
ne me génera réellement pas dans Pachévement de mes calculs.

Cela convenu, je supposerai que, le long d’une courbe ¢ = ¢ (¢) parfaitement con-
nue, on soit parvenu i déterminer expérimentalement la fonction ¢ (z), et, par suite,
sa dérivée ¢/ (¢). Je me servirai alors de I'expression trouvée pour ¢’ (¢) d’'une ma-
nicre inverse, et, aprés I'avoir mise d’abord sous la forme

riec(¢) d (Q’(J)E(t) +a'(t)],

k(ry  —de\ ¥ (1) k(1)
je la multiplierai par d¢ et j’en tirerai par voie d’intégration
) r{s)c () Q'{e) a'(f)
‘19) - it — —
o) JE G = e+ 5,

de telle sorte que, si les fonctions 2 (¢), #(¢), T (¢) m’étaient connues, cette formule
pourrait me servir A trouver la fonction « (z).

Or ily a sur la fig. 2 une courbe bien déterminée , le long de laquelle une pareille
recherche de la fonction « ( £) ne sera pas trés-difficile 4 mettre 3 exécution : je veux
parler de la courbe initiale i, /', dont I'équation est

v = w = fonction (¢).

Je n’aurai qua remplacer la fonction arbitraire ¢ (¢) des formules précédentes par la
fonction déterminée w, et ce que j'ai désigné généralement par ¢(¢) deviendra la
quantité de chaleur sensible d’une masse liquide entretenue constamment a sa tempe-
rature d’ébullition le long de la courbe i,ii’, c’est-a-dire sous une pression P qui

Tome XVIII, — Decemnae 1853. 67



526 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
augmentera progressivement avec ¢ d’apreés la relation connue
p=Q(s).
Ce qu’on nomme habituellement la quantité de chaleur sensible d’un liquide, sup-
posé amené A sa température d’ébullition, est une quantité analogue ¢, (¢) que P'on

trouve en échauffant le liquide sur une pression constante , du commencement A la fin
de I'opération, au lien que pour ¢(¢) la pression p devra varier d’aprés la relation

P =t

Pour faire voir trés-clairement la distinction qu'il y a & faire entre les deux fonctions
¢(t), ¢/ (t), je porte mon attention sur la fig. 2, et 'y méne, par le point ¢, une
courbe i &' de I'espéce ¢ (¢, p) = constante ¢ pour une masse enti¢rement liquide. Une
telle courbe d’espéce g (¢, p) = constante ¢ pour une masse entiérement liquide ne dif-
férera pas appréciablement d’une ligne droite i 4’ paralléle 4 Paxe Op, A cause de la
compressibilité & peu prés nulle des liquides A une température donnée.

Cela étant compris et la pression OF” étant supposée égale & cefle de I'atmosphere,
j’observe que la fonction ¢, (¢) représentera la quantité de chaleur nécessaire pour faire
aller le volume ¢ d’une masse liquide de 4’ en i’ le long de la droite A’ i’ paraliéle &
I'axe Qv sous la pression constante OP’, tandis que la fonction ¢ (¢) représentera
la quantité de chaleur nécessaire pour faire aller le volume v d’une masse liquide de /
en i’ le long de la courbe i,i i’ sous une pression croissante p = © (¢},

La fonction ¢, { ) pourra dépendre en toute rigueur de la pression constante p’ i
laquelle elle se rapportera, tandis que la fonction ¢ () ne variera qu’avec (¢).

Les deux fonctions ¢(z), ¢, (¢) ne devront pas étre égales, car il me suffirait d’ap-
pliquer les principes généraux de ma théorie des effets dynamiques de la chaleur A une
masse entiérement liquide et de désigner spécialement par ¢ la quantité de chaleur
latente A peu prés nulle que 'on parviendrait A exprimer de la masse liquide par une
augmentation de pression de OP & OF’, le long de la ligne {4’ sur la fig. 2, 4 une tem-
pérature constante ¢, pour que I'on dit avoir

4 t
aire ilz’i’:f rz)c (e)de —f T(s)e (e)dt —qr(t).
L t
Je trouverais, d’un autre autre cété, a la simple inspection de la fig. 2,

t [
aireilt’i':f wdp — w(p' —p)=p (v — w) —f pdw,
' :

et, par suite, il me fandrait égaler les seconds membres de ces deux équations.

Quoi qu’il en soit, les recherches des physiciens ont appris que, pour de Peau, la
quantité ¢, (), sous la pression constante de 1 atmosphére , est sensiblement propor-
tionnelle 4 ¢ de 0 & 100 degrés, et, par suite, on a été cenduit 3 prendre comme unité
calorifique la quantité de chaleur mécessaire pour élever de 1 degré la température
de 1 kilogramme d’eau sous la pression de 1 atmosphére; ow pour mieux dire, on a

L] SR T R LT R e L R
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pris pour unité calorique la centiéme partie de la quantité de chaleur nécessaire pour
porter 1 kilogramme d’eau de sa température de solidification i sa température d’ébul-
lition , sous une pression ambiante de 1 atmosphére.

Donc, pour 1 kilogramme d’eau on aura A trés-peu prés

e(t)=1,

et la fonction c(¢) de mes raisonnements n’en différera peut-étre pas sensiblement;
mais je ne veux faire aucune hypothése 4 ce sujet et je conserverai une fonction quel-
conque ¢ (z) dans mes formules.

Ainsi, en désignant par H (¢) une fonction trés-essentielle que L’on trouvesa par voie
d’intégration le long de la courbe 7, ii’ sur la fig. 2, au moyen de la relation de prin-
cipe

r(e)e (1) fc'(n '
20 H¢)= | — " dt = -~ dt,
(20) ) f 4(e) (1)
on aura, en place de la formule (19),
: ey ()
(lgb”) H(t)——k,(t)w Aj—m’
et la troisi¢tme des formules (18) pourra étre mise sous la forme
Qe
(21) u—H(t):AJ((t)) (¢ —w).

Quand on y remplacera ¢ par ¢ sans changer «, on aura,  une autre hauteur,
[ 1y
Pr=0()
sur la fig. 2, le long d’une méme courbe § (¢, p) = constante «,

(21 bis) u——H(t’):%%)}(v"—w’),

puis, en intervertissant les deux équations et en les retranchant I'une de I'autre , on

trouvera
. QI(I)! 'Q,(t’)/ ’ Yy 4
k,(t)\v—w)—“—t,)\v —a')=H(¢)—H(s)
(21 ter)

¢ v
=f dH(th:f L
t dt . v

Cela signifie,, en langage ordinaire, que le produit de la différence v — w par le rap-
port de la fonction ©'(¢) a la fonction 4 (¢) devra, de bas en haut sur la Sfig. 2,
éprouver une diminution égale 4 'augmentation correspondante de la fonction H (¢).
Or la différence v — w représentera la longueur /B d’une courbe quelconque B’ Bu de
Iespéce § (v, p) = constante «, et la différence v — o' représentera la longueur cor-
respondante /' B’ de la méme courbe B'B; par conséquent , du moment od la courbe

67..
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initiale i,ii’ sera connue, I'équation (21 ter) donnera le moyen de tracer immédiate-
ment toutes les courbes BB/, B, B,,. .. dans liutervalle de deux droites horizontales
PI, P'T entre les températures 7, t', desquelles on connaitra les accroissements pro-
gressifs de la fonction H (¢).

Les courbes BB’, B, B, seront ainsi parfaitement déterminées, méme en dech de la
courbe i, £’ et au dela de la courbe I,IT', ot elles ne pourront étre tracées que fictive-
ment et n’existeront réellement pas.

De plus, on voit que, lorsqu’on ne connaitra que Vaccroissement total de la fonc-
tion H(¢) de ¢ A ¢, on trouvera par I’équation (21 ter) les vrais points d’intersection de
toutes les courbes BB', B, B, ... avec les deux horizontales p — (1), p'=0(t")entre
les teinpératures ¢, ¢, desquelles on connaitra I'accroissement total de la fonction H(¢),
tandis que, dans l'intervalle et en dehors de I'intervalle de ces horizontales ol 'on ne
connaitra pas P'accroissement de la fonction H (¢), la forme des courbes BB, B, B,,...
restera tout A fait indéterminée.

Cette maniére de concevoir les choses serait encore parfaitement exacte dans le cas
ot la fonction H (f) éprouverait une augmentation ou une diminution finie A une cer-
taine valeur déterminée de la variable ¢.

11 sera d'ailleurs inutile d’augmenter d’une constante arbitraire I'intégrale du second
membre de la formule (20), car une telle constante disparaitrait toujours dans la diffé-
rence H(¢')— H (¢) du second membre de I'équation (21 fer) et n’influerait en rien
sur la forme des courbes BB, BB, ,....

Le second membre de Péquation (21) ayant une valeur parfailement déterminée en
chaque point de la fig. 2, il sensuit que Ton ne pourra augmenter la fonction H (2)
d'aucune constante sans étre obligé d’augmenter la quantité variable u d’une constante
cgale.

Donc, 'addition d’une constante 4 la fonction H () ne fera que déplacer Vorigine
des quantités «, ce quisera de nulle importance dans le calcul.

La fonction H (z) étant supposée exactement déterminée par I'équation (20), avec
ou sans addition d’une constante , on conclura de P’équation (21), d’une part, le long
de la courbe i,ii’,

v=w, u=H(),

(22) et, d’autre part, le long de la courbe 1.1 v,
(1) .
v =W, u:ﬂ(l)—{—m{w—w).
Ce seront les limites entre lesquelles tomberont toutes les autres valeurs des quan-
tités v, u.
Lelong dela courbe i, i ¥, on aura

dﬂ(:)dt2 l‘(t)c'(t)dt_r'(l)

dt #{¢) T

(22 bis) du =

' [ '
) ( L R R L LN R L N R
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et, tant que les fonctions ¢'(¢), + (¢) seront positives toutes les deux, les courbes
¥ (v, p) = constante « se détacheront de la courbe iyii’ de haut en bas sur la fig. ».

Le long de la courbe L 11, on awra

(22 ter) du = {;,E:)) +‘%(‘;;,((% (W-—w)):dt,

et, selon que cefte quantité sera positive ou négative pour une valeur positive de d¢, il
arrivera que les courbes § (¢, p) = u se détacheront de la courbe LIV de bas en haut
ou de haut en bas sur la fig. 2. Si la méme quantité était égaled zéro, la dernicre des
courbes | serait tangente 3 la courbe I, IV, et, enfin, dans le cas o1 le second membre
de I'équation (22 ter) serait égal i zéro pour toutes les valeurs de ¢, la derniére des
courbes § se confondrait entiérement avec la courbe I,1T.

De Péquation (21) je tire

(23) v—w=(u—H(2))

pour I'expression générale de 1a longueur ¢ B d’une courbe donnée BB » & une hau-
teur quelconque p = Q () sur la fig. 2.
En remplacant ¢ par ¢/, sans faire varier «, je trouve
F(e)

(23 bis) 0’—-w’:[u—H(t')]m:

pour la longueur i’ B’ de la méme courbe B'Bu a une hauteur différente P=u(r)
sur la fig. 2.
En retranchant la formule (23 bis) de la formule (23), jai

(23 ter) [v——ﬂ]q—UW——W]::[u——H(ﬂ]g%;;—{u——ﬂ(ﬂnggé%y

et le second membre de P'équation (23 ter) représentera la somme des differences
v—v'y & —w, c’est-a-dire la somme des longueurs 6B, ik sur la fig. 2.

La valeur de « ne devant pas étre inférieure 3 H (¢'), pour que le point B’ ne tombe
pas en deca de la courbe 7, i/, je pose
(24) e=H(')+u';
les formules (23), (23 bis}, (23 ter) deviendront alors
o (1) S
u-w:[ﬂlt)—ﬂ(t)]—) -

{25) 4 Vo o = o -+

. ., L , - ¥4 , (e A
[o—¢) 0= w) = (H(#) - nunﬂ,iii e (m(j,-\ *a%]’
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et I'on en conclura

= G _/f'(z)) ,[t (1),

IO DN IRT0
/ﬁ:u"g,((?),
TH= i
(a5 50y | B—TB=u(GE— )=~ f (L0 Y,
b = (B() — B () A — (@ —w),
R I
= (s )= L)

1! s'ensuit que la connaissance de la fonction H(¢) ne sera néeessaire que pour la
courbe initiale i’ &, et que, du moment ot la courbe i’ # sera connue, toutes les autres
courbes de détente BB, B,B',. . . se trouveront exactement déterminées quand on mar-
quera de bas en haut sur la fg. 2 des longueurs B & proportionnellement au rapport
des fonctions &' (¢), Q' (¢).

Il s’ensuit encore que, entre deux courbes données 4i’, BB, la distance 4B ira en
augmentant ou en diminuant de bas en haut sur la fig. 2, selon que le rapport de #'(¢)
3 Q' (¢) augmentera ou diminuera avec £.

La valeur de «’ des formules (24), (25), (25 bis) pourra d’ailleurs augmenter jus-
qu'i la limite od la derniére des courbes § passera par 'un des points I, T’ selon que
la quantité entre parenthéses dans le second membre de la formule (22 ter) sera positive

ou négative.
De toute maniére, on aura, au point I,

u=H{(¢) xi,Q)(VV—-'W),

¥20
W=k B() =g (W) — ()~ B(0),
(26) et au point I',
weH(t')+ f:,'((t‘,')) (W — o),
v=u—t ()= 2w
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De I en I’ la quantité « éprouvera un accroissement total, soit positif, soit négatif,
que I'on trouvera par la différence
: (Y (¢') i
Y __ P T ’r Yy —_ 7 -
=86+ (i (W =) = iw— ),

(26 bis) ( oupar 'intégrale définie

vy 3 7
t l ¢
f l)dH-f (—[“\)CVV-W)J(1I.
¢ () ¢ At k(e /
Toutes les dimensions linéaires des courbes de détente B'By, B Bi«,. .. ¢tant sup-~

posées connues, d’apres les équations (24), (28), (25 bis) et (26), il ne serait pas
difficile de calculer directement les aires de ces courhes on les intégrales

fva’p:fvn’(t)dt, f}:do:vp —fudp =vQ(¢) ——fvﬂ'(t}dt;

inais, pour traiter la question d'une maniére plus compléte, je préfére me servir des
expressions générales des fonctions A, Q, R des formules (18), ce qui m’obligera de
trouver d’abord la fonction « (r).

Je remonte donc a I’équation (19 bis), et j’en tire
o (t)=H(¢) ¥ (¢) — wQ ().

Je multiplie par dt et ’intégre , ce qui me donne

(27) a(r) :fH(t) & (e) (ltﬁfwﬂ’(t) /8

puis, en procédant par parties avec le premier terme du deuxiéme membre, je trouve

fﬂ([) K(t)de = H (e} k(1) —fﬁ(t} (-“17(1‘)(”;
f
mais, d’aprés I’équation (20), ona
dH{¢)  T(2)¢ ()

dt k()

On a, en méme temps,
dp =0/ (¢)dt,

et, par suite, on trouvera I'intégrale générale

(279 bis) tz(t):H(t)k(t)—fl‘(t)c’([)(lt—fwd/);
puis, de ¢ & ¢/, 'intégrale définie -

(27 ter) a(t’)-—az(t):[H(t’)k(t’)—ﬂ(t}/c(t)]—l1l F(t)c’(t)rlt—‘},” w edp,

¢

ce qui s’interprétera sur la Sfig. 2 en disant que de ¢ i ¢/, Je long de la conrbe 4,7 /7.
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I'accroissement de la fonction « (¢} est égal a Paccroissement de la fonction composée
H{t)# (t), moins 'aire Pi i’ P’ représentée par le dernier terme du deuxiéme membre
de I'équation (27 ter), moins encore I'aire comprise entre la courbe initiale i,i i’ et les
deux courbes ¢ (v, p) = constante &, qui partiront, l'une du peint i, l'autre du
point i’, et devront étre prolongées jusqu’a la rencontre de axe O¢, moins, enfin, la
quantité de force vive latente qu'il pourra y avoir A cousidérer de I'une i autre des
courbes { le long de V'axe Ov.

En revenant A I'expression générale de la fonction «(¢), et en la substituant dans
I'expression de R des formules (18), je trouve

{28) R—=k(t)u—a(t)=(e—H(e)) k(1) +fl‘(t)0’(t)dt+-fwdp.

Les deux derniers termes du second membre sont les mémes que dans la for-
mule (27 bis ), mais avec des signes contraires, et le tout doit étre égal a I'aire OPB «,
plus la quantité de force vive latente de O en « le long de 'axe O v.

Le dernier terme du second membre de la formule (28) étant égal a I'aire OP i/, sur
la fig. 2, il s'ensuit que la somme des deux autres représentera l'aire i iBx, plus la
quantité de force vive latente de O en « le long de I'axe Ov.

En remplacant ¢ par ¢/, sans faire varier u, et en retranchant les deux expressions
une de l'autre, je trouve

R R = (e —B () F() — (=B () k(e + [ r(:)c'mdz+f wdp,

pour I'expression générale de l'aire PP’ BB sur la fig. 2.

La valeur de # ne devant pas étre inférieure 2 H(¢'), pour que le point B’ ne
tombe pas en dech de la courbe i,ii’, je pose

e=H({t')+ o,
et je trouve

¢ .
28 bis) R'—R:./: w(lp—f—ft r(e)ye (r)de

—(H{¢y—H{)) k() + o [k(¢') = k(2]],
ce qui me permet de conclure que 'on aura

p

2B ter) aire ii' k :I v{e)e (¢)de — (H(eY —H(e)) k(&)
aire Ai'B'B = ' (k(¢') — k(t)).
Au moyen de la relation (23 ), la quantité A des formules (18) se transformera en

(29) A= op=mp +(a—B() 5 00),

t ' 1 1 ] [ L L A R RR R AR L IRR R AN NN R AR AN AN ERE B8 B
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et se compliquera en apparence ; mais au moyen d’une telle complication on trouvera
¥ r) .
(30) Q=R —A=(a—R(e))|4(t)— c(e)dt— | pde.

Ce sera I'expression générale de V'aire ABu, plus la quantité de force vive latente de O
en u le long de 'axe O v.

Quand on y remplacera ¢ par ¢, sans faire varier &, et qu'on retranchera les deux
expressions I'une de 1’autre, on aura

@ —Q=(e—n() (s (')—’iﬁi—)) ()~ o= B@) (H g 2(0)

Q' (1)
+f I‘(t)c’(t)dt———f‘pdw,

u=H{t')+ o,

Q’—Qz—f pdw+f T'(#)c (¢) de

(30 bis) — (H(e)—H(2)) [ﬂ-w—gf((?) “(‘>]

puis, en y faisant

on trouvera

e —r o) (Fieda @) — gy )}

Ce sera 'expression générale de P'aire ABB’ A’ sur la fig. 2, et les trois premiers termes
du second mémbre représenteront la valeur initiale de cette aire pour #'= 0. Le der-
nier terme représentera I’augmentation due 3 une valeur quelconque «’.
1l s’ensuit que 'on aura
aire ki’

s f pdw-l—f Je' (¢)de— (H (¢')—H(¢ )][/c(t)——g:(itt)) SL(t)J.

aire ABB’A’ — airel4i'n’
= wfe—ror - (Fe e - fHgew)}

D’autre part, on trouvera, i la seule inspection de la fig. 2,

tl
M Farg -—
aire ' ¢ m_f pdw,
t

et, quand on ajoutera cette équation a la premiére des formules (30 ter), on aura

(30 quater) airelﬁi’irz:f ‘ Tle)c' (¢)de—(H (') —H(2)) [K-(t} — le,((tt)) O.(t)] :

Tome XVIII, — Deceupre 1853. 68
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puis, en retranchant de celle-1a la premiére des formules (28 ter), il restera

aire l‘l‘ll— [H(‘ ) H(‘)] (_)‘Q(t)’
h ﬂ’ (t)
ot sy €N effet, on devra avoh

aire lkin=— ik X P,
ce qui, d'aprés la premiére des formules (25 bis), conduira exactement au méme
résultat,

Quand on remplacera ¢ par ¢’ dans la formule (29), sans faire varier «, on trou-
vera
Q' (¢)

A'—A:w’p'—wp+[u—H(t’)]%Q(t’)—[u—H(t)] (1),

¢t, quand on y fera encore

on anra
A'—A':w’p'—wp— (H(¢)) — H (t)]:;’,—((% Q)
{29 bis)
’ AF () oy FL2E)
+ u (Ql(t/)o(t )— Q’(I)Q(‘)].

Mais la différence A’ — A ne représentera pas une quantité simple sur la fig. 2, car on
aura

(29 ter) A’'— A = aire PP'B’ b — aire A’ 6 BA.

Il suit de 1a que, par la somme des formules (29 bis) et (30 bis), on devra re-
trouver I'expression déja connue de P'aire PP'B’B ou de la différence R' — R, ce
qu’il sera, en effet, trés-facile de vérifier.

Je reviens maintenant aux formules (29 bis), (29 ter), et j'observe que I'on aura
directement sur la fig. 2,

(31) aire PP'Bbo=0'(p —p)=+'(a(t’)— ()],
puis, en y substituant la valeur de ¢ de la seconde des formules 25),

{31 bis) aire PP'B'b = o/ (p’ — p) + u% (a(e')— a ().

De méme on aura directement, sur la fg. 2,
‘32) aire A’6BA = (v —¢')p = (v — ') Q(t),
puis, en y substituant V'expression v — ¢ tirée de la troisicme des formules (25),

aireA'bBA—_—_(w'_.w)p+[ﬂ(:')—ﬂ(:)]ﬂﬂn(:)

Q' (¢)
(¥ F)
—u (ﬂ’(t’)— Q’(t)]n(t)'

(32 bis)
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Par conséquent, en soustrayant la formule (32 bis) de la formule (31 bis), on
devra retrouver la différence déja connue A’ — A de 1a formule (29 bis); ce qu’il
sera, en effet, trés-facile de vérifier.

Quand on fera u’ = o dans la formule (32 bis), on aura I'expression de I'aire {44 n’
surla fig. 2, et le résultat sera parfaitement d’accord avec Pexpression déji connue de
laire Jkir, qui ne différera de celle-1a que par laire du rectangle rnikn' égale au
produit (w' — w) p.

L’aire triangulaire BB’ b pourra étre obtenue, a volonté, par I'expression

R —R — aire PP'B’5,
ou par P'expression
Q' — Q — aire A’ 5BA,

c’est-d-dire en soustrayant la formule (31 bis) de la formule (28 bis}, ou bien en
soustrayant la formule (32 bis) de la formule (30 bis), et, de Pune comme de I'autre
maniére, on trouvera

l’
aire BB’ & — — aire i hi’ +f L(z)c'(¢)de — (H(2') — H())k(e)
(33) ‘

’
+ulli ()~ ke = £ @) oy
()

Quand on fera ¥’ = o dans I'éqnation (33), on aura Paire triangulaire i’ 4, et le
résultat sera, en effet, d’accord avec Pexpression déji connue de Paire ii’ £.

Le dernier terme du second membre représentera ce que I'on devra ajouter i Paire
4i'h pour trouver I'aire correspondante BB’ &, et, en effet, on aura directement sur fa
rg- 2, :

aire BB’ b — aire £/’ k + aire 7/ B’ B — aire hi'B'b.

D’autre part, on conmait I'aire 4/’ B’'B par la seconde des formules (28 ter), et I'on
trouvera Vaire 2i’B’ b, soit au moyen de la formule (31 bis), soit au moyen de la
troisiéme des formules (25 is), de maniére a parvenir exactement au méme résultat .

A T'aide de ces différentes formules, (23),...,(33), on pourra calculer les dimen-
sions superficielles aussi bien que les dimensions linéaires de toutes les courbes de dé-
tente B’ B« , B B,z, dans Pintervalle de deux horizontales PI, P/’ entre les tempéra-
tures ¢, ¢, desquelles on connaitra i la fois les fonctions H (8), A (2),Q(e).

Le long de I'axe Ov, de i, en 1, sur la fig. 2, on devra concevoir une température
constante #, qui dépendra de I'équation

(34) Q(lo):o,

et, quand on désignera par une constante arbitraire C la quantité de force vive latenle
de O en i, le long de I'axe Ov, on aura en un point quelconque « de 'axe Ov entre les
deux limites v = w,, o = W,

(35) R, == Qu=C+[(t—H(t¢)],{*(tu),
68..
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ou simplement
(35 bis) Re=Q,=C+uk (1),

alors qu'on déterminera la constante arbitraire de la fonction H{t), de maniere a

avoir
H(z,)=o.

La derniére des courbes J passera par 'un des points I, I', selon que la quantité
entre parenthéses dans le second membre de I'équation ( 22 ter) sera positive o néga-
tive, et la valeur correspondante de «’ sera déterminée par 'une des formules (26}, ce
qui obligera de connaltre encore la différence W — w et aménera différentes réductions
dans les formules ( 28 bis), (29 bis), (3o bis), (31 bis), (32 bis) et (33).

Yarrive maintenant 2 la neuviéme et 3 la dixiéme des formules (18), qui pourront
étre remplacées par la relation unique

dg = i((i))du=7(t)du,

de telle sorte que, en y faisant d’abord
u=H(t),
et, par suite,

_dB()  _ T(c(e) o I(e)
du = 7 dt = 0 dt_'y(t) it,

je trouverai le long de la courbe i, i,

dg=2d (t)dt,
et,detae,

(36) f d9=f,' ¢ () dt=c(¢')—c(s),

ce qui me raménera précisément A la définition des fonctions ¢ (¢) et H (2}, d'aprés les
équations (19) et { 20).
Le long de la droite PI, on aura
£ = constante,

et, par suite, l'intégrale générale

g =17 (t) u + fonction(z).
Mais il faudra qu’on trouve

g=o pour u=H(¢),
et, par suite, on aura l'intégrale définie

(37) g=(a—H(e))()

pour I'expression générale de la quantité de chaleur latente deienBsurla ﬁg. 2.
Quand on remplacera ¢ par ¢’ dans la formule ( 37), on trouvera pour la quantité de

t ! ! ! Pt I N TR L TR A LY AR AN R
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chaleur latente correspondante, de i’ en B sur la fig. 2,
(37 bis) = (u—B(r))y();

mais la variable « ne devra pas étre moindre que H (#') pour que le point B’ ne tombe
pas en deca de la courbe i,i i’ et pour que la valeur de ¢’ ne devienne pas négative.
11 sera donc convenable de poser
e=H(t')+ u,

et de n’admettre pour u’ que des valeurs positives, ce qui fera trouver, en place des
formules (37) et (37 bis),
(38) g=(H()—H() y(e) +u"y(2),

q'= o “+ ' q(¢).

1l suit de 1a que, de i en i’, puis de i’ en B/, la chaudiére d’une machine i vapeur
théoriquement parfaite aura & dépenser une quantité de chaleur représentée par la
somme de la formule (36) et de la seconde des formules ( 38), c'est-a-dire par Pexpres-
sion )

(39) c(t)— c(e)+ 'y (¢'),

et que le condenseur recevra une quantité de chaleur ¢ représentée par la premiére des
formules (38), c’est-d-dire par ’expression

(40) (H(e) — B ()] y(8) + w'y (¢).

La différence des formules (3g)et (40), on la quantite de chaleur anéantic sera
représentée par Pexpression

(41) (c(¢)—e())— (B(e') —H())y (¢) + &' (y(¢") — v (1)},

c’est-a-dire par Pintégrale définie

(41 bis) [l c’(t)dt-—-y(t)/; ;:{t—t)zdt—f- u’[ d7dst)dz,

La quantité de travail obtenu sera égale & I'aire i’ B’ B ou a la somme des aires i’ £,
ki’B'B, et, d’aprés les formules (28 bis), ( 28 zer), on aura

(42) aireii’B’B:f‘ T(e)¢ (¢)de— (H(t') —H () #(t) 41 (') — & (1)},

ou, ce qui reviendra au méme,

v [
aireii'B’B:f I‘(t)c'(t)dt—l‘(t)'y(t)f L((t[’)dt
(42 bis) ‘ ¢ 7

o [ L@@
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Ainsi, la quantité de chaleur anéantie ne pourra généralement étre égale a zéro
qu’autant qu’on aura
7(¢) = constante,

comme dans la maniére de voir de MM. Carnot et Clapeyron, et alors la fonction I' (¢)
ne pourra étre une constante. D’un autre ¢dté, quand la fonction y (¢) sera une quan-
tité essenticllement variable avec ¢ et que I'on admettra I'hypothése

T (¢) = constante G,

la formule (42 bis) deviendra le produit de la constante G par la formule (41 bis).

Dans Ientiére rigueur des choses, une machine a vapeur théoriquement parfaite
réaliserait, en outre, l'aire triangulaire i 'i’ que on obtiendrait en menant par le
point i de la fig. 2 une courbe déterminée i%’, non pas de I'espéce ¢ (v, p) = constante ¢,
mais de I’espéce § (v, p) = constante « , par rapport i une masse d’eau complétement
liquide. .

Par contre, la quantité de chaleur sensible 2 dépenser par la chaudiére ne serait pas
la différence c(¢') —c(¢) le long de la courbe #,ii’, mais une différence analogue
e (t')—c/(9) de &’ en i sur la fig. 2, et il me suffirait dappliquer mes principes géné-
raux de la théorie des effets dynamiques de la chaleur 4 une masse entiérement liquide
pour trouver la condition nécessaire

aireih’i’:f ‘ I‘(t)c'l(t)dt—f" T (t)c (¢)de.

Cela conduirait tout simplement & mettre ¢, () au lieu de ¢ (¢) sous le signe de I'in-
tégration du premier terme de chacune des formules (41 bis), ({2 bis}, et & remplacer la
Jimite inférieure ¢t de chacun de ces premiers termes par 3 ; mais comme un tel change-
ment n'influerait pas sur la dépendance mutuelle des formules (4t bis), (42 bis), et
que, d’'un autre coté, Vexpérience a fait reconnaitre que I'aire triangulaire i 4’7, en
méme temps que la différence 3 — ¢, sont presque inappréciables, je me dispenserai
d’en tenir compte.

Dans une machine 4 vapeur sans détente, la quantité de chaleur A dépenser par la
chaudicre sera exactement la méme que dans une machine 2 détente, mais le travail
obtenu sera moindre d'une gnantité égale a I'aire du triangle BB’ 6.

On n'utilisera que l'aire ii’B’ b dont la différence avec l'aire connue %i’ B’ b sera
égale & Taire triangulaire ik i’, et, quand on négligera cette petite aire triangulaire, on
aura sensiblement pour la quantité de force motrice de la machine & vapeur sans
détente,

H 2! ! ’ " (" ) !
(43) alrelu Bb:u m[ﬂ(‘)—n(t)].
La quantité de force motrice qn’on perdra sera la différence des formules (41) et (43),

ou bien ce que deviendra le second membre de la formule (33) quand on y négligera
I'aire triangulaire i&i’.

Ce T N R PR R AR ST ST Y PRSRYR IRR O]
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Je me propose maintenant de calculer la quantité de chaleur que recevra le conden-
seur dans une machine sans détente.

D’aprés le principe fondamental que jai érigé sur cette matiére, toute la force vive
non réalisée devra se retrouver dans le condenseur sous la forme d’une quantité équi-
valente de chaleur.

Donc le condenseur devra recevoir, d’une part, une quantité de chaleur égale a
celle de la formule (40), plus une quantité additionnelle z qui dépendra de I'égalité

T () 2= aire BB},
ce qui me fera trouver
- £ t,
=1'%1%f = fT'ﬁj,- T(e)c (¢)dt — (H (¢') — B (¢)) 7 (¢)

u , ¥ (') ,
+ g ke — ke — S @)~ a )

En y ajoutant la formule (40) et en ayant égard A la relation connue

' Ae)=T(t)y(t),
Jaurai en tout

1 4 k(s
- r(eye (e)dt4-o 22 .2 28] Y — Qe
W [ T YR TR e () — ),
et la différence ou la quantité de chaleur anéantie sera représentée par l'expression

[c'(t’)—n(t)]—#t)—h/; r‘(t)c’(t)dt—u’(%l—ﬂt’)]

« ()
@ o)

{45)

() — (),

(ui se réduira &

v t

s =g [ o a—e (T )y

(45 bis) (V!
+ ;‘(t—)m[n(") — ().

Le principe duquel dépend la formule (44 ) est d'ailleurs fort simple, ainsi que je I'ai
fait voir dans le temps, et se réduit a ce qui suit.

Toute somme de chaleur g 4 une température donnée ¢ a pour équivalent mécanique
le produit ¢I'(¢), et toute autre somme de chaleur ¢’ A une autre température ¢’ a pour
équivalent mécanique le produit ¢’ T (¢'); lors donc que, i I'aide d'un fluide clastique
et avec la précaution essentielle de ne jamais mettre en présence des corps i des tempe-
ratures différentes ¢, ¢’, on sera parvenu a produire de la force motrice, en enlevan:
une certaine somme de chaleur ¢’ i une source entretenue i la température ¢/, et
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en versant une autre somme de chaleur ¢ dans une source entretenue i la tempé-
rature ¢, la quantité de force motrice obtenue devra étre égale a la différence
7' T(¢’) — qT (¢); tandis que, dans le phénoméne de la transmission libre de la cha-
leur entre deux corps entretenus a des températures différentes ¢, ¢/, on devra ad-
mettre de deux choses 1’'une, ou une perte de force vive, ou I'égalité ¢'T (¢/)=¢qT(2);
et comme I'idée d’une perte de force vive dans le phénoméne de la transmission libre
de la chaleur entre deux corps entretenus 2 des températures différentes ¢, ¢’ choque
éminemment notre bon sens, nous devons naturellement opter pour Dégalité
g'T(¢')=qT(¢)

Mais, dans ce cas-la, on se trouvera amené trés-manifestement a prendre la com-
mune valeur des produits g r (¢}, ¢'T(#') pour la mesure rationnellement exacte de
la quantité de chaleur qui passera d’un corps & un autre, et, a moins de supposer que
les physiciens n’aient pas réussi jusqu’a ce jour i bien mesurer ce que I'on doit nommer
une quantité de chaleur, on se trouvera conduit 3 admettre la relation

T (¢) = constante G.

Néanmoins, comme je n’ai pas ¢été arrété jusqu’ici dans mes calculs en regardant la

fonction I'(¢) comme une quantité variable, je continuerai 3 me tenir a ce point de
vue jusqu’au bout,

Ce sera donc la formule (44) que j'adopterai pour la mesure de la quantité de cha-
leur que recevra le condenseur dans une machine sans détente , tandis que la chaudiére
ne cessera pas de fournir une quantité de chaleur représentée par la formule { 39}; et
alors ce sera la formule (45) ou (45 bis) que 'on devra employer en place de la for-
mule(41) ou (41 bis), quand on voudra passer d'une machine & détente compléte a une
machine sans détente.

Quand enfin on voudra supposer

T/ t) = constante G,

la formule (45 bis) se réduira i son dernier terme,, et le rapport de ce dernier terme au
second membre de la formule (43 ) deviendra égal 4 la constante G.

Toutes ces formules seront d’ailleurs applicables jusqu’a la limite ol la derniére des
courbes J (¢, p) = constante « passera par I'un des points I, I’ de la fig. 2, selon que
la quantité entre parenthéses an second membre de Péquation (22 ter) sera positive
ou négative, et la valeur correspondante de «’ dépendra de I'une ou de I'antre des
formules (26 ).

Les valeurs correspondantes de la formule (41} seront respectivement

| (e ()= () — (H() — B (e (1) + Ttk (W — w) (1 (¢) = 7 (1),
| (et — e = (BE) =B @) 710) + T (W =)y () =7 (21,

46)

t : i i 1 [ [N R R RN RN RNy IR SN ] D N AR SN RRE |
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mais celles de la formule (45) ne seront pas assez simples pour que je me donne la
peine de les développer explicitement ici.

Aprés avoir épuisé, de cette maniére, tout ce qui est relatif 4 la détermination des
dimensions linéaires, des dimensions superficielles et des quantités de chaleur, i I'en-
tour des aires ii'%, ii’B'B, ii'B B,,..., surla fig. 2, je supposerai encore que I'on
veuille trouver la quantité de chaleur nécessaire Ie long d'une courbe quelconque
représentée par une équation arbitrairement donnée

x(vs t)=o.
En joignant alors une telle équation 2 la relation
P=2a(s),

on n’aurait qu'a effectuer I'élimination de la variable ¢ pour trouver Péquation de la
courbe donnée en v, p; et, réciproquement, si cette derniére équation était donnée ,
on n’aurait qu y substituer la relation
p=29(z)
pour trouver I'équation correspondante de la courbe en v, ¢.
La question étant ainsi posée, je remonte & la formule (23 ), ou plutét i la for-
mule (21), et j’en tire
0
e=H(t)+ 7~ (v—w)
(47) (0 + 5o —w)
Ce sera 'expression générale de « le long de la courbe donnée, pourvu que, au second
membre, on établisse entre v, £ la relation

x(v,t)=o0;
par conséquent, d’un point A un autre de la courbe donnée, on aura d’abord
ax ax
—Ldv4+—2dt = o
dv + dt ’
puis

. d Q' () d (o (t) Q@ (e)
(47 bis) du:{z[H(t)-——wm]+u(—1}[m];(h+‘_,{” dv,

S

et I'expression de la quantité de chaleur correspondante dy sera

_ R P LG IR A €40
(48 dg=q(t)du= r(t){d,(ﬂ(t.'~wm]+‘ ,%[ZT}]

Cwie
dt + 5{t) ‘J([\:— do

Quand I'équation donnée

se réduira a

¢ = constante,
on aura simplement
Y (¢
(1)
Tome XV1I1i. — Decesere 1853. 6

dy = (¢) do,

=
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et, par voie d’intégration , on en déduira, sous forme générale,
— 28 . .

9= 1(:)—‘_,—(‘)— v -+ fonction (¢);
puis, en exprimant que pour v = w on devra avoir § = 0, on trouvera particuliére-
ment

()

(49) 7—1(‘)m("—w)-

Ce sera la quantité de chaleur latente pour une augmentation de volume v — w, et,
quand on y substituera la valeur de ¢ — w tirée de la formule (47), on retrouvera
I'expression déja connue par la formule (37}, qui était
(49 bis) g={(u—H(2))y(e).
Quand I’équation de la courbe donnée se réduira a
¢ — constante,
on aura
dv=—o0,
et Péquation (48) fera trouver I'expression de la chaleur spécifique 4 volume constant
sous la forme -

(50) c.=7(t){d£,[ﬂ(t)—wg((7t))]+"d£¢[?"((:))]}’

puis, en développant et en faisant usage de expression connue de la fonction H (¢},
on aura

(50bi.!‘) cl:c'(t)—'/(‘)-;i((%'%+(v—w)?(t)3dt.(;z';((:7)],

ou, ce qui reviendra au méme, en remplacant la différence v — w par sa valeur tiree
de la formule {47},
Q' (¢t) dw kK (¢) d o' (¥)

(50[3") c|=c.l(t)_7(t)‘,/(‘) Z+[u—H(t)]7(t)Q'(t)dt "’(‘)

Quand on fera successivement

v=w et ¢v=W

dans la formule (50 bfs), on trouvera pour les deux limites correspondantes de ¢,,
veni, I, <
f . ﬂ’(!) dw
(5_) f(‘)—v(t)”—,)g;’
I
, Q' (t) dw p d Y.
c(‘)_'r(t)r(_t_;?}__*—\w_w)',(t)dt /f/(t) -
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mais ces limites de la quantité c,‘ ne seront applicables que de haut en bas sur Ia Sfig. 2,
C’est-a-dire pour des valeurs négatives de dr.

Quand, enfin, on voudra trouver la quantité de chaleur dg le long d’une courbe
uelconque dans une direction non paralléle aux axes Oe¢, Op, on devra employer la
q q p » OP, ploy
formule (48) dont le développement sera trés-compliqué et qui ne prendra une forme .
simple que lorsqu’on se bornera i écrire
IR g , o' (¢)
(48 bis) dg = ¢ (t)dt+ v (t)d W(u—w) .
Quand on fera
P=w
dans cette expression générale de dg, on retrouvera la relation connue
dg=¢c'(t)dt
le long de la courbe i, i’
On retrouvera encore la méme relation
dg==c"(t)dr
quand les variables o, ¢ satisferont 2 la condition
Q'(z)

m (V —_— W) = constante 4.

Le long de la courbe I, 11, on aura

(52) =W, ggch<,)+7(,,§(g;(f§(w_w)].

Quand, enfin, on voudra appliquer la formule (48 bis) tout & entour d’une courbe
fermée quelconque s, on trouvera d’abord

(63) [quzﬁsc’(t}dt—i-—vfs-y(t)d(%(tt))(a—w)]

Mais, d’une part, l'intégrale définie d’une différentielle exacte, tout a Pentour d'une
courbe fermée, sera toujours égale i zéro, et, d’autre part, on aura généralement

fyd.r:xy—fxdy,
Ty ¥,

4
f ydx:[z,y.-—-.t,,y‘,]-— z dy,
x

© Foy Xy

par suite, tout i I'entour d’une courbe fermée

5 s
.fvyd.r-_—.o—f zdy;
o o

(Jg..
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de telle sorte que la formule (53 ) se réduira a
. s s ﬂ’ t
(53 bis) | jo‘ dq:——jo‘ ‘—J—%(u—w)?’(t)dt.

L'aire S, délimitée par une pareille courbe fermée sur la fig. 2, pourra en méme
temps étre calculée, d’aprés les deux derniéres des formules (18), par I'une des expres-

Jons

s=["par=—["oap,
S=fo’r(z)d,,zﬁ‘r(,)c'(,)d,+fo’p(,).,(,)d[%(.,_w,],
(54) o +fo’/f(:)d(;‘,’§:))(,_.w)),
= oro— [ wig—wa

s 5 s
:-—f u!).’(t)dt:—f odp—_-+f pav.
0 0 o

Les formules (54) pourraient étre employées a retrouver d’une autre maniére
toutes les aires déja connues ii'k, #i'B'B, hi'%, 5B'B,...; mais je ne m'arréterai
pas a de pareilles vérifications ici.

Je me bornerai 4 faire remarquer que l'aire totale i’ I'l sera representée par l'inté-

i

1

grale
4 4

[55) f (W—w)dp:f (W —w)Q'(t)dt,

t i
¢t que, tout i 'entour de cette aire, la formule (53 bis) fera rouver

. s s Q 3y

(56) f dq.:—f A_—,(—t—'(W—w)y'(t)dt.

o o (¢

La discussion des formules (18) est ainsi véritablement compléte sans que j'aie eu &
faire usage de la relation fondamentale exprimée par la seconde des équations (18).

La seconde des formules (18 ) ne devra pourtant pas étre omise , car il est directe-
ment évident, d’aprés la nature physique des choses , que Pexpression de la chaleur
latente devra se réduire a la formule (g), et pour que cette réduction puisse se faire ,
il sera nécessaire et suffisant que l'on ait la seconde des formules (18), ainsi que
I’on pourra s'en assurer de nouveau par une comparaison directe entre les formules (g)

et (49)-

(R BETTE
L R Ry N L T PR AR T AR A
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Or la seconde des formules (18) exigera que I'on ait
Q(f) _ 1)L L

(51) Vi RO (W= = (W)’

et, par conséquent, cette valeur du rapport des fonctions ©'(t), # () pourra étre
substituée dans toutes les relations précédentes.

11y aura surtout de I’avantage 2 faire une telle substitution dans celles des relations
précédentes qui dépendront A la fois du rapport des fonctions 0’ (z), # (), et de la
différence W — w le long de la courbe limite I, IT, parce que ’on aura simplement

g P q p
o (t L
T W — )=
. # (2) 7 (¢)
(57 bis) o () L
T (W—w') = —.
#(2') (¢')

Mais on pourra mieux faire encore en adjoignant aux formules (18) une relation
auxiliaire qui aura une signification trés-nette au point de vue physique des choses , et
qui, par cette raison en méme temps que par sa forme algébrique, entrainera de grandes
simplifications dans différentes parties du sujet.

Je veux parler de la relation
¢ —

(58‘; sz—w,

des formules (7), (8), (9), dans lesquelles la lettre = m’a servi a désigner la fraction de
la masse entiére actuellement transformée en vapeur sous un volume donné ¢ du
mélange.

1l suffira, en effet , que I'on veuille faire nsage en méme temps des relations (57) et (58

pour que la formule (21) se réduise 4 la forme trés-simple
L
(59) «—H(t)=——+=x
) 7{2)
Quand on y remplacera ¢ par ¢ sans changer «, on aura & une autre hautew
p = (t') sur la fig. 2, le long d’une méme courbe 4 (¢, p) = constante «,

L’
5q bis) t—H(t' )= —F+~ 2
( 9 ’ ( ) 7 (‘I) ’
puis, en intervertissant les deux équations et en les retranchant 'une e I'autre,
L/ L Y ()
. Bqg ter) — & — ——x=H(¢ -—H(t):f 2L e
T G 1O ! 10 R

ce qui permettra de trouver les rapports x, et, par suite , les espacements proportion
nels de toutes les courbes de détente B'Bu, B B, u,,..., sur les droites horizontaie
i1, 'Y dela fig. 2, dés linstant qu'on connaitra la fonction H !¢} et le vapport de v
chaleur latente L A la fonction v (¢).
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Ce sera, ensuite , une deuxiéme question que celle de connaitre encore les longueurs
des droites i I, i'1’, ou les différences W — w, W' — o', de maniére 4 pouvoir déter-
miner les dimensions absolues dela fig. 2 au moyen de I'équation ( 58) qui fera trouver
respectivement

v=w+ (W—w)z,

(60) v=o 4+ (W—w)z.

Rien nest plus clair que cette maniére de scinder la théorie compléte en différentes
parties au moyen de la variable auxiliaire z , et je vais en présenter I'entier développe-
. Mment.

Les limites de z seront manifestement r—o0, z=1, et, par suite, on aura, en place
des formules (22), d’une part, le long de la courbe 4,7,

r=o0, u=H{s),
d’autre part, le long de la courbe 1T,

L
r=1 u=—H(t) 4+ —-
’ O +70
Quand ¢ variera, on aura, en place des formules (22 bis) et (22 ¢er), d’une part,
le long de la courbe i, 7 ¢,

(61)

(61 bis) z=0, du=

et, d’autre part, le long de la courbe L 1T,

{61 ter) r=1, du=— (_c;((:)) + (—%[7—?‘—)]) dr

En place de I'équation ( 23) on éerira

(62) z:[u—ﬂ(t)].’_(tl.

Ce sera Pexpression générale de la fraction z, de { en B sur la fig. 2.

En y remplagant ¢ par ¢’ sans changer z, on aura, de # en B’ sur la fig. 2,

(62 bis) x’:[u—-H(t’)]%’—),

et, en retranchant les deux formules I'une de I'autre,
(62 ter) 2w =@—A) L — w—A)

La valeur de z ne devant pas étre inférieure 3 H(¢*} pour que le point B’ ne tombhe
pas en deca de la courbe i,i¢’, il sera convenable de poser

(63) u=H{t"Y 4+ o
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Les formules (62), (62 bis), (62 ter) deviendront alors

x:[H(l’)—-H(t)]z(Tt)—+u'7—(t—)a

L
o — o _'_u/?(t')’
Ll
(64)
= 2 ()2t

7
0] {"'(‘)d_.uff"i’
=TT [ 7)) &

et 'on en conclura, tant pour les valeurs absolues de que pour les accroissements de
cette variable sur la fig. 2,

de i’ en &, (H(¢)—H ()1 =’(')fl'”’;’>,ﬁ,

L L 7(¢)
(7(t)
(64bi5) de k en B, u L )
t,
de i/ en B, u’v(L,),

.................................

La valeur de «’ des formules (63), (64), (64 bis) pourra dailleurs augmenter jus-
qu’a la limite od la derniére des courbes "} passera par 'un des points I, I', selon que
la quantité entre parenthéses, dans le second membre de la formule (61 ter), sera
positive ou négative,

De toute maniére , on aura, au point I,

L
u=H () + ——
0+3 (¢)’
L
W=u—H(t)= " (H(¢)—H () =L _
(65) 7(2)
et, au point I’,
L L’
a=H()+——, vW=u—H Y= .
(¢ T ) (')
De I en I la quantité « €prouvera un accroissement total » SOIt positif, sojt négatif | que
I'on trouvera par la différence

(H(¢')— B(x) +{,ﬁ,) - %]

(65 bis) ou, par I'intégrale définie,

[’;’_ggd,+["g(%],,,_
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La formule {57) pourra étre substituée encore dans les expressions de toutes les
aires qui dépendront du rapport des fonctions & (¢), k' (¢}, mais on n’y trouvera un
avantage réel que pour celles de ces aires qui aboutiront 2 la courbe III'; & moins
qu’on ne veuille se placer 3 un point de vne exactement inverse cn prenant x comme
variable indépendante de tous les calculs, auquel cas les formules (28), (29) et (30}
on les expressions générales des fonctions A, Q, R deviendront

{

\R:‘:I‘(t)LJ,‘+fl"(t]c’(t)dt+fwdp,

166 = (W —w)pr+wp,
Q:R—A:[F([)L—(W——u')p].r+ff(t)c’(t)(lt—fpd4t',

et se réduiront 3 un tel degré de simplicite, que chacune d’elles sera directement évi-
dente daus toutes ses parties dés I'instant qu’on se pénétrera bien de la relation fonda-
mentale
S=q'T(¢')—17(),

a laquelle j'ai ¢té amené par le cours naturel des idées dans la voie de raisonnement ou-
verte par M. Carnot, et de laquelle je suis parvenu 2 tirer tout le contenu du présent
Mémoire-

On pourra donc s'étonner que depuis longtemps je n’ai pas abandonné les for-
wules (28), (29) et (30) pour leur substituer les formules (66).

Mais pouvais-je abandonner les formules (18) aussitot apreés les avoir trouvées, et ne
faudra-t-il pas, en tout etat de choses, que 'on se serve de la variable #? Car, au moyen
des formules (66), on trouvera bien, d'un point ¢, x a un autre point quelconque

v, x' surla fig. 2,
t [
\R’—R:[[‘(t’)L’x'—-[‘(t)Lz]-i—f r(t)c'(t)dt+f wdp,
¢ t

(66 bis) ¢ N A=((W—a)pad—(W—w)pz)+&'p'—p,
{ o ——Q:{[F(t')L'— (W — o/ ) p' ) — (r)L.—(wW —w) p) |

‘l ‘I
-r-f I‘(t)c'(t)dt—f pdaw;
: t

wais il restera i savoir quelle devra étre la relation de z a =’ le long d’une courbe
donnée R Bu de Vespéce § (v, p) = constante «, et cette relation sera exprimée par la
formule (59 ter), 2 laquelle je ne suis parvenu qu’en passant par les formules (18), (19},
(20) et (21), etdont Iemploi dérangera la simplicité des formules (66 bis).

Les formules (66 bis) seraient, 3 la vérité, d’une commodité extréme si, au liev
d'aller le long d’une courbe B'Bx ou ¢ {v, p) = constante &, on voulait aller le long
d'une des courbes = = constante, dont j’ai dit un mot A Toccasion des formules (7]
et (8), et parmi lesquelles se trouveront toujours les courbes iy i/, LII', dont l'une
correspondra i x == 0 et l'autre azx=1.

1 ' :
! ! VEE b O RO TR TR
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Les formules (66 bis) pourront encore étre transformées trés-facilement en v, o
puisqu’il suffira d'y faire '

3

v —w

= ’

W —w

(67) o —
x':W*__W”

quelle que puisse étre d’ailleurs la relation de ¢ en fonction de ¢ ou de p le long d'une
courbe donnée quelconque. .

Mais je ne crois pas avoir besoiu de m’appesantir plus longuement la-dessus, et, pour
arriver 4 la fin de cette longue théorie dans Pexposition de laquelle la parfaite clarté
des choses a toujours été mon but principal, je veux me hiter de faire voir encore ce
que deviendra, a ce point de vue, au moyen de la variable auxiliaire =, le calcnl
de la quantité de chaleur dg le long d’une courbe donnée quelconque sur la fig. 2.

Te ne reprendrai pas une i une toutes celles des formules (36),...,(56) quise rap-
portent i cet objet; je e bornerai  remplacer la formule {(47) par
(68) a—=H(s)+

Z,

7(2)
et, par suite, la formule (47 bis) par

o 1. ¢ (t) L %y (e d{ L

68 bis) (lu:——‘-zlt—[—d[*—xj:{———{—x—[———]%(ﬂ-{»
(05 i) 708 7@ ) Ve T a0

ce qui me fera trouver, en place des formules (48) et (48 &is),

" dr,
Y ARS

‘ L
(69) r{r/:y(pdu:c’(_’t‘;a't-o-',(t)d[wx]q
/
et, en développant,
d
{69 bis rlr/:16’(1,}—#1'/’.!]‘%[:’—%)}«1{4—Lr(r

Dans le dernier terme du second membre, on reconnaitra immédiatement I'expres-
sion de la chaleur latente le long de la droite (I sur la £ig. 2, et la quantité entre pa-
renthéses dans le premier terme représentera la chaleur spécifique du mélange le long
d’une courbe z = constante.

En y faisant x = o et x =1, on retrouvera, d’une part, le long de la courbe 7,7/
T'expression conpue

dg =c'(¢)de,

et, d’autre part, le long de la courbe I,IT, en place de la formule .52},

. d L
(70) dg = c’~t)+7(t){—”[7—(t—)]

Pour trouver la chaleur spécifique du mélange & volume constant, il faudra qne ja

Tome XVIII. — Deceusae 1853. 70
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variable z soit assujettie a la relation
b—w=(W—w)z,
et qu’on ne fasse pas varier ¢ pendant la différentiation, ce qui fera trouver

—dw=(W —w)de+ zd (W —w),
et, par suite,
zd(W—w) dw

dr = — W —w W—w:

puis, en substituant dans la formule (69 bis) et en divisant dt, on aura, en place des
formules (50 bis ), (50 ter),
dq

{71) c.:zzc’(t)+z

d L L d L - dw
”"z[m]—ma(w—w) TW—wd

Quand on y fera respectivement z — 0, £ = 1, on trouvera pour les deux limites
de ¢, en place des formules (51),

dw

c,(t)—W——_—wE’
(72) , d( L L dw
¢ (‘)+?<')z(m]—w;—ww;"

mais ces limites de la quantité ¢, ne seront applicables que de haut en bas sur 1a fig. 2,
c’est-A-dire pour des valeurs négatives de dt.
Quand la variable z satisfera i la condition

L — )
1—(;5 x == constante ,
c’est- a-dire
L ¢v—w :
7-(‘—) m = constante,
ou bien

u — H(?) = constante,
on aura, d’aprés la formule (69 ), la méme expression
dg = ¢ (¢) dt
que le long de a courbe i,¢i’.
Quand la variahle x satisfera 2 la relation

L
—---x + H(¢) = constante,

7 (¢)

d[ L x)_____ff_H(_‘_) <)

atly(e) dt 2—7(()’

on aura
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et la formule (69) fera trouver
dg =o,

parce que, en effet, dans ce cas-la, on aura

% = constante,
€t,. par suite,

du—o, dg = y{t)du = o.

La formule (69) pouvant étre intégrée le long d’une courbe quelconque, on aura, en
Principe,

(3) f :’E‘dq:[c(_m e+ f v(t)d(%z)s

4 a

mais on aura aussi, en intégrant par parties,

f?(t)d(%x]=E4x—-f7L(%7’(t).dt,.

et, par suite, la formule (73) pourra étre remplacée par

(r38i5) [ ag [(:.)—c(ron+(Lx.—Loan—f”’ LE ) a,

01‘0

uis, quand on opérera tout i I'entour d’une ligne fermée s, on aura, en lace des
puis, » ) p

formules (54) et (54 bis),

0 [Ca= " 9(-Le o)=Ly tya

On aura en méme temps, pour Pexpression de Paire § délimitée par une pareille

courbe fermée, .
S
S = f I'(¢)dy,
(v}

et, au moyen de la formule (69), en ne perdant pas de vue que l'intégrale définje
d’une différentielle exacte & Pentour d’une ligne fermée sera toujours égale a zéro, on
trouvera, en place des formules (54),

(75) =/0':P(t)dq=£sf(t)v ( ) f VL[: ,’é (e)y(2)) dr.

Quand les deux relations générales

§ * Lx
(74 bis) j; dq=—£ DK tde,
Lz‘ d
(75 bis) S:—f‘: TT¢ dt[l"(t)'y(t\]dt

devront étre appliquées tout 4 I'entour d’une aire S qui sera délimitée sar la fig. » par

70..
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la courbe i,i’, par deux horizontales i1, i'l’, et par une autre courbe quelconque
allant d’un point B de I’horizontale i1 2 un autre point B, de I'horizontale i'T’, on
aura A faire z = o le long de la courbe i,ii’ et d¢ = o le long de chacune des droites
i1, 1 ; donc, en voulant déterminer les valeurs des intégrales en question, on trou-
vera zéro de i en i’, comme ausside Ben i et de i’ en B'.

Ainsi, les seconds membres des formules (74 bis), (75 bis ) se réduiront chacun 2 la
seule quantité que I'on trouvera par voie d'intégration de B, en B le long de la courbe
donnée qui passera par ces deux points, et ’'on aura tout uniment

$ 2 P _ Y Lz
j(:dq——f‘: T(f-)7(t)d‘~+_[ mv(")dﬁ
(76) s= [ P =— [ S5 LE@ @)
4 x
=+ [ TE @,

ce qui pourra servir a démontrer que 'on ne saurait avoir généralement

s
f dg=o0
[

+ (¢£) = constante,,

t’
d
S:f LI—E—Q-) de,
¢ dt

comme dans la maniére de voir de MM. Carnot et Clapeyron.
Cela pourra servir aussi A faire voir que, avec hypothése I' () = constante G, on

trouvera
s
S=6G f dg.
o

Mais le principal objet des formules (76) sera de faive trouver les deux intégrales

definies
s 5
f dg, f r(t)dq,
[+ o

sous leurs formes algébriques les plus simples possibles, avec la facilité de pouvoir
repasser A tout instant de ces formules simples a des formules explicites d’une plus
grande complication.

Je suppose, par exemple, que I'on doive avoir

qu’autant que I'on aura

et, par suite,

L
—— x = constante = /;

7(¢)

LR R S RN RN IRR L EaR] I A RN AN AL |
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alors on trouvera

fo dg =h(y(r')— 4(2)),
{717)

§
s= [ rdg=h(r ()5 0= v ()10,
mais ce ne sera qu'un exemple de calcul sans utilité réelle.
Je suppose, en second lien, que I'on doive avoir
L z 4-H (#) = constante —«
7(2) - 7

ou
L

'y(—t)x:u-ﬂ(t);

alors l'aire S se trouverz délimitée par I'une des courbes B'Bu«, BB u,..., et Fon
trouvera, en place des formules (41) et (42},

‘f dq=umt)—w(r1—f (6) (¢)de,
(78)

T(t)dg=u(r(t')y(t') —r(2)y(2))

\ —f H(t v (2)) dt,

puis, en appliquant aux derniers termes des seconds membres le procédé des intégra-
tions par parties, en ne perdant pas de vue que I’'on devra avoir

dH (z )_c'_(tj
TON
on sera conduit aux deux relations suivantes :
fsd’l—“l'r( )= (e))— (B(¢)y(t') —H(e) 5 (¢)] +et') — c(e),
(78 bis) § S=u(T (¢')y(¢') — T (¢) y(¢))— (H (¢') D)y (¢)—Hie)r(e)y ()
’ +fr(t)c'(t)dt,

ct, dans le cas ol I'on s’aviserait d’y faire
v=H(t)+ o,
on retrouverait précisément les formules (41) et (42).

Quand, enfin, la valeur de « devra étre telle que la derniére des courbes



554 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
S,

4(v, p) = constante & passe par 'un des points I, I, on aura, par rapport au point I,
P passe p P par rapport au po

L
=R
s , L ,
(79) j; dg = — (B(') —H(e)) (¢ )+m[7(t)—7(t)]+(c(:')__c(,)],
S=—[H<">—ﬂ(')lf(">v<t'>+%,)(r<:')v(r’)—r(:n(rn
+ [T (e)d (t)de,

et, par rapport au point I’,

u—=H (t’) +—m7
| f dg == em<z'>—n<rn7<:)+—’“ﬂ[w')—v(z)] (el —e(e]),

{79 bis) "y

§ = — (B (¢)— H () F(1)7(6)+ =5 (D)1 () =T (617 ()
+ [T (£) d(¢)de

Les secondes des formules (7g), (79 bis)serviront & remplacer les formules (46,
et les derniéres seront les expressions correspondantes des aires S.

Je ne m’arréterai pas i déterminer les expressions correspondantes de Iaire triangu-
laire 5B'B, qui représenterait le bénéfice de force motrice d’'une machine & vapeur a
détente compléte par rapport % une machine sans détente.

Je me bornerai i faire remarquer que les groupes de formules (79) et (79 bis) ne
seront pas applicables tous les deux, et que I'on devra prendre le groupe {7g) ou le
groupe (79 bis), selon que la quantité « ira en augmentant ou en diminuant avec ¢,
le long de la courbe LII’, c'est-a-dire selon que, dans le second membre de I'équa-

tion (61 ter), on aura

ey df L
(80] 'y—\-l—)+:1_l‘['r__(7)]> ou <().

Cela reviendra a dire que P'on devra employer celui des groupes (79) et (79 bis)
qui fera trouver la moindre valeur pour S; car, quand on retranchera chacune des

formules du groupe (79) de sa correspondante du groupe (79 bis), on trouvera les
différences que voici : N

pour #........ [H(t’)—H(t)]+[:’(L;,-)—%],
pour A/Ols':lq. .. [7(!')-—7(!)]{[“(!')——“(!)]4—[;%[’,)—:"%)!’

pour S....o... @)ty — e n |- + (-7 = 55
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en sorte que de I en I’, les intégrales définies

s s
f dg, S:f I(¢)dy,
f o

éprouveront des accroissements soit positifs, soit négatifs , qui seront égaux respective-
ment aux produits de 'accroissement de « par les facteurs

7(")—7(1‘):]‘” @Jt@dt,

P == [ 507 @

Je suppose d'ailleurs que, de 7 i ¢’, la variable « aille toujours en augmentant ou tou-
jours en diminuant, et alors il est bien clair que celle des aires S qui ne dépassera pas
la courbe I,I1’ correspondra au point I ou au point 1’ sur la fig. 2, selon que le pre-
mier membre des formules (61 ter) ou (80) sera positif ou négatif.

Les formules (76) seront directement applicables & I'aire ii’1’ I, quand on y tera
Z =1, et, par conséquent, "on aura tout 4 I'entour de l'aire ii'l'I, en place des

formules (56) et (57),

¥ t L
dq _—_f () de
;fo‘ & V(t)" ( ) ’

S fsr(t)d f‘, L d{l‘/t‘ () de
§ = g= [ - (U(tiy(e))dr,
o ¢ v (e)de VT

puis, en intégrant par parties,

$ ¢ d( L
f dg =(I'— L) — v(t)—(—x-)d’,
81 bis) ° ‘[ “ '):([)
{
S:[I‘(t’)L'—F(t)L]-——f I‘(t)'y(tlt—l(——yf))rit.

D’autre part, si Pon convient de désigner par C (¢) une fonction de ¢ qui soit telle,
que la différentielle de cette fonction ¢’ (¢)dt puisse représenter la quantité de chaleur
g le long de la courbe LII’, il faudra que, d'aprés la formule (70), I'on ait

d({ L
MipY— o 8
(82) C(e)=¢ kt,-—é—'y(t)dt(v (t)]’

(81)

{

et, par suite, les formules (81 bis) se réduiront 4

s

fo dg = (L'— L)+ (e(t') = ¢ (1)) — (C(¢') — € (2)).

(81 ter) , )
S:[l‘(t')L'——I‘(t)L]+f T(t)c'(¢)de —j T{)C (et
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La seconde des formules {81 fer) sera une conséquence immeédiate de la relation de
principe S =¢' T (¢') —qT(¢), et la premiére des formules (81 ter) sera directement
évidente sur la fig. 2, en ce que, de i en i’, puis de la en I, il faudra une quantité de
chaleur représentée par I'expression

(e(e') —e(e))+ L,

tandis que, de i en I, puisde 1A en 1’, le long de la courbe L,I1’, il faudra une quan-
tité de chaleur représentée par I'expression

L+ (C{¢)—c(2));

de telle sorte que, en soustrayant cette derniére expression de la précédente, on tom-
hera justement sur le second membre de la premiére des formuies (81 ter).

Ainsi donc, des deux groupes de formules (79 ) et (79 bis), on devra faire usage de
celui dont I'aire S sera la plus petite, on de celui dont I'aire S sera moindre que la
valeur de S des formules (81 zer), et ce sera le groupe (79) ou le groupe {79 bis) qui
se trouvera dans ce cas-l3, selon que le premier membre de la formule (8o) sera positif
ou négatif, cest-a-dire, en d’autres termes, quand la fonction y ( t) sera positive , selon
que la quantité C'(¢) de I'équation (82) sera positive ou negative.

La circonstance physique a laquelle cela correspondra est facile a assigner et pourra
ftre énoncée comme il suit :

Une masse de vapeur saturée, que l'on fera diminuer de volume par compression,
ne pourra rester a P'état de saturation qu’autant qu’on lui fournira de la chaleur quand
C'{¢) sera positif, et qu'on lui étera de la chaleur quand C’(t) sera négatif.

Donc, quand la compression se fera sans aucune addition ni soustraction de cha-
leur, il arrivera que, dans le premier cas, une partie de la vapeur existante passera
i I'etat liquide, et que, dans le second cas, toute la vapeur existante passera i l'etat
gazeux ou i I'état de vapeur surchauffée.

Le contraire arrivera dans I'un et Pautre cas quand le volume d’une masse de vapeur
saturée angmentera au lieu de diminuer.

La mesure du phénoméne se réduira d’ailleurs a avoir recours aux équations (63),
(68 bis), (69), (69 bis), etd y faire du = o, pour le cas d’une augmentation ou di-
minution du volume ¢ du mélange dans une enveloppe non perméable a la chaleur,
ce qui fera trouver généralement le long d’une courbe donnée B'Bu, d’aprés la for-
mule (68 bis),
+83) Ldzx — — (c'(t') +xy.t) d [—r—-]] de.

' ’ Chde ()

Quand, ensuite, on fera z = 1, pour que la formule (83) devienne applicable i

celle des courbes ¢ (v, p) qui partira du point I sur la fig. 2, on aura

d" L Y
4 — 4 fpV— ) ——
(84) Ldr = [c (¢ +o(0) A /(l)]] de,
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c’est-a-dire
(84 bis) Ldz = — C'(¢) dt,

et il y aura précipitation ou surchauffe selon que la différentielle dz ressortira de la
formule (84 bis) avec le signe — ou avec le signe +.

Toute valeur négative de dx sera la mesure de la quantité de vapeur qui se condensera
par suite d’un changement de volume dans une enveloppe non perméable & la chaleur
pendant que la température variera de ¢ & ¢ +- d¢, et la valeur négative correspondante
du produit Ldz sera la mesure de la quantité de chaleur latente qui deviendra libre
et qui sera employée & porter la masse de vapeur restante 1 — dz A sa nouvelle tem-
peérature de saturation ¢ - dt.

Par contre, toute valeur positive de dr sera un indice de surchauffe, et la valeur
correspondante du produit L dr sera la mesure de la quantité de chaleur employée &
produtte I'état surchauffé de la masse entiére 4 sa nouvelle température ¢ +- dt.

Quand on aura C'{¢) = 0, on trouvera en méme temps dz == o, le long de la
courbe § (¢, p ) = constante « partant du point I, et du = o le long de la courbe L IT’;
par suite, la derniére des courbes ¢ coincidera avec la courbe LIT, et les for-
mules (79), (79 bis) se confondront avec les formules (81 zer).

Tout cela étant supposé compris, jobserve que Yon aura

d [ L ]_ 1 dL Ly'(2)
dely(e)) oy (e) de y(2)

et que, par suite, la formule (82), servant i définir la quantité G (¢), se réduira i

dL ¥ ()
TN

(82 bis) C(ey=c(z)+

de telle sorte que, si les quantités L, ¢ (¢), C(¢) étaient connues, la formule (82 bis
pourrait servir 4 faire trouver la nature de la fonction ¢ (¢).
De la formule (82 bis) on conclura, en effet,

’ dL 17
*"(t)__c (t)+(l_t—c {?)
7(¢) L

puis, en maultipliant par d¢ et ep intégrant.

¥
. d .
d(:)+%‘— C(e

logy (2] = i de,

(82 ter)

ou, ce qui reviendra au méme,

Tome XVIIL. — Diceusre 1853. ~I
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Cela ne changera rien i la forme algébrique des formules (81 fer); mais, dans le
cas ol 'expérience ferait trouver

¢(t) + L — C(t) = constante,

le second membre de la premiére des équations (81 zer) se réduirait A zéro.
On aurait en méme temps
dL
c’(t)+7t—C’(t)= o,

et, par suite, les formules ( 82 ter) feraient trouver

7 (¢) = constante,

4 la maniére de voir de MM. Carnot et Clapeyron.

Quoi qu’il en soit, je suppose que, & Paide des formules (82 er), on soit parvenu
a détermiper la nature de la fonction y (z).

Faurai recours ensuite 4 la seconde des formules (18), et j’y remplacerai la fonc-
tion 4 (¢) par sa valear connue

k(t)=T(t)q(¢),
d’ou

(6= —[1‘( 7(2)),

ce qui me fera trouver d’abord
p(e)e(s) _ L

’

d W—w
S (0)9()
et, en transposant,
d ’
(83) @) =0 () (0),
puis, en multipliant par dt et en intégrant,
Ho=rrin= [T ey a,

(83 bis) d’otl, enfin,

7(,)fw‘ (e) y () e,

et ce sera le second membre de cette derniére formule qui devra étre sinon une con-
stante, du moins une méme fonction de ¢ pour tous les corps de la nature.

Si la fonction universelle I (¢) était connue, on se servirait de I'équation (83) d’une
autre maniére. On effectuerait la différentiation indiquée au premier membre et ’on
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diviserait les deux membres par la fonction 7(2), ce qui ferait avoir

7'(t) ' _W—-w ’
b+ =" a ),
(84) et, par conséquent,
Y () T (O (W—w)a'(s)
7(6) 7 T(6)"  T(gL ’

puis, en y substituant la premiére des formules (82 ter) et en chassant le dénomina-
teur T (¢) L, on aurait la condition universelle

(85) I‘(t)(c’(t)—{-d?f'— C’(t))+Lf’(t):(W—w).(l’(t).

On trouverait la méme relation d’une autre maniére si I'on remontait & la seconde
des formules (81 ter), et si I'on y faisait d’abord

' v
S:f (W-—W)dp:f (W —w) 0’ (¢)de,
t t
puis
=1t 4 dt,
ce qui ferait trouver

(856 (W—w)0/(¢) =2 (P(e)L) + (1) & () — T () o),

de telle sorte que, en développant le premier terme du second membre et en transpo-
sant, on aurait précisément équation (85).

Clest 1a le plus haut degré de généralilé que je puisse et doive donner a la théorie
des effets dynamiques de la chaleur pour un mélange de liquide et de vapeur saturée
de ce liquide, sans faire aucune hypothése, c’est-i-dire en ne m’appuyant que sur la
relation fondamentale

(86) s=¢r(@) =g = Larea,

4 laquelie j’ai ét¢ amené en me laissant aller au cours naturel des idées dans la voie de
raisonnement qui a été ouverte ou inventée par Carnot.

Et comme j'ai démontré rigoureusement que, pour un mélange de liquide et de va-
peur saturée de ce liquide, on devra avoir

'87) dq =y (t) du,

il en est résulté que la formule (86) s’est changeée en

(88) s= [ [Zr0r@aa,
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de telle sorte que, par une simple comparaison de la formule ( 88) avec 'ancienne for-
mnle de MV, Carnot et Clapeyron, qui était

(89) sff‘“;f') dt dg,

il me sera permis de dire que, dans la théorie exacte des vapeurs, ce seront, d’une

part, la quantité z ou la constante arbitraire de mes formules, et, d’autre part, la
fonction composée :

A(e)=r(e)r(e)
qui joueront exactement les mémes roles que ceux que MM. Carnot et Clapeyron
voulaient faire jouer de prime abord 2 une quantité de chaleur g et & la fonction
simple T (¢).

Yai expliqué d’ailleurs, en deux et méme en trois passages, que du moment od
'expérience ne vérifierait pas la relation y (¢) = constante, on ne saurait guére se
refuser 3 admettre 'hypothése T (¢) = constante, afin qu’il p’y edt pas de perte de
travail ou de force vive dans le phénoméne de la transmission libre de la chaleur entre
deux corps A, A’ A des températures dilférentes ¢, ¢'.

Toute quantité de chaleur deviendrait alors 1'équivalent immédiat d’une certaine
somme de travail ou de force vive, et, dans le cas od Pexpérience ferait trouver des
résultats différents, on serait conduit naturellement  penser que c’est la maniére usitee
de mesurer une quantité de chaleur qui est défectueuse.

Quoi qu’il en soit, avec I’hypothése
(go) T (¢) = constante G,

les formules (75) et (76 ), appliquées a une ligne fermée quelconque s, se réduiront a
une seule en ce gue I'on aura

(90 S=Gfo’dq=6fo’7(t)d[ﬁ';)x]=—Gfo’;"(—f;1'(t)dt-

La formule (85) se réduira A
(97) G[c'(z)+%’_ c’(t)] = (W—w)2'(8),

et les formules (82), (82 bis), (82 ter) ne changeront pas.

Aprés cet cxposé géncral de toute ma théorie des vapeurs, il me restc a ajouter
que la somme qui, dans les équations précédentes, est désignée par c(¢) + L est
précisément celle que M. Regnault a représentée, pour de la vapeur d'eau, par la
formule

(n ) =606,5 + 0,305t =a + br.
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Donc, pour de la vapeur d’eau, en partant de la formule de M. Regnault, et en
faisant
a=606,5, b=o0,305.
on aura
t) +L =a+ b,
(1 bis) «( ,) , “ ,
e(t’'Y+L'=a + be’,
et la premiére des formules (81 fer), c’est-a-dire I'expression de la quantité de chaleur
anéantie tout & lentour de la ligne {i"1'1 sur la fig. 2 deviendra

k]
(2) [ aa=sr—n—(cwy—cqy
0
On aura ensuite
.
c(t)+7t=b,

et la premiére des formules (82 ter) se réduira a
7(8) _b—c(z)
3 = 7
(%) 7(¢) L
Les formules (83), (83 &is), (84) ne changeront pas, et la condition (85) devien-
dra

(4) T —C () + LI (1) = (W —w) ' (:).
Quand on supposera, en outre,
e(t) =z¢,
on trouvera
(5) L=)—t=a—(1—8),,
et les formules (3), (4) prendront les formes un peu plus explicites
. Y()_ b—<(1)
(30 70 a0y

(48is) T —CEO)+(a—(1— b)) (1) = (W —w) 1),

ou, ce qui reviendra au méme, de la formule {3 &is) on conclura

f b—C' (1)
y(8)=¢ a—(l—-b)l’
et, au moyen de cette valeur de y (¢), on trouvera, d'aprés les formules (83 bis),

2 fW—w)a/(s)

(6) P(t)=1(t) a—(1—b5):

7 (¢)de.

Mais cela ne suffira pas pour trouver la fonction 7 (t) tant qu’on ne connaitra pas
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1a fonction C (¢), ni pour trouver la fonction T (¢) tant qu’on ne connaitra pas la fonc-
tion Q' (¢) et Pexpression de la différence W — w en L.

L’unité calorifique étant la quantité de chaleur nécessaire pour élever de 1 degré
centigrade la température de ¥ kilogramme d’eau, la différence W — w sera P'augmen—
tation de volume de 1 kilogramme d’ean transformé en vapeur.

Le métre cube ¢tant pris pour unité de volume, on aura, 3 trés-peu prés, pour la
valeur de la différence W — w 2 la température de 100 degres,

1,605 ;
mais on n’est pas encore bien fixé sur la loi d’aprés laquelle la différence W — & varie
avec ¢.

La fonction Q' (¢) est celle que I'on connait le mieux ; c’est la dérivée par rapport
A ¢ de I'équation

p=a(s).
En lingage interprétatif ordinaire , on peut dire que la quantité Q' (£) est I'accroisse-
ment de la pression p pour une augmentation de température de 1 degré.

Dans les Tables de M. Regnault, tome XX1 des Mémoires de U’ Académie des Sciences,
la pression p est mesurée par ]a hauteur d’une colonne de mercure évaluée en milli-
métres, en sorte que le nombre 760 y représente la pression de 1 atmospheére.

Mais quand on voudra prendre pour unité de travail le poids de 1 kilogramme
élevé 3 1 métre de hauteur et que le volume ¢ d’un fluide élastique sera exprimé en
métres cubes, il fandra que la pression p du fluide élastique soit représentée par le
poids d’un nombre équivalent de kilogrammes sur 1 métre carré de surface pour que
la valeur numérique du produit vp représente des kilogrammeétres.

D’autre part, le poids d’une colonne de mercure de 760 millimétres de hauteur sur
1 métre carré de surface est de 10333 kilogrammes.

Donc, avec 'emploi du kilogrammétre comme unité de travail , et avec le métre cube

comme unité de volume, toutes les pressions ou tensions des Tables de M. Regnault
“devront étre multipli¢es par le nombre

10333

—']—66_ = 13,596.

Ainsi, par exemple, i la température de 100 degrés on trouvera en millimétres de
mercure
Q' (1) = 27,15,

et, par suite, on aura ponr la valeur absolue correspondante de 0’ (¢), en kilogrammes
par metre carrc,

27,15 % 13,596 = 369,131.

La valeur de W — w i 100 degrés étant de 1,605 métres cubes, on trouvera pour la
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valeur absolue du produit (W — w) ' (¢) en kilogrammeétres ,

1,695 < 369,131 = 625,6179.
Cela ne permettra pas de faire usage de I'équation (6), mais Péquation (4 bis)
deviendra, i la température de 100 degrés,

(4 ter) T'(100) (0,305 —C'(100)) + 5391 (100) = 625,677.

On ne saurait aller plus avant sans connaitre Ia fonction C () en ce qui concerne la
détermination de la fonction y (¢) par la formule {3 bis), et, pareillement, sans con-
naitre la ldi de W — w en ¢ dans Ia formule (4 bis) ou dans la formule (6).

Cela posé¢, MM. Carnot et Clapeyron érigeraient en principe la relation

7(¢) = constante,

et, par suite, d’aprés les formules (3), (3 &7s), il leur faudrait supposer
C'(t) = 0,305,

c’est-a-dire

(7) C(¢) = 0,305 ¢ 4 constante.’

De la formule ( 2} ils concluraient

s
f dg=o
o

tout A 'entour de la courbe i:'V1, et la formule (4 bis) leur ferait trouver générale -~
ment
(W—w)a'(t) _ (W—w)2/(¢)

(8) i) = a—{1—5)¢ ~ 606,5 —0,605¢

par suite, ils auraient, & la température de 100 degrés, d’aprés la formule (4 ter),
; 625 ,6

(8 bis) F’(IOO)=—5—§77—721,165.

MM. Regnault, Joule, etc., admettent, au contraire, que I'on devra avoir
[ (¢) = constante G,
et, par suite,
r'(tl=o,
ce qui réduira les formules (4 ) et (4 bis) a
(4 quater) G[b—C’(t)]:(W—w).().’(t).

Ainsi la différence W — w devra varier en raison directe de la différence b — (’ (£) et
en raison inverse de Q' (¢)
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Il faudra que l’on ait
C(n<s,
et le second membre de la formule (2) ne se réduira plus i zero.
On admet communément gue ’expérience doit vérifier la relation
C(t)=o,
mais les conséquences que I'on trouvera dans ce cas-12 rentreront dans le cas plus géne-
ral ot I'on supposera
/ C’(t) = constante = §§,
9! , et, par suite,
( C(¢) = B¢ -+ constante.

De la formule {2 ) on conclura alors

10y [ ar=p—pye—0

pour la quantité de chaleur anéantie tout i P'entour de Iaire / 11 sur la fig. 2.
La formule (3 bis) deviendra

Y0 b—8

(3 ter) v(¢) a—(l—-b)t’

et, par voie d'intégration, on en conclura

b—p

5 log(a— (1— b) t) + log constante,

log y(#) = —

¢’est-a-dire
constante
b—2
(a—(1—b)e)—*

(3 quater) 7(t)=

Les formules {§ ter), (4 quater) feront trouver, a la température de 100 degrés,
G (b — B) = 625,677,
d'otl
_ 625,677
(1) 6==_¢"

Ainsi, la constante G sera inversement proportionnelle a la différence constante
b — B, et, quelque valeur que I'on veuille attribuer 3 cette différence, cela ne
changera rien & la nature de la courbe LIY surla fig. 1, puisque, d’aprés I'équa-
tion (4 quater), on devra avoir tout le long de cette courbe

(W — w) Q' () = constante,
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et, & la temperature de 100 degrés,
W—w=1,695,
Q'(t) = 27,15 < 13,506 = 369,131.
Liaire {#T'I de la fig. 2 sera égale au produit de la constante G par le second

membre de la formule (10), et comme la constante G dépendra de 'équation (11),
on aura

(12) G(b—B)(t'—1t) =625,677 (¢ —1).

Ainsi, par exemple, dans une machine a vapeur théoriquement parfaite 2 détente
compléte, ol I'on aura

¢’ =100°, t=>5o,
et ou, pour chaque kilogramme de vapeur dépensée, la chaudiére aura i fournir une
quantité de chaleur égale 4
{100 — 50) + 537 = 587,

la quantité de chaleur anéantie qui ne paraitra pas dans le condenseur sera égale 2

(13) (b —B) <50 = (0,305 — B) < 50.

Le maximum de travail théoriquement possible avec une telle perte de chaleur
sera

(14) G (b — B} <X 50 = 625,677 < 50 = 31284.

Dans une machine sans détente, entre les mémes limites de température 2’ = 100,
t= 50, on utilisera une quantité de travail égale au produit (W—w)(p'—p),
et, d’aprés les Tables de M. Reguault, la différence p’— p serait mesurée par une
colonne de 668 millimétres de mercure; par suite, on utiliserait une quantité de
travail égale an produit

(15) 1,695 >< 668 < 13,596 = 15304,

c'est-a-dire, en nombre rond, la moitié seulement de ce que P'on obtiendrait dans
une machine & détente compléte. Par conséquent, la quantité de chaleur détruite
qui ne reparaitrait pas dans le condenseur serait aussi, en nombre rond, la moitié¢ du

second membre de la formule (13).
Ainsi, du moment o Yon supposera

C’ (¢) == constante §,

rien ne changera dans les seconds membres des formules (14) et (15); ce seront les
quantités

s
G, / dq et la fonction ¢ (¢)
o

seulement qui prendront d’antres valeurs.
Tome XVII1.— Dicrysre 1853, ~2
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Quand on fera
f=16=o0,305,
(16 on trouvera
G=ox, /” dg = o, «(t)= constante,
<0
et U'on retombera sur la maniére de voir de MM. Carnot et Clapeyron.
Quand on fera
p=o,
, on trouvera
(17) o = 625,77

0,305 2052,

et ie second membre de la formule (13 ), c’est-a-dire la quantité de chaleur anéantie
dans une machine a détente compléte pour

t"= 100 et t=50,
sera
0,305 < 50 == 15,25.

Dans la machine correspondante sans détente, on trouvera la moiti¢ environ,
ou 17,5.

La formule {3 quater) deviendra, dans ce cas-la,

constante
(18 g (1) = 5305’

(606,5 — 0695 t)°:69°

et, quand on y fera respectivement

t =50, t= 100,
on trouvera

constante
7(50) = 16,22
. (100) __ constante
/ T 15,78

Ainsi la fonction ¥ (¢) augmentera trés-lentement avec ¢, et dans la proportion de
158 4 162 seulement depuis £ = 50 jusqu’d ¢ = 100..

M. Joule admet que 'on doit avoir

T'(¢) = constante G;

mais il assigne 3 la constante G une valeur & peu prés cing fois plus petite que le
nombre trouvé 2052.
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Selon M. Joule, la quantité de chaleur nécessaire pour augmenter de 1 degré Fa-
renheit la température d’une livre d’eau, a pour équivalent mécanique une quantité
de force motrice égale  celle d’un poids de 772 livres élevé  la hauteur d’un pied.

. . iy . . 100
Cela revient a dire que la quantité de chaleur nécessaire pour augmenter de —— de-

180
grés centigrades la température d’un kilogramme d’eau, a pour équivalent mécanique
une quantité de force motrice égale 2 celle d’un poids de 772 kilogrammes élevé a la
hauteur de o0™,3048, et de 12 on conclut que P'unité de chaleur précédemment em-

ployée doit avoir pour équivalent mécanique un nombre de kilogrammétres représentés
par le nombre

180
772 < 0,3048 < = 424.
Pour que la formule (11) donnit cette valeur, il faudrait que I'on eut

625,
b—ﬂ:—424722 1,476,

et, par conséquent,

B:b——1,47620,305—1,476:r—1,1-|

407

¢(t)=-— 1,171t 4 constante.
Le second membre de la formule (13), c'est-a-dire la quantité de chaleur anéantie
dans une machine théoriquement parfaite, i détente compléte, serait

1,476 >< 50 =173,8.

Dans la machine sans détente, ce ne serait que la moitié environ , ou

15394
Tk = 03
{pour une dépense de 587 unités de chaleur par la chaudiére dans un et 'autre cas ..

La formule {3 quater) deviendrait

constante
r(1)= 46

(606,5 — 0,695 £)°-695

et, en y faisant respectivement

t =250, t=r100,
on trouverait

constante
¥ (50) =

717100

constante
¢ (100) =

627700 ’
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Ainsi, la fonction v ( ¢) augmenterait dans la proportion de 63 a 72,det=>502
{ == 100.

La se termine le réle que je m’étais proposé de remplir, celui d’exposer une theorie
compléte des effets dynamiques de la chaleur par des formules explicitement déve-
loppées qui permettront de soumettre au calcul telles hypothéses que 'on voudra sur
les chaleurs spécifiques et sur les chaleurs latentes des gaz et des vapeurs en méme
temps que sur I'utilité dynamique de ces fluides élastiques dans la théorie générale des
machines 4 vapeur.

Je réserverai pour une autre fois Papplication de ces formules 2 la théorie du ther-
mométre, qui faisait partie encore du Mémoire que j'ai présenté a I'Institut dans la
séance du 24 novembre 1851.

FIN DU DIX-HUITIEME VOLUME.
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