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Sur la convergence des séries trigonométriques procédant

suvant les multiples d’un méme arc;

Par M. H. HOLMGREN.

Dans un Mémoire inséré au Journal de M. Grunert (Archiv der
Mathematik und Physik), M. Malmsten a démontré que les séries
réelles infinies

1o U, COS X ~+ Uy COB 2. -+ Uy COS 3+ ...,
u, Sin & + u,sin 2. + Uy sin 3x +...,
sont convergentes quand la fonction u, tendant vers zéro finit par
étre toujours de méme signe et sans cesse numériquement décrois-
sante pour des valeurs croissantes de n; pourvu toutefois que x ne
soit pas de la forme 2 kn, k étant un nombre entier positif, nul ou
négatif.
Voict une nouvelle démonstration de ce théoréme remarquable.

Pour comprendre nos deux séries dans un méme calcul, considé-
rons la somme

Sp = 1,08 LT - U, COS (. + 1) T + Uy COS (1 + 2) T + ...

."l’) .
A 4 Uy COS(fh+ 2 — 1) X + EqCOS (P + n)x,

ou p. est une quantité quelconque, et ot nous supposons d’abord la
fonction u, quelconque aussi, sauf a lui imposer plus tard des condi-

. T » I . .
tions. Multiplions cette somme par 2 sin 5 &, puis décomposons chaque

terme du second membre d’aprés la formule
P

Lo .. . . 1, . . ! .
lell;:lCUb([L—l—l).Z _hlll([1.+l+5/j.1‘—8111 (p.—o—z—;).r.
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nous atirons

L1 . 1 . 1
zsm;x.S,,:uosm ({L —+—;>.r—— U, sin (\}L—- ;)x
. 3 . 1
u, sin (p.—!— ;>x—u,sm (p.—t—; x
. 5 .o 3
Uy SIN Kpn—i— S )& — uysin Kp.+ ;) x

...............

. an—1 . 2n—3 )
Up_ySID | Q. + — T — UpySiD (o + — a

\

. 2n 41 . 2n — 1
U, sin ([J. -+ > ).Z‘— U, Sm (lu—l— = . )1‘

et, en joignant les termes deux a deux diagonalement,

. 1
asm;.r.s,,

. _ - 1 . I / Vsi 3 ‘
)\ = — U, s [L—;])w—l—(uo—u.)sln !J,—f—; 1’+\u¢"—u2(5"1 (‘U.“f—;)l -
o 2n—1 . 2741

+ (Up—y — Uy )siD (‘u—% ——2-—>x+u,,sm ({J.—l— 2——)

Faisant, pour abréger,

.

— u,sin (g — %\T + (#o— 1) sin <p.+ '5) x + (U, — uy)sin (p. + %) a

3N
‘ 4 (Up_, — U, sin (:p.—i—znv]).r: u,,
on a
2 siné.r.S,,: U, + u,sin (p. + 2": I-) x,
d’on
4> sn_—:__'___[U,,+z¢,,sin (;:.-1—2”;.1.‘) _xl

.1
28N —-x
2

Cette formule, n’étant qu’une identité, subsiste quel ue soit le
nombre entier n. Supposant donc rn infiniment grand, nous avons

29..
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lim S, ou la somme de la série infinie

‘ uocosp,a + 1, Cos (1) + uyCos(p + 2) 2 +...
! . . . 2n41 .
( [hm U,, + lim #, sin (p. + — ) x]

2 sin — .1:

Dans cette formule,

6) glimUn———’ —uosin(fl-—i).r+(uo—u.)sin (1“*‘3“

. 3
\ + (&, — u,) sin (p+;>x+....

est aussi une série infinie; mais on démontre facilement que cette
série a une somme finie et déterminée lorsque la fonction u, est con-
stamment de méme signe et numériquement décroissante pour des
valeurs trés-grandes et croissantes de 7n: jusqu’ici, du reste, peu im-
porte que lim u, soit égale ou non a zéro.

En effet, supposons que depuis # = m (m étant un nombre jini et
entier) u, décroisse constamment en restant, par exemple, positive,
et désignons par A la quantité finie et déterminée

- Uy 8in (p.— -—).x+( o — U, ) 6iD (p. +§)d‘+(u. — I,)sin (p.+g> X + ...

. 2m—1
+ (Upy — Uip) SID (p.+ - )ar;

nous aurons, €n prenant n>m,

. 2m—+41 . 2m 43
,,—A:(u,,,—-u,,,+,)51n (P"*_ )‘T+(um+4—um+2)5‘n (P’+ 2 ).Z’+...

. . 2n—1
+(Up_y — U,)sin (p. +— )x.

Les différences t,, ~ 241, Umiy — Uiz y--- €tant toutes positives; et
les facteurs par lesquels elles sont multipliées étant tout au plus
égaux a P'unité quant i leurs valeurs numériques, le second membre

de cette égalité ne peut pas étre numériquement plus grand que la
somme

(um - u"H-.,) + (Ui 7 um-i-a) + ...+ (-u,,_. - un) = Uy — Up)
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par conséquent,

en ayant égard seulement 4 la valeur numérique de U, — A. Or A,
un et u, sont toujours des quantités finies; donc U, et lim U, sont
aussi des quantités finies.

Pour démontrer que lim U, est aussi une quantité déterminée, il
suffit de prouver que la somme d’un nombre quelconque de termes
qui, dans cette série, suivent le r*™ terme, diminue &2 mesure que »
devient plus grand et s’évanouit pour r = «, puisque alors la quan-
tit¢ finie lim U, devient indépendante de 7, et, par conséquent,
déterminée. Prenons donc un nombre quelconque 4 de ces termes;
nous trouvons, par un raisonnement tout a fait semblable a celui que
nous venons d’employer, que la valeur numérique de leur somme

ar—41
).1'—}—...

2r-+ 3
2

2(r+2k) —1] x

(u, — U,y )sin <p. + ) X+ (Upyy — Upyp) SID <p. -+

3

+ (Upps—y — Upyx) SIN [p. +
ne peut surpasser &, — U, x; Or, a esure que r croit, cette différence
diminue et s’évanouit lorsque r = «, puisque, d’aprés la condition
relative 4 u,, on a nécessairement

lim &, = lim «,,,.
Ainsi lim U, est une quantité finie et déterminée.

Revenant maintenant a ’équation (5), nous en tirons immédiate-
ment la conclusion suivante :

Pourvu que sin %a: ne soit pas nul ou que x ne soit pas de la forme
akn (k étant un nombre entier positif, nul ou negatif), la somme de
la série infinie
UoCOS LT ~+ 1y COS([L + 1) X + uyCO8(fa + 2) & + Uy cos (p—+ 3)x+...
est toujours finie lorsque u, finit par étre constamment de méme signe

et numériquement decroissante pour des valeurs croissantes du nombre
entier n. Cette somme est, du reste, déterminée lorsque lim u, = o,
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27241
+ ) x, dans le cas

mais indéterminée a cause du facteur sin (pt —~+
0w him u, r'est pas zéro.

Remarquons d’ailleurs que lorsque lim «, differe de zéro, la for-
mule { 5) permet d’assigner complétement le mode d’indétermination
de la somme.

Mettons, dans la formule (5), p — ;f; au heu de p., nous aurons

UpSINPUX + Uy SID (L +1)X + uysin (L + 2) a0 +...

V7 = —. 'I-V[IimU,.—i-limu,,cos(pL-q-2":"1).2,"]7
28in—x - : -
2
o
" SIimU,,:—uocos(pL—%)x+(uo—u.)cos<p+%).r
R 3
{ +ut,—u,)cos<p+;)x+...

et nous voyons immédiatement que la série infinie
HySIN UL+ 2, 8I0 (1) X + U, Sin(p-) 2)2 + ugsin(p +3)a + .. .,

est assujettie aux meémes conditions de convergence que nous venons
de trouver pour la série dont elle dérive.

Pour u = 0. nous avons les séries traitées par M. Malmsten.




