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MEMOIRE
SUR LES FONCTIONS DE QUATRE, CINQ ET SIX LETTRES;

Par M. J.-A. SERRET.

Je me propose ici d’examiner les différents cas que peuvent pré-
senter les fonctions de quatre et de cinq lettres, et un cas particulier
remarquable des fonctions de six lettres. °

Rappelons d’abord la définition des fonctions semblables. Deux
fonctions d'un nombre quelconque n de lettres sont dites semblables,
lorsque les permutations qui changent la valeur de I'une changent
aussi la valeur de l'autre. On sait, en outre, que, st V et y sont des
fonctions semblables de n lettres ayant p valeurs distinctes, la fonc-
tion V peut étre exprimée par un polynéme entier et rationnel de

degré p.—1 en y, et dont les coefficients sont des fonctions symé-
triques.

LemMme 1. Le nombre des wvaleurs d’'une fbncti&n d’un nombre
quelconque n de lettres, peut étre représenté par p. + p' + p’ +...,
Uy 1y (', étant les nombres de valeurs distinctes que Fon obtient en
permutant différents groupes composés chacun d’un méme nombre m
de lettres.

Soit

V=g¢(a,b,c,d,., k1)
une fonction de n lettres. Supposons que, par les permutations de i

lettres
g, hyey ko1,

la fonction V prenne valeurs distinctes
‘Tl b V27' (] V,u’
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et que, par les permutations de toutes les lettres, elie prenne les p. + »
valeurs
‘ : Voo Voo V..
Le produit :
(& —=V)(x=V)(x —V,,)

est une fonction symétrique des n leftres a, b,c,d,..., k, 1; pareille-
ment - ' o -
(X —=V)(x—=V)..(x -V,

est une fonction symétrique des m leitres g h,..., k, I; donc le produit
(r — Vi) (&~ Vo). =V,

qu’on obtient en divisant les deux produits précédents I'un par ’autre,
est aussi une fonction_symétrique des m lettres g, k..., k, 1.

Si la fonction Vst peut prendre les v valeurs

VM-H H V,u+2’ RAEE) V,u+v

par les permutations des lettres 8s Ry &, I; comme elle ne peut en
prendre d’autres [*], il y aura nécessairement lettres dont les per-
mutations feront acquérir & V un nombre de valeurs égal a v, et, dans
ce cas, notre proposition est démontrée.

+ Supposons donc que V., ne puisse prendre que les p! valeurs
‘ Vietr Viigyoo, Vs
par les permutations de 8 ey by 15 que V usw'ss prenne les pf’ valeurs
V,u+p’+n V,u—o-/z’-a-z’ rery V/L—w—/l-"—o—/t"

par les permutations de ces mémes letires; que pareillement, si v sur-
passe p' + p’, Vo o un., prenne les p” valeurs \

V,u+/l-'+/¢”+i 100y V}A+/A’+/&”+/l:”"

et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on ait épuisé toutes les valeurs de V;
alors le nombre des valeurs de V sera po+ @+ p’ ..., et les fonc-

[*] D’apres la proposition I du Mémoire précédent.
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tions Vi, V., Vo, Viip'snsins... auront respectivement
IR R P

valeurs par les permutations des m lettres g, Ry, k, l; dou il suit
que Fon pourra former différents groupes de m lettres, tels que par
les permutations des lettres de chaque groupe, la fonction V prenne

des nombres de valeurs respectivement égaux 4 u, gy ... Ce qu'il
fallait démontrer.

Lemme I1. S8i une fonction de n lettres a p. valeurs par les per-

mutations de n — 1 lettres, le nombre total de ses valeurs est un
diviseur du produit nu. .

Soit
V= <p(a, b, C, d,..., /i', l)
une fonction de 7 lettres, et représentons par
(") ¢ (@) ¢2(@)-.., oula),

les valeurs en nombre P que peut prendre cette fonction par les per-
mutations des 7 — 1 lettres

b, ¢, d,.., k, L

Si dans les fonctions (1) on transpose la lettre a avec chacune des

7 —1 autres, on aura (n —1) u nouvelles valeurs de V, ce qui fera nu.
en tout. Ecrivons ces ny valeurs

?i(@y (@) s pu(a),
(loi (b) ? 902 (b)’ vy QD‘IL (b) ]
(2) erlely 92(C)seny ule)
9()y @a(lhersy 9u(l),
qui serént évidemment les seules que la fonction V puisse acquérir. *

Je dis maintenant que si ces np valeurs ne sont pas distinctes, chacune
des valeurs distinctes se trouve répétée le méme nombre de fois, Sup-
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posons, en effet, que I'une des fonctions (2), que je représenterai
simplement par V, se trouve reproduite ) fois, et soit V' une quel-
conque des fonctions (2) distinctes de V. Faisons la permutation par
laquelle on passe de V' & V, les fonctions (2) ne feront que se chan-
ger les unes dans les autres. Par conséquent, la fonction V', qui est
devenue V, étant reproduite X fois, I’était aussi X fois avant la permu-
tation. Ce qu’il fallait démontrer.

§ I

Des fonctions de quatre lettres.

Gt

Soit =
V=¢(a, byc,d)

une fonction de quatre lettres a, b, ¢, d.

Le nombre des valeurs que peut prendre cette fonction pai' les
permutations de trois lettres devant étre un diviseur du produit r.2.3
sera nécessairement ’un des quatre nombres

1, 2, 3, 6;

il y a donc quatre cas a distinguer, suivant que la fonction prend une,
deux ou trois valeurs par les permutations de trois lettres, et enfin, le
cas ou la fonction prend toujours six valeurs distinctes par les permu-
tations de trois lettres quelconques.

1°. Supposons que la fonction V soit symétrique par rapport aux
trois lettres 4, ¢, d.

Dans ce cas, elle a quatre valears par les permutations des quatre
lettres, ou elle n’en a qu’une senle. La fonction est semblable & I'un
des deux types suivants -

a, a+b+c+d.

2°. Supposons que la fonction 'V ait deux. valeurs par les permu-_
tations des trois lettres b, ¢, d.
Alors, elle a la forme

A+Bb—c)lb—d)c—d),

LI ' . : [ N O R BNy IR A R N RN FR R R RN N RN LA SRR R ;wr»



' B AR
vicome v 1 e

T R T E R

PURES ET APPLIQUEES. 4o

en désignant par A et B des fonctions de a, b, ¢, d symétriques par
rapport 4 b, ¢, d; ou mieux la forme

A+ By,
en posant

v:(a-—b)(a—c‘)(a——d)(b—c)(b——d)(c—d).

'Si A ct B sont symétriques par rapport aux quatre lettres a, b, ¢, d,
la fonction V a deux valeurs seulement et elle est semblable 2 la fonc-
tion type v. Si, au contraire, Pune des fonctions A et B n’est symé-
trique que par rapport aux trois lettres b, ¢, d, la fonction V a huit
valeurs, et elle est semblable au type ’

(b—c)(b—d)(c—d)

3¢. Supposons que la fonction V ait trois valeurs par les permu-
tations des trois lettres &, ¢, d.

Dans ce cas, elle est symétrique par rapport a deux de ces trois
jettres. Admettons que ce soit par rapport a ¢ et d. Alars, si la fone-
tion V est symétrique par rapport aux trois letires a, ¢, d, elle a
quatre valeurs, et son type est indiqué plus haut.

Si V n’est pas symétrique par rapport aux letires a, ¢, d, il peut
arriver qu'elle soit symétrique par rapport aux lettres a et &, ou qu’elle
ne le soit pas. Dans le dernier cas, le nombre des valeurs de V est évi-
demment égal au nombre des arrangements de quatre lettres deux 2
deux, ¢est-i-dire 4 douze, et la fonction V est semblable au type

- @+ 2b—c—d.

Si la fonction V est, au contraire, symétrique par rapport aux lettres
@ et b en méme temps qu’elle U'est par rapport aux lettres ¢ et d, et
que, de plus, elle change par le changement régiproque de a et b en
¢ et d, le nombre de ses valeurs est évidemment égal au nombre des
combinaisons de quatre lettres deux a deux, Cest-a-dire a 6, et la
fonction est semblable au type

at+b—c—d

Tome XV. — Fevnier 18%0. 7
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Mais, si la fonction V, symétrique par rapport 4 @ et b et par rapport
a ¢ et d, ne change pas par le changement réciproque de @ et 4 en ¢
et d, le nombre de ses valeurs est la moitié du nombre des combi-
naisons de quatre lettres deux 4 deux, c’est-a-dire 3, et la fonction
est semblable aux deux types équivalents

(@a+b—c—d? ab+ cd

4°. Supposons maintenant que la fonction V ait toujours six va-
leurs distinctes par les permutations de trois quelconques des quatre
letires @, b, ¢, d. Le nombre total des valeurs de V doit diviser le
produit 1.2.3.4 = 24, et, d’apres le lemme I, il doit étre un mul-
tiple de 6; il sera donc égal & 6, 12 ou 24. Nous examinerons d'abord
le premier cas.

Puisque la fonction V n’a que six valeurs distinctes, parmi les
244 permntations des 4 lettres a, &, ¢, d, il y en a quatre qui font ac-
quérir 4 la fonction la méme valeur; d’ailleurs deux permutations, ou
I'une des quatre lettres @, &, ¢, d occupe la méme place, ne peuvent
correspondre & des valeurs égales de V, puisque cette fonction prend
ses six valeurs par les permutations de trois lettres quelconques ; donc
les quatre permutations qui font acquérir 4 V la méme valeur sont
comprises dans les dix suivantes :

() a, byc,d; (2) 0, a,d c; () e, d,a,b; 8)d, c,b, a;
(3) b,¢,d, a; (6) ¢, d, b, a; (9) d, ¢, a, b;
4) &, d, @, ¢; (7) ¢, a, d, b; (10) d, a, b, c.
Or les six permutations 3), (&), 6), (7), (9), (10) se déduisent de la
premiere par une substitution circulaire [*]; il arrivera donc de deux

choses T'une: oun bien la fonction V ne sera pas changée par une
substitution circulaireseffectuse sur les quatre lettres qu’elle renferme,

[*] Une substitution est dite circulaire lorsque, ayant écrit un certain nombre de
lettres dans un ordre quelconque aux sommets d’un polygone régulier, 1a substitution
consiste & remplacer chaquae lettre par cetle qui la suit.
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ou bien les permutations (1), (2), (5), (8), cC’est-a-dire

a, b, c, d;‘
b, a, d, c;
c, d, a, b;

, €y b, a;

lui feront acquérir la méme valeur. Dans ce dernier cas, la fonction V
ne change pas quand on transpose deux lettres quelconques, pourvu

qu’on transpose en méme temps les deux autres. Elle est semblable
au type

(@ —b) (c — d).

Si, au contraire, la fonction V reste invariable par une permutation
circulaire,, par exemple par celle qui équivaut au changement de a,
b,c,denc,d,b,a, et quon représente par la notation

abcd\
cdba
elle ne changera pas non plus en répétant deux ou trois fois cette
méme permutation, car I'égalité
v(a,b,c,d)y=0(,d, b, a
entraine les deux suivantes :
plc,d,b,a) =¢(b,a,d,c),
pb,a,d,c)=9(d,c, a,b).
La fonction V est alors semblable au type
(@—=8)(c—d)la—0b—(c—d)]

Considérons maintenant le cas ou la fonction V a douze valeurs.
Alors elle doit nécessairement changer de valeur par une permutation
circulaire des quatre lettres a, b, ¢, d, car autrement elle n’aurait

~
JAN
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que six valeurs, par conséquent, parmi les quatre permutations

a, b, ¢, d;
b, a, d, c;
¢, d, a, b;
d, ¢, b, a.

Il 'y en a deux qui font acquérir la méme valeur  la fonction V. En
d’autres termes, la fonction V doit rester la méme quand on fait les
transpositions (a, b) et (¢, d), ou (a, ¢) et (b, d), ou (a, d) et (b, c).
La fonction est semblable au type

(@ 4+ 2b) (c + 2d),

qui ne change pas par Veffet des deux transpositions (g, c) et (b, d).
Enfin, si la fonction V a vingt-quatre valeurs, elle sera semblable

au type
a-+2b+ 3¢+ 4d.

Résumd.

I1 résulte de cette discussion que les fonctions de quatre lettres
peuvent étre partagées en onze classes de la maniére suivante :

1°. Les fonctions symétriques;

2°. Les fonctions qui ont deux valeurs distinctes;

3°. Les fonctions qui ont trois valeurs distinctes;

4°. Les fonctions qui ont quatre valeurs distinctes. Elles sont symé-
triques par rapport & trois lettres;

5°. Les fonctions qui ont six valeurs et qui sont symétriques par
rapport a deux lettres, et symétriques aussi par rapport aux deux
antres; .

6°. Les fonctions qui ont six valeurs et qui ne sont pas changées
par une permutation circulaire des quatre lettres;

7°. Les fonctions qui ont six valeurs, et qui ne sont pas changées
quand on transpose deux lettres, pourvu qu’on franspose aussi les
deux autres;

R R R AR I L R R SN R FRRRRR RN R TR R RNRR AR ERRRRRNRN RN
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8°. Les fonctions qui ont huit valeurs. Elles n’ont que deux valeurs
distinctes par les permutations de trois lettres;

o°. Les fonctions qui ont douze valeurs et qui sont symétriques par
rapport 4 deux lettres;

10°. Les fonctions qui ont douze valeurs et qui ne sont pas symé-
triques par rapport 4 deux lettres. On peut disposer les quatre lettres
en deux groupes tels, que les fonctions dont il s’agit ne soient pas
changées par les transpositions simultanées des lettres de chaque
groupe;

11°. Les fonctions qui ont vingt-quatre valeurs.

Remarque. Le nombre des valeurs d’une fonction de quatre lettres
peut étre un diviseur quelconque du produit 1.2.3.4.

§ II.
Des fonctions de cinq lettres.

Nous distinguerons deux cas principaux que nous subdiviserons
eux-mémes en plusieurs. Le premier cas est celui des fonctions qui
ont moins de six valeurs distinctes par les permutations de trois
lettres. L.e second cas, au contraire, est celui des fonctions qui
prennent six valeurs distinctes par les permutations de trois lettres
quelconques.

Premier cas.
Soit
V=ygl(a,b,c,d, e

une fonction de cinq lettres a, b, c,d, e, et supposons que cette
fonction ait moins de six valeurs par les permutations des trois letires
¢, d, e; ce nombre de valeurs étant un diviseur de 1.2.3 = 6 ne peut
étre que 'un des trois nombres

1, 2, 3.

Nous allons analyser ces trois cas.

1°. La fonction V est symetrique par rapport aux letires c, d, e.

Alors, si elle est symétrique par rapport a quatre lettres, &, ¢,
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d, e par exemple, sans Iétre par rapport aux cinq lettres, elle a cing
valeurs.

Si elle n’est pas symétrique par rapport a quatre lettres, mais qu’elle
le soit par rapport 4 a et &, elle a dix valeurs. Enfin elle en a. vingt
si elle n'est pas symétrique par rapport a a et b.

La fonction est semblable 4 I'un des quatre types suivants :
a+ b+c+d-+e,
2a+ b+c+d+e,
2a-+2b+c+d-+e,
3a+ab+c—+d+e.
2°. La fonction V a deux wvaleurs par les permutations des trois
lettres ¢, d, e.

Dans ce cas, on peut poser
¢(a,byc,d,=A+Ble—d)(c—e)(d—e),

ou méme
o(a,b,c,d,e)= A+ By,

en faisant, pour abréger,
v=(a—b)(a—c)la—dj{a—c)b—)b—d)(b—e)(c—d)(c—e) (d—e),

et en désignant par A et B des fonctions de a, b, ¢, d, e, symétriques
par rapport a ¢, d, e, et dont le type a été indiqué plus haut.

Si A et B sont symétriques par rapport aux cinq lettres a, b, ¢, d,
e, la fonction V n’a que deux valeurs, et elle est semblable au type .
Autrement, je dis qu’elle a dix, vingt ou quarante valeurs.

Rappelons d’abord .que la fonction V change par une transposition
quelconque des trois lettres ¢, d, e, et qu’elle ne change pas par une
permutation circulaire de ces trois lettres , dont I’effet équivaut a celui
de deux transpositions. La fonction V changera aussi de valeur si ’'on
remplace les deux letires a et b par deux autres d, e, quel que soit
Pordre qu'on adopte pour les trois derniéres; si, en effet, on avait

p@,b,c,d,e)=o(d,e,...),
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la fonction V n’aurait que deux valeurs par les permutations des
lettres a, b, c, et, par conséquent, elle ne changerait pas de valeur
par une permutation circulaire de ces trois lettres. Mais si la fonc-
tion V n’est changée par aucune permutation circulaire de a, &, c et
de ¢, d, e, elle ne changera par aucune permutation circulaire de trois
lettres quelconques. D’ou il résulte que deux transpositions quel-
conques sont équivalentes, et, par suite, que la fonction V n’a que
deux valeurs, ce qui est contraire a hypotheése.

Soient aintenant V' et V” les deux valeurs que prend V par les
permutations des lettres ¢, d, e, et posons

X =(x—=V)(x—-V);

la fonction X étant symétrique par rapport a ¢, d, e, le nombre p. de
ses valeurs est égal a 5, 10 ou 20. Soient '

X,=(x—=V)x-V)),
X2= (.x' -—-"ﬂg) (x —VI; ;

les o valeurs de X qui sont, par hypothese, différentes. Je dis que
deux de ces valeurs ne sauraient avoir un facteur commun. Suppo-
sons, en effet, que l'on ait

nd t ”
V,=V, ou =V,

D’aprés ce que nous venons de montrer tout a2 ’heure, deux des trois
derniéres lettres de V', doivent faire partie des trois derniéres lettres
de V', ou de V'; mais, en faisant la transposition de ces deux lettres, la
précédente équation devient

4 o 13
Vi=V, ou =YV,,

et, par conséquent, X, et X, sont identiques, ce qui est contre I’nypo-
thése. En égalant i zéro le produit de toutes les fonctions X, on aura
une équation de degré 2p. dont les coefficients seront des fonctions
symétriques, et dont les 2 p. racines toutes inégales seront les valeurs
de la fonction V. )
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La fonction V a donc dix, vingt ou quarante valeurs, suivant que
est égal 2 5, 10 ou 20.

Silon a p = 5, la fonction X est symétrique par rapport a quatre
lettres, b, ¢, d, e par exemple, et alors la fonction V n’a que denx
valeurs par les permutations de ces quatre lettres; elle a la forme

A+ By,

ou A et B désignent des fonctions symétriques de &, ¢, d, e, dont
P’une an moins n’est pas symétrique par rapport aux cinq lettres, et

elle est semblable au type ’
av.

Si Pon a p =10, la fonction X est symeétrique par rapport aux
lettres a et b; mais il peut arriver deux cas: ou bien les deux fac-
teurs de X sont chacun symétriques par rapport & a et b, ou bien ils
se’changent I'un dans 'autre par la transposition (a, 4). Dans le pre-
wier cas, la fonction V est symétrique par rapport 4 a et b et a deux
valears par les permutations de ¢, d, e; elle a donc la forme

A+Ble—d)c—e(d—e),

ou A et B désigrent des fonctions symétriques par rapport a a et &
en méme temps que par rapport a ¢, d, e. Elle est semblable au type

(@+b)(c —d)(c—e(d—e).

Mais il n’en est plus de méme si les facteurs de X se changent Pun

dans 'autre par la transposition (, b), comme par la transposition

de deux quelconques des trois lettres ¢, d, e. Alors, en posant
Vi=A+B(—d)c—e(d— e,
Vi=A—~Blc—d)(c—e)(d—e),

comme V' et V| se changent Pune dans Pautre par la transposition
(@. b), leur somme et leur produit ne changeront pas, et, par consé-
quent, A et B? sont des fonctions symétriques de a et b; d’ailleurs B
ne peut étre elle-méme symétrique par rapport i a et b, elle a donc
la forme B (@ — &), et 'on peut poser

V=A+Bla—-bjlc—d)(c—e(d—e,

(BT T | " . yioe oo R R BT N R N N E A RN E R A I LA AN LA IR " e s s
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en désignant ici par A et B des fonctions symétriques par rapport a «
et b en méme temps que par rapport 2 ¢, d, e. Le type de la fonc-
tion V est alors

(a—"b{c—d)(c—e)(d— e

Enfin, si p = 20, la fonction V a 4o valeurs; il n’y a donc que les
permutations circulaires des trois lettres ¢, d, e qui la laissent inva-
riable, et, par conséquent, la fonction V est semblable au type

(a+ 2b)(c —d)(c—e)(d—e)

Remarque. Les fonctions de cinq lettres qui ont deux valeurs par
les permutations de trois lettres offrent cinq types différents; mais
elles sont toutes comprises dans {a formule générale

A+Ble—d)(c—e)(d—e),

ot A et B désignent des fonctions des cing lettres a, 4, ¢, d, e,
symétriques par rapport aux trois derniéres.

3o. La fonction V a trois valeurs par les permutations des trois
lettres ¢, d, e.

Alors elle est symétrique par rapport a deux lettres d et e par
exemple. Si elle a une ou deux valeurs seulement par les permuta-
tions des trois lettres a, b, ¢, elle se trouve comprise dans I'une des
deux catégories que nous venons d’étudier. Nous supposerons donc
que V a trois ou six valeurs par les permutations des lettres a, b, c.

Si la fonction V a trois valeurs par les permutations des lettres «,
b, c, elle est symétrique par rapport a deux de ces lettres. Supposons
que ce soient b et ¢. Comme nous nous sommes déja occupés du cas
des fonctions symétriques par rapport i trois lettres, il n’y a ici que
deux cas & distinguer : ou bien la fonction V, symétrique par rapport
a b et ¢ en méme temps que par rapport adete, change par le
changement réciproque de b et c en d et e, ou bien elle ne change
pas. Dans le premier cas, il est évident que le nombre des valeurs de
la fonction est égal 4 cinq fois le nombre des combinaisons de quatre
lettres deux a deux, c’est-a-dire a4 30; dans le second cas, ce nombre
de valeurs est moitié moindre. Dans le premier cas, la fonction est

Teme XV . —- FEvrisr 1850, ’ 8
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semblable au type
at+ be — de;

dans le second cas, elle a pour type
at + be + de,
fonction qui a quinze valeurs.

Si la fonction V a six valeurs par les permutations des trois lettres
a, b, ¢, comme elle est symétrique par rapport a d et e, elle aura évi-
demment un nombre de valeurs égal au nombre des arrangements de
cing lettres trois & trois, c’est-a-dire & Go. La fonction est alors sem-
blable au type

a+zb+30—|—74;i—l—[;e.

Second cas,
Soit maintenant

V=g¢la,b,c,d,e)

une fonction de cinq letires a, b, ¢, d, e, qui prend toujours six va-
leurs distinctes par les permutations de trois lettres quelconques.

Je dis d’abord que la fonction V, considérée comme fonction de
quatre lettres seulement, b, ¢, d, e par exemple, ne peut avoir un
nombre de valeurs égal 4 8. En effet, le nombre des valeurs de V par
les permutations de trois quelconques des -quatre lettres &, ¢, d, e
etant toujours égal a 6,-le nombre des valeurs que prend cette fonc-
tion par les permutations des quatre lettres b, ¢, d, e doit étre un
multiple de 6 en vertu du lemme I; ce nombre de valeurs est donc
égal 46, 12 ou 24. : ‘

Si la fonction V a six valeurs seulement par les permutations de
quatre lettres, le nombre de ses valeurs sera un diviseur de 3o, d’aprés
le lenme 1I, et il sera un multiple de 6 d’aprés le lemme 1, puisque
le nombre des valeurs que prend V par les permutations de quatre
lettres est toujours I'un des.nombres 6, 12 ou 24. Donc le nombre
des valeurs de V est nécessairement 6 ou 3o.

Si la fonction V a plus de six valeurs par les permutations de quatre
lettres quelconques, mais qu’il y ait quatre lettres dont les permuta-
tions lui fassent acquérir un nombre de valeurs égal & 1a, le nombre
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total des valeurs de V sera un diviseur de 6o d’aprés le lemme 11, et
il sera un multiple de 12 d’apres le lemme I, puisque, dans ce cas, la
fonction a toujours douze ou vingt-quatre valeurs par les permutations
de quatre lettres. Donc le nombre total des valeurs de V est 12 ou 6o.

Enfin, si la fonction V a toujours vingt-quatre valeurs par les permu-
tations de qnatre lettres, le nombre total de ses valeurs, devant étre a

la fois un diviseur de 120 et un multiple de 24, sera nécessairement
24 ou 120.

Notre second cas se subdivise donc en six autres que nous allons
discuter. ’

1°. La fonction V a six valeurs.

Puisque la fonction V, considérée comme fonction de quatre lettres,
a, b, c, dpar exemple, prend ses six valeurs par les permutations de
trois lettres quelconques, elle ne change pas par une certaine per-
mutation circulaire de ces quatre lettres, on bien la transposition de
deux quelconques de ces quatre lettres équivaut a la transposition
des deux autres, ainsi qu'on V'a vu dans le § I de ce Mémoire. Dans
I'un et lautre cas, il y a deux lettres parmi les quatre a, &, ¢, d dont
la transposition équivaut 4 la transposition des deux autres; car si la
fonction V n’est pas changée par une permutation circulaire de quatre
lettres, elle ne changera pas non plus en répétant une seconde fois
cette méme permutation , mais alors on n’aura produit d’autre chan-
gement que la transposition de deux des quatre lettres a, b, ¢, d,

en méme temps que la transposition des deux autres. Supposons, par
exemple, que I'on ait

(1) @, d)= (b, c).

Pareillement, parmi les quatre lettres a, 0, ¢, ¢, il y en a deux dont
la transposition équivaut a la transposition des deux autres. Oy (a, €
ne peut étre égale 4 (b, ¢); car, a cause de I'égalité (1), les transposi-
tions (a, ) et {a, ¢} qui ont une lettre commune serajent équiva-
lentes, et, par conséquent, la fonction V n’aurait pas six valeurs
distinctes par les permutations des lettres a, d, e, comme nous I'avons
supposeé.

Les transpositions (e, b) et (c, €) ou (a, ¢) et (b, ¢) sont donc égales;

8.
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supposons 4
(2) (@, b)=(c, &["].

Maintenant, en ayant égard aux égalités (1) et (2) et se rappelant que
deux transpositions qui ont une lettre commune ne peuvent étre
égales, les trois combinaisons des cinq lettres a, b, ¢, d, ¢, quatre
A quatre, que nous n’avons pas encore considérées, donneront néces-
sairement

(3) (a, e) = (b, d),
(4) (@,c)=(d,e),
(5) b, e)=(c, d).

Ainsi les dix transpositions que 'on peut faire-avec les cinq lettres a,
b, ¢, d, e sont équivalentes deux & deux. Il en résulte qu’il y a une
permutation circulaire des cinq lettres a, b, ¢, d, e, qui ne change pas
la fonction V. En effet, la fonction V ne change pas si on transpose
la premiére lettre avec la quatriéme, et la deuxiéme avec la troisiéme;
on a donc

¢(a, b,e,d,ey=0(d,c,b,a,e).

Pareillement, le second membre ne changera pas si on transpose la
premiére lettre avec la troisiéme, et la quatriéme avec la cinquiéme;
on a donc ’

v@a,b,c,d,e)=9(b,c,d,e,a),

et, par conséquent, on voit que la fonction V n’est pas changée par
la permutation circulaire de cinq lettres ’

“fabcde
bcecdea
Je dis, en outre, qu’il y a une permutation circulaire des quatre

lettres b, ¢, d, e qui ne change pas la fonction V; en effet, s’il en
était autrement, comme la fonction V prend ses six valeurs par les

[*] On peut toujours faire cette hypothése, sauf & changer le nom des lettres de V.
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permutations de trois quelconques des lettres b, ¢, d, e, la transposi-
tion de deux quelconques de ces quatre lettres serait équivalente a la
transposition des deux autres; on aurait, par esemple,

b, c)=1(d,e),
et les égalités (1) et (3) donmneraient

(a, €)= (a,d),

ce qui est impossible puisque ces deux transpositions ont une letire
commune. Il est aisé de découvrir quelle est la permutation circu-
laire des quatre lettres &, ¢, d, e qui laisse la fonction V invariable;
car, en répétant deux fois cette permutation circulaire, on ne produit
d’autre effet que la transposition de deux lettres en méme temps que
la transposition des deux autres. Ces deux transpositions devant étre
égales ne peuvent étre que (b, ¢) et (c, d); d’ot P'on conclut aisément
que la permutation circulaire des lettres b, ¢, d, e, qui n’altere pas V,

est
hbeed bdec
ou .
¢ edb de cbd
Mais il est évident que chacune de ces permutations laissera V inva-

riable, car chacune d’elles produit le méme effet que I'autre répétée
trois fois.

Ainsi la fonction que nous considérons demeure invariable par les
deux permutations circulaires

abcecde bced
(bcziea)l (cedb>'

Concluons donc que les fonctions de cinq lettres qui ont six valeurs
sont invariables par deux permutations circulaires, Fune de cinq,
Pautre de quatre lettres, et que les fonctions de ce genre sont toutes
semblables a un méme type. On peut prendre pour type de ces fonc-

" tions, I'une de celles que Lagrange a considérées dans son étude sur
la résolution générale des équations. Ce sont les fonctions symé-
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triqueé des cinq expressions suivantes :
(@+ba+co+ da® + ea'y,
(@ -+ b8 + B4 dE® + eB¥),
@+ by +cp?+dyp + ey,
(@ + b +do* + dd® + ed"),
ou o, §, 7, ¢ désignent lesquatré racines de I'équation
v &'+ 2P+ a2+ +1 =o.

On peut aussi déduire de notre analyse un type assez simple des
fonctions de cinq lettres qui ont six valeurs. Si 'on forme les pro-
duits deux a deux des cinq letires @, b, ¢, d, e, que Von ajoute en-
semble les deux produits qui correspondent a deux transpositions

équivalentes, et qu’on multiplie la somme par le carré de la cinquiéme
lettre gqni n’y entre pas, on obtiendra les cinq fonctions suivantes :

(ad + bc) e2,
(ab + ce) d?,
(ae + bd) c?,
(ac + de) b2,
(be + cd) a®.

Or, si 'on applique a ces fonctions I'une quelconque des deux substi-

tutions circulaires
abcecde , be ed
becde a) cedb)

elles ne font que s’échanger les unes dans les autres; donc leur somme
ue changera par aucune de ces permutations, et comme d’ailleurs ¢lle
n’est pas symétrique, elle aura six valeurs distinctes. On peut donc
prendre pour type des fonctions de cinq lettres qui ont six valeirs, la
fonction suivante, -

a*(be—+ cd) + b*(ac + de} + ¢*(ae + bd ) + d*{ab 4 ce) + e (ad +- be),

qui est homogene et du quatrieme degré.

[} ' ' 1 R R AR R RN R AR A A AR RN R RO SRR RN [T



- PURES ET APPLIQUEES. 63
2°. La fonction V a trente valeurs.

Comme elle a six valeurs par les permutations de trois quelconques
des quatre lettres b, ¢, d, e, considérée comme fonction de ces quatre
lettres, clle est semblable 4 I'un des deux types

b—c)(d— e,
b—c)d—e[b—cf—d—er|

Les fonctions que nous considérons forment donc deux classes. Les
permutations qui laissent invariables les fonctions de la premiere
classe sont les transpositions simultanées que l'on forme en parta-
geant quatre lettres en deux groupes. Les fonctions de la seconde
espéce ne sont pas changées par une permutation circulaire de quatre
lettres. On peut prendre les deux fonctions qu'on vient d’écrire
pour types des fonctions de cinq lettres qui ont trente valeurs, et
qui en ont toujours six par les permutations de trois lettres quel-
congques.

3°. La fonction V a douze valeurs.

Dans ce cas, la fonction V prend ses douze valeurs par les permuta-
tions de quatre lettres quelconques, comme nous en avons déja fait
la remarque au commencement de ce paragrapbe. En outre, comme
de.ces douze valeurs elle en prend toujours six par les permutations-de
trois lettres quelconques, il résulte de ce qui a été dit dans le §1,
qu’on peut partager quatre quelconques des cing lettres a, b,c,d, e
en deux groupes tels, que la transposition des lettres du premier
groupe soit équivalente a la transposition des lettres du second groupe.
D’oti il résulte, comme nous Pavons vu précédemment, que les dix
transpositions sont équivalentes deux a deux, et que la fonction V
n’est pas changée par une permutation circulaire de cinq lettres.

On voit donc que les fonctions de cinq lettres qui ont douze valeurs
restent invariables par une permutation circulaire de cing lettres, -

abcecde . . .
bedea par exemple, et par les transpositions simultanées
(a, d) et (b, ).
On peut prendre pour type le produit
: I



64 JOURNAL DE MATHEMATIQUES
en posant
v=(a—b){a—c)(a—d)(ea—c)(b—c) (b—d)y(b—e)(c—d)(c—e)(d—e),

et en désignant par y une fonction de cinq lettres qui a six valeurs.

4°. . La fonction V _a soixante valeurs.

Considérée comme fonction des quatre lettres b, c,d, e, elle a
douze valeurs et elle est semblable au type

(b +2c)(d+ 2¢),

d’apres le § 1. La seule permutation qui ne change pas sa valeur
équivaut aux deux transpositions simultanées (b, d), (c, ¢); donc les
fonctions de cinq lettres, qui ont soixante valeurs et qui en ont six par
les permutations de trois lettres quelconques, sont semblables an type
qu’on vient d’écrire. .
5¢. La fonction V a vingt-quatre valeurs.
Dans ce cas, il y a cinq permutations qui donnent 4 la fonction V
la méme valeur. Désignons par A et A’ deux permutations quel -
. conques donnant 4 V la méme valeur. Je dis que A’ doit nécessaire-

ment se déduire de A par une permutation circulaire de cing lettres.
En effet, A’ se déduit nécessairement de A

ou par une permutation circulaire de cinq lettres,

ou par une permutation circulaire de quatre lettres,

ou par une permutation circulaire de trois lettres
jointe 4 une transposition,

ou par une seule permutation circulaire de trois lettres,

ou par deux transpositions,

ou par une transposition. ;

Le deuxieme, le quatrieme, le cinquicme et le sixiéme cas sont
impossibles, car la.fonction V n’aurait pas vingt-quatre valeurs par
les permutations de quatre lettres.

Le troisieme cas est également impossible, car en répétant trois fois
Popération par laquelle on passe de la permutation A 4 la permuta-
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tion A’, en obtiendrait une permutation A” qui donnerait 4 V la méme
valeur que la permutation A. Or A et A” se déduisent 'une de Pautre
par une simple transposition, et la fonction V n’est pas symétrique
par rapport 2 deux lettres; donc, etc.

Donc la fonction V n’est pas changée par une permutation circu-
laire de cinq lettres.

11 suit de l1a que les fonctions de cinq lettres qui ont vingt-quatre
valeurs sont semblables. On peut prendre pour type la fonction
résolvante de Lagrange pour P'équation du cinqui¢me degré, savoir

(@ + bo +co*+ da® + ea*),
ou o désigne une racine de I’équation
at+ a2+ x4 x 1 =o.

6°. La fonction V a cent vingt valeurs.

On peut prendre pour type

a+2b+3c+4d+ Se.
Résumé.
Il résulte de cette discussion que les fonctions de cing lettres
peuvent étre partagées en dix-neuf classes de la maniére suivante :
1°. Les fonctions symétriques.

2°. Les fonctions qui ont deux valeurs distinctes.

3°. Les fonctions qui ont cinq valeurs distinctes; elles sont symé-
triques par rapport a quatre lettres.

4°’ Les fonctions qui ont six valeurs distinctes. Tl y a une permu-
tation circulaire de cinq lettres et une de quatre qui ne changent pas
leur valeur.

5°. Les fonctions qui ont dix valeurs et qui sont symetrlques par
rapport 4 trois lettres,

6°. Les fonctions qui ont dix valeurs et qui ont deux valeurs par
les permutations de quatre lettres.

Tome XV. — Févren 1850. - 9

I R TR R



66 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

7°. Les fonctions qui ont douze valeurs. 11 y a une permutation
circulaire de cinq lettres qui ne change pas leur-valeur. On peut aussi
grouper quatre letires quelconques deux i deux, de maniére que les
transpositions simultanées des lettres de chaque groupe ne changent
pas les fonctions de cette espéce.

8°, Les fonctxons qui ont quinze valeurs. Elles sont symétriques par
rapport & deux lettres, symétriques aussi par rapport 2 deux autres,
et, de plus, elles ne changent pas en transposant les denx premiéres
respectivement avec les deux derniéres.

9 Les fonctions qul ont vmgt valeurs et qul sont symetrlques par
rapport a trois lettres.

10°. Les fonctions qui ont vingt valeurs, qui sont symétriques par

rapport 4 deux lettres, et ont deux valeurs par les permutations des
trois autres lettres.

11°. Les fonctions qui ont vingt valeurs, et qui ont deux valeurs
par les permutations de trois letires, sans étre symétriques par rap-
port aux deux autres. )

12°. Les fonctions qui ont vingt-quatre valeurs. Il y a une permu-
tation circulaire de cinq lettres qui ne change pas leur valeur.

13°. Les fonctions qui ont trente valeurs et qui sont symétriques
par rapport & deux lettres, symétriques aussi par rapport 4 deux
autres, mais qui changent quand on transpose les deux premiéres
 respectivement avec les deux autres.

14°. Les fonctions qui ont trente valeurs et qui ne changent pas par
une permutation circulaire de quatre lettres.

15°. Les fonctions qm ont trente valeurs et qui contiennent quatre

lettres, de telle maniére qu'elles ne changent pas quand on transpose -

deux quelconques de ces quatre lettres, pourvu qu’on transpose en
méme temps les deux autres.

16°. Les fonctions qui ont quarante valeurs. Elles n’ont q‘ue deux
valeurs par les permutations de trois des cinq lettres. :

19°. Les fonctions qui ont soixante valeurs et qui sont symétriques
par rapport 2 deux lettres:

PRI LI AR R AR EARRRRN R AR

3



PURES ET APPLIQUEES. ' 67

18°. Les fonctions qui ont soixante valeurs et qui ne sont pas syme-
triques par rapport a deux lettres.

19°. Les fonctions qui ont cent vingt valeurs. ~

Remarque. Tout diviseur du produit 1.2.3.4.5, & Vexception de 3,

4 et 8, peut représenter le nombre des valeurs d’une fonction de cing
lettres. ‘

§ 111,

Des fonctions de six letires qui ont six valeurs distinctes.

Dans le Mémoire précédent, j'ai démontré qu’une fonction de n
lettres qui a précisément 2 valeurs distinctes, est symétrique par rap-
port a n — 1 lettres, 4 moins que n ne soit égal & 6. Les fonctions de
six lettres constituent ainsi une exception digne de remarque; j'indi-
querai, en terminant ce Mémoire, la composition des fonctions de

six lettres non symétriques par rapport a cinq lettres et qui offrent
cependant six valeurs distinctes.

Soit ' : ~
V:(P(aa b3 c, d: 37‘_/“)

une fonction de six lettres qu'on suppose avoir six va]eurs distinctes.

Le nombre des valeurs qu'on peut obtenn par les permutations
des cinq lettres

a, b, ¢, d, e,
ne pouvant étre égal nia 3 ni A 4, sera I'un des quatre suivants :
1, 2, 5, 6. '
Dans le premier cas, la fonction V est symétrique par rapport &
cing lettres , et elle a effectivement six valeurs distinctes.

Le deuxiéme cas est impossible, car le nombre total des valeurs
de V serait égal 4 2 ou a 12, ce qui est contre hypothése.

Dans le troisiéme cas, la fonction V a cinq valeurs par les permu-
tations de cinq lettres, et elle en a six par les permutations des six

lettres; il en résulte que la fonction V est symétrique par rapport 4
cing lettres.

9..
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11 suit de Ia que si la fonction V n’est pas symétrique par rapport a
cing lettres, elle doit prendre ses six valeurs par les permutations de
cing lettres quelconques. D’ailleurs on a vu, dans le paragraphe pré-
cédent, qu’une fonction de cinq lettres qui a six valeurs, prend ses
six valeurs par les permutations de trois lettres quelconques: donc,
une fonction de six lettres, qui a six valeurs distinctes et qui n'est pas
Symétrique par rapport ¢ cing lettres, prend ses six valeurs par les
permutations de trois lettres_quelconques.

En considérant V comme fonction des cinq lettres a, b, ¢, d, ¢,
on a vu que cette fonction n’est pas changée par une permutation
circulaire de cinq lettres et par une de quatre ; soient, comme dans
le paragraphe précédent, : )

abcecde beced
H ?
bcdea cedbd
ces deux permutations. Pour établir que la fonction V n’est pas
changée par la premiére des deux permutations circulaires précé-
dentes, nous avons démontré que les dix transpositions que l'on

obtient en combinant deux A deux les cinq lettres a, 5, ¢, d, e, sent
équivalentes deux A deux: on a

(@, d)= (b, ¢),
(a, b) = (c, &),
(@, e) = (5,d),

ce qui, au surplus, peut étre déduit, & postériori, de ce que la fonc-
tion V n’est pas changée par les deux permutations circulaires écrites
plus haut. ‘ ' '

Si maintenant on considére les quinze transpositions qu'on obtient en
combinant les six lettres deux & deux, il est évident que les cinq qui
contiennent la lettre f"devront étre respectivement équivalentes & cing
des dix autres; et comme deux transpositions qui ont une lettre com-
mune ne peuvent étre équivalentes, ainsi que'j’en ai fait la remarque
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dans le paragraphe précédent, on aura nécessairement

(@, d)=(b, c)= (e; [ )
(a,by=(c, e)= @, 1)
(aa e)= (bv d) = (C’j‘)’
(a,e)={d, e)= (b, ),
(b, e)= (e, d) = (a, f)

Ainsi, en particulier, on ne changera pas V en y faisant simultané-
ment les deux transpositions (¢, €) et (d, f); on aura donc

V=9¢(a,b,e f,¢, d).

Maintenant nous savons que la fonction V n’est pas changée par la

permutation circulaire
.2.3.4.5
12349 [,
2.3.4.5.1,

V:_—qo(b,e,f,c,a, d)

Enfin, comme cette fonction n’est pas changée non plus par la permu-

tation circulaire
2.3.5 .4)
3.5.4.2 ’

v du ¢(a,b,c,d, e,fY=1¢9(.f,a,5ec, d);

on aura donc

on aura

on voit donc que la fonction V n’est pas changée par la permutation
circulaire de six lettres

abcedef\ ,, (2bfdec
b faecd bfdeca>‘

Concluons donc que les fonctions de six lettres qui ont six valeurs,
et qui ne sont pas symétriques par rapport a cinq lettres, ne sont pas
changées :

[*] Nous indiquons par cette notation qu’il faut remplacer les lettres qui occupent
les rangs 1, 2, 3, 4, 5, par celles qui occupent les rangs 2, 3, 4, 5, 1.
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1°. Par une permutation circulaire de six lettres ;

2° Par une de cinq lettres ;

3°. Par une de quatre lettres. _ ’

Il résulte aussi de notre analyse que toutes les fonctions de cette
espéce sont semblables et peuvent s'exprimer rationnellement en fonc-

tion de Tune quelconque d’entre elles et de fonctions symétriques.

Nous nous bornerons donc a indiquer la formation d’un type.
Formons les produits deux 3 deux des six lettres a, b, ¢, d, e, f,

et faisons les sommes des trois produits correspondants aux transpo-

sitions équivalentes que nous avons écrites plus haut. On aura les cing
fonctions suivantes :

ad + bc + ef,
ab + ce + df,
(n - ae + bd + ¢/,
ac + de + bf,
be + cd + af;

or, si 'on applique 'une quelconque des substitutions circulaires
(2)‘ abfdec’ abcde,’ bced
b fdeca bedead cedbd

aux fonctions (1), on voit qu’elles ne font que s’échanger les unes dans
les autres: donc leur produit

(ad+bc+qf) (ab+ce+df) (ae + bd‘+c_f)(ac+de+bf) (be+cd+af)

ne changera par aucune des substitutions circulaires (2), et, comme il
n'est pas symétrique, il a précisément six valeurs.

La somme des expressions (1) est une fonction symétrique; il en est
de méme de Ja somme de leurs carrés: mais la somme de leurs cubes
ne lest pas, et peut étre prise, aussi bien que le produit précédent,
pour type des fonctions que nous considérons. '
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