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THESE DE MECANIQUE.

————

Sur les (.:/amgem.ents imstantanés de vitesse qui ont lieuw dans

\ . .
un_systeme de points matériels;

Par M. Ep. PHILLIPS,

Ingénienr des Mines.

L.

Le probleme du choc des corps solides, en tenant compte (u
frottement, n’a pas encore été traité dans le cas le plus général, o le
glissement peut avoir, pendant le choc, une direction quelconque et
variable. Poisson, dans sa Mécanique, a résolu le cas du choc dune
sphere contre un plan fixe, lorsque la direction du glissement reste
coustante pendant toute sa durée. M. Coriolis a examiné le cas de deux
spheres qui viennent se choquer et a reconnu qu’alors la direction ne
variait pas non plus pendant le choc. Nous allons exposer, dans cette
Thése , une méthode qui nous a cenduit 4 la solution de cette ques-
tion, dans le cas le plus général de deux corps solides de forme quel-
conque, la direction du glissement pouvant, d’ailleurs, varier pen-
dant le choc, de quelque maniére que ce soit.

Nous nous sommes occupe, en outre, dans cette These . du sujet
stvant

Lorsqu’on veut déterminer le mouvement d’une machine et calcujer
son effet utile, le plus souvent Papplication du principe des torces
vives est suffisante, en raison de ce qu’il arrive, en général, que le
systeme est 4 liaisons complétes et que le mouvement d’un seul point
détermine celui de tous les autres, et, par conséquent, qu’une senle
equation fait connaitre a la fois les vitesses et les positions simultanées
de tous ses points. On sait . d’ailleurs, que dans un systeme quel-
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conque, dans lequel il se produit un changement brusque dans les
vitesses, par effet de chocs ou de la suppression instantanée de tout
ou partie de ses liaisons, Péquation des forces vives subit un certain
changement dia aux forces vives ainsi perdues et qui forment une
somme égale aux forces vives dues aux vitesses perdues ou gagnées
instantanément par les différents points. Cette perte, dans le cas des
chocs, n’a la valeur précédente que dans le cas tout a fait abstrait de
corps complétement déuués d’¢lasticité. Le théoreme qui en résulte, et
qui est dit a Carnot, indique qu’en pareil cas les forces mutuelles
développées au contact produisent toujours un travail résistant et
donnent la valeur de celui-ci sans qu’il soit besoin de connaitre les in-
tensités, d'ailleurs variables, de ces actions mutuelles, non plus que
tes déplacements insensibles de leurs points d’application. 11 sert, en
outre,, quelquefois 4 déduire pour deux corps qui se choquent, leurs
vitesses immédiatement apres le choc, de celles qui avaient lien au
commencement de celui-ci.

il faut d’ailleurs, pour que les principes ui viennent d'etre men-
tionnés soient applicables, ue les liaisons du systeme soient indépen-
dantes du temps, c'est-a-dire qu’elles consistent en ce que certains
points seraient ou fixes ou assujettis a rester sur des courbes ou sur
des surfaces fixes. §’il n’en était pas ainsi, par exemple si certains
poinis étaient astreints a demeurer sur des surfaces mobiles, I'équa-
fion des forces vives, ainsi que le théoreme de Carnot, ne pourraient
plus étre appliqués, parce que l'un et 'antre supposent, qu'a un
mstant donné, la vitesse absolue de chaque point soit compatible
avec les liaisons du systeme.

Dans ce cas, ou peut encore employer le principe des forces vives;
mais. alors, il faut Vappliquer au mouvement relatf des différents
points par rapport aux surfaces mobiles, et pour cela, faire usage du
theoreme de Coriolis ou de celui plus général de M. Sturm. Ce der-
ner théoreme est fort utile, principalement dans I'étude des machines
hydrauliques, dans lesquelles 'eau se meut sur des aubes ou dans des
tuyaux mobiles, comme, par exemple, dans les turbines. Mais,
quand on applique le principe des forces vives an mouvement relatif,
en w'a pas directement Péquivalent du théoreme de Carnot ou de
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M. Sturm, c’est-a-dire le changement instantané qui a lieu dans les
forces vives relatives, soit par I'effet de chocs, soit par un changement
brusque dans les liaisons du systeme. 1l nous a donc semblé quil v
avait un certain intérét 4 combler cette lacune, et nous sommes ainsi
parvenu a des formules qui comprennent, comme cas particulier, le
théoréme de Carnot, et qui, le plus souvent, permettront de conclure
les vitesses apres le choc de celles qui ont lien immédiatement avant.
Ces formules s’appliquent également aux changements brusques pro-
duits dans les vitesses par la suppression on par l'introduction instan-
tanée de certaines liaisons. On en déduit toutes les équations propres
a résoudre le probleme général du choc des corps solides, soit mous,
501t , au contraire complétement élastiques.

II.
Probléme du choc des corps solides, en tenant compte du frottement.

Poisson, dans sa Mécanique, montre comment ’on peut résoudre
le probleme du choc des corps solides, soit mous, soit parfaitement
¢élastiques, dans le cas le plus général, mais en négligeant le frotte-
ment. En tenant compte de celui-ci, il est un cas qui se traite de Ia
meéme maniére; c’est celui ou la direction du glissement ne varie pas
pendant le choe. ’

Alors le frottement F se combine avec 'action répulisive mutuelle N,
qui agit suivant la normale, et leur résultante est inclinée d’une cer-
taine quantité sur le plan tangent commun. Cet angle peut étre regarde
comme connu, car [expérience semble démontrer qu’a chaque in-
stant la quantité de mouvement qui servirait de mesure au frottement
est proportionnelle a celle qui mesurerait, pendant le meme temps,
Yaction de la pression normale. La résuitante de ces deunx forces est
done, d’apres cela, inclinée d’un angle connu snr le plan tangent.
Dans le cas du frottement de roulement qui est tres-faible, on peut
le négliger, de sorte que nous supposerons qu’il ne s’agisse que du
frottement de glissement. Le glissement ayant lien suivant la méme
direction pendant toute la durée du choc, les quantités de monvement
qui mesurent le frottement s’ajoutent. et celui-ci peut étre regarde
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comine ayant eu pour direction constante la droite, dans le plan tan-
gent, suivant laquelle les éléments de contact se séparent dans e
mouvement effectif.

Quand le glissement ne couserve pas la méme direction pendant
toute la darée du choc, toutes les quantités de mouvement élémen-
taires qui mesurent le {rottement a4 chaque instant sont bien propor-
tionnelles aussi 2 chaque instant a la quantité de mouvemenr qui
mesure la pression normale pendant le méme élément de temps: mais,
comme la direction du glissement varie pendant le choc, la quantite de
mouvenient qui mesure le frottement pendant tout le choc est plus
igale @ la somme des quantités de mouvement élémentaires dont elle
est la résultante, de sorte quon ne connait pius rien quant a sa direc-
tion ni quant 4 sa gmndeur.

On peut, toutefois , résoudre encore le probleme , meme dans ce cas
le plus général. Voici la méthode que nous avons empioves.

Nous supposerons d’abord qu'il s'agisse de deux corps solides en-
rierement libres dans V'espace et complétement dépourvus d’élasticite.

Soit ©) le point de contact des deux corps a Pinstant du chioe. et

|4
!
|

p

solent XOY le plan tangent commun et 07 la normale. Prenons trois
axes coordonnés rectangulaires, qui sont la normale OZ et deux
droites OX, OY, situées dans le plan tangent. Le mouvement de cha-
cun des deux corps peut etre deéfini par celui du point O appartenant
a ce corps et par un mouvement de rotation autour d’un certain axe
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instantané passant par ce méme point, axe qui sera, en général, dif-
férent pour les deux corps. Pour chacun de ceux-ci 4 un instant
quelconque, la vitesse du point O peut étre décomposée en trois
Autres suivant les trois axes, et leur vitesse de rotation peut, de méme
pour chacun d’eux, étre décomposée en trois autres, autour des
trois axes coordonnés. Le choc ayant une durée finie, quoique inap-
préciable 4 nos sens, nous allons chercher, en tenant compte du
frottement, comment ces vitesses varient, pour chaque corps, pendant
le choc.

Soient donc, a4 une époque quelconque de celui-ci, u, v, w les
composantes de la vitesse du point O pour 'un des corps, suivant OX,
OY et OZ; soient au méme instant P>q, rles composantes de sa vi-
tesse angulaire respectivement autour de OX, OY et OZ. Soient en
méme temps ', ¢, w'; P’s g’y v’ les mémes quantités pour P'autre
corps. Soit Z, & ce moment, la pression mutuelle qui a lieu au point O,
dans le sens de la normale : si J est le coefficient ordinaire du frotte-
ment de glissement relatif 4 la substance des deux corps choquants.
nous admettrons que fZ soit la grandeur du frottement.

Or on peut appliquer le principe de d’Alembert pour les quantités
de mouvement 4 une partie quelconque du choc, tout aussi bien qu’a
toute sa durée; par conséquent, pendant 'instant infiniment petit dt¢,
il doit y avoir équilibre, pour chaque corps, d’une part, entre les
forces Z et fZ qui agissent sur lui, on plutét entre les quantités de
mouvement qui mesurent, pendant le temps d¢, action de ces forces ,
et, d’autre part, entre les quantités de mouvement perdues pendant
ce meéme temps dt, par les différents points matériels qui le com-
posent.

Or, pour le corps qui, sur la figure, est au-dessus du plan tangent,
Zdt est la quantité de mouvement qui, pendant le temps ¢, mesure
la pression normale qu'il éprouve de la part du corps inférieur; fZde
est donc aussi la quantité de mouvement qui mesure le frottement pen-
dant le méme intervalle. Cette quantité de mouvement a, dans le plan
tangent, une direction qui, en général, n’est pas connue, mais que
nous pouvons exprimer au moyen des autres inconnues de la question;
car elle est contenue dans le plan normal mené par la direction du

glissement a V'instant que P'on considére, et n’est autre, par consé-
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quent, que la projection de la direction du glissement sur le plan tan-
gent : orle glissement , faisant avec les axes des angles dont les cosinus
sont proportionnels a & — ', v — o', W — w’, sa projection sur le plan
tangent fait, avec les axes ‘OX et OY, des angles dont les cosinus sont
respectivement égaux &

w—ur v—r'

77 et él smpmem oo )
NP g Vie— (=o'

et. comme le frottement agit sur chaque corps en sens inverse de son
glissement, par rapport a 'autre considéré comme fixe, il Sensuit que
les composantes suivant OX et OY des quantités de mouvement qui
mesurent le frottement pendant le temps dt, sont respectivement

. u—u ; p— '

— fTdt e —— et — fZdt i :

\/(“’—u')’-i-(l’-—v')" \/(IL—H"}”—%—((’——("\:’
IYun autre cOté, pour un point quelconque (x, ¥, z) du corps con-
sidéré , les composantes paralléles aux axes provenant de la rotation
du mobile sont respectivement gz — ry, rx — pz, py — X, par rap-
port a OX, OY et OZ. Ona donc celles de sa vitesse absolue en y ajou-
tant les composantes u, v, w, de la vitesse du point O, ce qui donne

w—+gs— Iy, v-4rc—ps, W+ py—qx.
Dans le temps dZ, ces composantes s’accroissent respectivement de
leurs différentielles, soit de
du + zdg — ydr, dv -+ xdr — zdp, dw + ydp — xdy.
Ces quantités prises en signes contraires, sont les composantes des
vitesses perdues. Par conséquent, si m est la masse du point matériel

(x, ¥, ), les composantes de la quantil¢ de mouvement perdue par ce
point pendant le temps dt sont respectivement

m(— du — zdq + ydr), m(— dv — xdr + zdp),
m (— dw — ydp + xdyq.
Ftablissons maintenant les six équations qui expriment les condi-
tions d’équilibre d’un corps solide libre.

Teme XIV. — Seerembee 1849. 3()
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On a ainsi :
2 — du — zd dr) — fZdt “_w —
.,[;"( “ g +y l") f \/(uf—u')2+(u—v’)2 ©
| fm (— v — wdr -+ adp) —f 2t G u‘,’):: — =

fm(—dw — ydp + xdg) + Ldt = o,

fmx (— dv — axdr + zdp) — f my (— du — zdg + ydr)= o,
fmz (— du — zdg + ydr) ——fmx(— dw— ydp + xdq) = o,
ﬁn)’ (— dw— ydp + adg) — [mz (— dv — zdr + zdp} = o.

Si I'on appelle x,, y,, z, les coordonnées du centre de gravité du
corps auquel se rapportent ces équations, M la masse totale de ce
corps, et A, B, C ses moments d’inertie par rapport aux axes OX, OY
et OZ, on a

fma:' = Mux,, fmj = My,, ﬁnz = Mz, ;
puis '

fm(]* + )= A, fm(ac2+ 2)=B, [m(x*+y* =C

Les six équations d’équilibre deviennent alors

{ . u— 1’
— rlre — |z d — R e ———————all Y
Mol — Mz, dy + My, dr — fLdl jomeiatpnss = 0.

. 0 —p'
— Mdv — 8 h — [ Ldl = O,
M e, dr -+ Mz, dp f7d V/(lt—lt/)2+ (v—o'® o

— Mdw— My, dp + Mx, dq + ZAt = o,
— Mx, do + My, du — Cdr + dpfmxz -+ dqj‘m]‘z =0,

— Mz, du + Mx, dw— Bdg + drfmzj —+ dpf.mxj: ¢,

- My, dw + Mz, dv — Adp+ dg | myx+ drfmzx = 0.

On aura six équations semblables pour le second corps. Seulement .
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il taut observer que, pour celui-ci, la force Z et le frottement agissent
eu sens contraires des mémes forces pour le premier. 11 faut done
changer leur signe, et on aura pour celui-ci,

b Z([t_ . fo,t H—1
Vie— 1Y 4 (e —o')

*fr/‘({t - — )

Vie—u'"t 4=lp—o')?

an lien de

+ Zdt, — fLdt s .

Vi —u 4 lo — o'

— fLdt it

Vit — ' g e

Du reste, les quantités de mouvement perdues gardent la meme
forne. Si donc, nous convenons de représenter par les mémes lettres.

avec des accents, ce qui se rapporte au second corps, nous aurons un
autre systeme de six équations :

- W — l\’[’z'! (l(/' . M/]‘/1 dr’ ‘L‘,fZ//l ___"T_l'i‘___T_ e
Vi lo—e’

— M dv — M'X, dr' + Mz, dp’ + fLdt —— = 5.
l 1 Vi — I(’\/'»J—’UA:;’ B

— M dw’ — My dp'+~ M’ dq’ — Ldt = o,
’\: — W' dv' — My, du’ — Cdr' + dp’ fm'x'zf sy (m" y'E=o.

‘ — M2, e+ Wa'| dw' — By’ + olr {‘m’:{)” —dp’ fiu’x’]" =0

f

My i + W2 do' — Ndp' + dy' fimy'x’ - ({/"fm’ gal= 0.

On a ainsi en tout douze équations entre treize variables, qui sont
1, V. WL Py gy Py ul, v w gl et 7.dt. De cette maniere douze
quelconques d’entre elles sont susceptibles d’étre déterminées en fonc-
tions de la treizieme, en supposant que ces douze soient connues au
commencement du choc. On pourrait done ainsi chercher a exprimer
les composantes des vitesses en fonctions de Zd¢: mais il vaut mienx

3.
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mtroduire une nouvelle variable. A cet effet, posons

w—w =g,
d’ou
(3 dw — dw’ = de.
¢ sera, comme on voit, la différence dans le sens de la normale
entre les vitesses des points de contact des deux corps. L’équation (3)
et les systémes (1) et (2) constituent treize équations entre quatorze
variables, de sorte que toutes les autres sont susceptibles de pouvoir
etre exprimées en fonction de e, D’ailleurs les limites de ¢ sont parfai-
tement connues, car elles sont w, — w!, au commencement du choc
et o i la fin, ou & I'instant de la plus grande compression.

Voyons maintenant comment on pourra faire I’élimination. D’abord,
la troisieme équation du systéme (1) donue Zdt, dont on peut substi-
tuer la valeur dans les autres équations ou cette quantité entre. En-
suite, les trois dernieres équations du systéme (1), les quatre dernieres
du systéme (2) et ’équation (3), forment huit équations qui peuvent
servir a exprimer dw, dp, dq, dr et dw’, dp’, dq’, dr' en fonctions de
die, dy, diw, dv’ et de. Substitnant ensuite dans les deux premieres
equations du systeme (1) et dans les deux premieres du systéme (2),
on aura quatre équations de la forme

’
‘4 P —P ‘"%  —0 ,
' \/(u——u’)’—}—(ﬂ—o’)’
By P o
ey ; -~ Uy
' Vie— ') 4 (o — oY
s ” “— u .
(6 P,+P i T 9
(te — u Yo — ol
L vy’
i) L e ML M
! Ve — IR (v—(")‘

ou P, P, P, P, et P" sont cing expressions, chacune de la forme
Edu +Fdv + Gdu’ + Hdv' + Kde
On peut remplacer ces quatre équations par plusieurs de leurs com-

bwnaisons, Ainsi, si 'on ajoute les équations (4) et (6), puis les équa-
tions (5) et (7), on a d’abord

8) ‘ P+P =c

[IEET) i i { 1 R N I RN R RN N SR RN R S RRNRR [Tl o
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1
{9} P+~ P, =0
Ensuite, il est facile de voir que les équations (4) et (5) donnent
(10} Py —v)=Pu—u).

Les équations (8) et (g) donneront du' et dv’ en fonctions de du, dv
et (e, et sous la forme
du' = adu + Sdv + 7y de

=f
dv' = rdu -+ p.dv + vde,

les coefficients a, &, 7, A, . et v étant des constantes.
En intégrant, on aura

i = constante - cu -+ §v -+ ¢
~t
o' = constante - Ay -+ pY —+ Ve

substituant dans Péquation (10) et dans I’équation (4}, on aura, en
appelant @, @ et ®” ce que deviennent par cette substitution P. P
et P les deux équations différentielles simultanées du premier ordre

entre w, v et g,

() & = (a—+ b -+ cv e =W(a +bu+ v
' 7 N '
o G = a' +bu+cvte'e .
\/(a’—i--b’u-i—c’u—{—e.”s)’2~i—(fl~¥~Im~}—ﬂv—+-f?i)2

ot O, &, ¢ sont de la forme
L+ Ndo + Rde, Vdu+ Ndv+ Rde, 1. du—+ Ndv—~ R"de,

i, N.R, L, N, R, 1, N, R” étant des coefficients constants et
connus.

1l s'agit mantenant de voir comment on pourra intégrer ces équa-
tons.

Pour cela, remplacons-y ¢, ¢’ et ®” par leurs valeurs; elles fe-
viennent ainsi
o g (L(Iu-*—Ndv—%—Rds)(a—}—bu + ¢y + ec)
o = (I du + Ndy + Rde)(@ -+ bu—+c'v + e'e)
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et
‘ Ldu +~ Ndv + Rd:
‘ ) a4 b'uw e
Jn ? = (L du + N"dy - R"ds) - Ry e

Vie'-+ b uv4-c'oesr - {0 -+ b -+ co - ce)

[utroduisons dans ces équations, 4 la place de u et de v, deux nou-
velles variables o et ¢, déterminées par les deux équations suivantes :

1 @+ bu+cv+ei=o,
2

a +bu 4+ ¢cv + e: = ¢.

En tirant de ces équations les valeurs de du et de dv et les portant daus
les équations (1) et (II), celles-ci deviendront de la forme

T ¢ (Pedo + QdY + Sde) = o (P'dy + Q' dy + 8§ ds)

et

AV Pdo + Qdy + Sde = C_:'ﬁ (P"do +— Q'dw = Sds

P, Q, S; P, Q, 8 p, Q", 8" sont des coefficients constants ef
connus.
En résolvant I'équation (111) par rapport 4 de¢. on &

. 7 (P/dp + Q') — § (Pdy -+ Qutl)
v de = 75 YU TNy,
‘ S —8
Si{'on substitue cette valeur de z dans Iéquation 1V, celle-ci devient,
en rédnisant .
SoP dy 4+ Q' dy) — 8 o (Pdy + Qddi
- S48

5 USY (P dy - Q) — 8’9 (P” dy +4- Q" "¢ (P dg + Q' dly — S" 4 Py Qo

4
v

e . 3 e
Yol 52 bt!.tAb [

o)
!:

Cette équation ne contient plus que les deux variables ¢ et 4. Elle
est satisfaite d’abord par ¢ == o3 mais cette valeur n’est pas Uintégrale
generale, puisqu’elle ne contient pas de constante arbitraire. En fai-
sant attention a ce qui a été représenté par ¢, on voit que o =u —u,
et des lors ¢ = o répond 4 # — 1’ = 0. Ce ne peut donc étre qu'nne
valeur particuliere de intégrale, répondant a instant ou 7 — 1w, on
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bien la solunon généra\e répondant au cas ou U serait constamment
egal i 10, Cest-a-dire ol pendant toute la duree du choc , le glisse-
mment suivant le plan tangent & effectuerait guivant 1a direction con-
stante de Vaxe des y. Dans tous les cas, on saura , soit par les auntres
équations - coit directement par les donnees, s cette solution est
admissible ou now-

o

De meéme, ! équation (V1)est catisfaite par S¢ — §g=0007=Yy U

t
ais ce N est pas non phus Vintegrale générale, puisqu’ il n'y a pas de
constante arbitraire. Comme o =1u— woety =79 o', cela répmu\ a

S

L S L, )y par ; d jeur riculiere de
u—t =gV V') pa conséquent, € est une vajeur particu jeve de

N et L . Y \ LU w
Vintégrale genem\e s repondant 4 Vinstant ou Pon aurait —— 7

i

S
¢ — U - :E\
ou bien ce serait ¥a golution généra\e dans le cas ou le glissemem

conserverait une direction constante snivant le p\an tangent et dé-

¢ — o SI
?

terminee par {a relation tang =g 2, g ttant \’:mg\e forme

par cette direction avec Vaxe des x. Gette solution devra otre rejetee
ou conservee guivant les données par\icu\i‘eres de la question.
Pour avoir intégrale généra\e de V’équation (VI), on peut donc di-

viser ses deux membres par le facteur commun Wf’g—fu , et elle devienut
N —_— :

alors

NI Py - (BQ — Q) Ay}
viny (= ISP ps )y (P'S =5 pYolds

} gy - Q8w+ Q8 T g0 e)dy.
Pour integrer |’ équation (V1) iptroduisons encore ala pace de ¢
et de & deux nouvelles variables, » €l 5, qui soient telles que Ion ait

'gz',)cosﬁ et 4 — o sinf.

1 3

On voit gue ¢es nouvelles inconnues e sont autre chose que fa vi-
tesse relative de glissement suivant le plan tangent et Pangle forme par
]a direction de ce g\issement avec l'axe des x. On déduit des relations
précédemes ,

dp = —® sinfdf -+ cos G.dw
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ef

ATIQUES

ay = o cosfdf - gip 0.ds,.

Substituant Jeg valeurs précédentes 3 I, Place de 5, de s de dp et de dy,
dans Péquation (VIL), celle-ci devient

w [(SP — PS') (—w sin g €08 Gley) - (SQ'— QS'){(w cos 6l Sing )|
+ (P§” SP") e CosG(—uw sin 6 5 + cos §dy)
+[(5Q" — Q5" sin g (Q’S”~S’Q") @ €08 0] (4 cos § g + s @),

=[(Sp"— PS8") o sing

Les deux membres de Cette équation on
e par w = o, Majs cette solution qui répond ;

Elle est done satisfaj
'ine vitesse (e glissem
avoir celle-ci, divisons
alors Ja forme

ent nulle, p’egt pas

t @ pour facteur commun,

Pintégrale générale, Py,

Pare les deyy membres (e ]’équation, qui prend

do __ gsing cosé—isfn;’f)—}—(/~l‘) sinGcnsé—{—mcos‘G y
- “g“cosOﬁ—/zsinG (i + m) sinOcosG‘,{-cosl’Ghlsinr&(‘ ’

g by q, kyl,m étant deg coefficients constants et connus. Ep appe-

lant 114 |a fraction qui for

E Ia base des Iogarith

VI

me le premiey facteur dy second membre, ot

nes népériens » ON VoIt que

L85 d
® = w,Ev,

?

ou G, et w, sont les valeurs Particuliéres (e § et de o al: commence.

ment du chee.

Cette intégrale pourra tonjours s’obtenir; car, en faisant $in§ =,
auxi]iaire, on aury J6)ds = Flo)ds, et F(z\ds
pourra toujours tres-facilement €tre ramenge a la forme d'une frac.

& étant une inconnue

tion rationnelje.

Quant a ¢, o Paura ep remplacant dans (V) o et ¢, d’abord par
ieurs valeurs en o, ot g, puis ensuite o, par
(VIIT), et o, par sa valeur o, 1(9) 45, En app

logue a f19), dont le g
cun de termes égaux

umérateur et le déno

sa valeur ep 4 donnée par
elant f; () une fractioy ana-
Mminateur ge composent chg.

A certaing coefficients multiph’és par certaines
Puissances de siy, § of Cos b, on a

&
F18)do
de:E“é: s

o 1 : I 1

6).15
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et

]
f1(6)d8

6
cmat [ SOFW O

On connait aussi ¢ et ¢, puisque ¢ = © cosfety=® sin§.

D’ailleurs la valeur précédente de ¢ permettra de connaitre celle de
5 4 ia fin du choc, puisque alors ¢ = 0

Substituant dans les équations (@) ae, pety leurs valeurs, on aura
celles de uet de v, et on obtiendra ensuite facilement celles de toutes
les autres inconnues.

Supposons qu’on veuille examiner en particulier'le cas ou les axes
coordonnés seraient pour chaque corps ses axes principaux relatifs au
point de contact, et ou, en meme temps, chacun d’eux aurait son

centre de gra\nté sur la normale commune au point de contact; on
trouverait alors

fmszo,fmxz:o,fmjz_—:o,fm’y’x'::o, m’x'z’:o,fm’j'z’::o;
- %
x, =0, Y =0, X, =0, Ji=0
Si on applique la méthode générale, et quon pose, pour abréger,

M ® M2 M" 4 ‘Nl,2 r s
a2 e e m2 —he 2 M —=—a 2oL [ X
< 21 M=a; 5% M=1b; % M'=d', et 5% W =06
on arrive a 'équation suivante entre o et 6,

de _ bb'(a + a')§in?6 +aa’ (b + &) cos*d 4o

— = (b0 (a + @) — ad’ (b b)) sinf-cos ’
ou , en remplagant cos?f par 1— sin?9,

dw ad (b+¥) d(29)

N

o __
w  bb (a+a’)—atz’(b+b’) sin (2 6) +tang6d9'

En intégrant a partir du commencement du choc, on trouve

an’ (b4 b)
W (tangO)bb’(a+a')__¢m'(_1,+b') ¢ cos B,

w, tang b, cosf .

Supposons, en particulier, qu’il s'agisse du choc de deux spheres, de
meéme volume et de méme densité; alorsa=b=a ="b,et I’équation
précédeute donne tang§ = tang 6,

Tome XLV.— SErTEMERE 1849. 40
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Ce qui indique que, dang ce cas, la direction dy glissement ne va.
rie pas pendant toute la durée du choc, Nous retrouvons ici, comme
cas particulier, cette conséquence, que I’on trouve démontrée directe.
ment dans la théorie mathématique des effets du jeu de billard de
M. Coriolis, et qui lui a servi 3 simplifier beaucoup Ia plupart des
questions de dynamique qu’il a traitées dans cet ouvrage.

il est méme facile de voir que Ia méme chose arriverait encore sj

=b et o — b, des lors, b¥ (a +a') — aa'(a + b)=o,

et, par suite, le glissement conserverait pendant toute J4 durée du choc
sa direction initiale suivant le plan tangent,

La méme forinule montre que, si §, — 0, OL 4 aussj § — ¢ pendant
toute la durée dy choc, et, par conséquent, Iy direction dy glissement
ne varie pas; c’est ce qui arrivera, en général, quand e glissement
commencera suivant yne direction qui coincidera avec celle d'un
axe principal commun aux deux corps relativement 3 leur point de
contact,

On aurait PU, pour résoudre |e probléme, choisir d’autres axes
coordonnés, et, en général, des axes quelconques. Les mémes cond;.

ment pendant instant (/¢ auraient dépendu nhon-seulement de U,v, 1 et
', mais aussi de tontes les autreg composantes des vitesses, ¢’est-i-dire
de w, Prirs o p, g et '; car la direction du glissement aurait été

non-seulement par leurs différentielles, mais encore directement; en
sorte que, pour l’élimination, on aurait été obligé de passer par la diffi-
rentiation, et qu’on aurait été conduit finalement & des équations
différentiel]es d’un ordre biep plus élevé,

La méthode qui vient d’étre exposée, s’applique encore dans le cas
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on il y aurait dans le systeme un ou plusieurs points fixes. Et méme,
avec un peu d’attention, il est facile de voir quon intégre encore ah-
solument de méme les équations différentielles du probleme. 11 suffit
alors de remplacer chaque point fixe par une force convenable, ce qui
introduit trois nouvelles inconnues pour chacun d’eux; mais comme,
J'un autre coté, la condition que le point correspondant demeure im-
mobile fournit trois nouvelles équations, il s’ensuit que le nombre des
4quations sera toujours suffisant, et méme on pourra par la connaitre
les pressions ou percussions éprouvées par les points fixes. §’il y avait
nn ou plusieurs points assujettis a rester chacun sur une courbe don-
nee, le résultat serait encore le méme. On ferait abstraction de chaque
courbe, en supposant celle-ci remplacée par une force normale d’une
grandeur inconnue : on introduirait par 14 trois nouvelles inconnues;
mais en méme temps on aurait trois équations de plus, servant a ex-
primer, 'une que la force est normale a la courbe, et deux pour ex-
primer que la vitesse du point correspondant est toujours tangente a
cette courbe. Enfin, il en serait encore de méme ¢'il y avait un ou plu-
sieurs points obligés de demeurer sur des surfaces fixes : on remplace-
rait chaque surface par une force convenable, normale a cette surface,
ce qui n’introduirait qu’une inconnue de plus; car si N est la grandeur
de cette force, que Flx, y, z'= o soit Péquation de la surface, que
£. y, ¢ soient les coordonnées du point en question, et que Pon ait

I

- \/ dF\__(F 2+('de°
(55 (T> az)
dF¥ dF dF
- . 3 ;o el N . . ~ N -
sm aurait NV T’ NV et NV 77 pour les composantes de N paral
joles 2 OX, OY et OZ. On aurait en méme temps une équation nou-
velle servant i exprimer que la vitesse du point (£, n, &) est tangente

v 1a surface en question; cette équation serait

dF  de  dF_ dn  dF  dt_
RN I TR TN TR
. dé  dn  dE . .

Or == 0 = sont des fonctions connues de la vitesse absolue du

pomt de contact du corps auquel appartient le point (£, 7, §), ef de

40..
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la vitesse de rotation de ce corps autour de 'axe instantané qui passe
par son point de contact.

On voit encore, avec un peu d’attention, que, dans le cas d’'un ou
de plusieurs points assujettis A rester sur des courbes ou sur des sur-
faces fixes, on peut intégrer les équations différentielles du probleme
absolument de la méme maniere, de sorte que la méthode qui a été
exposée est tout i fait générale.

En tenant compte du frottement, nous avons supposé que les deux
corps choquants étaient complétement dépourvus d’élasticité, puisque
110us avons pris o pour la valeur de ¢ a la fin du choc. Si les corps
étaient, au contraire, parfaitement élastiques, ce nouveau probléme
se ramenerait au précédent de la maniére suivante : on fractionnerait
le choc en deux parties, I'une depuis le commencement jusqu’a Pinstant
de la plus grande compression, alors que les vitesses des éléments de
contact sont les mémes pour les deux corps, dans le sens de la nor-
male commune,

On calculerait ainsi les vitesses Uis V15 Wiy Pis Qay Ty Uy, ), etc., qui

ont lieu au moment de Ja plus grande compression, ainsi que det

au méme moment. La seconde période commencerait alors, et finirait
au moment ou les denux corps se séparent; elle comprendrait un second
choc, pour lequel on aurait des équations analogues 4 celles de la
premiéere période. Seulement ici ¢ serait o au commencement du choc,
et sa valeur finale serait inconnue. On concoit néanmoins qu’a aide
des équations différentielles on Puisse exprimer les vitesses finales &,
Y25 W2, Pay s, elc., en fonctions de la valeur finale e, de g, car ce sont
toujours les mémes équations différentielles, et elles s'integrent de la
méme maniére.

On pourra de méme exprimer pour la seconde période | Zdt en
fonction de ¢, ; or, si les denx corps sont supposés parfaitement élas—
tiques, det doit avoir la méme valeur pour la seconde période que

pour la premiére, d’oui résultera une équation qui déterminera la
valeur de ¢,, et, par suite, pourra servir i exprimer les différentes
vitesses u,, v, , w,, etc., qui ont lieu 4 la fin du choc en fonction de
quantités toutes connues.

) ) R CHY TR e e
- , . \ 1 Ve ey
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Si les corps n’étaient, comme cela arrive a peu pres toujours, gu'im-
parfaitement élastiues, alors f Zdt, dans la seconde période, ne serait

qu'une fraction de ce qu'est cette quantité de mouvement pendant la
premiére, attendu que chaque corps ne reprendrait pas exactement,
apres le choc, la forme qu’il avait auparavant.

I

Formules qui donnent les pertes de_forces vives relatives dans les chocs
de corps solides non élastiques, et dans les changements brusques de
liaisons d’un corps solide.

Il a été dit que, dans les changements brusques de vitesses produits
par des chocs, il y avait toujours perte de force vive, et que cette perte
était égale pour des corps complétement privés d’élasticité, et en sup-
posant les frottements négligeables, a la force vive due aux vitesses per-
dues ou gagnées par les différents points des deux corps. C'est le théo-
réeme de Carnot qu’on peut démontrer fort simplement de la maniere
suivante:

Soient, a I'époque £, N et F les actions mutuelles qui s’exercent an
contact des deux corps, suivant la normale et dans le plan tangent;
la seconde force n’est autre que le frottement. Pour un déplacement
virtuel compatible avec les liaisons du systeme, soient respectivement
dn et ¢f ceux des points d’application des forces N et F. Les moments
virtuels des quantités de mouvement élémentaires qui les mesurent
pendant P'instant suivant d¢ sont

Ndn cos(N,dn)dt et — Fdfcos(F,df)dt.

Comme dn et df peuvent étre regardés comme constants pendant tout
te choc, les moments virtuels des quantités de mouvement qui me-

surent les forces N et F pendant toute la durée du choc sont respec-
Hvement

3 o fN cos(N,dn)dt et —Za“j[Fcos(F,é‘j')dt;

le signe fcomprend toute la durée du choc, et le signe Z I'ensemble

des termes dus aux différents contacts.

i ' N Pirsrargere papiaee
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Soient d’ailleurs dx, dy, dz les projections sur les axes coordonnés

, . . d.zu dy dz,
du déplacement virtuel du point (x, y, z); appelons = = et 7 |

composantes de la vitesse de ce point immédiatement avant le choc,

dxy, dy, dz

. i - a A
S ——9 TSy > 1 vV €n nte
et bO]Gnt“ PR p ) o ce que devienn t ces COH]pOS&I]tES aussitot

apres: si m est la masse de ce point matériel, les composantes de la
gquantité de mouvement qu’il a perdue sont
( dz, dz,)
"% T w )

dx, d, )
n dr T dr

Ur, puisqu’il y a équilibre entre ces quantités de mouvement et
celles qui mesurent les forces N et F pendant le méme intervalle de
temps, il s’ensuit que

Zo“an cos (N, dn)dt _Zd\f [FCOS(F,Q“f')d[
“Sel G- (B (-5

Supposons maintenant qu’on choisisse, pour déplacements virtuels
des différents points du systeme ceux qui répondent aux vitésses qui
ont lieu immédiatement apres le choc, et qui sont compatibles avec les
liaisons du systéme; alors

dx = dx,, oy =dr,, J7=dsz,.

(é&_@“
_drt dt)’

De plus, en désignant par dn, et df, le rapprochement des deux
corps dans le sens de la normale, et 1'étendue du glissement dans le
plan tangent, qui ont réellement lieu 4 la fin du choc, les termes du
premier membre de I'équation précédente deviennent respectivement

dn, | Ncos(N,dn,)dt et —¥ df, | Fcos(F,df,)dt,
X if,)dt,

et I'équation entiére se transforme en celle-ci, aprés avoir tout divisé

par dt,
dmchoslN dn,) dt —2 ;IFCOS F.,df,)dt

_ 2 - [(d.z‘,) (%) N ((E) . ‘dx., dzx, " dy,dy, -+ dsz, dz“')]'

dt dt: dt* dr?
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Si les deux corps, apres le choc, ont, au point de contact, des vi-
dn,
- =0 et le
premier terme du premier membre disparait. Si le frottement est ne-
gligeable, le secoud terme disparait aussi, et 'on a simplement

tesses égales dans le sens de la normale commune, alors

/7

Vo— S () () - (G
W O"Zml(dt. +\a) T\a . dr? ot \E

Mais, ’un autre coté, on a identiquement

(%) + () () - (@)= (@) - @

, dx, — dz \? dy, — dy\? dz, — dz,\? :
1 S (\T) + (T )+ (—77—) [

fdx,\ 2 dy,\2 dzl>2 dz,dz, dy,dy, dzods)\
| "*’[(Tt) +(717 t\a) T “Tzﬁ‘*‘T*“?iF)]

A cause de (1), cette derniere équation se réduit, en appelént V, ety
les vitesses du point m immédiatement avant et apres le choc, et U la
vitesse perdue ou gagnée par ce point, a

ZmV?, —EmV? =2mU’.

En appelant T le travail résistant do a la compression des deux
corps produite par leurs actions mutuelles, on a

- aT .—_EmV‘f —ZMV?) = -—EmU”.

Si les deux corps, apres le choc, n’avaient pas des vitesses égales
dans le sens de la normale commune, et si les frottements n’étaient
pas négligeables, on aurait deux termes de plus, et Pon trouverait de

méme
ELLV‘ — EmVn,

ou

2T = ~—ZmU2 + QE%fN cos(N,dn,)dt — zz%fF cos (¥, df,) dt.

Si les deux corps ont, apres le choc, des vitesses égales dans le sens



320 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

de la nermale commune au point de contact; que, cependant, on
veuille tenir compte du frottement, mais que l'on sache que la di-
rection du glissement n’a pas varié pendant toute la durée du choc .
alors on a

cos (F, df)) = 1
et

> mv:? —3mV2, ou 2T = —~¥mU? — 22%?[&1&
1V.

Il se produit une perte de force vive tout a fait semblable dans un
corps que Fon assujettit brusquement 4 un nouveau systeme de liai-
sons. Ainsi, dans ce cas, les quantités de mouvement perdues par les
différents points matériels dans ce changement instantané doivent se
faire équilibre entre elles 4 Paide des deux systemes de liaisons, celles
qui existaient primitivement et celles qui ont été ajoutées. Par consé-
quent, si dx, dy, dz sont les Projections sur les axes pour le point
(z, 7, 2) d'un déplacement virtuel compatible avec les deux systémes
de liaisons, on a, en conservant les mémes notations que pour le

théoréme de Carnot,

Zm [({%’— %) dx + (%y_; - ‘%') oy + (gz;“ - ‘fl—?).d‘z] = o.

\

On peut prendre, pour ces déplacements virtuels, ceux qui reé-
pondent aux vitesses qu’ont les différents points immédiatement apres
Pintroduction des nouvelles liaisons, car ces déplacements sont com-
patibles avec les deux systémes de liaisons ; cela revient a faire, dans
Péquation ci-dessus, da — dx,, dy = dy, et 0z = dz,, et cette équa-
tion devient, en divisant tout par dt,

dz, dz\ dz, ‘dy,  dy)\ dy, dz,  dz\ d, _
2 [('47“ 7.17)%+(75—z)75+ @) @] = 0
ou, ce qui revient au méme,

ZmUV1 cos (U, V,) = o.

o . SO D G [T l s
LN TEEE ' | " CLUC 00 0 R Sk gy
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Mais V, étant la résultante de U et de V,, on a directement
ZmV?) =2me —i—-ZmU2+ zz‘mUV1 cos (U, V),
ce qui, a cause de I'équation précédente, se réduit a
EmV?, —ZmV‘;’ :ZmU’.

Inversement, si 'on vient 4 supprimer brusquement tout ou partie
des liaisons d'un systéme, il y a gain de force vive égal a la force vive
due aux vitesses perdues ou gagnées par les différents points.

Ce théoréme se démontre d’une maniére tout a fait analogue, et Fou

trouve
Zme —-Zm 2 zsz"’.

Ainsi, quand des liaisons viennent a étre brusquement supprimées,
il y a toujours gain de force vive.

Y.

Le théoréme de Carnot, et ceux analogues sur les liaisons, donnent
les forces vives gagnées ou perdues brusquement dans les circonstances
correspondantes. Nous allons maintenant voir ce que devienuent ces
théoremes quand on les applique an mouvement relatif, c’est-a-dire
que nous allons chercher quelle est 'expression supplémentaire ré-
pondant%x - izlmU2 dans le mouvement absolu, et qu’il faudrait
introduire dans ’équation des forces vives pour les mouvements rela-
tifs, dans le cas de chocs ou de modification instantanée dans le systeme
des liaisons établies. En un mot, nous allons chercher, pour ie moui-
vement relatif, ’équivalent du théoréeme de Carnot pour le mouvement
absolu. -

A cet effet, conservons les mémes notations gue précédemment pour
la démonstration du théoréme de Carnot. On aura encore, pour tout

déplacement virtuel (dx, dy, dz) compatible avec les liaisons du
svstéme,

Ed‘an cos (N, dn) dt —Zéffl“ cos (F, df) dt
e, dz, dy, dy, dz, ez,

\

Tome X1V, — Ocroere 18459. 4 l
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Supposons maintenant que la vitesse absolue V, de chaque point

ait été décomposée en deux autres V, et V,,, et désignons les com-
o d ., . instant 1 dox dy dz
posantes de ces vitesses 4 un instant quelconque par —» =, --:

dpx iy dyz
dr T ode T Tdr
indices o ou 1, lorsqu’elles se rapportent an commencement ou 4 la fin
du choc.

Supposons que, pour chaque point du systeme, la composante finale
V., réponde & un déplacement virtuel compatible avec les liaisons du
systéme , et appliquons I'équation précédente a ce déplacement virtuel.
En divisant tout par dt, I’équation précédente deviendra

> drT:"fN cos (N, d, m)d’_z%fl? cos (F, /, f,) dt

. [ fdx, dx,\ d,.x, dy, dy,\ d.y, (dz, dz\ d.z,”
= (% T (G- ) 7= 2%

\

» en affectant plus particuliérement ces composantes des

Si, apres le choc, et en ne tenant compte que des vitesses relatives,
les points de contact ont des vitesses égales dans le sens de la normale

d.n,
dr
I'équation précédente disparait. Le second terme de I’équation préce-
dente disparait aussi si les frottements sont négligeables, de sorte que
le premier membre devient nul. Dans ce cas, I’équation ci-dessus re-

vient a

(1 2mUV, cos (U, V,) =o,

= 0, et le premier terme du premier membre de

commune, alors

U étant la vitesse absolue perdue par le point m. Or, si U, et U,, sont
les composantes perdues par ce méme point respectivement par rap-
porta V. et V,,, Uestla résultante de U, et de U,, de sorte que

szV,‘ cos (U, V.) =2mU,V,l cos (U,, V) —i—szmV,I (Un> V, )3

et, par suite,

(2) Zm UrV,l cos (U, V.)= -—Zm U,V, cos (U,, V, ).

T ' ' ' T T I e iy
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Mais, d’un antre c6té, V, étant la résultante de V, et deU,, on 2
] 1
directement

V2=V2+ U2+ 20UV, cos (Urs V. )s

Yo
v —Fmv: =FmUz + 23m UV, cos (U, A\

Remplacant dans cette équation Z"mU,.Vr cos (U,.,Vr‘) par sa

valeur tirée de (2), on a
3 Smv:-¥mV:=FmU — 23mUnV, cos (Unm V).

Cette équation (3) donne I'équivalent, pour le mouvement relatit, -
de ce qu’est le théoreme de Carnot pour le mouvement absolu. On
voit que, dans un choc entre corps dépourvus d’élasticité, la perte de
force vive relative est encore égale a la force vive due aux vitesses re-
latives perdues ou gagnées par les différents points, moins un terme
de correction qui est égal a la somwe des doubles produits des quan-
tités de mouvemeént perdues par rapport aux autres composantes
V,, par les projections sur ces vitesses perdues des vitesses relatives
finales V., .

Si les autres composantes V,, répondaient ausst a des déplacenments
virtuels compatibles avec les liaisons du systeme, et que par rapport a
elles seules, les points de contact eussent aussi, apres le choc, des
vitesses égales dans le sens de la normale commnne, on aurait de
memaoe

x/l,\/ Zm \f'%“ — Zm ‘7,2, — Zm [I,:,!l - 2 2”2 lIz le cos (Ur’ V:na )

Les équations (1), (3, (4, expriment toutes la méme propriété, car
on peut les déduire les unes des autres. Elles supposent senlement deux
conditions essentielles : 'une que les vitesses V, sont, pour chaque
point, compatibles avec un méme déplacement virtuel du systeme.
ensuite, qu’apres le choc et en ne tenant compte que de ces compo-
santes, les vitesses du point de contact estimées suivant la normale

41
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commune soient égales pour les deux corps. Nous exposerons plus
loin comment I'on peut satisfaire d’une maniére tres-générale i ces
deux conditions, entre deux corps solides, soit complétement privés
d’élasticité, soit, au contraire, parfaitement élastiques.

En supposant ces deux conditions remplies, on voit que la perte de
force vive relative peut avoir, dans certains cas, la méme forme que
la perte de force vive absolue.

Clest ce qui arrivera quand on aura

Zm U. V, cos (Um>s V,)=o.

1°. En premier lieu, si Veo.=o0,0naV, = V,U0,=o0, pour chaque
point, et Péquation (3) donne

Zme — Em Vi = Zm Uz,

qui n’est autre chose que le théoreme de Carnot.

2°. 8i U,, = o, c’est-a-dire si les composantes V,, de chaque point
ue sont pas altérées par le choc.

30, Siles composantes V, et V,, sont constamment paralléeles a deux
axes rectangulaires, cos (Uns V,.) = o pour chaque point , et

Zm V’ — Zm V= Em U2,

4°. La méme chose a lieu si on peut décomposer la vitesse de
chaque point en trois autres constamment paralleles 4"trois axes rec-
tangnlaires. On a, relativement 2 chaque composante,

cos (U,, V,’) =0

Zm V?o — Zm VZI = Zm Uz,

3. 81V, =o pour chaque point, on a

et

Zm V2= Em U?; eten effet, U,=1V,.

6°. Enfin, il peut arriver que Zm U, 'V, cos (Un, V, } soit nulle

sans qu’on ait U,, V,‘ cos (Um, V,‘) = o pour chaque point.

[T [ ' 1 1 VIE LU T SE e e o o
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Si le frottement n’était pas négligeable, au lieu d’avoir

Zm UV, cos (U R V,.‘) =0,

o1 aurait eu

Zm UV, cos (U, V, ) = Zt-id—f'fF cos(F,d, f,)dt
et .

SmU,V, cos (U, V, )= — XmU,V, cos (Un,Vy,)
Ei’-”-ffF cos(F, d, f) dt,

pais enfin,

Zm V- Zm V'“’ = Zm U2 — 2 2"‘ U, V, cos (G V’. )
+ 2 2%5{7/"‘{17 cos (F, d, f,)dt.
Vi.

Avant de passer i Pexamen des Lonsequences qu on peut tirer de ce
théoreme sur les forces vives relatives, nous allons faire voir quil
vapplique absolument de méme aux changements instantanés de
vitesse qui sont produits dans un systeme de points matériels par Vin-
troduction ou la suppression brusque de certaines liaisons.

Supposons d’abord que de nouvelles liaisons viennent a étre in-
trodnites subitement. En conservant encore les notations qui ont ¢été
adoptées plus haut pour la démonstration du théoreme analogue, par
rapport aux vitesses absolues, on aura de méme

T, dx )\ “dy, dy\ o

m| (5 =) ow + (= —
Zn‘_ 2 dt (lt)OJ +( dt ot ’)O
Supposons maintenant quon ait décomposé la vitesse absolue V de
chaque point en deux autres V, et V,,, telles que Pune d’elles, au
moins V,, réponde pour chaque point & un déplacement virtuel com-
patible avec les deux systemes de liaisons: celles qui existaient primi-

tivement et celles qui ont été ajoutées postérieurement. On peut done

prendre pour dx, ¢y et &z, respectivement ¢, x,, d,y, et d.z,, en

doy. d.z
'- - —(—— les composantes de la vitesse relative finale ¥,

—‘—')d\z.:().

(dz, dz)\
( dt dt |

appelam
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du point (x,y, z). L'équation précédente devient alors, en divisant
tout par dt,

Son ( doe daNdio | (dyy dy\dy d__l_z)d —o
N\ de dr ] dr ot ot ot dr de | de !

/

ou, ce quirevient au méme,

2mUV, cos(U, V,)=o0.
U étant la vitesse absolue perdue par chaque point. La démonstration
se termine maintenant comme pour les chocs. On déduit de Iéquation
précédente ,

3mU,V, cos (U,V.)==3mU,V, cos (Uns V, ).

D’ailleurs, on a directement , puisque V, est la résultante de V, et
de U,

Zm VE— Em V2= Zm U2 + o Zm U, V, cos (G,, V, .
Par conséquent, on a aussi

2"’1 ‘/’.-2: - 2"1 V'Z, s E’n Ur2 - 2 an Um ‘Vri cos ([jnn Vr )

Cest, comme on voit, la méme équation que pour les chocs, et ia
seule condition pour qu’elle puisse étre appliquée, est que les compo-
santes V, répondent & des déplacements virtuels compatibles avec

toutes les liaisons du systeéme.

Outre les applications qu’on pourrait faire de ce théoreme, pour
déterminer les vitesses des différents points d’un systéme, immédia-
tement apres I'introduction brusque de certaines liaisons , on peut en
tiver aussi quelques conséquences générales.

En premier lien, supposons que, dans un corps solide en mou-
vement, la vitesse V de chaque molécule soit décomposée en deux
autres, V, et V,,, telles que le systeme des com posantes V, réponde 4
des déplacements virtuels compatibles avec les liaisons existantes, et
telles en outre qu’on puisse , par I'introduction brusque de certaines
liaisons convenables, détruire toutes les composantes V, sans changer

(LI 1 ! ' ! 1K UL 0 T i e e o ' Ve
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fes composantes V3 alors les vitesses V, deviennent nulles, et les com-
posantes V,, vestent seules sans altération. A cause de

2'" UV,.A cos (U, V,.‘) =u,
on a donc

Zm V, V,co8(V, V,)=o0.
D’ailleurs, V étant la résultante de V,etde V,,, on a

zm V= 2’" Vi Em Vi 2 Zm V, Vacos(V,, V.,

done
Z/n V2Z = Zm VE+ Zm vz,

Ainsi, supposons qu’un ¢orps solide libre soit animé d’un mouve-
ment quelconque dans lespace; on peut concevoir la vitesse V de
chaque point comme la résultante de la vitesse actuelle de translation
u du centre de gravité de ce corps, et de sa vitesse de rotation o autouy
J’un certain axe instantané passant par le centre de gravité. On sait.
de plus, que si 'on venait tout i coup & fixer le centre de gravité, le
mouvement de rotation du corps continuerait immédiatenent apres
sans altération autour du méme axe insiantané; par conséquent, on
pent détruire les composantes i, sans changer » ni en grandeur ni exn
direction. 11 résulte de la que, M étant la masse totale du corps et A
son moment d’inertie autour de cet axe instantané, on a

Em\” = Mu? + Aw®,

c¢'est-a-dire qu’a un instant quelconque la force vive du corps est égale
a la force vive due a la vitesse de translation de son centre de gravité
et i sa masse totale, plus la force vive due au mouvement de rotation
autour de Paxe instantané passant par le centre de gravité au moment
que Y'on considére.

Une autre conséquence du méme théoréme est la suivante. Dans
Péquation générale des forces vives pour les mouvements relatifs, on
sait qu’il existe un terme de correction qui est égal a

— E P, V,dtcos(P,, V,).
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Dans ce terme, V, represente la composante qui se rapporte au mou-
vement relatif, et P, est la force qui serait susceptible de donner &
chaque point, sl était libre, le mouvement dii aux autres compo-
santes V,,. Cela étant, nous allons faire voir que, toutes les fois qu’on
pourra, par un systeme de liaisons convenable, détruire les compo-
santes 'V, sans altérer les composantes V,, on vice versd, on aura

- ZPmVrdt COS(Pm’ Vr) = ZPrvmdt COS(Pr) V—m)7

en sorte qu'on pourra former le terme de correction, a volonté, de
Pune quelconque de ces deux sommes,

Soient, en effet, u,, v,, w, les composantes de V,, et z
celies de V,,, on a

my Viny Wy,

1 du, dopy, dw,,
s PV, cos(P,, V,) = Tt e+ — W,

A du, do, . dw,
= 'd_t(urum + v, Y + W,.W,,,) - 7{?”111 -+ ?Evm = e m
£

{ ]
== (_12‘7er” COS(VJ-V.m) - ”11 Per COS(P’_V,").

I} résulte de Ia que
— ¥ PV, dt cos(P,,, Vo)== 5[mV,V,cos(V,, V, ]
+ 3P, V,de cos(P,V,,);
et, commez mV,V, cos(V,, V.) = o, il s’ensuit que

— 3P, V,dtcos(D,, V)= P, V,.dtcos(P,V,,).

La seule condition nécessaire est que l'on puisse, par des laisons
convenables, détruire un des systémes de composantes sans altérer
Pautre, et que ce dernier réponde a des déplacements virtuels compa-
tibles avec les liaisons existant réellement dans le systéme.

Par exemple, si on veut appliquer le principe des forces vives i
étude du mouvement de rotation d’un corps libre, soumis 4 I'action
de certaines forces, par rapport a son centre de gravité considéré
comme fixe, le terme de correction pourra étre, indifféremment, et au

[ ! 1 " LR e e " [Nt
i
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signe prées, ou le travail du aux forces capables de donner i chaque
point, §'il était libre, le mouvement absolu du centre de gravité et aux
vitesses de rotation, ou le travail dii aux forces capables de donner i
chaque point, s§’il était libre, le mouvement de rotation autour du
centre de gravité et a la vitesse de translation de ce dernier.

Le théoreme qui a été démontré pour le cas ou on introduit brus-
quement certaines liaisons dans un systéme de points matériels a un
analogue pour le cas ou on vient, au contraire, a supprimer instan-
tanément certaines liaisons.

Alnsi, en conservant les mémes notations que précédemment, a
propos du théoréme correspondant pour les vitesses absolues, on a.

en général,
’ dz, dx, dy, dy.) dz, dz, 1
21”[(—[5- —_— 7;)6\.1"*‘(‘(17 — W d\j -+ E_-.d_t)d\z] = .
Dailleurs, d’apreés ce qui a été dit plus haut, da, 2y, 9z sont les

projections sur les axes coordonnés d’un déplacement virtuel quel-
conque, compatible avec les deux systemes de liaisons (celles qui ont
£té conservées et celles qui ont été supprimées). On peut donc prendre
pour dx, dy, 0z, respectivement, d,x,, d,.7,, d,z,, en conservant
encore les mémes notations que pour le cas de V'introduction brusque
de certaines liaisons. L’équation précédente devient alors

dz, dx\ d.z, dy, dy\d. y, dz, dz )\ d,z,
2’"[(75 _Tt) a T (W—Tl? a T\ @ —Ft)({_t =0

Z/nUV,D cos (U, V’«) = o,

Ol

ou, ce qui revient an méme,
2771 U,-Vr COs (Ur, Vr ) _ 2"7' Um‘Trw Cos (Urm Vr )-
Oun a d’ailleurs

2'" v? :ZmV}’“ + ZmU2 — 22/;‘1 U,V, cos(U,, V.
douc

Smv:—Smve=FnUz+ 2 ¥ mU,V, cos(U,,V, ).

Tome XIV. — Ocroene 184g. 42
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VII.
Nous avons fait voir que, quand il se produit un choc, on a
(1) 3>mUV, cos(U,V,)=o,

et ausst

{2) }:me0 — ZmV,?‘ :ZmU? — aZm U,,,V,,‘ cos(Um, V’,)'

Ces deux équations supposent que le choc se termine 4 Vinstant ou
les composantes V, sont égales, dans le sens de la normale commune,

au point de contact, et que ces composantes \ soient compatibles ,

pour chaque point, avec un déplacement virtuel du systeme.
Observons de suite que dans ces équations (1) et (2), il entre a la fois
les points matériels qui composent les deux corps choquants. Toute-
fois, il est évident, d’apres la maniere dont elles ont été obtenues, que,
quand les composantes V, répondront & des déplacements virtuels

tels que, pour ceux-ci, le moment virtuel de I'action mutuelle N des
deux corps, suivant la normale, soit nul pour chacun d’eux, ces équa-
tions (1) et (2) se dédoubleront chacune en deux autres, dans lesquelles
il n’entrera que les termes relatifs 2 I'un des corps.

VIIIL.

Nous allons maintenant faire V'application de ce qui précede au pro-
bléme du choc des corps solides dans les deux cas extrémes ou ceux-ci
sont privés d’élasticité, ou, au contraire, parfaitement élastiques.

Nous nous occuperons d’abord du premier cas, et nous supposerons ,
pour commencer, que les deux corps soient entiérement libres.

Nous regarderons le mouvement de chaque corps comme déterminé
a chaque instant par celui de son point de contact et par son mouve-
ment de rotation autour de I'axe instantané qui passe par ce point.
Prenons celui-ci pour origine des coordonnées, la normale commune
pour axe des z; puis, pour axesdes x et des y, deux droites quel-
conques perpendiculaires entre elles et situées dans le plan tangent
commun.
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Soient, pour Pun de ces corps, Uy, Yos Wo les composantes immeé-
diatement avant le choc de la vitesse de son point de contact, suivant
00X, OY et OZ; soient, au méme instant, p,, Go, Fo Jes composantes
Je son mouvement de rotation autour de OX, QY, OZ. Soient «,,
Vs W5 Prs oo T €8 mémes quantités aussitot apres le choc. Dési-
gnons par les mémes lettres, avec des accents, ce que sont les quantités
correspondantes pour Pautre corps.

Pour appliquer le théoreme , nous ferons usage de I’équation

R ZmUV,‘ cos(U, V,)=o,

qui est plus simple que équation (2). Nous prendrons pour V, , suc-
cessivement 2, , ¢, Wy, puis les vitesses qui répondent aux mouve-
ments séparés de rotation, autour de OZ, de OY et de OX, d'ou
résulteront six équations; mais celles-ci elles-mémes en donneront
davantage. En effet, dans le déplacement virtuel qui répond a u«,, le
moment virtuel de N est nul, d’oti résulte que I'équation (1) a lieu se-
parément pour chaque corps; et, comme V, est alors facteur com-

mun, il faudra poser, pour chaque corps,

EmU cos(U, V, ) =o.

I.a méme chose peut se dire relativement a v,. On aura donc quatre
¢quations.

Par rapport & w,, I'équation (1} ne se dédouble pas, attendu que,
pour chaque corps séparément, le moment virtuel correspondant de N
w'est pasnul. Mais on a de suite une équation de plus, qui est w, = w,.

1l est clair dailleurs que P'équation (1) se dédouble quand V, se
rapporte aux vitesses de rotation autour de Pun quelconque des trois
axes. D’abord , dans le mouvement de rotation autour de OZ, le point
{’application de N reste fixe ; par conséquent, son moment virtuel est
nnl. Quand un des corps tourne autour de OX ou de OY, sans glisse-
ment, le moment virtuel de N, quoiqu’il ne soit pas rigoureusement
nul, est un infiniment petit du second ordre et négligeable. Au reste,
on voit aisément que le théoréme s'applique a toutes ces composantes
Vv, ; car toutes répondent a des déplacements virtuels compatibles avec

42..
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les liaisons dusysteme, et pour chacune séparément, les vitesses finales
des éléments de contact sont les mémes dans le sens de la normale
commune,

On voit donc ainsi que I'on aura dougze équations pour déterminer
les douze inconnues iy Vis Wis Doy gy 1y W', v, WP 7 r.
Il s’agit maintenant de les former.

Or, pour un point matériel du premier corps, d’une masse dmn et
dont les coordonnées sont X, ¥, 2, les composantes paralleles 4 OX,
1 OY et &4 OZ de la quantité de mouvement perdue sont respecti-
vement :

[ty — 1, — Go — ¢1)z — (r, — roy|dm,
[vo — o, + (ro — r)e— (po— ) z)dm,
[Wo—w'+ (po— )y — (40 — ¢.)x| dime.

A Vaide de ces Composantes, il sera facile de former les équations
qui se rapportent aux composantes dans le sens de wy, de v, et de w,,
Quant aux équations qui sont relatives aux mouvements de rotation
autour des axes coordonnés, elles ne seront pas difficiles a4 obtenir.
Prenous pour exemple le mouvement de rotation autour de OZ. D).
signons, pour un instant, par X, Y, Z les composantes de la quantite¢
de wmouvement perdue par dm, parallelement aux trois axes. S; £ est
la distance du point (@, 7, 2) 4 axe OZ, on aura pour ce point .

nU V". cos (U, V’.,)
=ridm[Zp cos(Z, pr,) + Yo cos(Y, gr) + Xp cos(X. gr)].

Or
cos(Z, or)) = o:
puis on a
gecos(Y, pr)=*=x e peos(X, priv= — -
Donce
/VmUVn cos (U, V,)== r,fdm(Y.r —Xy)=-c.
ou

[dm(Y.x — Xy)=o,

lors meme qu’on aurait r, == 0; car r, est entré dans Yéquation primi-

[T 1 ' ' I
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tive come representant un déplacement virtuel, et ce déplacement
peut toujours étre pris différent de o, lors méme qu’on aurait r, = «.

Ces préliminaires établis, il est facile d’obtenir les douze équations
cherchées.
On aura

(i f[tl(,—*ll,—f—(([0*'-([4)2—<I‘U——I yjdm =o.
2 f[ Vo — ¥, +(r(,_;-,‘)x—(p(,—p,)z]dm = o,

‘ f[woww,—{- (Po—p))Y — (0 —¢)x]dm

(:5) = o,
" f W, — w4 (p, —p )y — (4o —q¢ ) x |dm
A Wy = W’I ’
f =y Py T X — (po— Pi)z | xdm ‘
(5,’ =
it =t 2 = 1 )y Lyt
S f My — Uy (o — i) — (ro— 1y )y | st |
(h~ =0,
' r [Wo—w, + (P, — p)F¥ — 4o —¢,) x| xdm
, f [0 —wi+(po— Py = (qo—q)) x| yedm
(;' = 0.
—_ f[ Vo — vy (ro—r)x— (po—p,) 2| zdm
lies cing autres équations se déduisent des équations (1), (2), (5;.

(6), 17/, en mettant des accents aux lettres qui y entrent.

Soient M et M’ les 1nasses totales des deux corps; soient Xy, ¥, , %,;
X,y ¥y, %, les coordonnées de leurs centres de gravité. Désignons
eufin par A, B, C; A, B, ' leurs moments d’inertie, par rapport
a OX, OY et OZ. Les équations précédentes deviendront

(s o — Uy + 2 (qo— i) — yi (o —r,) =0,
i2) Vo — v 2, (rg— 1) — 2,(po — p,):o,
M (w, —w)+ My, (po—pi) —Mx, (9o —q.) | _
R “' _""1)+M,.7’1 (P’0~P11> \1x1W(\_91)

(3
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4 w, =w,

Mx, (wo—0,)—My, (o —2)+Clro—r,) — (po— pi)
() ; fxzdm.— (o —q1) f]zdm = 0,
Mz, (uo "‘ui) —Mx, (wo _Wl) +B(90_94) - (”0 —ry)
©) g f]‘zdm —(po— pi )f)’xdm = o,
‘ My, (wo—w,)— Mz, (90— 904) +A(po—pPi)—(go—q1)
% fx]dm-—— (ro —r,)fxzdm = o,
18) wo — 'y + 2 (qy—q,)—r' (ry—=Tr, )=o,
(9) Vi — ¢+ (ry— 1)) — 3, (Po — Py) =0,

M &, (v, —¢,) =My, (ty—u,)+C (¥, —r)=(po—r,
(Iv)\ f.Z"Z' dm’ — (q'o . qlt)ff’z’d’n, = o,
;M, z, (e, — u,j )— M'x, (W'o - w’1)+ B,(qro —9'1) —(ry — r:‘ )

P

(rn ff’z’dml _ (P,U —-pli) fjfxrdnll =o,
\ | My (), =) — M2, (¢, —¢, )+ A’ (Po—Pi)— (41,

(12) f x'y'dm’ — (r, —r,) f x'Zdm —=o.

Telles sont les douze équations du premier degré qui déterminent les
douze inconnues. On voit que, si les axes coordonnéssont les axes prin-

cipaux de 'un des corps, les intégrales f xydm, f xzdm, f yzdm dis-

paraissent pour celui-ci, et elles seraient nulles pour les deux, si ceux-
ci avaient tous deux les axes coordonnés pour axes principaux du point
Ae contact. Aprés avoir résolu ces équations, on aura facilement la
vitesse d’un point quelconque de I'un des corps , immédiatement apres
le choc; car, si x, y, z sont les coordonnées de ce point, les compo-
santes de sa vitesse parallelement 4 OX, OY et OZ sont

U, + 34, — yry,
v, +Xry — zp, .
W, + yp, — xq,.
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Si on voulait appliquer la théorie précédente au probleme du choc
des corps, dans le cas de leur parfaite élasticité, il faudrait le décom-
poser en deux périodes : T'une, depuis le commencement jusqu’a
I'instant de la plus grande compression et qui se traiterait comme ci-
dessus ; 'autre, depuis ce moment jusqu’a la fin, et que 'on regar-
derait comme un second choc. Dans cette seconde période, on aurait
encore douze inconnues et une équation de moins; car, pour la fin
du choc, on n’aurait plus w, = w', , mais on aurait a la place une
autre équation servant a exprimer que la quantit¢ de mouvement per-
due par 'un des corps dans le sens de la normale est la méme dans la
seconde période que dans la premiére; ce qui naurait plus lien si les
corps n’étaient qu’imparfaitement élastiques.

iX.

1’équation

Zm v — Zln V?‘ = Zm Uz — 22m U, V, cos (Uny ¥

peut étre appliquée & Jétude des machines hydrauliques, a Poccasion
desquelles on a souvent lieu de faire usage du principe des forces vives
dans les mouvements relatifs. Elle permettra , quand il y aura choc ou
changement brusque dans les liaisons établies, de connaitre les nou-
velles vitesses relatives, sans étre obligé de passer par P'intermédiaire
des vitesses absolues, ainsi que la modification qui en résulte dans
Pexpression dn travail de la machine. Sans doute, la maniere meéme
dont se comportent les fluides quand ils sont placés dans des circon-
stances ou des corps solides éprouveraient des changements instan-
tanés de vitesse, fait qu’ils ne les eprouvent pas de méme, et que touie
méthode de calcul qui repose sur cette assimilation ne peut donner
que des résultats approximatifs; mais cette cause d’inexactitude tient 4
la nature du fluide Jui-méme, et toute méthode doit nécessairement
s'en ressentir dans application, car il est impossible de faire entrer
dans les formules cette maniére d’étre des fluides, que nous allons
développer en quelques lignes. Quand un fluide change brusquement
de direction, il y a perte de force vive; la vitesse perdue est la compo-
sante normale a cette direction finale, et la vitesse conservée est la
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projection de la vitesse initiale sur cette méme direction. Cest ce qui
se voit immédiatement, et cela se conclut aussi du théoreme des forces
vives sur les chocs ou sur les changements brusques de liaisons. Ce fait
se vérifie toujours et le théoréme en question s’applique de méme.
Seulement, quand le changement de direction ne se fait pas instanta-
nément a angle vif, mais par une courbe ou un coude arrondi, la
vitesse finale, au lieu d’étre Ja projection de la vitesse initiale sur la
direction du fluide 4 la sortie, est égale a cette vitesse initiale. Clest ce
qui résulte toujours, au reste, des mémes principes; car, a chaque
stant, la diminution de vitesse, c’est-a-dire la vitesse diminuée de ce
quelle devient au bout d’un temps infiniment petit, est égale a cette
vitesse multipliée par le sinus-verse de Pangle de contingence en ce
point de la courbe que le fluide est obligé de parcourir. Cette dimi-
nution est donc un infiniment petit du second ordre, et la diminution
totale, c’est-a-dire la vitesse initiale moins la vitesse finale est toujours
un infiniment petit; par conséquent , lavitessefinale estégale a la vitesse
initiale. Or, quand un fluide vient rencontrer un obstacle qui le force i
changer de direction, les parties qui rencontrent directement cet
obstacle doivent bien changer brusquement de direction; mais celles
qui sont a4 une certaine distance changent de direction d’une maniére
graduelle, ce qui diminue la perte totale de force vive dans une pro-
portion qu’il parait impossible d’évaluer rigoureusement.
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