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SUR
UNE QUESTION RELATIVE A LA THEORIE DES NOMBRES;

Par M. HERMITE.

Soient n -+ 1 nombres entiers
r\ 0 .
Gy By Paeeer Hs D,

dont le plus grand commun diviseur est V'unité; on propose de
trouver tous les systemes de 7 (# +- 1) autres nombres, savoir :
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qui rendent le déterminant
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égal a plus ou moins un.
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Solution. Nommons respectivement

7 le plus grand commun diviseur e 4 et 5.
. idemn mooet oy,
. iden 7, et 4
ey idem Trep €,
T idlem Tpey ot 3

dans Uhypothese admise, r, sera I'unité. Prenons ensuite les nombres
eitiers
a, b, ¢, d,.., |, |

’

oo, b0

Aapres les conditions

On satisfera & la question proposée par les valeurs suivauntes
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fes quantites

My, Ny Pi. S, T4
dépendant des nombres entiers

Mis Dy Pieesy  Sie

par les équahons

M,= ¢'n; + N, Z.

i

N, =d'p;+ b, =

S, =0t + T, 2=

et toutes les solutions possibles s’obtiendront ey prenant toutes
viteurs des n? quantités

N, g, Pisever Yie Uiy
pour iesquelles le déterminant
My Mayy.... in,.
iy Maye. i

P Pase-e- Pas

T T
égale plus ou moins un.

Ainsi. par exemple, lorsque 2 =2, sl sagit de rendre egal
Funité le déterminant
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on aura

@
o =am,+ M, —.
K

ﬁ’:b"’h—f—l\'gv

v =cn, + Ny,

avec :
M,=ccn,+N,x,,

ce qui doune
o

S
* =am, + —n,+ N,=,
™
Ge
3 =bm, +"—n,+ N,j3,
,//:cnl _J_N.-};;
on trouvera ensuite semblablement
o
o= am, + —n, + N,u,
™

Ly ﬁ(?, -
5= bm, +~ = rn,+ N, 5.
T

1 =cn, - N,v,

et lon devra prendre pour m,, rn,, m,, n, indéfiniment tous
nombres entiers pour lesquels

mn, — m,n, = = 1.

Si n =3, la solution générale de I’équation

H

w, o, . o
6 ‘;. 17 fan
o2 p : ﬁ ’ I = =
!’ oy - "
PARY AT R ’
. ’1:\, d\r, 6\/:. d\m:
sera de méme comprise dans les formules
’ I

e v,
a’:am.+—n,+z-—p.—%~P.a,
L Ty

¢ d’
ﬁ’:bln4+-877—71,+p‘7p,+fj‘@,

_ 74 i
v = cn, —f——m—p,e—P,y,

d'= dp, -+ P,d;
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zc ad’ N
9" = iy — Nyt —— P+ P,u,
™1 . T .

o B Gd’ ) :
i‘J” p— [)In.l%‘ y 712"“" —7:‘/)2 - P2 2.
L i gd’
) = (g +";1‘[)2+ Pg"j,
¢ = dp, + P, 0
- z¢ ad’
o' = amy—~ — Ny—— — Py + Py oty
™ ™
o g B pd’
o= blﬂ;;—t— -;7713-}— -’m—]).; -+ P3{j,
o N 'yd,
¢ = oy _|_——p3+P3“/,
™
0" = dp, + P,d.

Voici maintenant 'analyse qui nous a conduit a ces résultats.
Soient, pour abréger, A le déterminant des quantités

. y il . i
A i, B, g, 2,
B celui du systeme
v/ g, {55 O, Oy.eny o, |
Y]
Sy - Uy e 0,...y 0,
bedld
S 0, — ﬁ'; 6\9"'1 O,
w
(B‘ ’\&: ’ (.)1 ?’ - '.Y-r'-a (')9 \
1
zin—1;
gty 0, 0, Oy Ay \
%lm, G, o, Oyeyy ~— %y |

dont la loi est facile a saisir, et ou les quantités & sont définies par
les équations

ak + BE 4+ yE 4+t NE® =1,
wE - BE - YE At XE =0,
O’.”E' o pﬂg; -+ ,YIIE// 4 )\//E(ﬂ} = 0,

G E A4 BOE A yME A ADEM = o,

Tome XIV. — Janvier 184g.
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De la composition des systemes (A) et (B) résultera le nouvean systenme

1, o, 0,..., Oy, o,

0, dfi—fa, 2B — fa,.., alt'f — G%a,..., 2" — fmg,
O FU=1B Fy— ., poy— VOB By — g,
0, y'd —d'y, 70— d7y,..., e — My, 77 — My,

0, A —Nu, u')— X,y i} — MO%yy  Mh — pmiy

En appelant C son déterminant, ou, ce qui revient au méme, celui
des n* quantités

©) 2@ — B, By — YO By ®OY — Ty,
on anra, par ce théoréme connn ,
C = AB.

Or on trouve facilement, au signe pres,
B={fvyd. «;
donc on peut remplacer la condition proposée, savoir
A==®1,
par la suivante,
C ==+ ﬁ'yd‘ ",

dont nous ailons nous occuper.

Exposons d’abord une transformation des termes du systéme (C);
Jobserve, a cet effet, que 7, désignant le plus grand commun divi-
seur de o et 3, on aura nécessairement

a3 — B g — m;m,,
d’ou Pon tire
2= am; + M, £,

B = bm; + M, L

(BT 1 . (N [ e ey o Torr i [
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f
les nombres entiers m; et M, restant entierement arbitraires, et a et
h étant déterminés par I'équation

afp — bo =m=,.
Au moyen de cette valenr de £, on trouve
g =y B ="bym + ;p: (Myy — ym,.

Or, 7, désignant le plus grand commun diviseur de r, et y, on aura
nécessairement

Mi'y - 7“)711 = Ny,
d’ou

M,' = c’n,- -+ N,’ ;9
'y(”: cn; + N,’ ;7

les nombres entiers n; et N, étant quelconques, ¢ et ¢’ dépendant de
I’équation
'y — cny = n,.

La répétition du méme calcul nous conduira de expression précé-
dente de !9 a celle de ¢t); il vient, en effet,

798 — 8Dy =cdn+ ﬁlz (N;0 — & ry),

et posant encore
T N(i} .
N;¢ —d¢ny = p;m,,

7, étant le plus grand commun diviseur de =, et d, on en conclura
™
Ni = dlp,'—f- P,' ;7
. )
d\“): dpl ~+ Pt —
s

d et d’ étant donnés par I'équation

d'¢ — dn, = n,.

La loi que suivent ces opérations est maintenant évidente, et on en

4..
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conclura, d’une part,

2B — e =mmn,,
g

ﬁ”)'y — 7(‘)‘8 = !)wn,- -+ ? n;,

798 — ¢y =cdn; + —‘;1 Pis

2Ty

VN — A% = ks, +

t,

Tt

ou il est essentiel d’observer que my;, n;,..., §;, t; restent jusqu’a pré-
sent des entiers entiérement arbitraires.
D’un autre c6té, ncus obtenons d’ailleurs

olt) — am; + Ml'i7
T

ﬁ{” = bl?"l,‘ - M["E,

'y(i) =cn; + N;

0 = dp, -+ P;

Qe A

?®

¥ = ks; + S;

b4
Tn—1

AE = lt;, +T,; —A—v

Tn

et les entiers M;, N;, Py,... s'expriment de proche en proche, unique-
ment par m;, n;, p;,... au moyen de ces autres équations

1
NL‘ = C’ﬂ,‘ —+ N,j ~

Ty
NL' = (/’/),' -+ P,’ ;(7

Tr—i

Sz’ - /i’f[v -+ Tl'

T

lesquelles ne laissent d’indéterminé que T;.

o T Ty PISEIUIIE 00 b e e "
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Ces résultats obtenus, reportons-nous maintenant au systeme {(},
qul a été transformé dans le suivant, savoir,

m,m,, 7% S MGT s m,=,,
@ i
G Kis ™ 2T
hym, + 'j—n,, bym, + p—nz,..., bym; +- @;- Niyeoow boym,+ = 1,
3! ™ 1 =

3 s VA T 5 il
c‘o‘n, -+ /:7]71’ ("d\n'z -+ /7___, Pareos C&ni +?;j piu"') (/ann _._"? P
v T2 2 Ty

2T, Ry X7,

Ads,

t,, Ars, -+ toyerey khs; + liyerrs kNS, + —= ¢,

Tn—1 Ta-1 T gt Tt
On reconnait bien facilement qu'un pareil systeme provient de Ia
composition des deux autres, que voici:

Ly, Mgyeey Plige., My,

n, Moy, H;guor,y n,,
P Pasees Pivees Pr»
Sy Sagees Siseees Sny
\ ¢, {yy..ry Ligeery Ly,
et
Ty b'}’a 0, Oy o,
B
T
o, il ¢, 0,.., o0,
L
T
o, o0, ?_:--, de,..., o,
Ty
or;
(2‘) o, 0, 0, 7!_37' y O,
o, o, O, O,..., A)\,
xT,
i Oy o, o, Oy, 3
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donc son déterminant, et, par suite, celui du systeme (C) est le pro-
duit des déterminants de ces deux systémes.

Or le déterminant du systeme (2) se réduit a son terme principal

Gy... am,

ou simplement
By...xn.
puisque 7, est l'unité; la condition proposée

C==fy..x

sera donc remplie en prenant égal a l'unité en valeur absolue le
déterminant des »° nombres entiers du systéme (1}, ce qui est la
conclusion que nous avions annoncée, et qu’il s’agissait d’obtenir.
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