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SOLUTION D'UN PROBLEME DE PHOTOMETRIE;

Par M. L. COHEN-STUART,

Eléve a I'Académie royale de Detft.

Etant donnés un ellipsoide et un point lumineux en dehors de
cette surface, on demande de déterminer, 1° la courbe de séparation
d’ombre et de lumiere; 2° la valeur de l'intensité de la lumiere en
chaque point de la partie éclairée; 3° la quantité de lumiére recueillie
par celle-ci.

1. Soient

1) Ax* + A y*+ A 22 =1

Iéquation de Vellipsoide, et a,, a,, a, les coordonnées du point
donné; l'équation

f ; (Ayx? + A+ Az’ — 1) (A a} + Ayal + Ayal —)
2) { = (Aja,& + Aa,y + Ayazz — 1)

sera celle de la surface conique qui, ayant «,, a,, a, pour centre,
enveloppe I'ellipsoide [ *].

En combinant les équations (1) et (2), on voit aisément que la ligue
de contact des deux surfaces, ou, ce qui revient au méme, la courbe
qui sépare la partie éclairée de la partie non éclairée, est la section
de Vellipsoide par le plan

(3) Ajayx + Aya,y + Aza,z —1=o0.

2. Désignons par u la longueur de la droite qui joint le point

[*] Lerox, Aralyse appliquée G la Géomdtrie des trois dimensions, § 293,
deuxiéme édition.
Tome X111 — Aour 18,8. 33
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donné a un point x, y, z de la partie éclairée, et par p. Pangle que
forme cette droite avec la normale en ce point de Pellipsoide; I’in-

s - cos , .
tensité 1 de la lumiere y sera g — #, p étant un coefficient constant.

En appelant ensuite a,, o, o, les angles que forme la droite ci-
dessus mentionnée avec les axes coordonnés, et Bis B2 s les angles
analogues pour la normale, on anra évidemment

a,—zx a,—y a,— z
COSs ¢ty == u s COS Oy — —l——, COS Oy — — " 9
't

A
cos f3, = d 7
(A2 + Al '+ AlsY)?
cos f3, == Ay o
(Ao AL '+ AS2Y)
A
cos f3; = 22 )

1
(Alx’ - Ay 4 Al27)?
COs p. == €os &, CO8 3, + €08 &, €0s 3, + cosa, cos f3,
Afflai—x)a 4+ Ao — 1)y + As(a;—3z)z

l,
(Al a2 4- Al y 4+ Al 5)?
_ Aaz+ Aa,y 4+ Ajaz—
= e

w(Alz 4+ Ay + A;z’)?

I [ — p(A,a‘x+Aza:J’+A;;aaZ—l)

i

3
(o —a)y 4 (@ — 5y +(a; —27]7 (Ala24- ALy’ + A2z

Observons : 1° que pour les points dont les coordonnées vérifient
Véquation (3), on a 1 = o, comme on devait s’y attendre; 2° que pour
le pied de la normale abaissée du point lumineux sur Pellipsoide,
cos p étant un maximum et z en méme temps un minimum, [ est un
maximum; 3° que I'équation T=g¢ (x, y,z) = ¢, jointe i Péqua-
tion (1), fera counaitre les projections. des lignes de lumiére égale,
on des lignes isothermes, en supposant que du point donné émanent
des rayons de chaleur.

3. La quantité de lumi¢re qui tombe sur Iellipsoide étant la méme
que celle qui est recueillie par la partie d’une surface quelconque
interceptée par le cone circonscrit a Pellipsoide, il en résulte qu’en
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coupant ce cone par un plan perpendiculaire 4 son axe, 4 une distance
du centre égale a P'unité de longueur, il ne s'agira que d’obtenir la

quantité de lumiére recueillie par la surface de cette section, laquelle
sera une ellipse.

Au premier abord, la détermination des axes de cette ellipse semble
présenter quelques difficultés; mais on y parviendra facilement en
considérant le cone comme asymptotique 4 un hyperboloide, dont
on déterminera les axes principaux i l'aide de I’équation connue entre
ces axes et les coefficients de I'équation de cette surface rapportée au
centre,

En effet, prenons le point donné a,, a,, a, pour origine d’un se-
cond systéme d’axes paralleles aux premiers, I’équation (2) de la surface
conique circonscrite a ellipsoide devient
[A(x—a )P +A,(F—a, P +A(z—as?— 1] (A& + Ayal +A,a —y

=[Ava (X —a,) - Aga, (y —a,)+ Ayayiz —a* — 1],
ou
Ajfx —a )l (Ayal+ Aja — 1)+ A (y—a,)?(Aal - Ay — 1
+ A (2 — @) (Aya? + Ayal — 1 — (Ayal 4+ Ayal 4+ Ajal—
= oA Maya,(x —a,)(y —ay) + 28, A a,a,(x —a,i(z - a,
— 28,4, (y — a, (z — a?
—afAja,(x —a) + Aya, (y — a,) + Aya; (2 — ay)],
ou, ce qui revient au méme,
Ay (Agal + Ajal — ) a? + Ay Ay} + Agai — 190
+Aj(Aal +Aal — )2t — 2 A Aya, )
—2AAa,5,0z —2A,A a,a, 2 = o,
¢quaticn qui pourra s’écrire sous la forme simplifiée
5 Ax? +-A'y* + A2 + 2Byz+ 2Bz — 2B’y = o
["hyperboloide dont la surface (5) représente le cone asvmptotigne
avant le meéme centre, aura évidemment pour équation

Ax? — A'y? + A"z + 2Byz + oW vz - 2B v = H.

H étant une quantité positive.
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On sait, de plus, que 'équation

2 — (A +A+ A")—s(B?— AN + B —AA" +B? — A'A")

6 .
) — (AB*+ A’B? + A"B" — AA'A” — 2BB'B") =0

a ses trois racines réelles, et que ces racines ont pour valeurs,

, __H
S:;;a s —'_—f—-.?a § =§;’
en représentant par €2, f? et g* les carrés des demi-axes de I'hyper-
boloide [ *].

Remarquons & présent que chacun des deux plans passant par un
axe réel et un axe imaginaire coupe ce cone suivant deux de ses gé-
nératrices rectilignes, et que la tangente de la moitié de I’angle com-
pris entre ces droites aura une valeur numérique égale a la longueur
d’un des demi-axes de Iellipse qu’il s’agissait de déterminer.

Mais I’équation (6) présentera deux cas distincts par rapport aux
signes de ses trois racines. Elle pourra admettre deux racines positives
et une négative, ou bien deux racines négatives et une positive. En
désignant toujours par &', s” les racines affectées du méme signe, on
aura en tous cas pour les valeurs des deux tangentes ou des deux axes
de Vellipse,

Evaluons maintenant la quantité de lumiére recueillie par la surface
de cette ellipse, dent nous nommerons le grand axe 2a, et le petit
axe 2b.

Soient ACB un quart d’ellipse, ¢ le point lumineux, Vintensité de

la lumiére au point P, dont les coordonnées rectangulaires sont x
et 7, ayant pour valeur p smi’_gl:? = i’%’; la quantité de lumiére re-

= . r ’ - dzd
cueillie par I'élément Pr, Rr,, = dxdy s’exprimera par £ i’_’y. En
4

.

[*] Lxrov, § 237.
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la désignant par d?X et substituant pour Pg sa valeur, on aura
A*X = ==

et, en posam

il viendra pour ellipse entiere
S ()
X= 4f d]’f S L A
(i+y+ 29 ¥

d’ou P'on conclut, en intégrant,

X _ [ f()dr ,
= (147 (1 7+ )
x_, (=5
A )i+ e—@—s g
X b (1_%;> dy ’
be e 5
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5

X a dy
fo 7 L T 3
i b+ ) (=2 (, @by’
o , »loA 1+ a? _1;/
a1+ b b dy
1 1
b:’(l+(l7)? . \? ar— by
° (’+y)<l“'17’> (l—‘ l+a’§)
ki posant
b s ar— b 4
J": D 811t q?, TIZ; = C

on aura
d

= o o

(1— esin?g) *

ki3

a1+ 62 f’i do

2 ) g

b1+ a)* v (14 b*sintg) (1 — ¢ sin’g) "
¢ étant < 1; ou, en suivant les notations adoptées dans la théorie des
fonctions elliptiques,

X _ _ ____"___‘Fc(c)+ a1+ b I (b2, c).
b bli+a)? Biva)

Soient encore
a = tange, b= cotf,

le résultat précédem deviendra

X ) sine 2 .
e sine tang § F' (¢) + —— 1I' (cot? §, c).

et pourra s’écrire sous la forme

X _ sine [ A(b, 8) o, i
n= A?‘Z’ = tang 0A (b, §) F' (c) + 5_511'(9—55)3 I1* (cot* 6, 'C)J‘

4ot Von déduit, a 'aide de la formule
A cl, 9 P 3 ™ , ’ vy
91;(9—0%9_ I (cot* 6, ¢) = - + tang 0A (¢, 6) F' (¢) + F' () (¢, 9,
— E' () F (¢, 6) — F' () E(¢, §) [*],

[*} Vermuist, Traité élémentaire des Fonctions elliptiques, § 56.
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on Von a

oo o 14+0b°  coste
=1 — = =
1+ at sin’ 8

s A, §) = sine,

cette derniere expression
X = 445 +F () F (¢, 8) — E' () F(c', 6) — F' () E (¢, 6) |-

pour la valeur de la quantité de lumiére répandue sur la surface de
Pellipsoide.

Le résultat précédent nous conduit immédiatement a la solution
d’un probléme de caleul intégral, dont M. Catalan sest occupé dans
le tome VI de ce Journal (pages 340 et suivantes), et ou il s’agissait de
trouver la quadrature de I'ellipse sphérique.

En effet, en décrivant da centre d’une surface conique du second
degré, déterminée par les tangentes a et &, une spheére dont le rayon
soit ¢gal & Tunité de longueur, la quantité de lumiére recueillie par
la partie » de la surface sphérique interceptée par le cone sera wy;
donc

wp =X, o= §7

{A

et, en prenant une sphere qui a pour rayon », on aura évidemment

X
0:,.26):,,2?

=4t | T+ PO F (e, 6) — B (O F (e, 6) - F' () Erc, 5|

Cette expression, moins compliquée que celle qui est donnée a I'en-
droit cité de ce Journal, s’accorde d’ailleurs parfaitement avec le
résultat que M. Catalan a obtenu plus tard, en résolvant un autre
probleme du méme genre par des considérations différentes. -7 oir
tome VI de ce Journal, p. 419.)



