JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

V.-A.LEBESGUE

Démonstration nouvelle et élémentaire de la loi de réciprocité de
Legendre, par M. Eisenstein, précédée et suivie de remarques sur
d’autres démonstrations qui peuvent étre tirées du méme principe

Journal de mathématiques pures et appliquées 1" série, tome 12 (1847), p. 457-473.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1847_1_12__ 457 0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1847_1_12__457_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

PURES ET APPLIQUEES, 457

J

(RO RRY) MMMV W5 LU WAAAMW A AV Y AV W VA WL Y WY ML VUARL A L A L Vs

Démonstration nouyelle et élémentaire de la loi de réciprocité de
Legendre, par M. Eiscnstein , précédée et suivie de remardques
sur d’autres démonstrations qui peuvent etre tirées du meme

/)I'lll()[/)e y

Par M. V.-A. LEBESGUE,

Correspondant de Plnstitut, Professeur a la Faculté des Seiences de Bordeaux.

La démonstration de M. Eisenstein, dont je veux parler ici (car
M. Eisenstein en a donné plusieurs), est celle quia paru en 1844 daus
le tome XXVII du Journal de M. Crelle. 1 est dit, dans le préambule ,
que dans Iespace de pres de trente ans, on n'avait rien ajouté de
nouveau aux six démonstrations de M. Gauss, Désirant connaitre Je
fondement de cette assertion, j'ai relu les six démonstrations de
M. Gauss et celles qui sont parvenues a ma connaissance; Jai été
conduit & quelques remarques que Je vais exposer briévement :

1°. La démonstration de M. Jacobi, communiquée a Legendre
en 1827, et qui a paru en 1830 dans la troisieme édition de la Théorie
des Nombres, ou, ce qui revient au méme, la démonstration donnee
par M. Cauchy, en 1829, dans le Bulletin de Férussac, peut étre
regardée comme une simplification de la sixiéme démonstration de
M. Gauss.

2°. Le principe fondamental de Ia démonstration nouvelle et &lé-
! I

mentaire de M. FEisenstein parait emprunité a la sixieme démonstration
de M. Gauss.

En d’autres termes , ces démonstrations emploient je développement
suivant :

Tome X1 — Aoveuean 149m.
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ou le symbole <]i}) représente + 1 si ¢ est résidu quadratique du
nombre p, premier impair et positif, et — 1 si 7 est non-résidu qua-
dratique de p.

M. Gauss suppose a tout a fait indéterminée.

MM. Jacobi et Cauchy supposent x? = 1, x imaginaire.

M. Eisenstein suppose o/ = 1, & == I.

3¢. La démonstration que j’ai donnée dans le tome 111, page 142
de ce Journal ( Recherches sur les Nombres), peut étre considérable-
ment abrégée par I'emploi du développement indiqué plus haut , ou
plutot par celui-ci,

\i:p—rl 7

2 .Z'i’ »
? i=1

qui s’y ratnéne immédiatement quand aP = 1.

I.

1. La sixieme démonstration de M. Gauss dépend du développe-
i=p—I
i . . .
ment de la somme £ = 2 <[—)> x! blevée 4 la puissance ¢g. L’auteur,
i=1
qui emploie une autre notation, commence par montrer que la quan-
tité
p—1
2 (e P
g#—(—1*p
est divisible par
iz p—1
{2+ x? . xP = Z xt
=1
le nombre p est supposé positif premier et impair. La quantite x est
tout a fait arbitraire. '
On voit donc que pour x? =1, on a

p—1
g (=17 p=o,

ce qui avait été déja prouvé par le méme auteur dans ses Recherches
arithmeétiques .
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M. Gauss donne eusuite une double expression de la somme £7,
(’our résulte une identité qui conduit 4 ia loi de réciprocité.

2. La rédaction que Legendre a donnée de la démonstration de
M. Jacobi n’est pas complétement satisfaisante. D’apres une Note qui
se trouve a ia page 172 du tome XXX du Journal de M. Crelle, la
démonstration de M. Jacobi serait celle que M. Eisenstein a exposee
dans un article intitulé : « La loi de réciprocité tirée des formules de
» M. Gauss, sans avoir préalablement déterminé le signe du radical »
‘Journal de M. Crelle, tome XX VIII). La démonstration de M. Cauchy
n’est qu'indiquce dans le Bulletin de Férussac (septembre 1829) : elle
se trouve avec tous les développements nécessaires dans la quatrieme
Note du Mémoire sur la théorie des nombres (Mémoires de I Acacdlémic
royale des Sciences, tome XVII).

Voici, avec une légere modification , la rédaction de M. Eisensteirn.

Soit

HEETIE | =37 » )
< 2| {\ { i [T — —_ (z .
S = 2‘ (,,)'T’ 2 (~,1)') xth =8, = -,P.)S’
vem g i=1
comine on a
rt
§ = (— 1) 2 Py
il en résultera
i Rt el
St = /{1 2 2 pr 2
d’ou
p—1 P ?_I 1t
SS7T—=/—11"7 pl—v ®* * p 2y
d'alleurs
Pl .
7 q
— 2 13,
S.S,= 1) P (p)
donc
p—1 5 p—1 4q—1 g1 i
. e e 17
QT QY g = (_ " a __ (1)\%
SIST - Si= =i pl= T p <p>i

Mais on reconnait tout de suite que 87—S§, se réduit 4 une somme de
termes de la forme ¢ Az’ ou A est entier, pourvu que ¢ soit un nombre

58..
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premier et impair; il en sera donc de méme de S 87 —8,), et I'on
aura

P P=1 9=t q—1
m=(—=1)2pi—1)> T p> — (})}

= ¢A+Bx +.. + Gxr? o Har-),
Soit donc I’équation

m=gqgA + Bx + ... Ger? 4 Haxr),
oum, q, A, B,..., I sont des nombres entiers; comme on a

gHU 4+ 2 + 2 +.. + 2P ") = 0o,

I’équation précédente deviendra

m=ql[(A—H)+ (B—H)x +...4 (G — H)axr-2].

Or P’équation
VX x4 P =

est irréductible : il faut donc qu’on ait
B=H,.....,G=H,

et
m=gq(A —H),

ce qui montre que ¢ divise m, et, par conséquent aussi,

P—! g—1  g—1

£t a1

=0T T (1)

puisque g est premier 4 p. D’ailleurs

7T (3

est aussi divisible par g; il suit de 1a que

() -=07 52

sera également divisible par ¢, ce qui ne peut arriver que pour

. Pt g1
; TS T )

o) =0T (),

P q

ce qui est la loi de réciprocité.

' [ [EECREEE TR TR Core e



PURES ET APPLIQUEES. 461

. Cette démonstration a été donnée comme la plus courte; mais

st 'on remarque qu’elle suppose la démonstration de I'équation
p;l

P=(—1)2 p,
on reconnaitra qu’elle est réellement plus longue et d’ailleurs moins
simple que la troisicme démonstration de M. Gauss. Quand on fait in-
tervenir Péquation x? =1 dans la démonstration de la loi de récipro-
cité, la démonstration la plus courte est, ce me semble, celle que
M. Liouville a donnée dans ce Journal (février 1847); I'équation

[121

p—r

g = (= 1)
est remplacée par la suivante, oa ¢ est une racine imaginaire de I'équa-
tion x? =1,

Pt Pt ‘/':_')2
p=(=07 (o =t — e (5~ )
I'élévation 4 la puissance 1 (¢ — 1) donne. comme on le voit aisé-

p 2 \q )
ment,

g—1 p—1 g—1x -4 — P—
PTE(— I)T'TH<P—q__ ”) e#=1
L P«_P—-os —

Cette équation, comparée a celle-ci,

) =n(e=),
p Poc_ P—u
donne immédiatement la loi de réciprocité.

Quant a 'équation fondamentale

p—1

p=I(—1)* I(pg*— ==,

—1 , . g
» c’est une conséquence presque immédiate de

ota=r1,23,.,%
Pidentité

b2+ X b 2 = — ) (e — P — ),

Il est 4 remarquer que I'équation

(£) =m (£=2)
P Pi—p
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revient &

sina:fl—zlr
(Z\ N R
P Sina:EE

cette équation , combinee avec cette autre

sin § p

Py — p=r 1\,
U Hsin@%’f (@:'I—g—‘)

" /

a conduit M. Eisenstein 4 une démonstration qui a son analogue dans
la théorie des résidus biquadratiques et cubiques.

Voyez son article sar Iapplication de 'algebre a Parithmétique
transcendante (Journal de M. Crelle, tome XXIX).

IL.

4. La démonstration nouvelle et élémentaire de M. Eisenstein s ap-
puie sur le calcul de certaines sommes ¢ (m, v), qui se présentent tout
naturellement quand on développe

= B {2 () O

dans hypothése de x? = 1.
En supposant p premier, le terme général du développement de g

sera
(%) (‘_;)j) L (%) xa‘—; uf-h..—T—a‘U_’

en représentant par
Ay, Cayeeos Ay,
des nombres égaux ou non pris dans la série
i1, 2, Jy.. p— I

Si donc on pose

a, + (3 =+ ..+ a,=v (mod. p),
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2(7) (%)G’i) = ¢ (15 ),

£ = (e 0) + (i D) G (1 )0 ek gz, Y
+ $ (g p— )t

et qu'on fasse

on aura

Or cest précisément de la considération des sommes $ (g, v), déimies
comme il vient d’étre dit, que M. Eisenstein tire sa démonstration.
Pour x = 1, £ = o, il en résultera donc

s 0) b (s 1)+ (py 2) +o G, p— 1) =0,
Soient ’ailleurs les congruences
G+ ay+...+a,=K, a,=Kb,, a,=Kb,,.., a,=Kb; (mod. P
1 en résultera, K n’étant pas divisible par p,

by+b,+...+b.=1 (mod. p);

G- C=0r 6 G)

on en conclura I'équation

$ (K = (3) 90 )

19, Soit p = 2X + 1 ou impair, alors

et comme

b 22+ 1, K)= <I§j g2k + 1,1
de i |
Cd+ =)+, 2) Fo+= b (2) + 1, p— 1) = o,
et, par conséquent,
{24+ 1, 0) = o.

2°. Solt p. = 24 ou pair, alors

Y (22, K) = ¢ (22, 1);
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donc
4(2hy0)+ (p—1) (22, K) = o,
G2}, 0)— ¢(ad, K) = — py (22, K),
G2k, 0) — g2}, 1) = — pb(2), 1.
Par ce qui précede, on ramene ¢ (p,v) & dépendre de ¢ (p, 1); on

peut aussi faire dépendre ¢ (u, v) de ¢ (g — 1, 1).
On posera

a,+ ay+...+ @y =v — a, (mod. pj,

B &) () = ()= &) (@) (=),

et il en résultera
b =3 (%) ¢ lo— 1,5 — @),

ou il faut donner successivement a a, les valeurs 1, 2,..., p — 1.
Pourv=—o0,0ona ~

¢ (@, 0) :E(_p) Yl —1, —a,);

P

or pour g =24, 0n a

vip—1, —dlu):<:;‘/j\)ﬁp({)-’—‘l, 1),
de la
=3 (=) (4 g —

%%0)—2(,—,) (,) ¢ (p— 15 1),

ou hien
—1 3 5

LP(H,O)——(-,,—) (P—1)¢(p—r 1),
mais, dans ce cas,

Y 0)=( —=p)y(p, 1)

On a donc, pour p = 21,

\

Pl )= — () elp -t 0 =4 lp .

P
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Mais s opo= 22 -1, on aura
2’ Ca _,_.]. 1
| D 3) = )
Ce ,u\ . . \[J‘ \p \ ,
Sipn v =) b2k 0]+ : VI
P/ v -1 p—1 Q
| () e (2
\ P vy
— f_\ ey R M
= (\[)/) Wik, 0, —d 2k, 1)
v N
=D (]—)) pdizi, 1)
Voici done le résumé des formules obtennes
- ‘ A e [
Y24+ 1, 0) = 0, L")k‘)‘).‘%—l,v) = —(/)) pyiar, 1
Lia7 }~)"'l\/ V{2 INERUICY -—*/:_‘\.us)‘,‘[ g
Y2k, o) = (—7)—‘ (p—Db(2d-1,1), d(2},v) = \ v LB
On aura donc, pour v =1,
Viah+1,1) = — py (22, 1},

f_“_I\ i hY 5
Y22, 1) = — K?’—> Y22 — 1, 1)
U(a)— 1,1) = — pg(ak—o, .

N Y

¢B, 1) = — py (2, e
Yo, )= — ’/fi‘) Y1,
7\ \\ 7 5 Lis
I ozl
et comme {1, 1) =1 et (7——) = (~—1) * , lamultiplication donnera
‘ - j
p—r . P
. . e N P . T
Siad+ 1, 1V = —1) 2% p, <f)(2/.+:nv):(}’)(—x‘: T p
vi2) 4+ 1,0) =0
LA L
Yok =gk oy=— (=02 Tp o, k0= {ppith
on aura, par exemple,
=t P
Vo= 00 =— (= 7. b= 1—1 7 (p—1)

Tome X1 - Novemesc 1847,
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d’ott I'on tirera

Pt

E=(—1)2p.

3. Pour déduire des formules précédentes la loi de réciprocité , on
prendra un nombre premier impair ¢, et ’on aura

o) =TT -3 () () (),

sous la condition

@+ a +.+a,=1 (mod. p).

Or il y a un terme qui donne
A =a, —...— a,,

et, par suite,
qa,=1 (mod. p);
de 14 une seule valeur de a,, telle que (%) = (1%) La somme ¢ {g, 1}

5

. ‘a\ 1
contient donc un terme (%) = (g)

D’ailleurs des nombres «,, @gy-+-5 @y, qUI DE sont pas tous égaux,
donnent, dans le cas de 7 premier, un nombre d’arrangements mul-
tiple de ¢; on aura donc

a\ {a, a\ _ Jgq ]
E6)6) - G=(2)+w,
le nombre M étant étant entier. Il suit de la que

R
=TT ()

est divisible par ¢, et que I'on a, par suite,
(1) =~ lf—?'?(i:),

P \q,

ce qui est la loi de réciprocité.
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111,

6. Jai montré dans mes Recherches sur les nombres que, étaul
donndée une formule pour e nombre des solutions de ia congruence

X+ x4+ x2=a (mod. p),

on en tirait tres-facilement la démoustration de la loi de réciprocit.
Yoici une rédaction simple et nouvelle de cette démonstration.

Représentons par nt le nombre des solutions de la congruence précd-
deute, ce nombre étant détermniné ainsi qu’il suit. On fera les ( p— 1
arrangements des nombres 1, 2, 3,..., p—1Upris ¢ agq, le méme
nombre pouvant étre répété. Soit

Ly =@y, Xy = dy,..., X, = a,
un de ces arrangements; ce sera une solation si Ion a
ai +a; 4.+ a’=a (mod. 23

Le nombre de solutions ainsi obtenues est celu; que lon représente
par n.

11 faut distinguer trois cas :

1°. @ = o0, le nombre des solutions est n9.

2% Soit @ un résidu quadratique, on reconnait de suite que si 'on
P
prend pour ¢ un quelconque des - résidus quadratiques de p, e

nombre de solutions restera le méme, ce qui résulte de ce que tous
les résidus sont contenus dans la formule ay®, ou a est résidu. On
remplacera donc n, par n} ol 12,

3°. Si a est un non-résidu quadratique, comme @) sera la formule
des non-résidus, 7L, conservera une meme valeur, quel que soit le non-
résidu a. Cette valeur sera représentée par n'.

De la et de la manicre d’obtenir les solutions , on tire Iéquation
’)—_—I(n,, +R=(p— ).

\

nd +

Si P'on voulait admettre o au nombre des valeurs données aus

.
99..
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inconnues , on remplacerait 20, n,, n, par N?, N, N\, et la relation
anaiogue a la précédente serait

)—1

NS+ 22U (N, 4+ N = po,

2
les nombres pris ¢ 4 ¢ ¢tantici o, 1, 2,..., p ~ 1, et, par conséquent .
et nombre p,

7. Cela posé, a

X - p—1
£ = 1(l)1‘l:\//—l‘\"’",
=20, pl
ajoutons

e+ x4 = o,
il viendra

p—1i

-
.2 . ‘] ~-77
e et e xt  aP = \/,U(—~ 1%
dans cette équation on a remplacé les exposants par les carrés qui
leur sont congrus ou équivalents. Quant au signe du radical, il reste

indéterminé; le radical sera représenté par & et disparaitra du résoltat
final.

1 équation
X't Y = —

donne, par I'élévation a la puissance ¢ et en vertu des remarques fartes
plus haut,

g \ 7 4 Y S P
w4+ n, Zxt +n, 3ab = (& — )Y,

; o —1 - . v
en représeutant par Xx* la somme des /,,;,_ termes w1, a

I

—1 . . .
ayvant pour exposants les[—)~7—~ résidus quadratiques, et, de meéme . par

. - . 7"
Sa?t la somme des ﬁv?, termes 2, ¥, ayant pour exposants jes

271 non-résidus quadratiques.
2

Comme on «

AN

Tat o Yot

» ' ' ' 1 [N IR R Voo e o
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4 en resnltera

EANY

o oanrva donce

- Tl’,, e {i_”,, - 71'/\1 g Q{.E‘ — |>’/‘

TA 21t — ny
Ln partant de Péquation
A S P S LG

on trouverait tout a fait de la meme manere

I AN - N, — N4 (N, — N Y& = 02"

Caleal des nombres N2, N, N

v Soit ¢ = ar, Véquation (B devra se partager ainst
/ i i 2

N, == 224, N,— N, = o:

o -
aN¢ — N,
rolgnant a ces deux ¢quations celle-cy,

N /_)»}—717 (N, + N—=p7,

{

viendra
[ Y { R N . N
PN = p? = (p— 1iEY N, = N, = NI
3}
\/—_—7:_
g: K_, I‘j} ) p
donne
n—1 ¢
29 — [ — ) 2 z/)).
on a dong
/)—l.i{ i ,
N ) . 2 N — ' g 1 ‘
(\l[) ‘:][) . )’}, ‘\ ”,/)f .._K ;

\""::‘/1'/ '4—(*[/}
20, Soit ¢ impair, Péquation {

aNY - N,,*— N,= o, N,, — N, = 9Z7

{Yailleurs on a

(B) se partagera ainsi:

16
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donc

N} =pr', N, =p? + g, N, = prt — g9,

et comme

o1 aura
. p—1 r]—l g1 p—1 R At

N,‘,):p?""7 N&:[)q"—}.(‘__l) 2 I N‘/:Pq—q_(__l) T
Calcul des nombres nlyny, n,

514 est pair = ar, en posant

— pi

p
eV =y L= 07

le développement (£ — 1)? deviendra (£ — 1)7 = P — Q£; en posarnt

=1+ pi.R.

P o= (pi) + qilq_—;—l (piy—'+...+ ']'I(’ —!

—ipiy—t e 9T e ___'i:w'
R = pi)=" + == pi) e
’ r— g—1.q—2 —
Q=g (p) " + L2 (piy =2 g,
on aura les équations

an) =, n)=a2 P, nen=—-2Q, anl+(p—1)n,+n =2 (p—117,

qui donneront

={p-—1) (Pt gl nq:@___’_l_)l:% (R — Q.
» .‘ r

Wy="P"0T0 g

Si ¢ est impair = 27 -+ 1, onaura (§ — 1) = P& — (),

P::(j)i)" 77 I(/)LY" +...+q,
Q=q(piy+1 /] %—'%_—g(pi)" ~+. +(/q— pi+1=1+ piR,

- e q.9—1.9—2 r--2 AV Sk
Ro= qlp)m 4+ s (pl) 2+ s
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On aura, de plus, les équations
2] —n,—n,=-2Q, n,~n,=2P, 20 +(p—ti{n,4n)=2{p—1)

d’ot Pon tire

no=— (P . [) %(L“"’)qﬁ;”‘l_ _ R R (lii,llit‘ + IR + P,

)2 ! r
W= g,
' 2

8. Pour tirer des formules précédentes la loi de réci rocité, il faut
I
d’abord remarquer que la congruence

x*=m (mod. p)

tt toujours deux solutions, quand elle est possible : "une de ces soly-
tions étant &x = z, 'autre sera x — p — z. Il suit de 1a que les nombres

nf, n, n, sont de la forme
278S?, 27§, 278§,
¢ est-i-dire multiples de 27,
Quand la congruence
XY+ X} .+ x22==a [(mod. P

est satisfaite par

2 2 — 2
TP =x) == a2,

on a
qxi=a {mod.p).

Ainsi

(92, =ag (mod. p)-

ag doit étre résidu quadratique de £- Réciproquement, s aq est résidu
quadratique, on pourra résoudre

gri=a {mod.p),
et la congruence sera satisfaite par

.I“f: 3*:‘1’

2 = RN

Il suit de 1a que P'on a

S;=¢Q + 1 si g est résidu quadratique de p, et
S, = ¢Q st ¢ est non-résidu ;
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car des nombres &2, x,..., x? inégaux donnent un nombre de solu-
tions multiple de ¢, si ¢ est premier.

De meme S, — gO -+ 1 si ¢ est non-résidu quadratique de et
: q ’

S, = qQ si g est résidu quadratique.
D’ailleurs on a
n,==28,, n =28, (mod. g:
done
[#
n, ==+ (é) (mod. q),
\d
, ! q ,
n,==1— | L nod. g).
n, {\ P> {(mod. g}

N

Pour le cas de ¢ premier impair, "équation

(p—1)T+4 . N
= T g
’ I
Jdonne
poi gt g
n,=ptt =1 * p? (mod. gj:
darlfeurs
n,==1-+ (q) (mod. g¢),
P
de la
P ]J——'I q—! Z_—__I_
B A P o : . |
&;) == I) 2 2 P 2 (mod. 4

ce qui revient a la loi de réciprocité

() == )

Si Pon voulait employer les valeurs de N,, il suffirait d’établir i«

{formule
\ . q.-q—1
N, =ty + Ry + =~ Ngz e H T

d’ou

; g.g—1
= NIV (/N’I"" -+ 1.2 N‘I—"? -k qu'

"
" ! 1 [RRR IR P e
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Pour le cas de ¢ premier, il en résulte
(mod. ¢);

N,=n,

ainsi
N,=1+ (Z),

P

Y S el

=@ - (—1) 2 2 pry

Mais
N‘{
fa comparaison des deux valeurs de N, donne, comme plus haut, la

loi de Legendre.
Dauns mes Recherches sur les nombres, je n’ai donné que les va-
N’ .
N?, Nqa 7‘\',/5
celles de
0 .
nd, n,, n,
pouvant s’en déduire au moyen de I’équation
l[.(j——I -
TT Nq_g -+... = qN,

n, =N, —gN__, +

leurs de

Le calcul donné plus haut est plus simple.

Tame XI1. -~ Novemsre 1847,



