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VAVIA

Eaxpression numérique des intégrales définies qui se présentent,
quand on cherche les termes généraux du développement des

coordonnées d’une planéte, dans son mouvement elliptique ;

Par M. F. LEFORT,

Logénieur des Ponts et Chaussées.

i désignant, conformément aux notations de la Mecanique céleste,
par u Yanomalie excentrique, ¢ I'anomalie vraie, nt l'anomalie
moyenne d’'une planéte; par r le rayon vecteur, a le demi-grand axe,
et e excentricité de son orbite, on a

=1 — ecosu,

7
a

ni=u —esinu,

I e
tang L v = \/I—i—e tang L u;

d'otr I'on déduit, par le développement en séries, a Vaide du théoreme
de Lagrange,

(1) u—nt = A, sinnt + A,sin ant +...+ A;sinint + ...,

(2) L= B, -+ B, cos nt -+ B, cos ant +...-+ B, cos nt—+-...,
a

‘3) v — nt = C,sinnt + C,sin 2nf +...+ C;sinint +....

On sait que les coefficients des sinus et cosinus des arcs multiples
de 'anomalie moyenne peuvent étre exprimés par des intégrales défi-

nies, de telle maniere que

T
2 . . .
n A; = l_—f cosi(u — esinu)du,
g —

s}
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: 2 {*7 . )

(5 B,-_—_~f (1 — ecosu)? cosi(u — esinu)du,
2, =)

. avi—e? "7 cosi(u — esinu)
\6) C;,= \/ f ( - " du,

: s o 1 —2COSl

i étant un nombre entier et positif.
On a, d’ailleurs,
— 1 52
Bo=1-+ e

La détermination de ces intégrales définies a fait I'objet de deux
Mémoires insérés par Poisson dans les Additions 4 la Connaissance
des Temps pour 1825 et pour 1836. Le second Mémoire seul contient
une méthode explicite pour la détermination numérique de ces inté-
grales.

Poisson a fait dépendre les valeurs de B; et de G; de celle de A;
et de ses dérivées relatives 2 e.

L’expression de B; est fort simple: en effet, en différentiant A; par
rapport & e, et comparant le résultat a B;, on trouve

¢ dA;
B, = — T "

L’expression de C; est, au contraire, tellement compliquée que,
tout en indiquant la maniére de la composer, Poisson a dil renoncer
a Vécrire. Elle ne permet pas, d’ailleurs, de saisir la loi de forma-
tion des nombres, ce qui est, si je ne me trompe, le véritable but de
semblables recherches, zujourd’hui que la détermination numerique
des coefficients a été poussée aussi loin au moins que le comportent
les applications astronomiques.

Quant i lintégrale A,, Poisson la résout a laide de deux autres
intégrales définies, dont il avait donné la solution dans un Mémoire
considérable imprimé au x1x® cahier du Journal de UEcole Poly -
technique.

M. Bessel s'était occupé du méme objet bien avant Poisson. Les

[*] Clest par une erreur d’'impression que le facteur - a ¢té omis dans la formule {6}
, 7 0,

du Mémoire cité. (Additions & la Connaissance des Temps pour 1836, page 6.}
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recherches de ce savant remontent, en effet, 4 1816 : elles ont été
publiées dans les Mémoires de I’ Académie de Berlin.

Dans son important Mémoire de 1824, M. Bessel, s’appuyant sur
ses travaux antérieurs, détermine un assez grand nombre d’intégrales
définies qui se rattachent a la théorie des perturbations planétaires, et
il donne, entre autres, la solution de trois intégrales qui peuvent étre
facilement ramenées a celles que nous avons désignées par A;, B;, C;.

L’expression trouvée par M. Bessel pour C; n’est pas explicitement
développée suivant les puissances ascendantes de ’excentricité, et elle
ne fait pas connaitre, plus que celle de Poisson, la loi de formation
des coefficients numériques de ces diverses puissances, loi qui est tres-
apparente dans les séries relatives 4 A; et B; [*].

Apres avoir attentivement examiné ces publications, dont jai dt
la connaissance a deux savants qui m’honorent d’une bienveillante
amitié, j'ai pensé que les géomeétres ne verraient peut-étre pas sans
intérét la solution a laquelle jai été conduit par des études sur le
méme sujet.

L’équation (6) peut étre présentée sous une autre forme. En effet,
en retranchant I'équation (1) de I'équation (3), multipliant les deux
membres par sin int d.nt, et intégrant entre les limites o et , on trouve

o T
Ci=A;+ ;rf (¢ — u) sinint d.nt;
[

mais si I’on pose

on a
m=—=co
2 m

2% . 2)% . YL 2 .
Y — U= —I— €1 u -+ -;Slll a2U -+ ... + WSlDﬂllL -, = 2 — 810 TRI.
m

m—\

On aura donc, en substituant 4 v — u sa valeur, intégrant par. parties,

[*] Je n’ai aucunement la prétention d’avoir analysé dans cet exposé rapide les sa-
vantes recherches de M. Bessel : je n’avais & considérer ici son Mémoire qu’au point de
vue des trois intégrales dont je présente une solution.

P .
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¢t ayant égard anx limites,

n== o5

; 2 . = . .
C,= A, + = E 2A’"f cos i (it — esinu;cos mu due.
1414 o

m=1

Ainsi les déterminations de A;, B, C; sont ramenées & la seule int¢-
grale

f cos i (i — esin w) cos mu du,
(]

puisqu’en faisant m = o on retombe sur Iintégrale relative a A;, et
que B; se déduit de A; par une simple dérivation par rapport a e.
Pour résoudre cette intégrale, nous remarquerons que

cos i (i — esin ) = cos (fesin &) cos iz -+ sin (7e sin w) sin i1,
cos {u cos mu == L+ cos (i +~ m)u + L cos(i — mju,
e g g e
sinitcosmie = Lsin (i + m)u - Lsin(i — mu,

en sorte que

Lire
j cos i (u— esin i) cos mu du
"

) T ¥ Tr - . . - - . :
=4 ‘ f cos (iesin ) cos (i+ m)u dct+f sin (iesin w)sin (i-+-m)u duJ
Y YA (8}

Loj-

T T . -
- [f cos (fesin i) cos (i— m)u du—+ f sin (iesinu)sin(i—mu r{uJ-
o o
Mais
cos (i — myn = cos(m — i) u,
sin(i— m)u—= — (sinm — i)u.

Ainsi le probleme est ramené i la détermination de

-

G s
f cos (ie sin u) cos xudu = f sin (ie sin #) sin acee du,
o 0

2 ¢tant un nombre entier et positif de la forme 2y ou 2y -+ 1.

Tome X1. — Aveir 1816, 19
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Par des formules connues,

. . IIF 2
cos (fesin u) = 1+2(—1) = sin¥
re—=c«e
. R . Fu+i et . .
sin (ie sin u) = Z(—~1}’ ———— 8in¥* g,
/ 1.2...(2r41)
r—ao
n=—r—I1 '\
n202r—1). . (2r—n--1)
o () | OS2+ Z (—1) P €05 2 (r— nju
S!Hzl U = *2;:)? n=—=1 ’
(—1)r2rfor—r1).. 7+1)
-+ 2 1.2.. i
n—yr _
o — )y . 2 j2r. . (2r—n-2} . \
sin?+t gy — - [sm (2r+ I)lz—!—z(—l)"( r+1) (2r —n +- )sm (2r+1—znjuj
¥ K 1.2...n N
n=I1
Si nous posons, pour abréger,
r—don
b l‘zrear
A == e
! 2¥= 1.9 or
r—=i1
r=qeL
B 1 7ar+i et
—257;1 2. (or41)’
r=~o
H-—p.—1 ;
C— 2 —1).. (/-—-n—+—l\
- _““7
1.2...n
n=1
n=r
2r+1 c(2r—n+42)
D— Z Jar...( )
1.2...n
n=1i
E_(—I)’zr(zr-—l).t.(r—{—l\!
T 2 F.2...7 ’

nous aurons
cos (iesin i) = 1 + A [cos 2ru + Ccos 2(r —nju+ EJ,

sin (‘esin &) = B[sin (2r +- 1)u + Dsin (2r -+ 1 — 2n)d],
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1 Fon voit immédiatement que
”T - - N
f cos (e sin i cos(2y + 1 udu = o,
0
Tr - . - -
f sin (fesin ) sin 2y du = o.
0
11 suffit donc de trouver

T
f cos {ie sin &) cos 2yu du,
o]

et
B . . . .
f sin (fe sin u) sin (29 + 1) du.
o
Or
T w
J cos (ie sin u) cos 2yu du = f cos 2yt i
o o
T il
+ A f cos 2ru cos 2y'n die + AG f cos 2(r — m)u cos 29°u du
[ [v3
T
- AEf cos 2y dut;
o
mais

7
f cos 2yuduy = o,
(Y]

puisque, par hypothése, y n'est pas nul; la seconde intégrale v’a de
r v T ’ P
valeur que pour y = r, elle est alors égale a -, et A se réduita
2

1 [

21,2, . .?Ty"

ja troisieme intégrale n’a de valeur que pour r — n =y, puisque
T “ .
n < r: sa valeur est alors -, et AC devient
n=w

(—1p jurmeym oy 4on)(2y 4 2n—1) .. {2y 1)
Z oy+m—t 2., (2y 4-2n) 1.2...0

nrn=1

19..
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on a done

f €os (7e sin ) cos 2yu du
o

S T ) M|

D2, oy 1) (o )

n=i

On trouve de la méme maniére

T
j sin (e sin «) sin (2 —+1)2 du

o

(15)2)+' " (,'e‘)‘zn
2 £y
— 7 [l + Z( w

12 (2 4-1) {2y 4-2). 2yt n mJ ’

n=rtg

Ainsi, @ étant un nombre entier et positif, on a généralement
= - . A B . » . .
f cos (Ve sin u) cos xu du —f—f sin (fesin u) sin acwdre
[¢) o

(7) e\ —_ Loy )

= — 1+ E( _‘_—z

o (.r—l—[) (.z—l-—lz) ’

n=1

T T
j cos (ie sin u) cos xu du — f sin (e sin u) sin xu du
(1] o]

(8) L 5 ~
:71'( ) I:I +2: (S:_>1 (w-i-”)J.

n—i1t

Quand les facteurs cos xu et sin xcu sont remplacés par 'unité, on a
simplement

3 T
: f cos (ie sinu) du =+ f sin (fe sin u) du
8] o

0 = ey
i = [1+Z——1)"—~<—) )J

Les intégrales définies données par les formules (7); (8) et (9) condui-

) B R N R IR R AR NI NN I o
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sent immédiatement aux valeurs de A, B;, C;; en effet,
( 2 n . .
(A= = cosi(u — esinu)du

b3 o

Vi1 Ly
2 . . . . e . . .
= [f cos (ie sin u) cos ir du + f sin (e sin z¢) sin i du
(4] 0o

’ I
0)
[ e (5"
2) \n 2

2 1 e
il [+2(—” L2en(i41)...(i +7)

n==1
, e dA
Bi=—iw%
. \ Po\ @ Fa QM
R (l—L r= (i+2n) (%)
2 2 \
BIE T EY N [P SR A Y S
iv.o..d ( ) 1.2, . n(i4=1).(i 4n)
n=1I
m—auw
. 2 N B . .
Ci=A; + -- 2 24" f cos i (u — e sinw) cos mu due
T
m=1 °
m = f cos (ie sin) cos (i + m)u du
— A 2 3 0
= A;+ -

&3

T
m=1 —{—f sin (ie sin 7¢) sin ({ - m)a du
V]

[ T
m=i-1 f cos (e sin u) cos(t — m)u du
+_ 2 )"l o
} i

m=1 |+ f sin (/e sin &) sin (i — m)e du

T l’[f cos (fe sin w) du —i—f sin (ie sin u)dul

T
m=ce f cos (iesinu) cos (m — i)u du
2 ym @ :
-{_ ; ) - bl

m=—itt —I—f sin (ie sin 2) sin (m — ) du
[¢]

substituant &4 A; et aux intégrales définies leurs valeurs déja trouvées,
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et réduisant par la considération des limites velatives aux sommes >

= oo (,c>l+m n= s (l'e)n"
\ 2 2
2)70 2 ~r‘2<"l\n \
I.2...

imy | ali+m41).. (i 4 m+n)

m=o n==|

- -~ 3\ 2n -

me= <l—e> ({ —m-1) (I_('>

-+ an —_ 2 - -
2 L2 (i—m—41) I+Z 1) con(i—m—1).. (i—m—-n)
m=1

HR-=]

ni- l— e

pmt i) —
" Z m~ilm __(f>—__ l—f—Z(-l)n (2/ (m--i+’?~)J.

L2 (m—i) 1.2, on(m—i+1)...
m- lﬁl

n=i
Pour obtenir C; en série ordonnée suiv
de e, il faut développer )7
par les seconds facteurs. Or

o (,,>ml'l+"_,_<i‘)2+ m (m —l—-3)( ) +m+m(m+n+l)‘..(m +o2n—7) (6))2"—{»,,,]
2/ | 1 \9, 1.2 2

ant les puissances croissantes
et effectuer le produit du développement

.2...n

2)
n=—auw
fe\m m(m—}—/z—f—l\ (m—f—zn-r)
—(;> [I+E 1.2, .= ) <2 ’
n—I1I

Si I'on remarque que

@+, x+a, 2%+ 4@, a1 .) (b +b, 2+ byx®+.. - byt
= Qb+ (boa, + a,b,) x - (boa, + a,b, + bya,) x* +...
+ (bottn + an by 4 byct, y 4.+ bpya, + ab,) x"+...,
on en déduira

[ ==

,',,)Rn -
R—=cw p—

T m(m~-n1m 4 an—1) >‘-”‘ . <2

|1 B A ] o B

2., 2 n(i—l—m—|—7)...(i+m+n)
1= 1 [ = |
lzn i?("‘l) m \
R - R
1.2.. n(z+m ~+1).. (i—f—m—f—/z) 1.2...(71-1)(i+m+1)...(i+m+rz—1) 1 )
[} =y ] ‘
nfe\*" o) m’m—}—a-f—ﬂ...(m—{—zaq)
=4 -1 —) (—1)= : : TR
Z< / (2 +{ ) 1.2, -(ﬂ-i) (l'+m—f—1)...(i+m+n—a) 1.2...a +
n=rf

m(m—-n—41) ma=2n—1
+ (=1 e

[ IEERE RN (RN RN ETET
i
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et, par suite,

am

M= ji+m E

\ 2 e\ 2
C,==(-= 2 S A
i (2) I.2...(i+m)

m=-—o
Il jm
n o toac.n(i+m—41). (i 4-m—4n “
R (=) <’i\)2" +(—1) L omlmtadn. (i 2eny
2. 1.2...(/1-1)(1’-—}—1}1—{—-1)...(i—i—m—*—n-y.) 1.2.. .2 s
no=1 +(_ l\‘nnz(m—-l-n—}—l)...(/n—kzn—l)
N / 1.2...10
2 /e.l_'"‘—‘!' itm(i—m 1)
a2 (_ Z R L
i \:x> 1.2, i—m-1)
m—=1
/ i -
he o 1.2, .n(i—m—1). .. (i—m+n) “
2\ 2" jrn—c) mim ... (m—422-1,
< e 3 (= (E) e (e L el st o e S
2 1.2.‘.(Il-a>(l—l.'l+1)...(l-lll+ll-r,() 1.2, .7
r=t +(—__[\nm(m-—%—n—l—l)...(m—{—?.fz—x) ‘
| / I.2...00 !
) o\ 2in—i;
m-lz=cwe jm—i \_)
2 fe\t : 2
(I . m—t NS
ha i(z) E( ]) 1.2, .m—1i}
m-i=1
(' 1'211
.
ne— o Vo2.nm—i1).. (m—itn)
o\ 27 i¥n—2) m (i -4-a-1). .= 22-1)
<A — 1" (~ (—1) _ e IV R
+ 2 ( Ly, \2> -1 ) 1.2...(zz-oz)(m—z'—|—1)...(m—i—{—n—cz.) .2...% 1
n=1 m(m—{—n—!—-l)...(m—l-2ﬂ—l) \
AT At s
+( \) 1.2...71

Cette expression est compliquée, sans aucun doute, mais elle présente
dans ses termes une loi de formation facile a saisir.

En calculant jusqu’a la neuviéme puissance de e & Taide de cette
formule, on trouve

G, = 20 — ~ e —+ i()5 oL et 4 5217 -+
no e 06 4608 ¢ T 308640 ¢ T

On peut parvenir & I'expression de C;, donnée ci-dessus , en partant
de la formule (6) adoptée par MM. Bessel et Poisson. 11 suffit de deve-
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I ’ - - . . . :
lopper ---———— en série croissante suivant les cosinus des mulnple.s
I— cCcosu

de 2. On tronve facilement, par la méthode des coefficients indéter-
mingés :

1

I—ecosu

! ; 2 < m 2 ' :
= Siso (1 - 2). cosu + 22* €Os 21 ...+ 227 COS 1ML - ...
T—¢

m=—=cuw

) .
e (1 + Z 2" cos mu ) ;

/_l”— e

n=—y
el, par suite,
m—=un
2 ['7 . . 2 7T . .
Ci= ~ cosi(u—esnu)du + = 2" cosi(u—esin u)cos miede
T 4 ir '
Q " <0
m=1

n=s o

— L _2_ S
— A; P 2 22

0

v 7T

cos i (& — esin u) cosmu du,

n-—1

cest-a-dire Pexpression fondamentale a laquelle je suis arrive par une
autre méthode qui me parait plus élégante et plus directe.

b . ' TEE S e i e e ot e



