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YW v A VALV ANV W

NOTE

SUR LES COURBES ELLIPTIQUES DE LA PREMIERE CLASSE;

Par J.-A. SERRET.

I.

Dans les denx Mémoires que j’ai publiés récemment dans ce Re-
cueil, j’ai démontré Pexistence d’une infinité de classes de courbes
algébriques, dont les arcs sont identiques aux fonctions elliptiques de
premicre espéce, qui les représentent; chaque classe renferme elle-
méme une infinité de courbes, et M. Liouville a depuis étendu
mes résultats, en montrant qu'on pouvait supposer fractionnaire I'un
des paramétres qui entrent dans I’équation générale de ces courbes,
et que mon analyse supposait nécessairement entier. T.es courbes
de la premiere classe comprennent la lemniscate, et méritent pour
cette raison d’étre étudiées avec soin; il ne sera donc pas inutile de
donner ici quelques développements relatifs seulement aux courbes
de cette classe.

1I.

On a, comme on sait, pour les courbes de la premiére classe,

. . ami (z ”)u+l
5 s x + iy = Ce PR F——
N i (i (z } a)n+x
l x y= Ce (Z~——————a) @ a)7"

ou i désigne I'imaginaire y — 1, C et » des constantes réelles quelcon-
ques, 7 un nombre entier ou fractionnaire, a et « des constantes ima-
ginaires conjuguées, satisfaisant a la condition

{atalr _ n

fax T n—1

(2 ;
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on aura, en outre, en différentiant les équations (1 et ayant égard &
la relation (27,

(z—a)(z +ardz
C—afle
(2—a) (24 amdz

(z—a) z+a)y~

i

s dx +-idy=Ce» |[--{a—+ o —n(a — o)

3)
g dz —idy=Ce-4| — (a + a) + nla — o))

Cela posé, si r désigne le rayon vecteur y'a? ~+ 7%, et ds la différentielle

de 'arc ydx® + dy?, on aura, en vertu des équations (17, (2}, (3,

{
Y

r?o— (2 (z4a) (24 o) .
- (z— a)(z — a)

FEN

dz

“(21(1)@—!—1)(2—@{2—-&?

i3 ds = 2C ynan

.

Rien n’estplus facile que d’avoir 'équation en ret s des courbes doni
nous nous occupons; sil'on élimine z et dz entre les équations (53, (4,
«t I’équation qu’on obtient en différentiant (4), on trouve tres-aisément,
en prenant pour unité le parametre C,

5 o Prrie :
16) ds—=o2yn(n-+1) ar .
V—ridofon 1) rt—

ce qui donne ce théoreme remar¢uable : L'arce des courbes de premiere
classe est une fonction elliptique du rayon vecteur.

Si ¢ désigne la seconde coordonnée polaire, on aura pour I'éguation
différentielle de ces courbes,

Vdr? ~ r2d0? = o yn (n41)—r el I
Wt ofan 40 ri ey

. d6 — rt—{an 4 1j dar.
V—rtalomtror—ir
on tire de la

rt—(2n +-1) )
,.2d9:_i_ - ( 2 d“&)’
v—rid2{on+rt—1

1
2
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d’ou

JErtd = —Ly—r 4 a(an+ 1, r*—1 + constante,

ce qui montre que les courbes de la premiére classe sont toutes car-
rables comme la lemniscate.

L, . N R r . . . .
Léquation (7) fait connaitre ——-— en fonction de r; on en déduit
()
aisement, par la différentiation, la valeur du rayon de courbure quu est
simplement

. 2r\/n(n+1)

T3 —(2n+1)

Dans le cas de n = 1, qui est précisément le cas de la lemniscate,
on a

dr

C[S - 2 \'/2 SoIm T T T

V—r7i46r’—1
1 désigne ici le rayon vecteur issu de I'un des foyers: on sait que si 7
désigne le rayon vecteur mené du centre, on a plus simplement

dr’
ds = -2,

/

mais ces deux formes se déduisent aisément l'une de Vautre par les
transformations connues.

Iv.

On obtiendrait facilement I'équation sous forme tinie de nos
courbes, en éliminant z entre I'équation (4) et I'une des équations (1 ;

mais il est, je crois, encore plus simple de la déduire de Péquation (7
par 'intégration.

On a
ldr

.d‘ .
A — i — —i{2n+ 1) ’
\/—r‘+2(2n—+—1)r2—1 v

i et ey

\/— 7i —{-—5(211 ity

ou l'on doit avoir soin de prendre partout le radical avec le meme



194 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

. . N . . ’ . 4
signe; il est clair que pour que le radical soit réel , il faut que r* et —
soient compris entre

a4+ 1—ayn(n-+-1) et an—+ 1+ 2yn(n -+ 1);
on pourra donc poser
‘ r’*=on-+1+4+2yn(n-+1)cos2i,
(8, .
? — =20+ 1+ 2yn(n-1)cosap,
3 et p. désignant deux angles qu’on pourra évidemment ne faire varier
. T . . - st
que de o a —» et dont, par suite, toutes les lignes trigonométriques se-
2 A%

ront positives; d’apres cela, on trouve

rdr
L
v,__r4_|_2<2ﬂ+1),.:_1 ’
dr
d = du.,

y—ri+2(an 4 1)rt —1 !

et ’équation (7) deviendra
di = — di — (2n + 1) du,

d’ou, en intégrant et désignant par w une constante arbitraire,
0 =mw—x—(2n+1)p.
O obtiendra donc V'équation des courbes de premiere classe en élimi-

nant ) et p. entre cette équation et les équations (8). La constante o est
analogue 4 celle que 'on désignait par la méme lettre dans les équa-

. ; ’ W T >
tions [ 1} ; nous la supposerons égale a oo et I'on aura

i f(?—‘» f'} _
e’ — e \2 Se— i,
ou

‘90 0086 4 isin @ = [sin "X+ p) =~ icos () + p)](cos 2u — isin upi”.

Faisons, pour abréger,

A=y—r*+alan+1)r* — 1,
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[

oy aura. en vertu des ¢quations (8),

1— (2 1)7* . Y
CcOs ‘2{.). = ——'—(77_/# b ST ‘l‘U_ T mmewmeemme—
ar*yn(n—+1) ',!r?\//z(n ~+- 1)
N ri—(2n +-1 .
COSs 2/ = “‘—'—_(.’._'_‘::::')'J SN 2)\ jum— ”"‘;::A:_:'_...'«
').\/n'\n—l—l) aynln—+ 1)
d'ou
.. t—(an-+1)r*| —ia
mszp,~—lsmz‘u.::[4 (r-r1jrj—7s

2rtyn(n—+1)
[r*—(2n~4 1)} —ia

Ccos 22 — (SN 25 = SN
2 yn (n + 1)

ot, par suite,

e (P2 1) 20 (PP A A
4in+1)re o

Cos 20 A -+ p) —isin2 () 4+ @) =

d'otl1, en extrayant la racine carrée, et multipliant ensuite par 7.

L. . N . (rr41)—ia
sin {‘/\ -+ [Jv} - 1COS{ /A + [J.) e
i 27\ (n-+1)

1)apres cela. I'équation () devient

\ P (e 1) —iAllt —(er 1)t — IA]"%
10} cos G+ isin§ = : T ,

nl oy, 2 . 2 -t
on gt {4 1) r
A

ce qui est Péquation générale de nos courbes en coordonnées polaires;
si x et ¥ désignent les coordonnées rectangulaires, on aura

o {7 _ [A(r’ +])—fA]~[vl—<?ll A1) — iA}".

n -t i

ot gt iy 1 2

Dans le cas de n entier, on en déduit pour a et ¥ des valeurs de la

iorme

I et f désignant des fonctions entieres et rationnelles, la premiere du
degré n + 1, et la seconde du degré n.

8 f[‘
Tome X. — Novemere 1845 2
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V.
On peut conclure de ce qui précede, un théoréme remarquable de
calcul intégral; car sil'on pose

{2 (72
{(171) x:———kr), ]:&’A,

,le’l r?/l‘v
et que 'on détermine les polynomes F et f par la condition que
LT2 +]2 — ,12,
les an + 3 cocfficients de F et f seront enticrement déterminés, ainsi
que les fonctions & et y, qui satisferont dés lors 4 '¢quation
/d'_“——vz 9 < dr
vdx® +dy® = aynin + 1)

en d’autres termes, si I' et f sont des fonctions entiéres, et si r désigne
le rayon vecteur de la courbe dont les coordonnées rectangulaires x
et y sont dounées par les équations (11), I'arc de cette courbe sera,
par cela méme, exprimé par I'intégrale elliptique

dr

Incren .
2V (Z+ I> ./‘\/—r4—i—2(212+ ri—1

Si n est fractionnaire et égal & £, Péquation (10) ne cessera pas d’étre
p q P

algébrique, et 'on aura, en élevant ses denx membres a la puissance ¢,

) 20 ~ N p
P41 — iAY (l B A | ri— z'A)
9

(12) cos qG + isingd = 7 T ]
af+q (13)2 (‘ljj__(i) 2 pirtg
9 7
avec
2p +q

R

A= \/";,_ rt 4+ 2

et on en déduira, pour cos ¢§ et sin ¢G, des valeurs de la fornie

F{r) : o
cos ¢ = r—g:;a sin g4 = LA

F et f désignant des fonctions entieres, la premiere du degré p + ¢, et
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la deuxieme dn degré p 4+ g —1. Si g est pair, et seulement dans ce
cas, la courbe anra deux axes rectangulaires, qui ne sont autres que
les axes coordonnés des a et des y, car alors la quantité r7 cos g est
une fonction paire de a et de y, et 'équation de la courbe prend la
forme

Vix*, y* = o.

[l est presque superflu d’ajouter que cette circonstance ne se présen-
tera jamais dans le cas de n entier.

VI.

On ramene aisément la différentielle de Varc de nos courbes 2

la
forme elliptique ordinaire, en posant, comme dans les équations (8),

r*=on-+ 1+ ayn(n+1)cos 2l,
on
T

== 2 L4 2yn(j-+ 1;C08 2.

Si Von fait cette substitution dans I’éguation (6), on trouve
q »

ds _«—2\/11(11+1) d
‘ 1+ Vnr Ji—F7sint)
v Ve y
O

ds — > Vn (pt1) du.

i

— . e ———ea
V/”+ T+ V/lz \/1 — k' sin? p

en faisant, pour abréger,

I ?V!Z(ﬂ+l )
T Vet 4 g

cette forme du module est moins simple que celle qu'on avail trouvee
d’abord, et qui éiait
n
k= \/ e
n-1

mais il est aisé de vérifier que ces deux modules sont liés 'un a Iautre
par la relation
= 2VE,
R

54..
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en sorte quon peut passer de I'un & Pautre par la transtormation
connite.

VII.

Si Pon fait n = 1 dans Péquation {10), on trouve

o o i T
cos§ + ising — — A=y +l(,’ ; U¥—ribr—
fr
d’ou
—(rf 4t — ) ) e W G
cos G —= (' + hr l"-. sin 9 = v ol ,r.,+6, 17
4/"'. 4r.,

¢quations qui appartiennent toutes deux 4 la lemniscate. De la pre-
miere on tire
ri(r* + freos 9 + 4) =1,
ou
rr’ = 1.

Silon fait n — 2, ou a

cosf + isind = Aot gt a2t ) i (—f ’1:'_ 7“*’)\/;»’7;:67:«[,-
1278 4/3
d’ o
i ogri— 10t . (— Y R e
(:0s9:4 + 27 2L Ging = (Tt 1)\/_74 r—t
1273 1279 \/3

I une quelconque de ces equations représente la secondc courbe de la
premiere classe. De ia premiére on tire :

. R 27 3 1
r?—3v3rcosb -+ Z’ = = —
: ;

ou

1
prt— 2 L
r 47
ce qui est I'équation de la méme courbe entre deux rayons vecteurs r
et r'. Gette courbe est facile & construire, elle se compose de trois
boucles fermées, comme on le voit dans la figure ci-jointe (voyez
Planche I1); son arc est exprimé par la fonction elliptique de premiére

. l 2
espece, au module 5
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VIIL.

On a vu, au § IV, que si n est entier, Uéquation générale de nos
courbes est du degré 2 (n + 1), en sorte que, dans ce cas, la courbe
particuliere dont nous venons de parier est bien réellement la plus
simple apres la lemniscate; mais si 'on donne & » une valeur fraction-

naire {—I’ le degré de I'équation générale sera o ' p + ¢), et ce nombre
/s
se réduira & 6 pour p=1 et g==2; on aura ainsi une deuxicme
courbe du sixicme degré, tout aussi simple que la premiere. Dans cette
hypothése, I'équation (12) donne
— (P B o) i 2t —a) e
YA

.

cos 29 —+ isin 29 =

d’ou
Ot — 2 . (P ort— o) e 4T —
cosaf = — 0T T2 Gy = B2 AN AT
3443 3riy3

Dans la premiére classe, la lemniscate est la seule courbe du quatrieme

, a ’ o . . . I
degré , son arc est exprimé par la fonction elliptique au module \/;\

laquelle coincide avec sa fonction complémentaire. Aprés la lemniscate,
viennent les deux courbes du sixieme degré dont nous avons donn¢ les
équations; les arcs de ces deux courbes sont exprimés par les deux
2

fonctions elliptiques complémentaires, aux modules \/§ et \/;g:, ce
fait est général : si dans 'équation {10), on fait successivement

24 [/
=2 et n="%

q P
on aura deux courbes du degré 2 (p + ¢), dont les arcs seront repre-
sentés par les fonctions elliptiques complémentaires aux modules

YN
P+a p+a

- . yo . S VNP LI .t s
On voit, par ce qui précéde, combien est ¢légante Pextension que
M. Liouville a donnée aux résultats que nous avions découverts.

n

P
>




