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PURES ET APPLIQUÉES. 4 % ι 

NOTE 

SUR LES COURBES ELLIPTIQUES DE LA PREMIÈRE CLASSE; 

PAR J.-A. SEIUIET 

I. 

Dans les deux Mémoires que j'ai publiés récemment dans ce Re-
cueil, j'ai démontré l'existence d'une infinité de classes de courbes 
algébriques, dont les arcs sont identiques aux fonctions elliptiques de 
première espèce, qui les représentent; chaque classe renferme elle-
même une infinité de courbes, et M. Liouville a depuis étendu 
mes résultats, en montrant qu'on pouvait supposer fractionnaire l'un 
des paramètres qui entrent dans l'équation générale de ces courbes, 
et que mon analyse supposait nécessairement entier. Les courbes 
de la première classe comprennent la lemniscate, et méritent pour 
cette raison d'être étudiées avec soin; il ne sera donc pas inutile de 
donner ici quelques développements relatifs seulement aux courbes 
de cette classe. 

II. 

On a, comme on sait, pour les courbes de la première classe, 

( x — iy— Le—"" ; -i—, 

où i désigne l'imaginaire y — i, C et ω des constantes réelles quelcon-
ques, η un nombre entier ou fractionnaire, a et a des constantes ima-
ginaires conjuguées, satisfaisant à la condition 

, (a-f-ai* η 
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on aura, en outre, en différentiant les équations (i) et ayant égard à 
la relation (a), 

ί dx 4- idr=Ce — ι a 4- a — η (a — α) 7 ,4-7 y— · 

ί dx 4- idr=Ce — ι a 4- a — η (a — α) 7 ,4-7 y— · 

Cela posé, si r désigne le rayon vecteur \>x2
 4- y2, et ds la différentielle 

de l'arc \jdx2 4- dy2, on aura, en vertu des équations (T;, (2), ('3,, 

f\ 2 pa [z 4~ a) (z 4- «-) 

\,') j ds = aC y naa 

III. 

Rien n'est plus facile que d'avoir l'équation en r et i des courbes dont 
nous nous occupons; si l'on élimine z et dz entre les équations (5), (44 
et l'équation qu'on obtient en différentiant (4), on trouve très·aisément, 
en prenant pour unité le paramètre C, 

16) ds = 2 y η (η 4- Τ) -r — 

ce qui donne ce théorème remarquable : L'arc des courbes de prem/e/c 
classe est une fonction elliptique du rayon vecteur. 

Si Q désigne la seconde coordonnée polaire, on aura pour l'équation 
différentielle de ces courbes, 

y'dr2 4- r2 dO2 = 2 \ η (η 4- τι- — 
' \Ι·— r' 4- 2 (2Λ 4- ι )r · — ι 

OU 

(Ί) dô = 
y 4 4-2(M+I)T!— 1 r 

on tire de là 

y — r * -μ 2 [in -4~ \ ,r> — ι 
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d'où 

J ~ r'z dO — — y — r4-t- ι(2η + î ) r2 — 1 + constante, 

ce qui montre que les courbes de la première classe sont, toutes ouv-
rables comme la lemniscate. 

L'équation (7) fait connaîtreen fonction de r; on en déduit 
(se) 

aisément, par la differentiation, la valeur du rayon de courbure qui est 
simplement 

„ 2ry«(n + ij 
3 rl — (2« -+■ 1 j 

Dans le cas de η — ι, qui est précisément le cas de la lemniscate, 
on a 

— >■' -+- 6r2 — ι 

r désigne ici le rayon vecteur issu de 1 un des foyers: 011 sait que si / 
désigne le rayon vecteur mené du centre, 011 a plus simplement 

ds = -^L=, 

mais ces deux formes se déduisent aisément l'une de l'autre par les 
transformations connues. 

IV. 

On obtiendrait facilement l'équation sous forme time de nos 
courbes, en éliminant ζ entre l'équation (4) et l'une des équations (1 ); 
mais il est, je crois, encore plus simple de la déduire de l'équation [η < 
par l'intégration. 

On a 
1tî 

d9 — ·.„. . — ! 211+ I ) -7 ■■ ' , 

où l'on doit avoir soin de prendre partout le radical avec le même 
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signe; il est clair que pour que le radical soit réel, il faut que r2 et — 

soient compris entre 

9/ii + ι — 2 yη (η-4- ι ) et ο,η -t- ι -+- 2 y'η [p. -+- ι ) ; 

on pourra donc poser 

/ r2 — an -+- ι + 2 \n (η + ι) cos 2À, 
(8; ' i 

} ρ = m -+- ι + 2 sjnin + i) cos ο.μ, 

λ et μ désignant deux angles qu'on pourra évidemment ne faire varier 

que de ο à et dont, par suite, toutes les lignes trigonométriques se-

ront positives; d'après cela, on trouve 

rdr - = - dl, 
y — τ·4 H- ι (a« -h ï ) r1 — ι 

dr 

y — r* -4- 2 (211 -+- 1 ) r1 — 1 

et l'équation (η) deviendra 

dQ — — dl — (m -t- 1) dp, 

d'où, en intégrant et désignant par ω une constante arbitraire, 

θ — m — λ — (m -t- 1) p. 

On obtiendra donc l'équation des courbes de première classe en élimi-
nant λ et ρ entre cette équation et les équations (8). La constante ω est 
analogue à celle que l'on désignait par la même lettre dans les équa-

tions i); nous la supposerons égale à et l'on aura 

e'e = e' ('2 J Ό ρ-

où 

(9) cos θ + î'sin θ = [sin 'λ -4- ρ) -f- icos (λ ■+- μ)] (cos au — / sin %pf. 

Faisons, pour abréger, 

A = y— r4 -1- 2(2« -t- 1) ra — 1, 
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on aura . en vertu des équations (8), 

2/·2 y'/? (λ -f— ι} ' a/·'-' \jn (// + 7 ) 

cos a/ ~ — —; sin a λ = — 

d'où 

cos 2|X — / sin 2,0. = t —:——i— , 

COS 2/, — / Sin 2 λ = v 'J 3 

et, par suite, 

cos 2i/ + μ) — ι sin ι ( λ + tx) — —2 ,- -, + — · 

d'où , en extrayant la racine carrée, et multipliant ensuite par i. 

sin ι / + μ ι + ι cos ( / + μ) = ι— ■ 

D'après cela . l'équation (9) devient 

ι ο i cos 6 + ι sin 0 = - — ; 
2"+l n ,J {r> + 11 'J r"^' 

ce qui est l'équation générale de 110s courbes en coordonnées polaires; 
si χ et γ désignent les coordonnées rectangulaires, on aura 

x- + ij = !>■ >- '--^2 2 ■ 

a"H": // x [n + 1 1 r·" 

Dans le cas de n entier, on en déduit pour x: et y des valeurs de la 

l'orme 

x — 1 Y = —+ A. 

I' et/ désignant des fonctions entières et rationnelles, la premiere du 

degré n + 1, et la seconde du degré n. 

TomeX. — Novembre 1845. r>4 
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Y. 

On peut conclure de ce qui précède, un théorème remarquable de 
calcul intégral ; car si l'on pose 

ίΐι) χ = -J—î , r = ——- A, 

et que l'on détermine les polynômes F et /par la condition que 

.r2 -+- j·2 = j^, 

les m + 3 coefficients de F et /seront entièrement déterminés, ainsi 
que les fonctions χ et y, qui satisferont dès lors à l'équation 

\dx2 -+- dj2 = ι \jn [n -+- ι) ̂  ; 

en d'autres termes, si F et /sont des fonctions entières, et si r désigne 
le rayon vecteur de la courbe dont les coordonnées rectangulaires χ 
et γ sont données par les équations (ι i), l'arc de cette courbe sera, 
par cela même, exprimé par l'intégrale elliptique 

2 \/n {n->r ι) Γ dr =· 

Si η est fractionnaire et égal à l'équation (ίο) ne cessera pas d'être 

algébrique, et l'on aura, en élevant ses deux membres à la puissance q, 

( J a) cos qQ + i sin qQ = ^ -, 

jf+q C j , ν'+Ί 
avec 

Δ = y'" - r" + a ^±3.
 r

* - i, 

et l'on en déduira, pour cos qQ et sin qQ, des valeurs de la forme 

cos qQ = -p~, Sin qQ = Δ. 

F et f désignant des fonctions entières, la premiere du degré p + y, et 
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Ja deuxième du degré /> 4-7 — 1. Si <7 est pair, et seulement, dans ce 
cas, la courbe aura deux axes rectangulaires, qui ne sont autres que 
les axes coordonnés des oc et des y, car alors la quantité rq cos tjô est 
une fonction paire de oc et de y, et l'équation de la courbe prend la 
forme 

Ψ (oc-, y2) = o. 

11 est presque superflu d'ajouter que cette circonstance ne se présen-
tera jamais dans le cas de η entier. 

VI. 

On ramené aisément la différentielle de l'arc de nos courbes à la 
forme elliptique ordinaire, en posant, comme dans les équations (8), 

r2 = in 4- 1 -+- 1 v'rc \n -I- 1 ) cos 2 λ, 
ou 

■— — o.n -l- 1 4- 2 y η (η 4- ι ; cos 1 α. 

Si l'on fait cette substitution dans l'équation (6), on trouve 

^ — 1\Jη (ri 4-1 ) e/λ 

V'n 4- 1 4- \Jn ν'' — &'2sin2 7 
ou 

(js _ 2 y/
n

(
n
+i) άγ. 

y 4- 1 4- \'n y 1 — P3 si"3 Η-
βη faisant, pour abréger, 

^
 (

 2 \J 11 (n 4- I : 

^» + 14 ν'Λ 

cette forme du module est moins simple que celle qu'on avait trouvée 
d'abord, et qui était 

A = \/ " : 

mais il est aisé de vérifier que ces deux modules sont liés l'un à l'autre 
par la relation 

k*' = · 

54·. 
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en sorte qu'on peut passer de l'un à l'autre par la transformation 
connue. 

VIL 

Si l'on fait η = r dans l'équation (10), on trouve 

a · ■ λ — -h 41 ' — l) ~h ι ('" — ι ) V/— 7 ' -f- 6 ' — i 

d'où 

COS 9 — v -, , - si η 9 = y- , 

équations qui appartiennent tontes deux à la iemniscate. De la pre-
mière on tire 

a çrn + /j r cos 5 -+- 4) = U 
ou 

rr' = ι. 
Si l'on fait η = a, on a 

Λ , ■ ■ û '4r'' + 27''* — 12/·- + i) -M (—4'',+ 7C2—l)v'—ί-'+ΙΟΛ^-Ι 
127·5 y'3 

d'où 

- 277-— 12 7·-· + ! . r (_4,·'' + ή y/— ,-t -t-IO Τ·2— I 

L'une quelconque de ces équations représente la seconde courbe de la 
première classe. De ia première on tire 

/·2 — 3 y' 3 r cos Ô + y - -- -
Oil 

.,72 _ 3 1 

r- 4 r 

ce qui est l'équation de la mèrne courbe entre deux rayons vecteurs / 
et r'. Cette courbe est facile à construire, elle se compose de trois 
boucles fermées, comme on le voit dans la figure ci-jointe (voyez 
Planche II); son arc est exprimé par la fonction elliptique de première 

espèce, au module y/1 · 
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\IIL 

On a vu, au § IV, que si η est entier, l'équation générale «le nos 
courbes est du degré 2 [11 + i), en sorte que, dans ce cas, la courbe 
particulière dont nous venons de parler est bien réellement la plus 
simple après la lemniscate; mais si l'on donne à η une valeur fraction-

naire le degré de l'équation générale sera 2 ; ρ + <y), et ce nombre 

se réduira à 6 pour ρ — ι et q — 2 ; 011 aura ainsi une deuxième 
courbe du sixième degré, tout aussi simple que la première. Dans cette 
hypothèse , l'équation (1 2) donne 

a , · · c — ('■" 4- 6r2— 2) + i ir< -+- ir>—2) V— + 1 
3 r1 y' 3 

d'où 

cos as = ;=— ? sin 27 = i ■ 
"iri v;3 3r' y/3 

Dans la première classe , la lemniscate est la seule courbe du quatrième 

degré, son arc est exprimé par la fonction elliptique au module \J\* 

laquelle coïncide avec sa fonction complémentaire. Après la lemniscate, 
viennent les deux courbes du sixième degré dont nous avons donné les 
équations; les arcs de ces deux courbes sont exprimés par les deux 

fonctions elliptiques complémentaires , aux modules y/^ et y/ : ce 

fait est général : si dans l'équation (10), 011 fait successivement 

η — - et η — - ? 
H Ρ 

on aura deux courbes du degré 2 (ρ + q), dont les arcs seront repré-
sentés par les fonctions elliptiques complémentaires aux modules 

t/-y'· et J '' · 

On voit, par ce qui précède, combien est élégante l'extension que 
M. Liouville a donnée aux résultats que nous avions découverts. 


