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PURES ET APPLIQUEES. a5~
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MEMOIRE
SUR LA REPRESENTATION GEOMETRIQUE

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES ET ULTRA-ELLIPTIQUES;

Par M. J.-A. SERRET.

On sait depuis longtemps que les arcs de la lemniscate sont expri-

mables par des fonctions elliptiques de premicre espece , de module -
2

et par suite qu’ils peuvent étre ajoutés ou retranchés entre eux, mul-
tipliés ou divisés algébriquement, de la méme maniere que les arcs de
cercle; mais la lemniscate est la seule courbe algébrique chez laquelle
on ait jusqu’ici constaté cette singuliere propriété.

legendre, qui g'est beaucoup occupé de ce genre de questions, a
formé I’équation d’une courbe algébrique du sixieme degré, dont I’arc
s'exprime par une fonction elliptique de premiére espéce, augmentée
«'une quantité algébrique, qui, a la vérité, peut disparaitre en prenant
convenablement les extrémités de Pare, mais qui, n’étant pas nulle en
général, empéche la courbe d’offrir une représentation parfaite de la
premiére transcendante elliptique. Enfin, dans ces derniers temps, j’ai
démontré que lare de la cassinoide, dont ia lemniscate n’est qu'un cas
particulier, se présente sous la forme d’une fonction abélienne, décom-
posable en une somme ou une différence de deux fonctions elliptiques
complémentaires de premicre espece, et meéme que cet arc est expri-
mable & aide d’une simple fonction elliptique, si 'une de ses extré-
mités est convenablement choisie, 'autre demetrant arbitraire. Mais
la question était Join d’étre résolue, la lemniscate restait toujours la
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seule courbe algébrique connue dont les coordonnées rectangulaires a
et y satisfissent & une équation de la forme

dx? + (/}’2 — d{z"’ “U o
E rz—l—é’z—i—-yz‘—!—oz‘—kaz-‘

Depus la publication de mes premiéres recherches, deux géometres
etrangers, M. William Roberts, de Dublin, et M. Tortolini, de Rome ,
s¢ sont occupés a diverses reprises de questions analogues; la lecture
de leurs intéressants Mémoires m’a condnit 4 examiner de nouvean
le probleme de la représentation de la premiére transcendante, que
Jyavais abandonné depuis longtemps, et dont la solution générale, si
elle était possible, ne me semblait pouvoir étre due qu’au hasard.

La premiere idée des recherches nouvelles auxquelles je me suis
livré, et que je publie aujourd’hui, m’a été suggérée par une propriété
de la Jemniscate, & laquelle je n’avais pas d’abord attaché une grande
importance, et qui pourtant parait étre la seule susceptible d’une géné-
ralisation favorable. Cette propriéié de la lemniscate consiste en ce e
ses coordonnées rectangulaires sont exprimables en fonction ration-
nelle de amplitude de la fonction elliptique qui représente ’arc; on
pent la vérifier a I'instant méme, car I'équation

'4;3*"2 4_‘),2:)2 — ag? (1.2 ___].2:) = o,
fni appartient a la lemniscate , est évidemment satisfaite en posant

N et j T B— 327
X A2 —— Y = aya ———,
12z 1 7¢

d’on 'on déduit aisément

o B e
ydx? £ dy? =sa-—.
vi-+z'

Y ai été ainsi naturellement conduit 4 chercher les différentes solu-
tions que peut admettre ’équation indéterminée

dx® + dy* = Zdz*,

en prenant pour x, ¥, Z des fonctions réelles et rationnelles de z.
On trouvera dans mon Mémoire la solution générale de ce probleme,
qui comprend en méme temps et la représentation des fonctions ellip-

. ' 1 ' ' [RNRNE '
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tiques et celle des fonctions ultra-elliptiques; toutefois, comme j’ai eu
spécialement en vue les fonctions elliptiques de premiere espece, je
m’occuperai d’abord d’un cas simple, celui ol Z est une fraction ayant
pour numérateur un mondéme C?z*" et pour dénominateur un poly-

nome P qui ne renferme pas de facteurs multiples  en sorte que I'équa-
tion a résoudre sera

2 dz-
02 2 (2 sraze
dx? + d]’ C 5

Les solutions de cette équation une fois trouvées, on conmaitra
en particulier, parmi les courbes algébriques dont les coordonnées
rectangulaires sont des fonctions rationnelles de Pamplitude z, quelles
sont celles dont 'arc s’exprime par une fonction elliptique de premiére
espece. Nous verrons que le nombre de ces courbes est illimité.

II.

Conformément a Pusage adopté par plusieurs geometres, nous re-
présentons par ¢ I'imaginaire y — 1, en sorte que ’équation qu’il s’agit
de résoudre pourra s’écrire de la maniére suivante :

zindz?
P

) (de + idy) (dx — idy) = C* >
et 'on voit de suite qu’elle n’admettra aucune solution si P renferme
des facteurs réels, car toute valeur réelle de z qui rendrait infini le
second membre de I’équation (1) rendrait nécessairement infinis les
deux facteurs

dx + idy et dx — idy,

ce qui est impossible, puisque, par hypothese, P n’a pas de facteurs
multiples, et que 2 et y doivent étre rationnels; si donc on désigne
par p et & deux polynomes conjugués dont le produit est P, 'équa-
tion (1) deviendra

dzx + idy dx—idy

Czt Cz =h
<-—z—-—) oz (i> dz
P @

33..
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: . . dz 4-id da — i dv
ce qui montre que les deux fonctions rationnelles e Sl
2 Cz#
—dz - dz
p o

sont conjuguées et ont pour module 'unité; on aura donc nécessaire-
ment, en désignant par ¢ et © deux polynomes conjugués premiers
entre eux, et par o un angle réel,

z*dz

do + idy =Ce i >

?

/I.
doa — idy =Ce—=" 2l dz,
hd ! @

Chacune de ces équations est nne conséquence de I'autre, car elle s’en
déduit par le changement de i en — 3 de la premiere on tire

t z* dz

(2) x iy = Cewif; 7

Cette équation fournira toutes les solutions de I'équation (1), et il
ne s’agira plus que de déterminer les polynomes conjugués £ et t par

la condition que P'intégrale
t ztdz
T p
soit algébrique.

Or, pour qu’il en soit ainsi, il faut évidemment que tous les facteurs
de p se trouvent dans 7 ou dans ¢; soit donc

P = PP et @ =w,Ty,

p, désignant le produit des facteurs de p qui s¢ trouvent dans ¢, et p, le
produit de ceux qui se trouvent dans r; et de méme, =, et =, étant les
facteurs de & qui se trouvent, le premier dans 7, et le second dans ¢,
Péquation (2) pourra s'écrire de la maniére suivante :

tw, 2t dz

( x + iy = Ce
(3) Ly P i

Or, p, &, est, comme p, un polyndme dont le module est VP; dailleurs
ce polynome est évidemment premier avec T p,; sl donc on met simple-
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. z . Loy , . o
ment p au lien de p,»,, - au lieu de —p—z, Péquation (3) ne sera autre
T TP

que I'équation (2), ot t sera des lors un polynome premier & p.

Il suit de la que, sans altérer la généralité de la solution fournie par
I'équation (2), on peut supposer le polynéme p premier avec 7. Cela
posé, pour que l'intégrale du second membre de I’équation (2) soit al-

. . . . 2 . T . .
ebrique, il fant que - et par suite — soient entiers, et en outre
£ q P p - ’

que 7 ne contienne aucun facteur linéaire simple.
Soient p un polynome quelconque, d le plus grand commun diviseur
A I 4 - r A 152 M r ?
entre ce polynome et sa dérivée, le polynome 5 nedifférera de ¢ qu’en
ce que chaque facteur linéaire y entrera une fois de plus, et représen-
tera, par conséquent, un polynéme quelconque n’ayant pas de fac-
teurs simples ; on pourra donc poser
o P'l ) ) . —_ r'l
T= 5 et, par suite, ¢ — 3
r et ) représentant les polynomes conjugués de p et de ¢.
D’apres cela, 1'équation (2) donnera

or?

) x + iy = Ce* f s zdz,

ou P'on ne devra prendre pour r et p que des polynomes conjugués
respectivement divisibles par p et =, et tels que, pour chaque racine ¢
de V'équation
p =0,

on ait

£ (z—c)drizt

< e

(z—c))pop

I1I.

De ce qui précéde, on peut déduire une propriété remarquable des
fonctions rationnelles x et y susceptibles de satisfaire 4 ’équation

2
3 2 f“dz’.

dx® + dy? =2 2
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Si ’équation précédente est satisfaite en posant
U v
xX = R’ Yy = Ea
U, V, R désignant trois fonctions entieres premieres entre elles, la
fonction

U2 + V‘:
R

sera entiere.
Ce théoréme résulte immédiatement de V’équation (4). Si, en effet,
l'intégrale du second membre est algébrique, on aura

. 3§
X =1y =
e
s désignant un polynome premier a g, et de meme
x . g
Ly = .
7 étant le polyndme conjugué de s.
Cela posé, si VRet S désignent les modules des polynomes 7 et 4.

5 et o, on déduira des équations précédentes, par la multiplication,

H

=

x? + y =

et d’ailleurs les valeurs de x et y seront évidemment de la forme

o U v
=R > Yy = R B
ce qui montre que 'on aura
U 4-v? .
S = ——%——— = entier.

De ce théoréme, qu’on pouvait facilement établir a priori a V'aide
de simples considérations algébriques, résulte aussi un moyen tres-
simple de former I’équation (4); mais nous ne nous arréterons pas
davantage sur ce sujei. Nous nous bornerons & remarquer que si

1 ' N ' N Pervi e [
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Pequation proposée admet une solution rationnelle
R R
T = i, y = E)
e U v e . ‘
les fractions 7 ¢t g seront irréductibles, car tout facteur commun i R

et a 'une des fonctions U et V devrait nécessairement diviser Pautre,
puisque la fonction
T4V
R

est entiere; or cela ne sera pas, car on pourra toujours supposer les
polynomes U, V et R débarrassés de leurs facteurs communs,

1v.

Nous allons maintenant faire 'application de ce qui precede au cas
des fonctions elliptiques de la premicre espéce; mais auparavant nous
croyons utile de présenter quelques observations sur la transformation

., .. (4 \
de l’mtegrale elhpnqne f(—;; daus laquelle P est un polynome du
v '

quatrieme degré, dont les quatre facteurs linéaires sont imaginaires el
conjngués deux a deux.

Soient « et o deux racines conjuguées de P = 0. b et § les deux
autres , et posons

F— f dz B
SN — b =g

la transtormation réelle du premier ordre est toujours possible, bien
que les quatre racines de P soient imaginaires. Soit donc

du

— P Qou dz = (g — p\)mh
) AT
4

1+ u

et substituons ces valeurs dans F, on aura

{

r 9—2,

- ¢ =») du
Vig—a) (g —«) (g —b) (g —6) V«u_a—g<u_a-P @_{tﬁ)@t}:%;

N
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L'intégraie en u est de la méme forme que la proposée, et Fon pourra,
comme on sait, disposer des indéterminées p et g, de maniere a faire
disparaitre les puissances impaires de u sous le radical ; mais ceci peut
se faire de deux maniéres, et clest ce qu'il importe de bien remarquer:
en d'autres termes, si l'on pose

v — _fl_:z“( _a—p\{(, PP\ (,_t—P
l#(u q‘—a,) o q—a>(\u q—2b (u g—8)’

on pourra toujours disposer des indéterminées p et ¢, de maniere que

deux racines conjuguées de P’ = o roient respectivement égales et de
signes coniraires aux deux autres, ou bien que chaque racine soit égale
et de signe contraire & sa conjugudée.
En premier lieu, pour que chaque racine de P’ soit égale et de signe
contraire i sa conjuguée, il faut et il suffit que
a=p  ETP _ b—p =P

g—a q—a_;O’ q—b g—6

0.
On en déduit
a—+a \ b+ 6 .
pg— i (p+q) rac=o0. pg———(p+g + =0,
dou
1, . ac — bé _ aa (b +86) — 66 (a+ =)
Lp = e M= e

On déduit de la tres-aisément

/ . . . , .
p+q\* p—a\* _ la=blla—B)e—h)a—6,
(\‘ ’2*‘) pq.  ou ( > ) - (@ u—h—8F

et si l'on fait
a=m-+in. b= + in,
o=m—in, &§=m" —in,

on aura

((m—m'y+in— 7' ) (im — w4 (n~+ n"))

p—ar="" R

Lln —m
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IDrailieurs

(m* + n*) — (m'* + n'?)
5

p+g=

m—m

ce qui montre que les valeurs de p et ¢, que nous cherchons, seront
toujours réelles.
A lavérité, ces valeurs de p et ¢ seraient infinies, si 'on avait m’= m;

dz
—— se trans-

VP

. . du . p
formerait en une autre de méme forme F, et chaque racine de P
P

mais, dans ce cas, en posant z = u + m, I'intégrale

serait bien égale et de signe contraire a sa conjugucée.

Lo second lieu, je dis qu'on peut déterminer p et g de maniere que
deux racines conjuguées de P’ soient respectivement égales et de signes
contraires aux deux autres.

Pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que I’on ait

a—p b—p o«—p E—p
o i = - —= = 0.
g—a q—b qg—a qg—8

Gowme nous ne pouvons prendre pour p et ¢ que des valeurs réelles,
I'une de ces équations sera toujours une conséquence de I’autre, car
elle s’en déduira par le changem:ntde i en — i.

De la premiére on tire, en posanta = m + in, b = m’ + in’,
(m—+m') 4 (ntn')i / "o / FoN
— = L (pg) + (mm —nn) - (' + m'n) i = o.
Cette équation se décompose nécessairement dans les deux suivantes :

+m’

pg — m - (p+q) ~+ (mm — nn') = o,

n-L+n'
_‘2“ (p+¢q — (mrn +~m'n)=o,

d’ott I'on tire

Pr+q9 _ mn'+4+m'n

—_— bl

2 n+n'
_ Am 4 nt) 4 n(m" n'
ri= e
@;gﬁz_nm@:fwjgﬂﬁ
2 (- n'}

Tome X - JuLier 1845
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Les valeurs de p et ¢, fournies par ces équations. seront réelles si
'on prend pour a et b deux racines de P non conjuguées et dont les
parties imaginaires soient de signes contraires.

Si cependant n + #’ était nul, les valeurs précédentes de p et g se-
raient infinies; mais, dans ce cas, on obtiendrait I'intégrale transfor-

, , m-—m R
mée en mettant dans la proposée z + — - au lien de z.

Il résulte de ce qui précede que si x et ¥ sont les coordonnées ra-
tionnelles d'un courbe dont Parc soit

dz
J v

on pourra toujours supposer que chaque racine de P = o est ¢égale et
de signe contraire 4 sa conjuguée, ou bien que deux racines conju-
guées sont égales et de signes contraires aux deux autres; car, s'il en
était autrement , on ramenerait U'intégrale proposée 4 cette forme par
une substitution réeile et rationnelle, et, en faisant la méme substitu-
tion dans « et y, ces fonctions ne cesseraient pas d’étre rationnelles.

C’est la seconde forme de l'intégrale que nous adopterons, et I'équa-
tion indéterminée qu’il §’agit de résoudre sera

e R

Vo —a) (=)

a et o étant deux constantes imaginaires conjuguées.

V.

Ainsi qu’on I’'a vu au § 11, on obtiendra toutes les solutions réelies
et rationnelles de V'équation précédente au moyen de la formule

)

5) x + iy = Ce»i 2L dz

P >
( L
3
ou p désigne un polynome divisible par & et dont chaque racine ¢
satisfait & la conditior

6) ——L—o.
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En général, pour une forme déterminée des polynomes petr, les
conditions exprimées par I'équation (6) ne pourront subsister en méme
temps; mais il existe un cas trés-étendu ou elles pourront toujours
etre satisfaites, c’est celui ou les polyndémes g et r ne renfermeront que
les facteurs linéaires des polyndmes donnés z et p- Ce cas est aussi le
seul que nous considérerons dans ce Mémoire.

Soit posé

p — (Z‘Z e (L2), F— (z — a/\m (Z -+ {Z)", ) — (\Z . a)m—i (Z -+ a)n—l,
P {'Z‘). — az), F —_ (Z . a)m (Z+ a)n’ d‘\ — (Z . a‘)m—l (Z -+ a)n~1,

i"équation (5} deviendra

(Z-— a)m (Z + (l)“

) \ F A, — wi B . a! 2
7 X —+ y = Ce l/‘(z_a)m%-l (z-;—a:,"“” d"

si Pon fait, pour abréger,

. (z2—a)" (z 4+ a'" . (2 —a) (2 + a)
oo = EpbR g ot
’ (z+ o)+ RN {2 — a)m
1
O aura
! (z—af(z + ar

—_— 2 -
(:Z —_ a)m—#—l (Z -+ u)n-ﬁ .

A A S SN A
(8) T {z—aym T (z—a)m 1.2 (2 — o et 1.2, (z— a)
T Lt I el I G SR St

{7 4w 1.(z 4 a) 1.2.(z 4 - 1.2...7(z 47

Cela posé, pour que Pintégrale du second membre de Iéquation (7.
soit algébrique, il faut et il snffit que Pon ait

Q. PmMia)=o0 et U'(— o = o;

mais Pune de ces équations est évidemment une couséquence de Pautre,

car si I'on chasse les dénominateurs dans Péquation 8, fe premier

membre sera un polynéme du degré m -+ n, et ie second un polynome

du degré m + r + 13 le coefficient de 27+ sera done aul de |y,.
34..
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méme, et on aura

9" () V(—a)

I Loom 1.2...10

Si donc I'une des équations (g) est satisfaite , Iautre le sera nécessaire-
ment aussi.

T.es équations (g) établissent ainsi entre a, a et les nombres entiers
m et n, une relation unique
. 10) fla, o)=o.

D'ailleurs on peut donner au produit au telle valeur que 'on vou-
dra, car cela revient & changer z en Az dans Vintégrale f {;% I’équa-

tion {10) déterminera donc entiérement les quantités « et « en fonction
des nombres m et n, et il fandra, en outre, que ces valeurs de a et «
satisfassent a I’équation

fla,a) = o,

que 'on obtient en changeant dans I’équation {10) les quantités a et «
I'une eu Pautre; or je dis que cette condition sera toujours remplie,
4 cause que I'équation (10) est symétrique par rapport aux quantites
a et a.

VI.

Nous examinerons d’abord un cas simple, celui de m = 1, n restant
quelconque, et nous donnerons en méme temps les valeurs des mo-
dules des fonctions elliptiques comprises dans ce cas particulier.

On a, dans ce cas,

0iz) = (z"“)ﬂ(z"*‘“) .
[ (z—f—rz)"’”
d'ou
q}/ (z) : __f_ + ,,f,l,_A o n—+1 ,
v {z) z—a z4-a z -t o

et 'équation

¢’ () = o0
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devient, dans ce cas,

a’ =+ a? n—1
— . .

.
It —
s ax n—+1’

elle ne change pas, comme on voit, en changeant I'une en I'autre les
quantités a et o.

Si donc on prend pour a et o des quantités satisfaisant a I'équa-
tion {11), 'arc de la courbe algébrique définie par I'équation

R . (z—a)(z+a)"
— wi B
x + iy = Ce f[:z—~—~——a>2 T d.

sera représenté par lintégrale elliptique

S =

se a \ d9
dont le module £ ( en ramenant I'intégrale i la forme f~_~—f -

1— A2sin’8
a pour valeur

la Jemniscate, comme chacun sait, correspond au cas le plus simple
den—r1.

Considérons encore le cas particulier de m = 2.

On a
L (z— a)*(z + a)
9iZ) == Yoot
/ (z—!—-a)"‘*"
d’ou
71(5)_,2 n n -1
o (z) T z—a 7+ a z—f—a’
et
»” (2) S n n—+1\2 2 ” n 41
"<):\_ ,,,,}‘_._Av__v ) _(_,A,,2+ —_— - ).
o (z) z—a z2+a 2 - a, (z— a) (z 4 a)? (z + a)?

D’apres cela, 'équation
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sera

2 ” n—1\2 [ 2 n 71
- )
(awﬂ 2+ a 2o ! + 2 05

ou

in o+ 1) (n+9) (

alAa?\ ? L w—-at p
a;—-) ——A(n+l)uz—nﬁa—{z—-—f—mnz——fin%—z)::o,

et. par suite,

/o At 2{rz+1)(rz—2)i4\/2p(rz+1)

az (r4-1)(n+42)

eu sorte que si a et « sont «es imaginaires conjugnées , satisfaisant
Iéquation (12), Parc de la courbe algébrique définie par I’équation

T 4+ {)’ = (e e ¢{Z
L% /
sera représenté par Pintégrale eliiptique
. dz
{) f ‘A’_A.i’iih‘i"“ ’,—:'f.fi -
V(#—a*) (58— «?)

Les deux quantites a et o sont enticrement déterminées par Péqua-
tion ‘12); car, ainsi que je V’ai dit précédemment, on peut supposer
leur produit égal a 1; il est aisé de voir que les deux valeurs du se-
cond membre de 'équation {12) sont toujours plus petites que 2, ex-
cepté dans le cas de n = 1, et, par consequent, les quantités a et o
déterminées par cette équation sercnt toujours imaginaires, comme
cela doit étre.

s @i o )
Dans le cas de n == 1, "une des valeurs de ——— st — 93 elle don
o

eétre rejetée, car elle donnerait ¢ + « = o; mais ce cas a déja été
traité précédemment , et 'on a vu que si I'un des exposauts m et 1 est
Fanité, il n'existe qu’une valear unique pour le module de la fonction
elliptique correspondante.

Quaut au wodule £ de la fonction eliiptique, dont nous nous occu-
pons en ce moment, on aura pour ia valeur de son carré

o AT NaR (41,

D [CE
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VII.

Nous venons de voir, au paragraphe précédent, que dans le cas
particulier ou I'un des nombires m et 7 est égal A 1 ou a 2, les équations
equivalentes

(Pm (a\) — O, q)ll(__ a\/ —_— O_-

établissent entre a et 4 une relation unique ot ces guantités entrent
symétriquement, et de cette circonstance seulement est résultée la
possibilité de former deux classes de modules pour lesquels les fonc-
tions elliptiques de la premicre espece sont identigues aux arcs de
courhes algébriques A coordonndes rationnelles.

Cette propriété dont Jouit Péquation

Jla, ) = o,

d'étre symétrique par rapport aux quantités a et «, subsisie pour
toutes les valeurs possibles des entiers m et n, en sorte que si l'on pose

{a+a) L
Thaa TS
elie prendra la forme
i) = o,

et sera du degré 6 en £, § désignant le plus petit des nombres m et n.

L’équation en & a pour racines les carrés des modules des fonctions
elliptiques correspondantes aux valeurs données de m et n; mais si le
plus petit de ces nombres surpasse 2, I'équation sera au moins du troi-
sieme degré et ne pourra, en général, étre résolue.

Quoi qu’il en soit, nous aurons rigoureusement établi qu'il existe
nune mfinité de classes de modules pour lesquels les fonctions de pre-
miere espece correspondantes sont représentées par des arcs de conrbes
algébriques analogues 4 la lemnisecate.

VII.

Il est indifférent, pour former I’équation

f'((l, a) =0,
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de se servir de I'une ou de l'autre des équations (g9); neus supposerons
que m soit inférieur ou au plus égal a n, et nous prendrons la premiere
des équations (9)
g™ () = o.

Si l'on fait, pour abréger,

%) = (& — ay" (s + af'
on aura

¢ (2) = x ()5 + )"
d’oti, en différentiant m fois, et représentant, suivant I'usage, par

T (6

le produit des § — « premiers nombres entiers,

1‘(n+m-—~p+l)

(n 41 RAEMA (Y = Nin—p ,
— —1 N T yPig)iz F,
Fm-l—l‘< 2+ @) ¢ © 2,;:0(' ’ T(ﬂl—P+I)F<P+I)X‘ (7) 1z + 2

Comme le nombre m n'est pas supérieur i 72, les quantités
wr () g
I A CIPIRTI A ()

seront toutes divisibies par (o -+ a)*™", qui ne peut étre nul, en sorte
que 'équation

" (@) =0
deviendra
o, - p=m g yn—p (n+m—p+1 F__A 1 XP(a
(13) o=3X (T im0 Y wa

on a d'ailleurs

plo) = (@ —ay (o -+af

et, en développant d'apres les puissances de « + @

B (2a)? (@ + @)1
y(a) =T rz—l—ﬂzqzo 1) }-'(’,;:r;—-;?)ﬂ_(g+1j’

différentiant p fois par rapport A o, on aura

r(n-+m—q~+1)

XP o) = T(n-+ 1) 2 S e e (2a)” (a4 a7,

q—o r(m—q—+1)r T{g+1)T(n+m—p—q-+1)
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en sorte que ’équation (13) deviendra
p

(14) O:Z
P

Telle est I'équation a laquelle doivent satisfaire les quantités a et o,
dans le cas le plus général que nous ayons considéré ; elle est évidem-

ment symétrique et homogéne par rapport a ces quantités, en sorte que
si on pose

=m

T {m-p+1) T p+1 )T (me-g+1) 1 (g+1) T (n+m-p-q-+1)

Eq:m (—1)p+9 ;‘I‘(n +m —P+ T (n+m— 7+71) (2a)F(2a)9(a+a)z”'"P—9.
=0 9=0 ’

(@t o)

4[10( o

-

elle prendra la forme
I (?;) = 0,

et sera du degré m: en ¢, ainsi que nous P'avions annoncé.
IX.

Nous allons maintenant nous occuper plus particulierement des
courbes appartenant aux deux premieres classes que nous avons dis-
tinguées plus haut et qui correspondent aux cas les plus stmples de
m=—1 el m=os2, n restant quelconque; mais, auparavant, il convient
" ¢tablir un théoréme important qui nous sera d’une grande utilité.

Ainsi qw’on I'a vu au § 11, on satisfera a Péquation

dx? -+ ({J"z = ( —2‘IP——:',

ou P est un polyndme qui ne renferme ni facteurs réels, nj facteurs

multiples, en posant
X + {‘)/. = CB““' — T Y ,”-:

si I'intégrale du second membre est algébrique, elle sera de la

R) 7 A . 3
forme R etant un polynoéme premier a ¢y et 'on aura
. ’w:
/ LA (AU ST
ps — sp' = Ce A:‘Ud\})a?

¢’ ets’ désignant, suivant P'usage, les dérivées des polynémes o ets.
Fome X. — JuLier 1845, 35



274 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Cette équation, en désignant par ¢ une constante quelconque, peut
s’écrire de la maniere suivante

pls — gp) ) —p' (§ — sp) = Ce’*”’z/*&;s-

Cela posé, si 2 — ¢ désigne un facteur linéaire qui divise ¢ fois le po-
A r . s .
lynéme 5’ et si on prend pour ¢ la valeur de - correspondante a

z = ¢, l'équation précédente montre que s — ¢p sera divisible § -+ =
fois par z — c; on aura donc

s —ep=(z—c)"s,,
d’ou

(z—¢) bt2g

; ou x + iy = -—-—P—wi - constante.

Ce théoréme nous permettra de former sans difficulté les équations
des courbes appartenant aux deux premieres classes.

5

X.

Ainsi qu’on I'a vu au § V1, si a et o désignent des quantités imagi-
naires conjuguées satisfaisant a I'équation

la courbe définie par I'équation
. . (z—a)(z+ a)
— (714 . — Z
x + 1y = Ce f(z Y A dz

[

est algébrique, et son arc est représenté par U'intégrale elliptique
C f -',T::;‘Vv__.__“”d"z—"‘—:.._.'
V(zt — a?) (2 — @?)

s 12 A r
Dans le cas que nous considérons en ce moment, le polyndéme - est
P

divisible par (z + a)*'; donc, en vertu du théoreme du § IX, le
numérateur de x -+ iy sera divisible par (z + a)**', et comme ce nu-
mérateur ne peut étre d'un degré supérieur a n + 1, on aura néces-
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sairement un résultat de la forme

Lo . . Z - @)+t
f1h) X + 1y = Ce™ (zi 2 (z)—;:z)"n -+ constante;

C et o sont encore des constantes réelles, un peu différentes néan-
moins de celles qu’on désignait tout & I’heure par les mémes lettres.
Telle est I'équation qui détermine les courbes de la premiere classe ; le
principe 4 Faide duquel elle a été formée ne peut pas étre appliqué
dans le cas de n — qui appartient & la lemniscate, 4 cause que, dans
A r Poe . - .
ce cas, le po]ynomel—) n’est plus divisible par z + a; toutefois, il est
facile de s’assurer que I'équation (15)doit étre conservée, car la courbe
qu’elle représente pour 7 = 1 n’est autre que la lemniscate.

Langle o et la constante du second membre de I’équation (15) ne
font que laisser indéterminées I

origine et la direction des axes coor-
donnés; en égalant a zéro ces quantités, et posant C = 1, on aurait
pour les courbes de la premiere classe.

y = A
x+l‘7-(z~a)(z—4—a)’;:
1‘-{.)’: i [Z+Q)"'

(z—a)(z+ay’
d’ot Pon déduit, par la multiplication,

(z+a)(z,+a)
2 a2 .\ L NZ T
A oy y Sy

Si Ton fait n =1, les quantités a et z seront données par les
équations
a*+ o =o0, ag = 1,

et si I'on détermine la constante de Iéquation (1 5) par la condition que

le numératenr de x —+ 7y ne soit que du premier degré. on trouve

. <2 5 3 iz
r+y=0.—=0TF
[EE 35
d’ou
C z? G z
X — —— = U -
z‘-—i—l7 y PRI

ce sont les équations de la lemniscate sous la forme |

a plus simple
possible.

35 .
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Si, en second lieu, on fait n = 2, on aura pour déterminer a et =,
2
[12—-(—0.2:37 ao = I,

et I’équation (15) donnera

Cette équation appartient a une courbe du sixieme degré, la plus
simple de toutes celles de la premiére classe, apres la lemniscate.

X1.

Pour obtenir sous forme finie les équations des courbes de la se-
conde classe, il faudra déterminer V'intégrale du second membre de
Péquation

by = Cewi [ BTAELTY gy
—+ D" Ce f(z—-ac)3(z+1)”+' d ’

dans laquelle les quantités conjuguées a el a satisfont a4 I'équation
connue précédemment écrite; cette opéralion ne présente aucune dif-
ficulté, car, en vertu du théereme du §1X, le numérateur de x + iy,
pour une valeur convenable attribuée 2 la constante que renferme
intégrale, sera divisible par (z-+a)™', et comme ce numeérateur ne
saurait étre d’un degré supérieur i n+ 2, on aura un résultat de laforme
(z—b6)(z + a)"+

“(_g:_;j?#—(z —+——})_" -~ constante,

(16 x + iy = Ce¥
en désignant par £ une quantité que nous allons aisement déterminer.

Pour cela, nous allons différentier x + iy, et nous exprimerons que
cette différentielle est nulle pour z = a@; on trouve, en opérant ainsi,

1 n 41 2 n
o e T i 0,
a—b 2a a—a a - a
d'ou
N (r+1)a*=+ (n +3)a*—2 (v — 2) ax
‘\17) b =a, 2 2 ’
n4+1oa+(n43)a —2(rn— 2)aa
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L'équation (16), dans laquelle & se trouve déterminé par 1'équa-
tion (17), représentera les courbes de la secondc classe.
Si l'on fait n = 2. les quantités a et a seront déterminées par les

équations

2
A+t = = an =1,
V3
d’ou
2*1+i\/—2_ 2_1—:’\/2
at = - =, o = —— -
V3 V3
et I'équation (16, dans laquelle on déterminera la constante du second
membre par la condition que le numérateur de x + iy ne soit que du
troisieme degré, donnera

Cette équation détermine la plus simple des courbes de la seconde
classe; faisant @ = 0, on en déduit sans difficulté

3? (z*‘ ros; -+ I)
, E
A i
G

et, pour les valeurs de ses coordonnées rectangulaires,

11 1
2 — 2t ——

11

3y3 9 9y3

7 2 2 ?
L

(z \/3z 1>

5\/52’5_ 14\/Ez3+ n\@z
_ 38 9 _9V3

2
e




218 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

I’arc de la courbe définie par les équations précédentes a pour valeur

o v e
V3

ou le radical y3 doit étre pris avec le méme signe que daus les valeurs
des coordonnées x et y.

Dans ce cas remarquable, en prenant successivement le radical y3
avec les deux signes, on aura deux courbes dont les arcs sont iden-
tiques aux deux fonctions complémentaires dont les modules ont pour
valeurs

I.es denix courbes dont i} est ici question ont pour centre comun
lorigine des coordonnées. Elles se composent de deux boucles fermées
qui se réunissent au centre comme dans la lemniscate. L’angle formé

par les deux tangentes issues du centre commun a pour tangente 11 ya,
ce qui donne, pour la valeur de cet angle, 86° 19’ 19” de la division
sexagésimale; cet angle est, comme on sait, de go degrés dans la lem-
uiscate.

XII.

Nous ne nous occuperons pas, dans ce Mémoire, des propriétes
géométriques des courbes remarquables dont il vient d'étre fait men-
tion; 'étude de ces propriétés sera I'objet d’un autre travail. Pour le
moment, notre but est atteint, non qie nous pensions avoir donné
la solution la plus générale possible du probléeme de la représentation
de la premicre transcendante elliptique; mais si nous avons laissé
bien des choses 4 faire apres nous sur cette matiere, au moins croyons-
nous avoir avancé la question , en prouvant, comme on I'a vu dans ce
Mémoire, que le nombre des courbes elliptiques est illimité, et qu'au-
pres dn cercie et de la lemniscate viennent se placer une série infinie
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de courbes algébriques inconnues jusqu’aujourd’hui, et qui jouissent .

comme celles-ci, de la propriété que leurs arcs peuvent étre multipli¢s
et divisés algébriquement.

XIII.

Nous ferons maintenant une remarque importante sur la décompo-
sition que nous avons adoptée du polyndéme
P=1z* —a?) (22 — o2,
en deux facteurs conjugués, car cette décomposition était la seule qui
put conduire a des résultats nouveaux ; cette circonstance mérite d'étre
expliquée avec quelques détails.
Si Pon pose

p=I(z2—a)iz+ a), 5={(z—a)(z + a),
r={(z—ay"(z + o, p=1{(z—a)" (z + a),
0= —a)" a4 art, P = (2 — &)™ (2 + ay,

l'équation

. . or?
X+ iy = Cev f —ﬂ'~ dz

devient

. . (2 — a\™ «
x+zy:be'~ffri @) (5 a)

(z__a)m—i-l (z—{—a)""" r

et Vintégrale du second membre sera algébrique si, en posant

o(z) = Bz tay

on a identiquement
o™ (&) = o.
De méme que précédemment, cette équation est homogene et sy-

métrique par rapport aux quantités a et «, et elle est du degré m
a’~ a?
en

+ si toutefois m n’est pas supérieur a n, ce qu'on peut toujours
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a*+a®

supposer; mais les valeurs de , tirées de cette équation , sont su-

périeures a l'unité, en sorte qu'on aura, pour déterminer a et o, deux
équations de la forme

2
=g >1 et aw=1I.

Les valeurs de @ et «, déterminées de cette maniére, seront réelles
et inégales, et ne pourront ainsi convenir, car x -+ iy ne se changera
pas en x — iy par le changement des quantités a et o I'une en Pautre.

Dans le cas le plus simple de m = 1, on aurait

o owi _(z—a)(zia)"
x + iy = Ce f»(z_a)%--_‘_ P dz,

et ’équation

donnerait

a’4- o’ =42

Dans le cas de m = 2, on aurait

. . (z—a) (z-+ a)
J— z \
x + iy = Cev f(z AHeET dz,

et équation

"

¢’ (e)=o

donnerait aisément

2 2\ 2 . 2 a? R
n(n—1) (('—+“> — on(n+ 3) (ﬁw—ﬂ + (nr4qn+ 8) = o,
> o 2au ' %
d’ou
aidar _ n(n-+3)E2yan(nt1)

2aa n({n—1) ’

et il est facile de s’assurer que ces deux valeurs seront toujours plas
grandes que l'unité, n étant un nombre entier et positif.
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XIV.

Dans ce qui précede, nous avions principalemeut pour but la re-
présentation géométrique de la premiére transcendante elliptique:
aussi nous nous sommes borné # considérer I'équation

9 zﬂ‘ll. dZ 2

da* 4+ dy* = C* "2

dauns laquelle P désigne un polynéme entier et rationnel premier avec
sa dérivée; nous allons faire voir maintenant que la marche suivie au
§ II sapplique sans difficulté 4 Péquation générale

dx? -+ {1}’2 e Z({Z2,

ouz désigne une fonction rationnelle quelconque de z.

Soient donc M et P deux fonctions entiéres premieres entre elles, et
considérons I'équation

(18 dx® + dy* = 5 dz2.

On voit d'abord que tout facteur réel qu se trouve dans M ou dans P
. . . . M .
doit y étre un nombre pair de fois ; car autrement, p Pourrait changer

de signe, ce qui est absurde. On pourra donc poser
M =M:M,, P=P’p,,

M3, P{ désignaut les produits des facteurs réels de M et P, et de méme.
M, et P, désignant les produits des facteurs imagiuaires; si, en outre,
et d'apres notre notation habituelle, on appelle m et p deux poly-
nomes conjugués dont le produit soit M,, p et = deux polynomes conju-
gués dont le produit soit P,, on aura

M=Mimp, P=7Ppw.

et 'équation (18) deviendra

Tome X. — JuiLter 1845. 36
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ol
dx +idy dx —idy
,,,,,, — I
M ’
Mmoo M g
P p Piw

on voit donc que les deux facteurs du premier membre sont deux fonc-
tions rationnelles et conjuguées dont le module est 1, en sorte que
si 7 et = représentent deux polyndmes conjugués premiers entre eux, et
du reste indéterminés, on aura nécessairement

. t M,m
dx + idy = Py dz,
. T M
oy = © 2 e
de —idy =, 5 dz,

et I'une de ces équations sera une conséquence de l'autre, car elle s'en
déduira par le changement de{ en — i. La premiere donnera

(] N iy = tMlm{[z.
9) ’ J - J By "t

on peut, sans altérer la généralite de cette équation, supposer m et p
premiers, 'an avec 7, l'autre avec t; en effet, désignons par m, le
produit des facteurs de m qui se trouvent dans £, par m, le produit
des facteurs de m premiers a Z, en sorte qu’on ait

m = m, nl,.
Désignons de méme par p, le produit des facteurs de p qui se trouvent
dans 7, par p, le produit de tous les autres, et posons

P = PiP2>

soient aussi [y, oy @1, ©3 les polynomes conjugués de m,, My, Py Pai
(1g9) pourra s'6crire de la maniére suivante :

. i, wy M, gy
N f T T g,
’ TP P|U\[),’4

I’équation

D’ailleurs, p.,in, et @, p, sont des polynomes respectivement de

méme mo-lule que m et p, et qui sont premiers I'un avec le numérateur,

. R . . tm, or B . \ .
lautre avec le dénominatcur de la fraction -'—‘—13'— réduite & sa plus simple
TP

expression; si donc on met simplement m et p au lieu de wm, et m .
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i”;' ;' » I'équation précédente ne sera autre que I'égua-
2
tion (19), ol m et p seront dés lors premiers 'un avec ¢, Pautre avec 1.
Il est bien entendu, toutefois, que pour avoir toutes les solutions de
Péquation (18), il sera nécessaire de considérer toutes les décomposi-
tions possibles des polynomes M et P en facteurs conjugués.
Cela posé, pour que I'intégrale de I’équation (1g) soit algébrique, il
faut évidemment que le polynéme P, ne renferme ancun facteur simple,
non plus que le dénominateur de chacune des fractions

¢ )
. au lieu de

¢ m
- et —>
P z
supposées réduites a leur plus simple expression.
Soitm, le plus grand commun diviseur entre m et 7, et posons

m = m,m,, et,en mémetemps, pm = u,u,,
’ . . m , . N . .
le dénominateur de la fraction Z, réduite 4 sa plus simple expression,
T

T . N roa
sera -— et ne devra renfermer aucun facteur simple; si donc ¢ désigne

2y
un polynoéme quelconque, ¢ le plus grand commun diviseur entre ce
polyndme et sa dérivée, on devra poser

Pz . r2
T=my s et, par sute, t:p.,j-

2

. , . .t r

Il faut, en outre, que le dénominateur de la fractlon; ou py —
PO

supposce réduite & sa plus simple expression, ne renferme aucun fac-

teur simple, et comme p est premier avec w,, il suffira de considérer la

. . r:
fraction =

Fo

$

o ; M : r
Soit p, le plus grand commun diviseur a p et5 s et posons
P=pips avec © = m,®,,

. r: . . . . . .
la fraction —, réduite a sa plus simple expression, aura Pa pour déno-
P

minatenr; si donc e désigne un polynéme convenablement choisi, g le
36..
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plus grand commun diviseur entre ce polynéme et sa dérivée, on
devra poser

e? g2
g = —> avec &, — —=
Ps g 2 .
d’apres cela, I'équation (19g) deviendra
r'l
. pO M
x + iy = % : ‘——“;;—?3 dz.
£ p
¢ d g

M, @ i, est un polynéme dont le module est yM, je le désignera:
simplement par m; de plus, comme P, ne renferme pas de facteurs
stmples, on pourra poser

> désignant le plus grand commun diviseur du polynome F et de sa
dérivée, et 'on aura
r.:
. . po mdzs
(20) X —+ l,] — —DT F?

hy

5 G g

Telle est I'équation qui fera connaitre les différentes solutions ration-
nelles de I'équation (18), en prenant pour r et p deux polynémes con-
jugués respectivement divisibles par p, et ,, premiers avec u et m, et
tels que, pour chaque racine ¢ de I’équation

(,' = 0,
on ait
L (z—¢) m
[§
& ""“’") cFe O
flz— e} " —
=% Gy

Quant aux différentes quantités que nous avons introduites, elles seront
données par les équations
my. =M,
Fiet e

al
(;T—_,E "'/' P|m’| = P.
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XV.

Si pour des valeurs déterminées des polynomes arbitraires » et s
I'intégrale de I'équation (20) est algébrique, la valeur de x -+ Ly sera
une fraction rationnelle ayant pour dénominateur Fep ; on aura done

x+z:}’:~Fi—P,

s désignant un polynome premier avec Feg, et de méme
x—iy= "
'y = Fer’

7 étant, comme d’habitude, le polynome conjugué de 53 si Non dé-
signe par yR, ySet yE les modules des polynomes 1 et ¢, s et s. eete.
on aura, en multipliant les équations précédentes,

L2 4 p? 5 .
' Y = ¥Er

et si les polyndmes conjugués e et ¢ sont premiers entre eax, les valeurs
de x et y seront de la forme

._ U __V
Y=FER' VT FER’
d ou
Ui4-V2 .
TERT S = entier.

Si, en outre, F est une constante, c’est-a-dire si le dénominateur p
du second membre de I'équation (18) ne renferme pas de facteurs réels ,
on aura ce théoreme déja démontré dans un cas plus particulier,

Tutorime. S lon satisjait a léquation

da* — dy* = %l dz?,
en posant
U v
Y (= E—~. ¥y == l—{—a
on anra necessairement
Ut Ve .
R = entier.



