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NOTE

Sur la transformation et lintégration d’une classe d équations

différentielles simultanées a plusieurs variables;

Par M. E. BRASSINNE,

Professeur & PEcole d’Artillerie de Toulouse.

1. La transformation des coordonnées est fréquemment employée,
dans Papplication de P'algébre i la géométrie, pour ramener & des
formes simples les équations des lignes courbes et des surfaces courbes;
des transformations et des simplifications analogues ont lieu pour une
classe d’équations différentielles d’une forme trés-générale, dont ’étude
fait le sujet de cette Note.

Considérons un systéme de 7 équations simultanées du second ordre
de la forme '

dx ds dzx
T mb) gt el =0,
d?y ds d;
-+ m.q)(s)jt-—di; +k"9(s)=o,
d*z ds dz p

(1) o Fmd(s) oo + k9 (s)=o,

du ds
— m. (s) T kMo (s) = o.

.............

Ces équations renferment (n + 1) variables x, ¥, z,.., u, ¢; lesn
q ? ? ’ ?
premiéres sont regardées comme fonctions de la derniére Z; on sup-

pose, de plus, que

ds = \dx* + dy* + dz® +...+ du?,
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et que, par conséquent,

s = [Jdx* & dy*  dz® +...+ du?

Lis: et o (s) sont des fonctions quelconques de s.

Nous allons prouver que les équations (1) peuvent se ramener a un
groupe de méme forme, mais dans lequel les (z — 1) premiéres équa-
tions seront privées de leur dernier terme. Pour arriver i ce résultat .
nous supposerons

x=ax' + by’ + ¢z +...+ h'u',
y=ax'+by" +c"z +..+ K,

‘2) z=a"x' + by +c"s +...+ K,

U=a"%x"+ by + "z +.. .+ u’.
Disposons de &', &7, k",..., A", de telle sorte que

K =RK, k' =RE, k"=RK,., k»=RA",..

il sutfira pour cela de faire

R — \/]fm e T k"2 ok k?nm,
et

¥ .07 L(n)
;ll :%7 k”:%?‘“7 i — A—»

«’ou il résultera que

R? + B e 4 B2 =

Les valeurs de %/, A", k",..., k™ étant fixées, il restera, dans les
equations (2), n (n — 1) quantités

a, b, ¢y @, by ey a®, b, o,
arbitraires; pour les déterminer, prenons d’abord d’autres quantités

ag by, Ciseens  Qgy byy €y Qin)y b(n}’ Cinyyee

- - nin—1 Tas ..
qui satistassent aux -—(—2—) conditions suivantes:
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a, b+ ab, +...+ a, b, = o,
G, Cy + AyCy oo A, €, = Oy
b,c,+bye, +...+ b, = o,
ak + ay b +..+ a,h"™ = o,

e B 4 b +... 4 c i = o,

. n(n—1), . . L
Les premiers termes de ces ———= équations sont les produits distincis

deux 4 deux des n lettres @,, b,, ¢,y..., /. Les termes suivants ne dif-
ferent des premiers que par le nombre d’accents. Les équations pre-
cédentes renfermant n(n — 1) arbitraires, puisque les valeurs de

4 £ . ’ nir—1
B, B, F,..., k™ ont été assignées; on pourra donc se donner ——(—?——)

. . . . nn—1). ,
de ces quantités, et si 'on fait un choix convenable, les »(——2—) indé-

terminées restantes dépendront de la résolution d'un systeme d’¢qua-
tions du premier degré. Ces calculs effectués, on prendra
ad =La,, a=DLa,., a”"=Lay,
f —— — —
V=1Lb0b, b =1Lby.. b"=Lb,,
¢ =L"¢,, " =1L'cyy..., € =L"Ctry

en faisant
I
L = 3
\/af + al + a} + .4 aly
L -

= »
Vor 81+ b2 ...+ by,

L”-_— ! 9
’ \/(:2 ¢ el 4 T+ ¢t
1 2 3 (n)

@« e + + » & s 4 e & e
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En vertu de ces hypothéses, les coefficients
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ay b, N, a, ., k., a” b",.., k",

satisferont aux équations de condition suivantes :

!

ab+ a'bt' 4.+ a"b"= o,
a/c/+ a”c”+...+ a(n)c(n): o,

> -

alhl+ (l”]l”—{—...-f— a(n)k{n): o,

3) ~
a/2 ~+ aﬂz e a(n)Z =1,
b + 0" 4+ b =,
4+ 4™ =g,

krn 4+ k//2 -+ h(n)2 =1,

. nn-—41
qui sont au nombre de ( 2 Y

Les coefficients étant ainsi déterminés, on aura évidemment

X2y =2 Y P e

et
dx? + dy? +...+ di* = dx’® + dy™ +... + du'?,
ou bien
ds* = ds’?,
et, par suite,
s =

Remplacons actuellement, dans le systeme des équations (1), x, y,
Z,..., & par leurs valeurs fournies par le groupe (2), et, aprés la substi-
tution, ajoutons les équations différentielles transformées, en multi-
pliant la premiére par «’, la deuxiéme par @’, la troisiéme par a’,...,
la derniére par a™; ajoutons-les de nouveau, apres avoir multiplié la
premiere par &, la deuxiéme par 4’,..., la derniére par ™ etc. On
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trouvera, en tenant compte des équations de condition (3), les trans-
formées suivantes :

dx’ b (o ds' dx’
=+ m.(s') = =0,
dyy’ ds’ dy’
e T M) g =0
A | d .\ ds de
d { —(172—+m.ap(s’);,7-d—t—o,

Si lon peut intégrer ¢ (s')ds’, les (n — 1) premieres equations dui
groupe (4) conduiront a des intégrales premiéres de la forme

dx’
dt

. , dy’ "
= Ae—mF'(), —({f? = Be—"F ",

I (s') étant Pintégrale de ¢ (s") ds’. Pour ne pas donner trop d’étendue a
des transformations purement analytiques qui s’appliqueraient, comme
il serait facile de le voir, 4 d’autres systemes d’équations différentielles
d’un ordre supérieur au second , nous nous contenterons de montrer
Putilité de notre transformation dans deux exemples; le second sera
choisi dans la théorie du mouvement des projectiles.

Q. Considérons les trois équations

d'x ds dx .
- .__,______{_‘_ " ! ——?l.): .
dt:+7ndzd:‘ke 0,
N dy ds dy ¥ ope-RS
L) W_mag;+k e =0,
d’z ds dz .
L
L de m dr dt -+ ¢ ¢
Posons
x:a’x’%—b’y’«dz’,
y=ax 0y +c'7,
: =a'x' + by + 7.

! : 1 ' o oy ,
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Faisons
/‘./ —_ RC’, k” — RC”, kw —_ RCW,
R étant égal a A + f77 e
Déterminons six quantités ay, by, ayy by, a,, bs, au moyen des trois

conditions

a,b, + a,b, + a,b,
a,c, + a,c, + a,c,
bie, + bye, + byc,

Si I'on se donne les quantités a,, a,, b

a', a’, a” les valeurs
1] ?

a, a,

T ———
Vai+ai+a, Vaital+a

et pour &, b, b,

by

b,
\/b:—i—b:—i—bg’

VO BT 5 ht

Cela fait, on parviendra par substitution,
indiqués ci-dessus, aux trois équations,

! dw’
dat
dy’
ra

dz

| e

ds’
dt
ds’

dz’
dr
dy’
e dr
ds’ dz’
e de

~+ m.

-+ .

2

(2)

+~m -+

0,
0,

0.

3, les autres inconnues Ay b,y b,
dépendront d’équations du premier degré; on prendra ensuite

pour

a;

— T

1 F3 P

va) +a} +-a?
b,

s

apres les artifices de calcul

0,
0,

Re"™ = o.

Les deux premiéres donnent, par Pintégration ,

fon dy’ st
\5) (F = Be ms,

d

Regardant z’ comme fonction de x’ seul )

ou

d),./ — Cd.z‘/

puisque, d’apreés les for-

.
, dx

mules (3), y’ pent s'exprimer au moyen de x', on posera
dz’  d7 da’ dz’
a —d'a O T

E"
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dz’ N o ,
en nommant p’ le rapport b La substitution dans la troisiéme equa-
tion du groupe (2) fournit, en ayant égard aux deux premieres équa-
tions de ce groupe,
dz' dp’ s
7 e = ReTs

divisant celle-ci par le carré de la premiére des équations (3), on aura

75 dL” — E—_ e(zm—n) s
SN ey e .
Mais

ds' = Jdx™® +dy"™ + dz* = da’' i+ C* + p™*.
Multipliant les deux membres de I'équation (4) par cette valeur de ds’.

o aura

E e (2m—n)s dS’,

Pl ol 0 ol ' —
JAp' i+ G p? = —

qui. intégrée, donne

(1 2 —“L \/’_““}’,2 7 /_j?' \/‘"""‘"*ﬁ,}" _
U_PC)L/_IA;_C* i I—f—C2+log (v/ +C?+ I+ T

— .}, _— e (em-—n)s’
A (om —n) ?

7 ¢tant la constante arbitraire. Eliminant, dans cette derniére, I'expo-
nentielle au moyen de I’équation (4), on trouvera

7

d.’l" e dp

_ w2 P r AT
{2m n)(I+L)[\/;——:@\/1 -l—r_—{:(—:—,_,—-f—log(\/?m—f‘ 1 102/

dy’ vaudra ensuite Cdx’, et dz’ vaudra p’dx’; remplacant x’, y*, =’
par leurs valeurs

x' =dx+ ay + a’z,
y' =bx+ by + bz,
4

z' = cdx + 'y + "z,

i suit ad fonction de &= ue on appellerait p, I'i
et exprimant ensuite ~~ en foncti 0 9 ppellerait p, I'in-

tégration des équations (1) sera ramenée aux quadratures.
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3. Supposons qu’il s’agisse de trouver le mouvement d’un projec-
tile soumis 4 la résistance de Pair et & 'action du vent, que nous re-
garderons comme une force accélératrice constante d’intensité et de
direction. Si cette force agit dans le plan vertical de la trajectoire, elle
se combinera avec la gravité, et, en
est proportionnelle au carré de |
chaque instant, le

admettant que la résistance de Iair
a vitesse que le projectile possede a
s équations du mouvement auront la forme

\ dx ds dx
{1)

‘_ dy L, ds dy Y
de .E'TE—'—Ii‘wO, - e A—O.

dr? & dr

Remplagons, dans ces équations, & et £ par mcosa et msin o, m étant

égal 4 vA* + A2 et tang o étant égal a 7 posons ensuite

X = —x’'sine + y’cosno et y=x'cosa -+ y'sing,

les équations (1) deviendront

diy 2y

. d*y

— - = sin g4+ ;

e %+~ coso

ds’ dzr’ | dy’
C'E — 7 Sima 4 = cosa) -+ meose = o,

d‘)x/ 08 + ¢ 2‘7./ .

— C A -_ 4
+ ¢+ sing

! \

, ds’ [ s dy’ . .
Rl Betd : nsin o —
. & P cos o + P, sin 0.) —+ m s =0,

puisque

ds — \/'dxﬂ —+ d]‘z = {dx'* + af)”2 = ds'.

Multipliant Ia premieére équation par sin o, la deuxieéme par cos .
et soustrayant, on trouvera

iz’ + ds' dx’ o
de? Yde dr T
Multipliant ensuite la premiere équation par cosa, et la deuxiéme
par sin o, et ajoutant, on trouvera

dy’
de

Ly ds’ dy’

Pl = 0.
+C.po +m
Tome X, — Ma1 1845, 2f
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Ces deux derniéres équations, traitées par les méthodes connues (voir
Porsson, Mécanique, deuxieme édition, page 402), conduisent a

C.dx' = —_— ap’ ——
PP log(p -y 4P ) — o
(2) et
C.({f’ _ _ pldr’ . )
PP log (P —
. . dy’ . . . .
ici 7’ désigne le rapport ——- Mais, pour exprimer les coordonneées pri-

mitives ou leurs différentielles dx, dy en fouction du rapport EE =r,

nous observerons que
dx' = dy cosa — dxsine et dy' = dy sina + dx' cos =,

et, par suite,

dy’ __ psina—+-cosa

de’ ~ pcosa —sina

Substituant, dans la formule (2), pour p', dx’', dy’ leurs valeurs, et
appelant F (r) dp, f(r)dp ce que deviennent les seconds membres, on
aura visiblement

C.dy = cos «F () dp + sina f () dp,
C.dx= cosa f(r)dp — sinaF (r)dp.

La trajectoire aura, dans ce cas, une asymptote paralléle a l'axe
des y’, et faisant, par conséquent, avec I'axe des x, un angle 7 — «.

4. Nous terminerons ce travail par quelques observations utiles dans
la pratique de la balistique. On peut voir dans les Traités de Mécanique
rationnelle, dans celui de Poisson par exemple (tome 1¥, page 4033,
que pour toutes les lois de la résistance de I'air, on obtient la relation
générale

dp.de o
ar o

Si donc, pour les équations du mouvement d’'un projectile, nous



PURES ET APPLIQUEES. 203
avons
d? ds d. dy ds dy
Ti{,r;+lnxp(\s)-[—”-£:o, W+”l¢<s)'iz'ﬁ+g:0’

la premiere, pouvant s’intégrer une fois, donnera une valeur de d¢
qui, substituée dans la relation générale ci-dessus, conduira a I'équa-
tion différentielle de la trajectoire.

L’intégrale de cette équation s’obtiendra généralement lorsque,
pour le tir sous de petits angles, nous supposerons

ds = dzx.

Admettons, enfin, que la loi de la résistance de I'air est exprimée
par deux termes de la forme

ds* . ds’
m el -+ n.g (S).Ft_’,

remplacant pour de petits angles s par x; les équations différentielles
du mouvement seront, dans cette hypotheése,

d'x dx? dz* dy dz? dx* dy o
—r7 Mo g (@) 75 =0, ?ET+[m 5 o (x)-d—ts]d—x +g=o.

- ., dx? . 9. 5o in .
La premiere, divisée par — - et multipliée par dt, s'intégre une fois
et donne un résultat de la forme
dt — mt.dx + ndx ¢ (x)dx = o, .
équation linéaire du premier ordre, qui donnera ¢, et, par suite, dt
en fonction de x. Cette valeur, substituée dans la relation générale

dp.dr
der - g’

conduira 4 une équation différentielle de la trajectoire, intégrable dans
un grand nombre de cas, dans celui, par exemple, ol ¢ (x) sera une
constante.

26..



