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MEMOIRE
SUR LA THEORIE DES MAREES,

Par M. Cu. DELAUNAY.

Le phénomeéne des marées a déja été I'objet des recherches d'un
grand nombre de savants, et, quoique depuis longtemps ce phénomene
soit rattaché au grand principe de la gravitation universelle, on est
loin d’en avoir déduit explication des diverses circonstances princi-
pales qu’il présente.

Newton, et ensuite Bernoulli, en considérant la Terre comme sphé-
rique et entierement recouverte par la mer, supposent que la surface
du liquide prend a chaque instant la figure qui convient 4 son équi-
libre sous les actions de la Lune et du Soleil. Chacun de ces astres, §ii
agissait seul, lui donnerait la forme d’un ellipsoide de révolution al-
longé, dont’axe serait dirigé vers le centre dz cet astre; et comme ces
deux ellipsoides différent trés-peu d’une sphére, on peut admettre qu’ils
se superposent, ¢’est-a-dire que la hauteur de la surface de la mer au-des-
sus de la surface sphérique d’équilibre qu’elle prendrait si elle n’était
sourise & aucune action extérieure, est égale 4 la somme des hauteurs
des surfaces de chacun des ellipsoides au-dessus de cette surface sphé-
rique an méme point. Il est facile de voir quelles sont les conséquences
de cette théorie; en effet, les deux ellipsoides lunaire et solaire ayant
leurs axes constamment dirigés vers les astres qui les produisent, tous-
neront autour de la Terre avec des vitesses différentes, et chacun d’eux,
en accomplissant une révolution entiére, donnera lieu a deux pleines
mers et deux basses mers, dans tous les points de la surface de la Terre,
excepté aux deux poles, ou la hauteur de la mer ne variera qu’avec la
déclinaison de Iastre. Si I'on suppose que le Soleil et la Lune se meu-
vent dans le plan de I'équateur, la pleine mer arrivera partont a midi.
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et & minuit lors des syzygies, et la marée sera plus forte a cette époque
qu’a aucune autre: aux quadratures, la pleine mer arrivera au moment
du passage de la Lune au méridien, puisque P'action de cet astre est plus
forte que celle du Soleil, et la marée sera 4 son minimum; aux époques
intermédiaires entre les syzygies et les quadratures, heure de la pleine
mer avancera ou retardera plus ou moins sur le passage de la Lune au
meéridien. Ces conséquences ne sont évidemment pas d’accord avec ce
qu'on observe dans nos ports, puisque, 4 I'époque des syzygies par
exemple, la pleine mer, au lien d’arriver & midi et 4 minuit, arrive a
des heures tres-différentes d’un port 4 'autre, et que le maximum de
la marée n’a lien qu’environ un jour et demi apres la syzygie. Newton
attribue ces retards a I'inertie de la mer, qui conserverait encore son
mouvement d’oscillation si I’action des astres cessait, et aussi en partie
au frottement des eaux contre le fond. '

Lorsque le Soleil et la T.une ne sont pas dans le plan de I'équateur,
on reconnatt aisément que, d’apreés la théorie précédente, les choses
doivent se passer & peu prés de la méme maniére; la seule différence
essentielle qui se présente, c’est que, en chaque point de la Terre non
situé sur 'équateur, les deux marées d’un méme jour sont inégales, et
que leur différence peut étre considérable, ce gui est encore contraire
aux observations, d’apres lesquelles la différence des deux marées d’un
meme jour est généralement trés-petite relativement a chacune d’elles.
Newion attribue cette nouvelle discordance entre la théorie et les ob-
servations, a la méme cause par laquelle il a expliqué le retard ce
I'instant de la pleine mer syzygie sur le passage des astres au méridien,
et celui du maximum de la marée sur le moment de la syzygie. Sur
tous ces points Bernoulli adopte entiérement les idées de Newton. Mais,
qu’on admette ou non les explications de ce grand géomeétre, il n’en
est pas moins évident que la théorie de I’équilibre de la mer & chaque
instant doit étre rejetée, puisque les conséquences nécessaires de cette
théorie ne sont pas d’accord avec les observations.

Laplace, qui s’est beaucoup occupé des marées, a considéré de suite
la question sous le véritable point de vue, en cherchant 4 déterminer
les oscillations des eaux de la mer, qui ont lieu sous Pinfluence des
actions de la Lune et du Soleil. 1 est parvenu a résoudre complétement
ce probléme, en supposant que la mer recouvre entiérement la Terre,
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a laquelle il a attribué la figure d’un ellipsoide de révolution peu aplati,
et en tenant compte de son mouvement de rotation sur elle-méme, cir-
constance qui complique beaucoup la question. 1l a reconnu ainsi que
les retards de la plus grande marée sur I'instant de la syzygie, et de
Pheure de la pleine mer sur le passage de la Lune au méridien, ne poti-
valent en aucune maniere étre attribués a 'inertie des eaux de la mer,
puisque, d’aprés son analyse rigoureuse, la plus grande marée doit
avoir lieu a 'instant de la syzygie et au moment méme du passage des
astres au méridien. 1l a vu aussi que, dans ’hypothese qur’il avait adop-
tée, la différence entre les deux marées d’'un méme jour devenait ’au-
tant plus faible que la profondeur de la mer était plus prés d’etre
constante sur toute la surface de la Terre.

La théorie de Laplace, tout en faisant voir que la presque égalité
entre les deux marées d’un meéme jour n’était pas contraire au prin-
cipe de la gravitation universelle, puisque ces deux marées seraient
égales dans un cas mathématiquement possible, celui d’une mer lihre
de toutes parts et ¢galement profonde, ne rendait pas compte des re-
tards de la pleine mer sur le passage de la Lune, et de la plus grande
marée sur la syzygie. Laplace attribue le retard de la pleine mer sur e
passage de la Lune au méridien, aux circonstances Jocales qui varieit
d’un port 4 un autre. Quant au retard de la plus grande marée sur
P'instant de la syzygie. il semble avoir toujours gardé quelque incerti-
tude sur sa cause. Dans son premier Mémoire sur les marées, il dit
que ce retard lui semble étre Peffet des obstacles que la mer ¢prouve
dans ses oscillations; plus tard, dans son Eaposition du S ysteime die
Monde, et aussi dans le t. V de la Mdcanique céleste, il attribue ce re-
tard a la réflexion des ondulations de la mer sur la cote orientale de
’Amérique, sans cependant donner cette explication comme bien
certaine.

C’est le désir de connaitre la véritable cause de ce retard du maxi-
mum de la marée sur Vinstant de la syzygie, qni m’a fait entreprendre
le travail dont je présente ici une premiere partie. Je me proposais pour
cela de discuter les observations de marées faites 4 Brest, et publiées
récemment par le Bureau des Longitudes ; mais cette discussion ne
pouvait étre faite avec quelque avantage qu’autant que j’aurais eu des
idées précises sur la maniére dont se prodnisent les marées 4 Brest, et
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en général dans la partie nord de P'océan Atlantique. Il est, en effet,
d’une grande importance de savoir si ces marées sont produites direc-
tement par les actions de la Lune et du Soleil, ou bien si ce ne sont
que des marées dérivées, et, dans ce cas, quelle est leur origine. La
premiére idée m’avait toujours paru la plus naturelle et la plus pro-
bable. Cependant, en lisant les Mémoires que MM. Lubbock et Whe-
well ont présentés il y a quelques années 4 la Société royale de Londres,
et qui ont pour objet la théorie des marées, j'ai vu, non sans quelque
surprise, qu’ils adoptaient la seconde. Ils supposent que, dans la mer
du Sud, les marées se produisent conformément a la théorie de
Bernoulli, parce que cette mer, étant a peu pres libre de continents
tout autour de la Terre, se rapproche de I’hypothese adoptée par ce
géometre ; ils admettent en outre que ces marées de la mer du Sud
produisent dans Pocéan Atlantique des ondulations qui se propagent
du sud au nord, et donnent lieu ainst en grande partie aux marées
quon observe sur les cotes de I’Europe. Les faits sur lesquels se fon-
dent les deux savants anglais sont incontestables : mais en examinant
attentivement ces faits, il m’a semblé qu’ils pouvaient trés-bien s’ac-
corder avec I'idée que les marées de la partie nord de océan Atlan-
tique sont en grande partie des narées directes. L’objet principal de
ce premier Mémoire est de faire connaitre les divers motifs qui me
portent a regarder cette idée comme exacte.

Pour arriver a des résultats concluants, j’ai dt chercher 4 comparer
les marées produites dans une mer limitée, a celles qui auraient lieu si la
mner était entierement libre; mais extréme complication de Ja ques-
tion m’a obligé a considérer un cas purement théorique qui ne peut
pas se présenter dans la nature. Les notions que j’ai pu en déduire doi-
vent néanmoins jeter quelque jour sur ce quia lieu réellement. Comnme
je voulais m’occuper spécialement du mouvement des eaux en longitude,
dans une mer limitée par deux méridiens, j'ai considéré la Terre
comme ayant la figure d’un cylindre indéfini, dont ’axe serait la ligne
des poles, sur lequel serait répandu un liquide dont tous les mouve-
ments, indépendants de Pétat initial, s’effectueraient suivant des di-
rections perpendiculaires aux génératrices. Clest ainsi que jai été
couduit aux recherches analytiques contenues dans les trois premiers
paragraphes de ce Mémoire; le quatriéme renfermera les considérations
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a Paide desquelles je crois pouvoir démontrer que les marées se pro-
duisent directement dans la partie nord de océan Atlantique.

§T.
Formules pour les attractions de cylindres.

1. Considérons un cylindre dont les génératrices soient paralleles
A Vaxe des x, dont la section normale soit tres-peu différente d’un
cercle ayant son centre sur cet axe, et dont la densité, variable en
général d’un point A un autre, soit la méme pour tous les points situés
sur une paralléle aux génératrices. Nous allons nous proposer de dé-
terminer V'attraction de ce cylindre sur un point dont les coordonnées
sont a, b, c.

Soient x, y, z les coordonnées d’une molécule quelconque dM
du cylindre : les composantes de Vattraction exercée par ce cylindre
sur le point (a, b, ¢) seront, comme I'on sait, les dérivées partielles
relatives a4 a, b, ¢, de la fonction

f f f V(@ — P+ (: fy)2+(c~-z)“’

Iintégrale s’étendant & toutes les molécules du cylindre qu’on suppose
indéfini dans le sens des & positives et dans le sens des x négatives. La
composante parallele a 'axe des x étant évidemment nulle, on peut,
dans la fonction précédente, faire @ = o, puisque cette fonction est
indépendante de a, et elle deviendra

[

On peut regarder I'élément dM comme étant un prisme droit dont la
base « est infiniment petite, et dont la hauteur, parallele a I'axe des x,
est égale & dx; en sorte que, sil’on nomme p la densité de la molé-
cule que 'on considére, densité qui ne sera fonction que de y et de z,
on aura

dM = pwdzx.

Remplacant dM par sa valeur, on pourra effectuer I'intégration relati-
Tome IX. — Javvirr 1844. 5
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vement 4 x; mais comme 'on devra étendre Iintégrale depuis — oo
Jusqu'a 420, la fonction devierdra infinie. Pour éviter la difficulté qui
en résulterait, nous retrancherons de cette fonction une quantité éga-
lement infinie, indépendante de b et de c, et telle que la différence
conserve une valeur finie. Cette différence jouira toujours de la pro-
priété de donner les attractions paralléles aux axes des y et des z,
par des différentiations partielles relatives 4 b et 4 c.

Pour cela, supposons d'abord que I'intégrale relative &4 a soit prise
entre les limites — ¢ et -+ @, et soit, pour un instant,

b= 0P+l — 27 =%

ia fonction qi’on considére deviendra
4o dp a4+ O F o
—— = [, — Y17
ffpw‘[-a Ve + 2 ffpw —out Ve a?
= 2f pwl.ﬁizz—_tf = szpc.)l. (e + 22 + a?) — 2ffpwl.§.

Le premier terme devient infini pour a = <« ; mais si I’on retranche
de la fonction la quantité
2 f pwl.2a,

la différence, que nous désignerons par V, deviendra

V= 2‘/./;00)1.(;—!' 2\/1_:33 - 2f pwl.g;

et si I'on y fait @ = 0, et qu'on remplace § par sa valeur, on aura

1) V=~ [[wll® -y + -

Cette fonction V satisfait, comme on peut s’en assurer, a I'équation
aux différences partielles
axwv 4V
(2) &t =0
en supposant toutefois que le point attiré ne fait pas partie de la
masse du cylindre.
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2. Transformons, pour plus de commodité, les coordonnées pa-
ralleles aux axes des y et des z en coordonnées polaires, et nom-
mons r la distance du point attiré & ’axe des x , et w Pangle que fait r
avec le plan des x y : nous aurons évidemment

b=rcoswm, c=r sinw.

Nous aurons de méme, en désignant par R et @’ les quantités analo-
gues pour un point quelconque du cylindre,

7 = R cosw, z= R sinw,
et de plus
» = RdR do’;

la fonction V deviendra donc
V= ——fprdew'l.[r“ — 2Rr cos (@' — =) + R?|,

et par suite I'équation (2) se changera dans la suivante

. d*V d / dvV

(3) SRS (\r $>:o

3. Supposons d’abord que le cylindre soit de révolution autour de
I'axe des x, et qu’il soit composé de couches de densité constante .
également de révolution autour de cet axe, et nous pourrons déter-
miner complétement la valeur de V. En vertu de cette hypothése, ¢ ne
dépend que de R, et V peut s’écrire ainsi. en indiquant les iimites
des intégrales :

V = —fa pR(lRfm dw'l.[r* — aRr cos{z’ — @) -+ R?].
o o

a étant le rayon du cylindre.

Si le point attiré est extérieur au cylindre, » est plus grand qu'une
valeur quelconque de R: dans ce cas, V se décomposera dans les
deux parties suivantes,

V:—fzfadeRfmdm’l.r

— faPerR fmdw’l. [1— 2?005(5’ — @) + 5 .
0 [} -
5..
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Mais, d’aprés une formule connue, on a
an R R?
(/w’l. 1 — — ! - — | = o,
fo‘ 2 -cos(@ — @) + o,
R
tant que — < 1. On aura donc

V= —Zml.rfadeR;

et si I’on représente par M la masse d’une portion du cylindre com-
prise entre deux plans perpendiculaires & son axe, et distants I'un de
Yautre de 'unité linéaire ,

(4) V= — 2Mir

Si le point attiré est intérieur au cylindre, on devra considérer suc-
cessivement les couches du cylindre par rapport auxquelles ce point
est intérieur, et celles par rapport auxquelles il est extérieur. Pour les
premiéres, r est plus petit que R, et 'on verra, comme précédem-
ment, que la partie de V qui s’y rapporte se réduit &

— aprde” do' . R.

Cette partie étant indépendante de r et de =, on voit que ces couches
extérieures au point attiré n’exercent aucune action sur ce point; on
peut.donc ne pas tenir compte de cette partie de la valeur totale deV.
Pour les couches par rapport auxquelles le point attiré est extérieur,
r est plus grand que R : on pourra donc appliquer la formule (4), et
I’on aura

(5) ¥V =—2aM,Lr,

M; étant ce que devient M lorsqu’on y supprime ce qui vient des cou-
ches extérieures au point attiré. M, est fonction de r; cependant, dans
la différentiation de V par rapport & r, pour avoir 'attraction suivant
cette ligne, on ne devra pas faire varier M,. On trouvera ainsi pour

cette attraction,
av. 2M1;
ar = r

o [ t S e e e
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ou bien, si 'on remplace M, par sa valeur, dans I’hypothese ou p se-
rait indépendant de R,

dv
E'- e znpr.

4. Considérons maintenant le cas ou les couches d’égale densité
dont se compose le cylindre ne sont pas de révolution autour de
Paxe des x, et cherchons i développer, dans ce cas, la fonction V en
série convergente.

Si nous supposons d’abord que le point attiré soit extérieur au cy-
lindre, nous pourrons développer V suivant les puissances inverses
de r. Mais avant de faire ce développement, nous remarquerons que,
pour r = , V devient infini: nous décomposerons donc cette fonc-
tion en deux parties, de la maniere suivante

V=3 [ [(RdRde'L.l+2 [ [(RdRdzL. ‘ :
. r R R
\/1—2 ;—cos(a’—w) +5

. , . . I
et la seconde partie pourra se développer suivant les puissances de . 5i

'on pose alors

U U U,
VUl s+ =+ =4+ 4,
r r r r

U, = szpR dR dw’,

et U, sera déterminé par I'équation différentielle

on aura

4y,
do? = an"’

obtenue en remplacant V par sa valeur dans I'équation (3). En inté-
grant, on trouve

U, = Acos nw + Bsinnw.

Nous remarquerons d’abord que U, représente le double de la masse
d'une portion du cylindre , ayant pour hauteur I’'unité linéaire. Quant
2 U, , au lieu de chercher les valeurs des constantes A et B qu’il ren-
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ferme, nous pouvons le déterminer directement de la maniére sui-
vante:
On a

; —2ECOS<U,-—?5)+ R—z:: [1 ~ R =e)Y— ] [1 e A
r r r r R

"R (o' —w)y=1 | R* a(e'—a)y—1 -
} _._.e —— .o
1 [ s (m'_u);f:-} - +—e -+,
Jr—=e =— u 3
) - +E_en (w'—w)Y—1.,.
n nrt
. y o Fﬁe—(ﬁl~m>V~1+£226_2(U'__B)‘/:+..._
A o
, | e
| nre
on en déduit
. _ R R
1. = cos(w —z;f)-i—;r—,cosz(z;r’—ar)—i—...

R R:
\/1—27cos(m’-—m) + 5

—|—~R—:cosn(ar’—ar)+...,
nr

et par suite, en substituant dans la valeur de V, on aura pour les coef-
ficients U,, U,, U,, ... les valeurs

U, = 2fprdew',

6
) U,,::ffpﬁ"*" dR dw’' cos n(w'—w).

Lorsque le point attiré sera intérieur au cylindre, on décomposera V
en deux parties: U'une, relative aux points situés plus prés de I'axe
des x que le point attiré, se déterminera comme dans le cas précédent;
Pautre, relative aux points plus éloignés de I'axe des x que le point
attiré, pourra se développer suivant les puissances de r. Pour cela, on
mettra cette partie de V sous la forme

szfprdew'l.%
1

+2fprdear’l.\/ — =

I-——ECOS(w’*H)—F =

R2
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et si ’on pose

V=90, + ro, +r2e, 4 ...+ ro, + ...,

on trouvera, comme précédemment,

. vozszdeRdar’l.—lﬁ,

V7 2 pdRde’ cosn (v’ —w)
Vp = IR :

3. Appliquons les formules précédentes au cas out le cylindre est
homogene, et supposons que sa surface difféere peu d’une surface
cylindrique de révolution autour de ’axe des x, dont le rayon serait a
et dont la section droite serait équivalente a celle du cylindre pro-
posé. Soit @ (1+- ") la distance d’un point quelconque de la surface
du cylindre a I'axe, 3’ étant une tres-petite quantité, fonction de =,
dont nous négligerons le carré. La valeur de U, (6) se composera de
deux parties, qui seront

L2 (7 a™® y' ds’ cosn (o' — ).
e}

La premiere partie, relative an cylindre de révolution, est nulle,
comme il est facile de le voir; la seconde partie, relative a la diffé-
rence entre le cylindre proposé et le cylindre de révolution, est donc
la seule qui entre dans la valeur de U,, et ’'on aura

2Pan+2

27T
U,= f Y'cosn(w' —w)ds'.
o

n

J' étant une fonction périodique de =, nous pouvons supposer qu’elle
soit développée en série de sinus et de cosinus des multiples de cet
angle, et qu’on ait, par exemple,

Yy =A,cosm’ + A,cos25" + ... + A, cosnm’ + . ..
+ B,sinzm’ 4+ Bysinaws’ 4+ ... + B, sinng’ +....
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On n’a pas mis de terme indépendant de =’, parce que la condition que
le cylindre de rayon a ait une section droite équivalente a celle du
cylindre proposé, exige qu’on ait

‘[)mr 7' ds’ = o.

Si I'on met cette valeur de y' dans la valeur de U,, on aura sim-
plement

2 0a"t? T .
U, = =f f (A, cosnw’ +B,sinna’) cosn(a’ —w) ds’;
n
o

ou bien, en effectuant I'intégration,

2 an+2 .
U,= .l%—— (A, cosnm + B,sin nw).

On aura donc pour V la valeur suivante :

27p a?

V= 21m“pl‘£r+ (A, cosw + B,sinwm)
2mp at
2r?

(8) ’ —+ (A, cos2m + Bysinam) + ...

n--2 A
+ E7-T~’(:~‘rin——(A,,(:osma'—i—-B,,smnas) + ...

§ II.

Fquations différentielles du mouvement d’un liguide, sur la surface

d’un cylindre.

6. Nous allons considérer un cylindre solide(A), formé de couches
homogénes dont les surfaces sont cylindriques et ont leurs généra-
trices toutes paralléles entre elles; nous supposerons que ce cylindre,
d’une longueur indéfinie, soit animé d’un mouvement uniforme de
rotation autour d’une paralléele 4 ses génératrices passant par son
centre de gravité, et que sa surface soit recouverte en tout ou en
partie par un liquide qui participe 4 son mouvement. Si ce liquide
n’est soumis & aucune force autre que lattraction du cylindre, il est
facile de voir qu’il prendra un état d’équilibre tel, que sa surface soit
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cylindrique et ait ses génératrices paralléles &4 I'axe de rotation. Sup-
posons de plus que les diverses couches qui composent le cylindre
soient presque de révolution autour de cet axe; il en résultera que
la surface d’équilibre du liquide sera aussi trés-peu différente de celle
d’un cylindre de révolution autour du méme axe. Nous admettrons
enfin que la profondeur du liguide sur le cylindre soit tres-petite
relativement a son rayon.

Cela posé , concevons que le liquide soit soumis & des forces qui le
dérangent de sa position d’équilibre; que ces forces, trés-petites par
rapport a l'attraction du cylindre, soient dirigées dans des plans
perpendiculaires a Paxe de rotation, et que toutes celles qui agissent
sur les molécules situées sur une méme parallele & P'axe soient égales
et paralléles entre elles. Si les circonstances initiales du mouvement ont
disparu, il est évident que chaque molécule ne sortira pas du plan per-
pendiculaire 4 'axe qui la contient, et que les mouvements s’effec~
tueront de la méme maniere dans tous les plans perpendiculaires & cet
axe; en sorte que la surface du liquide restera cylindrique.

La détermination des équations différentielles du mouvement du
liquide, dans les hypotheses précédentes, pourrait s'effectuer comme
dans le dernier chapitre du livre premier de ia Mecanique céleste ;
mais on peut y arriver plus simplement de la maniére suivante.

7. Soient, dans I’état d’équilibre,

a, la valeur moyenne du rayon de la surface du liquide;

ay, la profondeur du liguide en un point quelconque;

=, l'angle compris entre le plan qui passe par une molécule quei-
conque et par I'axe, et un plan passant aussi par cet axe, fixe par
rapport au cylindre, et participant a son mouvement de rotatiort :
en sorte que si ¢ est le temps et n la vitesse angulaire du cylindre,
@ — nt soit 'angle compris entre le plan qui passe par la molé-

cule et I'axe, et un plan, fixe dans ’espace, passant aussi par cet
axe.

Soient, de plus, dans I'état de mouvement,
= + ¢ ce que devient %, v étant une fonction de ¢ et de = que nons
supposerons indépendante de la distance de la molécule 4 Paxe:

et ay la hauteur d’un point quelconque de la surface du liguide ., au-+
Yy q »
Tome 1X. — Fevmiea 1834, 6



42 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

dessus de la surface d’équilibre, y étant aussi une fonction de ¢
et de .
v et y seront de trés-petites quantités dont nous négligerons les car-
rés et les produits, et nous verrons bient6t que y est trés-petit
par rapport a v et a 7, et de 'ordre .
Menons un plan perpendiculaire & ’axe du cylindre, et soit AB
Pintersection de ce plan avecla surface dela partie solide ; CD son inter-

section avec la surface du liquide, 4 un instant quelconque du mou.
vement; EF son intersection avec la surface d’équilibre de ce liquide;
et ac, bd les traces de deux plans passant par I'axe et faisant entre eux
un angle infiniment petit dw. Nous allons considérer la portion de li-
quide renfermée dans le prisme droit infiniment petit, ayant pour base
abced, et pour hauteur dx; et en évaluant les forces qui lui sont appli-
quées, nous pourrons facilement trouver les équations de son mouve-
ment, qui s’effectue a tres-peu pres perpendiculairement 4 ac.
Soit g la densité du liquide. Si nous remarquons que

ac = a(y+ r),
nous aurons

a’(y+ y)de dx
pour le volume du prisme, et

pa*(y + y) do dx

pour la masse du liquide qu’il renferme. Si donc nous appelons V' la
fonction dont les dérivées partielles représentent les forces qui déran-

r

gent le liquide de sa position d’équilibre, nous aurons

dv’

adry
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pour la somme des composantes de ces forces perpendiculairement
a ac, c'est-a-dire dans le sens du mouvement du liquide, et la force
motrice qui en résultera pour le prisme sera

. dv’
pa(y +y)de dx -

D’un autre coté, la face ac supporte, de plus que dans I'état d’équi-
libre, la pression provenant du liquide compris entre CD et EF, et,
vu la petitesse de y relativement a 7y, on peut considérer cette pression
comme s’exercant uniformément sur toute cette face; d’aprés cela, il est
facile de voir que cette pression, supportée par la face ac, a pour va-
leur

aly+ y)dx < pgay = pga® (y + y)y dx,

g étant la pesanteur 4 la surface du cylindre, produite par son attrac-
tion. La pression qu’on vient d’évaluer est dirigée dans le sens du mou-
vement; mais il existe sur la face bd une pression analogue et dirigée
en sens contraire, qui, en se transmettant sur la face ac, devient
égale a
dy
oga® (7 -+ y) dx (f + — dw >;
il résultera donc de ces deux pressions, la force

pga’ (y + ) ‘f; dex ds,

dirigée en sens contraire du mouvement.
Remarquons enfin que la force accélératrice du liquide a pour ex-

v

pression a —, et nous en conclurons de suite 'équation différentielle

dv dav’
pa*(y + y)dedr.a 25 = pa(y + y)dwdx
d
— pga*(y + y)dwdx Z’%’
qui, en vertu des conventions précédentes, se réduit a

dy av’ dy
2 — — —_
(9) & de 8%
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8. L’équation que nous venons d’obtenir renferme deux inconnues,
¢ et y; il nous faut donc encore une équation entre ces deux quan-
tités pour pouvoir les déterminer. Cest ce que nous obtiendrons faci-
lement en exprimant la continuité du liquide.

Pour cela, considérons, dans ’état d’équilibre, un prisme infini-
ment petit, analogue 4 celui du numéro précédent; son volume sera

@’y dedx.

En passant de I'état d’équilibre a I'état de mouvement, la profondeur
du liquide devient a(y+47), et = augmente de ¢. On devra donc

A+
des

la nouvelle valeur du volume de ce prisme

4 d
augmenter y de y + v, et dw de dimdz;, et I'on aura pour

a? ('y + r + v%—i— v %) (dar + Z—Lda) dee.

En égalant ces deux valeurs, et supprimant les termes qui doivent étre
négligés, d’apres les conventions du numéro précédent, on trouve

d. yv
(IO) J: —_ d; .

Cette équation montre ce que nous avons avancé dans le numéro
précédent, c’est-d-dire que y est de I'ordre yo.

9. Nous supposerons que les forces qui dérangent le liquide de son
état d’équilibre proviennent de laction qu’exerce sur ce liquide un
autre cylindre (B), de longueur indéfinie, paralléle an premier, et
doué d'un mouvement uniforme de révolution autour de 'axe de ce
premier cylindre, leur distance mutuelle restant d’ailleurs constante.
L’attraction de ce nouveau cylindre sur les molécules liquides ne sera
cependant pas la seule force dont V' doive fournir les composantes :
en effet, la surface du liquide étant modifiée par la présence de ce
cylindre extérieur, chaque molécule n’est plus attirée par le cylindre
dont elle fait partie, de la méme maniére qu’auparavant. On peut
concevoir attraction qu’elle éprouve comme se composant de Pattrac-
tion du cylindre solide et du liquide qui le recouvre dans 1’état d’¢-
quilibre, et de I'atiraction d’une couche de liquide dont Iépaisseur
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variable est ay, et qui, positive en certains points, négative en d’au-
tres, constitue la différence entre V'état actuel du liquide et son état
d’équilibre. L’attraction de cette couche est une force qui n’existe pas
dans Uétat d’équilibre, et qui contribue & produire le mouvement
que nous voulons déterminer. V' se composera donc de deux parties :
1° celle qui dépend de I’action de cette couche liquide, d’épaisseur ay,
sur la molécule dont nous cherchons le mouvement; 2° celle qui
provient de l'action directe du cylindre (B) sur cette molécule.
Nous remarquerons enfin gue, comme nous ne NOus OCCupons que
des mouvements relatifs du liquide par rapport & la partie solide du
cylindre, nous devrons appliquer & chaque molécule une force accé-
lératrice égale, paralléle et contraire a celle & laquelle 'axe de ce cy-
lindre est soumis par 'action de chacune des causes dont nous venons
de parler.

10. Pour déterminer la premiére partie de la valenr de V', celle
qui dépend de I'action de la couche liquide, d’épaisseur ay, sur la
molécule que nous considérons, nous devons évidemment négliger

Paction de cette couche sur 'axe du cylindre, et nous aurons, d'aprés
le n° 2,

V — — Pa2f‘),-’({ﬂf’l_[r2 — 94ar cos <wl _ w) + aa];

7 étant ce que devient y lorsqu’on y remplace @ par @, et r étant la
distance de la molécule attirée a 'axe du cylindre. Cette distance r
devra étre remplacée par a dans les valeurs des dérivées partielles
de V',

Si nous supposouns que ¥’ puisse se développer en série de sinus et
de cosinus des multiples de ', et qu’on ait

Yy = A, cosm + Aycosam + ...+ A, cosnm’ + ...

+ B, sina’ + B, sin2w’ + ... + B, sihus’ + ...,
nous en déduirons, comme an n® 9,

27pad . 2mpat .
V= ~——37f—(A. coswm + B, sinw)+ 597('&2 cos 2+ B, sin amw)+...
) 2mpa™t?

n.rn

(A, cosnm + B, sinnm)+ .. ..
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11. Déterminons maintenant la seconde partie de V’, celle qui pro-
vient de 'action du cylindre ‘B). Les dimensions de la section droite
de ce nouveau cylindre étant supposées tres-petites relativement A sa
distance au premier, nous regarderons toute sa masse comme étant
concenlrée sur son axe. Soient 7 la masse de ’unité de longueur de ce
cylindre, ¢ sa distance 4 I'axe du premier cylindre, et =, 'angle que
fait le plan qui passe par les deux axes avec le plan mobile 4 partir
duquel se compte P'angle =(n° 7). r etw étant toujours les coordon-
uées de la molécule dont on cherche le mouvement, on aura pour la
partie de V' qui vient de I'action du cylindre (B) [n° 2],

V= —ml.[r* — aqr cos(m, — ») + ¢*]
La force accélératrice provenant de I'attraction de ce cylindre sur axe

du cylindre (A) est égale a 27”’; on doit donc appliquer 4 la molécule

s 10 , s am ' A . .
que P'on considére une force égale & — ——, dans la méme direction.
q

Pour obtenir la partie de V' qui vient de cette force, nous la décompo-
serons suivant deux directions rectangulaires, dont 'une soit pa-

rallele au plan qui sert d’origine 4 =,, et nous trouverons les deux
composantes

2m am .
— — cosw,, — — sinw,.
7 q

Multipliant ces deux forces par les éléments dy et dz de leurs direc-
tions, ajoutant, et prenant I'intégrale, nous aurons

am .
— (o cosm, + zsinw,) + const.,
ou bien
2mr
— — 08 (&, — @) -~ const.,
q
en remarquant que
Yy =rcosw, z = rsin.

La valeur compléte de V' provenant de Daction du cylindre (B) sera
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donc

Vi= —ml[r* — ogrcos(m, — w) + ¢?] — 227

cos (w, — =) -+ const.;

ou bien, en déterminant la constante de maniére que V' soit nul,
pour r = o,

r2
;2

Vi= —ml. [1 —2 % cos (&, — m) -+ ] — 2;’" cos (w, — =).

En développant suivant les puissances de r, comme au n° 4, on tronve

2

4

2mr 2mr?
3

= 273. 0052(1;7‘—?;7)—}-70083(&5, — @) + .

amr*
+ —-cosn(m, —w) ~+ ...

4 étant treés-grand par rapport a4 r, qui devra étre remplacé par a,
dans les dérivées partielles de V’, nous ne conserverons que le premier
terme de cette valenr de V'; d’'un autre cOté, on a

= (n—n')t — },

n’ érant la vitesse angulaire du cylindre (B) autour du cylindre (A, et
— 4 étant la valeur de =, pour # = 03 nous aurons donc

(12)" V’=";——:—cosz[(n~—n')t—)—» =).

12. La valeur que nous venons de trouver, pour la partie de V’
qui vient de I'action directe du cylindre (B), peut se mettre sous la
forme suivante

V= Tq—‘z:cosmr cos2[(n—n')z — 2]+ ’%Zzsin 2% sin2{(n — n')t — i,

en développant le cosinus, et remplagant r par a, ce qu’on peut faire.

. . ., dv
puisqu’on n’a pas besoin de la dérivée £, Comme nous supposons
dr

que le mouvement du liquide est uniquement di & I'action du cy-

lindre (B), et que les circonstances initiales du mouvement ont dis-
)

paru, nous aurons évidemment

v=wv,co82[(n—n)¢t — 2] +o,sinz2|n — n)z— 1,
Yy=yicos2[(n—n')t —3] +y,sina[(n —n')7 — 2,
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Vis Vay Y1y Ja étant des fonctions de =, indépendantes de ¢. La partie
de V', qui dépend de y, et qui a été déterminée au n° 10, se mettra
donc également sous la forme

V =V, cosa[(n—n'}¢— i+ V,sina[(n—n')¢ —1],

V, et V), étant ce que devient V' lorsqu’on remplace y par y, et y,.

Cela posé, les équations (g) et (10) donneront les quatre équations
suivantes, pour déterminer ¢, et y,, v, et y,, quelle que soit la valeur
de 7 en fonction de =,

ama® . v, dy, _ 2 /g
' e sinaw + —— ga‘—im—__—Aa (n —n')?y,,
(13)
— d.y,
=T
2ma? dV;2 dy, N na
—(F—coszw—l—dvy —ga = — fa*(n —n')? e,
A
. d.ye,
Ve T Tds
§ III.

Intégration des équations différentielles-du mouvement d'un liquide
sur un cylindre, dans diverses hypothéses sur la loi de la profon-
deur de ce liquide.

13. Nous avons déterminé, dans le paragraphe précédent, les
équations différentielles du mouvement trés-petit d’un liquide a la
surface d’un cylindre (A), en supposant que les circonstances initiales
du mouvement aient disparu, et que ce mouvement soit produit par
Paction d’'un autre cylindre (B), parallele au premier, et doué d’un
mouvement uniforme de révolution autour de ce premier cylindre.
Nous allons maintenant nous occuper d’intégrer ces équations diffé-
rentielles, dans diverses hypotheses sur la loi de la profondeur du
liquide, & la surface du cylindre (A), dans I'état d’équilibre.

PREMIER cAS. 7 constant, sur toute la surface du cylindre.

Dans ce cas les équations (13) et (14) donnent, par I’élimination
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de ¥, et y,,
d?e ay’ 2ma® .
gia s +4a*(n —n'e, + T — - sin2w=o,
d?v, a "9 dv’ 2ma*
g1a 5 + 4a’(n —n'Po, + 7=+ — T cosam = o.
Si I'on suppose
v, = A sin 2%, ¢v; = B cos 2w,
on aura
Y= — 27A cosawm, 2= 2B sin 2w;
et par suite, d’apres le n° 10,
2 ey Aat 2wpyBat .
V, = — 2% cosam, V, =" sinasw.
r 7

On déduit de 11, en différentiant par rapport & =, et remplagant r
par a (n° 10),

dvf !

. dav
1 2 " . 2. 5
-z =4mnpa® yA sin 2w, _“dag = 4npa*yB cos 2w.
En substituant dans les équations différentielles en v, et v,, on trou-

vera les relations suivantes, pour déterminer A et B,

. .} 2 2
— 4gyaA + fa*(n — n' P A + lnrpa*'yj\ - ;'Za = o0
B - 2 N1 B 2B 2ma’
— 4gyaB + 4a* (n — v')* B + 4npa’y +q* = u;
et si 'on pose
ama fan—no')y ;2 2mpa
gve: 87 ’ g ’
on aura, pour A et B, les valeurs suivantes :
L L
A=—ymime B=rmoa
On aura donc
29L 29L .
Jy = m Cos 2w, Y= Z‘-—I—_’:a; S uw,

Tome 1X. — Fevmwr 1844. 7
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et enfin

VA cos2[(n — n')¢— % — o).

Cette valeur de y nous montre qu’en chaque point de la surface
du cylindre (A), l1a hauteur du liquide variera périodiquement; que
pendant que le cylindre (B) fera un tour entier autour du premier,
cette hauteur atteindra deux fois son maximum, et deux fois son mi-
mmum ; enfin que si

4 — i — ag

est positif, le maximum aura lieu au moment méme ou le cylindre (B}
passe dans le plan qui renferme V’axe du cylindre (A), et le point qu’on
consideére sur la surface de ce cylindre. (Nous nommerons désormais
ce plan, plan méridien , ou simplement méridien de ce point de la
surface.) Si cette quantité était négative, ce serait le minimum de
qui aurait lien au moment du passage du cylindre (B) au méridien.

14. Avant d’aller plus loin, nous allons tAcher de fixer nos idées
sur la signification des quantités i* et «. Nous avons d’abord

{2 — fan—u'p .
gy

Or, si n’ est petit relativement a n, comme nous le supposerons,
a(n — n')® est & peu prés égal a la force centrifuge qui est développée
sur la surface du cylindre (A) par son mouvement de rotation autour
de son axe; et g est la pesanteur  la surface de ce cylindre: 2 est donc
a peu prés égal a quatre Jois le rapport de la force centrifuge a la
pesanteur, divisé par la quantité 7- Et on se rappelle que 7 est le
rapport de la profondeur du liquide au rayon du cylindre.

Nous avons ensuite
Eiﬂ

g

o =

Or nous pouvons facilement trouver la valeur de g en fonction du
rayon a du cylindre (A), et de sa densité moyenne que nous repré-
senterons par p, : en effet, les diverses couches du cylindre étant & peu
pres de révolution autour de son axe, on peut prendre pour V la va-
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leur (4); et comme I'on a
_av
N
en ayant soin de remplacer r par a aprés la différentiation , on aura

_2M
8= 4

Mais M =ma’p,; on aura donc

g=anpa,
et par suite

o =2L.
P

Donc o représente le rapport de la densité du liguide a la densité
moyenne du cylindre.
DruxiiMe cas. y =1, (1— 24 cossw), k étant plus petit que L, et s étant entier.

15. Déterminons d’abord y, etv,, et pour cela posons

791 = T Cis
nous aurons
dg,
Fi= =g

et par suite, la premiére des équations (13) deviendra

dg, , . av’
—— th4a’n—n' g, + (1— 2k cos sz) —~*

gay, (1— 2k cos sw)

a2ma?
2

sin 2% (1 — 2k cos sw) = o.

Il est facile de voir, en déterminant par des approximations succes-
sives la valeur de §,, ordonnée suivant les puissances croissantes de &,
que cette valeur ne peut étre que de la forme suivante:

i =Aysinam+ A ,sin(s — 2)m + Ay sin (s + 2)m
+ Ay sin(2s — 2)m + Ay sin(2s + 2)w +...;
7e-
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il en résulte
2A;c08 2% + (s — 2)A;_,cos(s — 2)m
Yi=—7| + (s+2)A; cos(s+2)w + (25—2)A,,_,cos(as—2)w |,
+ (28 +2)A, ,cos(2s+ 2)w + ...

et on aura

Ascosam + A, cos(s — 2)w
Vi=— y2mpa® | 4+ Aypcos(s+2)m + Ay, ,C08(28 —2)®

+ Ay cos(2s+ 2)m + ...

Si on substitue ces valeurs dans I’équation différentielle, qu’on de-

veloppe, et qu'on égale & zéro les coefficients des sinus des divers

multiples de = (en supposant que s soit tel qu’on n’ait pas
ns—a2=mn's-+ 2,

ce qui exclut les valeurs

§=1, §=2, $§=4),

on obtient les relations suivantes, dans lesquelles 1., i? et o représen-

tent les mémes quantités que précédemment, sauf que 7y est remplacé

par i,
(i*+ 20a—2)A — (s—2)(s —2 — A Lhk+(s+2) s+ 2—a)A, & — L=o,
{(2a—2) Ak + [i* + (s —2)a — (s —2)]A,+ (25— 2) (28 —2—a)Ay sh—Li=o0,
(22— 20) Aok -+ [i*+ (s+2)a — (s+2P) A+ (25 4+ 2) (2542 —a)Ayk+Li=o,
(s—2)(s—2—a) Ak + [i*+ (25—2)a—(25—2) ]As_s+(35—2) (Bs—2—a)A,,_ k=0,
ts+2)(s+2—a) Ao b+ [+ (25+2)a —(2542)" ] Ay 0+ (35+2) (Bs4-2—a) Ay k=0,
(25—2) (25—2—a) Ay A+ (3 5—2) & — (B 5—2) J Ayt (§s—2) (fs—2—a) Ay s h=0,
(25-+2) (29+2—a) Ay A+[i+(354+2) 2 — (352  Ayyo+(G5+2) {§5+2—a) Ay k=0,

etc.

Ces relations, a partir de la quatriéme, se forment d’apres une loi
évidente. Pour en déduire les valeurs des coefficients A, , A,_,, A, ,, etc.,
on peut remarquer que si 'on développe ces coefficients suivant les
puissances croissantes de &, le premier terme de A, sera indépendant
de k; les premiers termes de A,_, et A, seront divisibles par &; et, en
général, les premiers termes de A,,_, et A, ,, seront divisibles par £”.

L o ! 1 [ (RN : [ERR AR AR RR R
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Si donc on pose
A, =AY+ ALA AL+ AR+
Ay = AL Lk+ Al LB+ AT B+ .,
Ao =A b+ A LR+ AL+
Agga=AY K+ Ay LK+ .
Apsra= Al B2+ AL 24 .,
ete.,
et qu'on substitue dans les équations précédentes , on trouvera, en
égalant 4 zéro les coefficients des diverses puissances de £,
(i*4oo—2M)AP—L =o,
(i*42a—2)A, =0,
Ppag—aA —(s—2) (s—2—a) AL+ (s+2)(s+2—2) A= o,
((2420—2YA — (s—2) (s—a—a) Al =+ (s+2)(s+2—a) A= o0,
etc.;
(20— 2N AY + [P+ (s —2)a — (s — 2)?|A, , —L=o0,
(ao—aMA, +[i?+(s— 2)a — (s— 2)*]Al , =0,

etc., etc.;

relations au moyen desquelles on déterminera facilement les valeurs de
’ " ’ " ' L]

A9, A, AL, A, A, Alas Alia,..., etc.
On peut remarquer immédiatement qu’il résulte de ces relations ,
qu’on a

r " " —_— " — " —_— " _ v
A2:07 A_,=o0, A.=o0, AQ—O’ Ags—z =0, Agu—z—o,"- 3
¢est-a-dire que généralement A, , et A,,., ne renferment que les
puissances paires de &, si 7 est pair, et qu’ils ne renferment que les

puissances impaires de k, si # est impair.
En opérant de la méme maniere sur les équations (14), et posant

TV :"lcgzv
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ous trouverous, pour déterminer ¢&,, I'équation différentielle

g, 5 dv’,
gay,(1— zkcossw)% Fhatm—v'PS, + (1— ok cossw)%i

2ma?
2

+ cos 2w (1— 2k cossw) = o.

Si nous posons ensuite
§2=B,cos2w + B,_, cos(s — 2)w + B,,, cos(s + 2)w
=+ By sy cos(2s — 2)w + B,,,, cos (28 + 2)m 4.,

nous en déduirons les valeurs de Jaetde V), et en substituant dans

Péquation différentielle, nous trouverons les relations suivantes, qui

serviront a déterminer les coefficients de la valeur de Za:
({*4- 20 — 29} B, + (s — 2) (s— 2 —a)B, ok + (s + 2) (54 2 — a)B,k +L=o,
(2'— 2a)B, 4 +[ (s —2)a — (s —2)*] B, -+ (25— 2) (28 — 2 —a) By, _,h—L#k =o,
(22— 24)B, % 4[24 (s 2)a — (5 4- 2‘)’]BH_2 +(25+ 2) (25 + 2 — a)Bybk—Lik=o0,
(s—2)(s—2—0a)B,_, k4 [ (25—2)a—(2 s—2) 1B, ,+(35—2) (3s—2—a)B,, ,h—o0,
(s42)(s+2—a)B, At [+ (25+2)« —(25—2)"] B+ (3542) (3s+2—a)By . =0,
(25—2) (2s5—2—a)B,,_, k{14 (35—2) 2 — (35—2)* 1B, (4 s—2)(4s—2—a) By, k=0,
(2s+z)(2 s+2——a)B2H_zl‘+[i +(3 s+2)a— 3 $=4-2)]By, 4+ (4s42) (4s+ 2—a) By =0,

ete.

A Pinspection de ces relations, on reconnait immédiatement que l'on a

By =— A, B, = Ay, By =— Aoy By, = Ars s,
Bysip =— Apsrayv.y
et, en général,

an-—z = Ans~2 ’ an+2 =— A, .

D’aprés cela, nous aurons pour y, et y, les valeurs

24, CO8 2% 4 (s — 2) A, ;cos(s — 2)w
Yi=—nl+ (.9+2)A5+2cos(s+2)zs—i—(2&—2)A2s_2cos(2s—2)w ,
| +(254+2) A, ,, cos(25 + 2) @ ...

[ 2A;sinam — (s — 2)A,, sin(s — 2)w
J2= 7| +(s+2)A,, sin(s4-2)m — (28—2)A;, ;sin(as—2)m |;
[+ (285 +2) A,,,, sin(28 + 2)w — ... B
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et comme on a
y=y,cos2[m—n)t—A] + yysinafn—n")t— 2],
il en résultera
+ (s 4+ 2) Ayys cos[a(n—n')t— 22— (s + 2) o]

+ (25— 2) Ageacos[2(n — 0’} 2 — 2% 4 (25— 2) o)
+ (264 2) Agqacos[2(n — ')t — 2} — (25 + 2)w] + etc. . ..

24, cos2[(n—n’)t—)—a]-+{s—2) A,_, cos[2 (n—n’) t — 2)~+ (s —2) 5] )
J =% g

La loi que nous avons adoptée pour la profondeur du liquide,
la surface du cylindre (A), est telle, que pour tous les points de cette
surface pour lesquels s est un multiple pair de 7, la profondeur est
un minimum, et est égale & 7y, (1 — 24)1 tandis que pour tous les
points pour lesquels sz est un multiple impair de ©, cette profon-
deur est un maximum, et est égale & 7, (1 -+ 24). Pour tous ces points
de profondeur maximum ou minimum, le liquide atteint sa plus
grande ou sa plus petite hanteur au moment o1 'on a

m—n't —h—z =0, ou =m,

C’est-a-dire au moment ou le cylindre (B) traverse le méridien du lieu
quon considére. Pour tous les autres points, I'instant de la phus
grande ou de la plus petite hauteur du liquide sera généralement dif-
férent de celui du passage du cylindre (B) au méridien.

Nous remarquerons enfin que si lon a £ =o, la valeur de y se
confond avec celle que l'on a trouvée dans le cas d’une profondeur
constante; car tous les coefficients A;_5, Ay, Ags 5, elC., s’annulent,
et A, seréduit a AY, en sorte quon a

7= g cosalln — )t =2 =]

TroistiME cas. Liquide ne recousrant pas tout le cylindre, et restant toujours compris
entre deux plans méridicns, entre lesquels la profondeur vy est constante.

16. Dans les deux cas précédents, nous avons pu déterminer com-
plétement le mouvement du liquide sur le cylindre (A), en tenant
compte de I'action du liquide sur Ini-méme; mais maintenant que nous
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allons nous occuper de cas dans lesquels le liquide ne recouvre pas
tout le cylindre, nous serons obligés, pour ne pas trop compliquer la
question, de négliger cette action du liquide sur lui-méme et de ne
tenir compte que de Paction directe du cylindre (B) sur ce liquide.
Il est aisé de voir que cela revient & négliger la quantité que nous
avons désignée par o, dans les numéros précédents, c’est-a-dire le
rapport de la densité du liquide a la densit¢é moyenne du cylindre,
et que le résultat sera d’autant plus exact que ce rapport sera plus
petit. Nous supprimerons donc désormais dans les équations (13) et (14)
les termes qui renferment V', et V',.

Nous allons d’abord considérer le cas ou le liquide reste toujours
compris entre deux plans méridiens correspondant 4 o = w, et i
w = — w,, et ou la profondeur du liquide, entre ces deux plans, est
partout la méme. Dans ce cas, les équations (13) donnent, pour dé-
terminer v,, ’équation

do, .y L s )
e + ¢, — Lisinaw —= 0}
et v, sera en outre assujetti 4 devenir nul pour = = =, et pour
% = — »,. L’intégrale compléte de cette équation différentielle est

sin 2w,

.. . L
v,—_—Asmm'—i—Bcosm’—l—i,_4

A et B étant les deux constantes arbitraires; et si 'on détermine ces

constantes de maniere 4 avoir ¢, = o pour = =1, et pour s =—7,,
on aura
L . sin2z, . .
v, = — |sinaw — ——siniw )
[ 4 S @y

On trouvera de méme, au moyen des équations (14),

L /cos 2 &, .
vy = o—— (——— COS iw — COS 2% |«
it— 4 \cos iw,
On aura donc
: sin 2w, . . \
<sm 2% — ——sin zm) cosa[(n — n')z — )] )
L sin { @, /
Y =0 4 €08 2w
%~ . .

<_ﬁ._,* oS i — COs zw> sin2[ (n—n')t—1] j

COS 1w,

o 1 T BN [ERTEANERRS [RREERRRRNRNTR o ! e
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et ensulte

.siD 257 . :
2€082% —i———— COS m) cos2{(nm—n')t —1
o — 7L sin i @,
Y L . 08227, . . . :
oy (281[12?3 —l—%Slanzr) sin 2[(n — n') ¢ — ]}
COS ity
Enfin, si Pon pose
. L . sin 24, .
Ncos(am + 2¢) = _ 200525-1.—,—-005115),
§—i? sin 7w,
. L / . .C0s2w, ..,
N sin (2 + 2¢) = (2 sin 2% — i ——— siniw |-
4—1i cos i®,

on anra
y=Ncos2[(n—1n')t—) —w — ¢

et les quantités N et ¢ seront déterminées par les formules

N

N — 7L .sin2a@, . \% . €082, i Vo
N = 4—;—1.; 200525—15{!—1;00516 -+ (2sin2w —1 — ,,‘) :

. ; cosie

i[sin{i - 2) o, sin (i — 2) o + sin (i — 2)w, sin {{ + 2) 7

tang 26— — - : .
ang 2 i[sin(i 4 2)o, cos (i —2)m— sin(i — 2)m, cos(i + 2)m| — 2sinzio

La valeur de y qu’on vient de trouver satisfait & la condition que la
quantité dua liquide reste constamment la méme, condition qu: s'ex-

prime par 'équation
-+,
o yds = o;

en effet, f'on a

fjdw: — 79,

quantité qui est nulle pour © ==, et pour v = —&,.

[’angle ¢, étant pris de maniére que N soit positif, et étant »édast en
temps, représente le retard du maximum de la hauteur du fiquide sur
le passage du cylindre (B) au méridien. Les deux valeurs de : corres-
pondant A w = %, et & m = — =, sont égales et de signes contruires :
donc autant ce maximum de la hauteur du liquide retarde v ke pas-

Tome IX. - Feveien 1844 o

e



58 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

sage du cylindre (B) au méridien, pour une de ces limites, autant il
avance sur ce passage pour I’autre limite. La méme chose a lieu pour
deux points quelconques de la surface du cylindre (A), correspondant
a des valeurs de = égales et de signes contraires.

Pour comparer la hauteur maximum 4 laquelle le liquide s’éléevera
dans ce cas, avec la hauteur maximum correspondant au premier cas,
la profondeur 7 restant la méme, il suffira de déterminer le rapport de
N au coefficient du cosinus dans la valeur de y du n° 43, aprés avoir
fait dans ce coefficient « = o, afin de partir des mémes hypotheses;
on trouvera ainsi pour ce rapport

T i sin2e, . \? . icos2m . . \?
COS 2% — — ——= COSIW —+ smawg— — ———, SInN 1w .
2 sin i, )

QUATRIEME CAS. ¢ == 29, COS$sm, s Etant quelconque.

17. Nous supposons actuellement que la profondeur du liquide soit
donnée par la formule

V=27, COSS§m,

s étant quelconque, et qu’il n’y ait de liquide que pour les points pour

- T ™
lesquels w est comprls entre — — et —.
25 2s

Si Pon élimine y, entre les équations (13), qu’on multiplie par
2 cos s, et qu'on pose

TV = 'chly
on trouve I’équation
G 2 "a 2ma’ .
ga'y,d—cﬁ.zcossas—i—!;a n—n3Pg — o sin(s + 2)w
2ma? .
4+ Sin (§ —2)m = o,

ou bien, en vertu des notations adoptées,

d2 g . . .
2¢08$% -~ = + (°§, + Lsin(s — 2)m — Lsin (s + 2)m = o.
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Pour satisfaire a cette équation, nous prendrons
Si=Apsin 2w -+ A sin(s — 2)® + A, sin(s + 2)m
+ Ay p8in(2s — 2)m + Ay, sin(2s 4-2)m +....
En substitnant et égalant & zéro les coefficients des divers sinus, nous
obtiendrons les relations suivantes :

A, (s — 2P A, — (s+ 22 AL, = o0,
2%A, + A, , — (25— 2)%A,, , + L=o0,
2?A, — A, 4+ (25+2)A,,+L=o0,
(s —2)" A, — %A, , + (3s — 2)?A,, ., =0,
(s + 2 Ay, — %Ay, + 35+ 2 Ay = O,
(28 —2)% Ay s —1%Ag; o + (45— 2)* A, , =0,
(28 +2PAg0, — %Ay, + (45 + 2 A, =0,
etc.

La loi de ces relations est évidente, a partir de la quatriéme.
On reconnaitra facilement que si 'on opére de méme sur les équa-
tions(14), et qu'on pose

7"2:7i§27

on aura

Co=—A,co827 + A, cos(s — 2)m — A, cos(s + 2)w
+ Ay p€08(28 — 2)m — Ay, c08(25 + 2)m ...,

les coefficients étant les mémes que précédemment.

Les relations qui ont été trouvées entre ces coefficients peuvent
servir 4 les déterminer tous en fonction de deux d’entre eux qui res-
teront arbitraires : mais il existe des conditions auxquelles doivent
satisfaire £, et §,, et qui serviront 2 les déterminer. FEn effet, la pro-

fondeur 7 du liquide étant nulle pour & = — —2% et pourw = —;r—s , et
les valeurs de ¢, et de v, ne devant jamais étre infinies, il s’ensuit

que &, et §, doivent également étre nuls pour ces deux valeurs de =;
T ’ 3 7
en remplacant donc = par vy dans &, et &, , et égalant 4 zéro, on

8.
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trouvera
Ay — Ay + Aps — Agsa + o] Gin E‘
4 Aggis — Agep ~F Ag_g — vennl Y
= i As+2 - A35+2 -+ A55+2 - A1s+2 ] cos ™ ’
[ A o= Ay atAg e — Appp . T
_ (A — Ageis + Apps — Agpa 4+ -on ] cosT
| A, — At Agg — aenen I
4+ [ A — At Agee— Avgo .o 1 sin * =
_+As—2“ A33—2+A5s—2_A7s—2+-"'__ $ |

™ . . , .
En remplacant = par — 5> On trouverait les memes équations. Ces

deux équations reviennent évidemment aux deux suivantes :

Ay — Ao+ A — Agin + .- _.
+ Ay s — A gt Ags — ot 7
Ao— Ao+ Ao — Apgio + .- o
+ Ay g — Ay g+ Ay g — Bygy =+ oenn. } -

qui serviront a trouver les valeurs des deux coefficients qui étaient
restés indéterminés.

D’apres les valeurs trouvées pour §, et £,, on aura pour ), et ¥,
les valeurs suivantes :

o 2A.c082w ~+ (s —2) A, ; c08(s — 2)o 4+ (s + 2) A, co8(s+ 2) @ j
P =TU (25— 2) Ay, c08(25 — 2)m + (25 + 2) Agps COS(25 4+ 2) T .o}
N 2A;5in 20 — (s — 2)A, ., sin{s — 2)o 4 (s +2)A,,,sin(s - 2)m ]
Y= (o5 —2) Ay sin (25— 2) o + (25 + 2) Aspasin (25 +2)m —. .. |
et par conséquent pour y, la valeur
2A;¢082[(n—n') ¢ — ) — 5]+ (s—2)A, s cos 2f[(n—n’ Jp— A—a] + s
=g (- (5H2) Asra cos{ 2[(n-n") t—l—w)]—sw}—f— (25-2) Ay, c08 }2[(n-0’ ) £-h-55] +2swl,
+(25 4+ 2)Agqscos |2[D—0') 1~ ) -] — 25:3'} -
ou bien
y=Ncos2|[n—n)t—%—5 —¢],

[T [ : I TR N I N A SRR AR RN AR RRRRRAN i Ve
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les quantités N et ¢ étant déterminées par les formules

' —(s—2)A,_sinseg 4 (s+2) A, ,sin s — (25 —2) Ay osin 2 5@ 4 (25+2) Ayey, Sin 25 — .
ang 2: ==
g 28 {s—2) A, ;008 sar+(y+2) A, cossm—+(25—2) Ay cOS 257+ (25-+2)Asgy s cOS 285 -

N = 9, V[—(5-2)A,_sin sz +{s4+2) A sinso-. . J 4[24, +(5-2) A, cOS s - (s+2) A, COSTTA-. .. |0

On verra, comme dans le numéro précédent, que cette valeur de y
satisfait 4 la condition que la quantité de liquide reste constante.

On reconnait encore ici que, pour des valeurs de = égales et de
signes contraires, ¢ prend aussi des valeurs égales et de signes con-
traires; en sorte que, autant le maximum de la hauteur du liquide
retarde sur le passage du cylindre (B) au méridien en un point, autant
Ce maximum avance sur ce passage en un autre point symétrique du
premier par rapport au plan méridien correspondant 4 = =o0. Ce
résultat s’applique aux deux limites du liquide, qui sont placées sy-
métriquement par rapport i ce plan.

§ Iv.
Considérations générales sur les marées de Locéan Atlantique.

18. C’est dans un Mémoire sur les marées du port de Londres, preé-
sent¢ a la Société royale de cette ville, en juin 1831, que M. Lubbock
émet pour la premiere fois I'idée que la marée se propage du sud au
nord dans Pocéan Atlantique [*]: « En sorte que, ajoute-t-il, la pleine
» mer arrive & peu prés en méme temps sur la cote de Portugal, et
» sur la cote opposée d’Amérique, circonstance remarquable qui a été
» signalée par Bacon. » Ce Mémoire ne renferme pas d’autres détails i
ce sujet, si ce n’est une carte réduite sur laquelle sont marqués, sur les
cotes orientales et occidentales de I'océan Atlantique, plusieurs points
opposés ou les marées ont lieu au méme moment.

[*] Tt will be seen that the continents alter the direction of the cotida! lines (1 mean
the series of points at which it is high water at the same instant), and that the progress
of the tide is not always from east to west : in the Atlantic it is from south to north 3 S0
that it is high water at nearly the same time on the coast of Portugal and on the oppo-
site coaste of America. This remarkable circumstance is Noticed by Bacon. {Transaction,
philosophiques de 1831, page 382.)
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En mai 1333, M. Whewell présenta a la méme Société un Mémoire
intitulé : Fssai d'une premiére approximation d'une carte de lignes
cotidales (il entend par ligne cotidale la suite des points dans lesquels
la pleine mer arrive au méme moment). Dans ce Mémoire, Uauteur
’appuie sur tous les renseignements recueillis par les navigateurs et qui
ont pu parvenir a sa conmnaissance, pour tracer dans toutes les mers
les lignes cotidales, lignes qui indiquent,, comme on le concevra aisé-
ment, les positions successives du flot-marée (tide-wave). Pour I'océan
Atlantique en particulier, il trouve, en réduisant les heures des pleines
mers dans différents lieux en temps de Greenwich, que ces heures vont
constamment en retardant sur la cote est de cet océan, depuis le cap
de Bonne-Espérance jusque vers les iles Britanniques; et il en conclut
que le flotmarée marche du sud au nord, comme 'indique du reste
trés-clairement la carte générale qui est annexée a son Mémoire, et sur
laquelle les lignes cotidales de I'océan Atlantique sont des lignes con-
vexes vers le nord, et ayant leurs extrémités sur des points des deux
cOtes i peu prés opposés.

Dans un nouveau Mémoire sur les marées du port de Londres, pré-
senté en 1836, M. Lubbock suppose que ces marées suivent les mémes
lois qu’au cap de Bonne-Espérance, si ce n’est qu’elles sont en retard
de trente-six heures sur celles de ce cap; parce qu’il admet, comme
précédemment, que le flot-marée se propage dans I'océan Atlantique du
sud au nord, qu’il tourne autour des iles Britanniques, pour arriver
jusqu’a Londres, et que, pour faire ce trajet, il met trente-six heures,
dont douze pour aller du cap de Bonne-Espérance a Gibraltar, douze
de Gibraltar a Edimbourg, et douze d’Edimbourg a Londres. 1l ajoute
qu’il a reconnu que le retard des marées 4 Brest est beaucoup plus pe-
tit qu'a Londres, et qu'il v’y a pas de doute qu’il ne soit moindre au
cap de Bonne-Espérance qu’a Brest.

[l est évident d’apres cela que, pour MM. Lubbock et Whewell, les
marées de Brest, et celles de toute la partie nord de I'océan Atlantique
ne sont, du moins en grande partie, que des marées dérivées, et qu’elles
sont le résultat des oscillations que la Lune et le Soleil produisent dans
la mer du Sud.

19. Voyons d’abord si les faits sur lesquels repose I'idée admise par
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les deux savants anglais ne pourraient pas s’accorder avec I'idée con-
traire, qui consisterait 4 regarder les marées des cotes &’Europe, sur
I'océan Atlantique, comme produites en grande partie par Paction di-
recte de la Lune et du Soleil. Tmaginons pour cela que les marées de Ia
mer du Snd produisent, comme ils le supposent, des ondulations qui
se propagent du sud au nord, dans 'océan Atlantique, et qu'en méme
temps les actions de la Lune et du Soleil donnent lieu, quelque part
dans cet océan, & des marées directes, dont les heures sur les cotes
s’accordent 4 pen pres avee celles du flot venant de la mer du Sud; ces
marées directes ne feront qu’augmenter la hauteur des marées observées
sur ces cotes, et les heures restcront toujours & peu pres les mémes
que si elles n’existaient pas. Si donc on se contente de considérer les
heures des marées aux différents points des cites, il semblera toujours
que les marées ne sont que le résultat de celles qui s¢ produisent dans
la mer du Sud, et que les actions directes du Soleil et de Ia Lune n’y
entrent pour rien. Eh bien, J’ai de fortes raisons de croire que ce cas
hypothétique se trouve réalisé dans la nature,

Si nous considérons, en effet, la figure de I'océan Atlantique, nous
remarquerons qu’en allant du sud au nord, aprés un resserrement
assez considérable vers Péquateur, entre 1’Afrique et I’Amérique du
Sud, il s’élargit et forme un immense bassin dont la plus grande largeur
en longitude est d’environ 70 degrés, et correspond a peu pres au pa-
rallele du trentieme degré de latitude nord; sur les cotes d’Afrique et
{’Europe qui sont voisines de cette plus grande largeur, I’établissement
varie de onze heures i trois heures, en marchant du sud au nord, et
par conséquent pourrait assez bien convenir 4 des marées qui seraient
produites directement dans ce bassin. On voit donc, d’aprés cela, que
les heures des marées recueillies par les navigateurs sur les divers points
des cotes occidentales d’Afrique et d’Europe ne peuvent pas suffire
pour démontrer que les marées que nous observons soient presque ex-
clusivement produites par celles de la mer du Sud » puisque ces heures
s'accordent avec I'hypothése o1t des marées directes, méme trés-consi-
dérables, se produisent vers le trentiéme degré de latitude nord.

MM. Lubbock et Whewell s’appuient encore sur un autre fait - c’est
que la pleine mer arrive a peu prés au méme instant dans des points des

deux cotes de ’Océan ayant meéme latitude. Mais ce fait n’est nullement
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contraire 4 notre hypothese; car, lorsque des marées se produisent di-
rectement dans une mer limitée, il peut trés-bien se faire que la pleine
mer arrive en méme temps, ou & peu pres, sur les deux cotes opposées.
Ensnite les heures de la pleine mer sur les cotes des Etats-Unis éprou-
vent probablement des retards en raison du peu de profondenr que la
mer doit présenter jusqu’a une certaine distance des coOtes dans ces con-
trées, et ces heures ne doivent pas, par conséquent, étre considérées
comme pouvant conduire 2 des résultats bien concluants.

20. Maintenant que nous avons reconnu que rien, dans les faits
cités, me s’oppose & ce qu’on regarde les marées de la partie nord de
I'océan Atlantique comme étant en grande partie des marées directes,
nous allons chercher 4 donner diverses preuves qui contribueront 4
confirmer Pexactitude de cette hypothese.

La premiére et la meilleure consistera dans la considération des hau-
teurs des marées, dont les savants anglais ne se sont pas occupes. Ces
hauteurs ne sont pas connues d’une maniére bien précise,, quoique
cependant leur détermination soit sujette a moins d’incertitude que celle
de P’établissement; mais les renseignements donnés par les navigateurs
sur ces hauteurs seront bien suffisants pour objet que nous nous
proposons ici.

Pour la cote occidentale d’Afrique, j’ai consulté le Tableau général
des vents, des courants et des marées, par Ch. Romme ; la description
des cotes d’Afrique, par Owen; le Mémoire de M. Roussin sur la na-
vigation aux cdtes occidentales &’ Afrique, et les Cartes qui composent
'V Hydrographie francaise. J’ai pu former ainsi le Tableaun suivant, qui

* donne les hauteurs des marées en pieds, avec Vindication des sources ou
je les ai puisées.

, 3P, .. ........ Romme.
Cap de Bonne-Esperance. . . . Ao ... .. ..... Owen.
Simon’s-Bay. . . - - . . - - - 3 .., ........ Romme
e Sainte-Héléne, . . . . .« . 2P Q0% . .. .. Romme.
Saini-Paulde Loando.. . . . . BB ..o Owen.
Baic de COTISCO. « « « v « o« P o .. . Owen.

Entrée de la rivicre de Benin. . 8. ., ... ..... Owen
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e , (IOPi' ...... .« . .. Romme.
Riviere Sierra-Léone. . . . . . Viapi G- L L . Owen.
abete, L0 .
llesde Loss.. . . . .. .. 28 15 Romme
3,0 000 ... . Owen.
Archipel des Bissagos, entrée du
grand canal. . . ... ... 8 Roussin.
Archipel des Bissagos, canal
oriental. . . . . . . .. .. 12315P, Roussin.
pi. e .
lie Gorée. . . . . ... ... 22}3 Romme .
2P 6P . . .. .. .. Hydr franc. (Roussin]
Hle Saint-Nicolas (cap Vert). . . 5 a 6pi- Romme.
Cap Blanc. . . . . . . ... . 10V danslessyzygies. . . Hydrographie francaise.
. . L opi- 1 ies. . .
Sainte-Croix de Téncriffe. . . " dans les syzygies Hydrographie francaise.
ori- dans les quadratures.) - ’ ’

La plupart de ces hauteurs sont données sans indication des époques
auxquelles elles correspondent, en sorte qu’il est possible que plu-
sieurs d’entre elles se rapportent aux syzygies On peut expliguer ainsi
la différence des hauteurs données par Romme et par Owen pour le
cap de Bonne-Espérance, différence qui est presque égale i la plus pe-
tite des deux hauteurs. Cependant, quoique les marées soient géncra-
lement tres-petitesaux environs du cap de Bonne-Espérance, elles pour-
raient bien avoir au cap méme une hauteur moyenne de 5 pieds. a
cause de la position qu’il occupe, & Vextrémité d’un continent qui est
dispos¢ de maniére a s’opposer 4 la marche du flol-marée de Vest a
I’ouest.

La petitesse des marées & I'lle Sainte-Héléne est confirmée par des
observations dont parle M. Whewell, dans son Mémoire de 1853,
D’apres ces observations, 1a plus grande marée dans cette ile ost de
3 pieds.

A Pinspection du tableau précédent, on voit que la marée, faible
d’abord au cap et i Sainte-Héléne, augmente sur les cotes de Guinee,
et devient assez considérable A Ventrée de la riviere Sierra-Léone, et
dans les iles de Loss et des Bissagos; puis elle redevient faible a Vile
Gor¢ée, ou elle n'est plus que de 2 % pieds; enfin, a partir de la, elle
augmente jusque vers les cotes d’Europe.

Tome 1X, — Fivrier 1844. 9
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Quant aux hautears des marées sur les cotes d’Europe, je me con-
tenterai de prendre les résultats des observations faites simultanément
en divers lieux, en juin 1835, et rapportées par M. Whewell, dans un
Mémoire présenté a la Société royale de Londres en 1836 [*]. D’apres
ces observations, la hauteur moyenne de la marcée est

ACadix. . . . . . . ... . d’environ 8pi-,
Sur la cdte de Portugal . . . . . . .. qgpi-L,
Pointe nord-ouest de I'Espagne. . . . . gt £,
A Brest. . .. ..... T 1

On voit par la que les marées conservent sur les cotes d’Espagne et de
Portugal, a peu prés la grandeur qu’elles avaient vers le nord de
I'Afrique, et qu’elles sont encore plus considérables & Brest.

Si nous cherchons maintenant & nous rendre compte de ce qui de-
vrait arriver si les marées de 'océan Atlantique n’étaient que des ma-
iées dérivées provenant de celles de la mer du Sud, nous reconnaitrons
que le flot-marée, en s’avancant vers le nord, rencontrerait bientot la
cote de Guinée qui s’opposerait & sa marche, comme une barriére , et
que, par conséquent, les marées deviendraient plus grandes sur cette
cOte; mais qu’apreés avoir traversé 'espéce de détroit que présente
POcéan, le flot diminuerait en se répandant dans une mer plus vaste,
et que les marées redeviendraient au moins aussi faibles qu’au point
de départ de ce flot. Les résistances de tout genre, auxquelles la mer
est soumise dans ses mouvements, contribueraient encore i faire
diminuer la grandeur de ces marées. Les résultats des observations des
navigateurs s’accordent assez bien avec cette marche du flot-marée,
depuis le cap de Bonne-Espérance, jusque vers le cap Vert; mais,
partir de la, jusqu’aux iles Britanniques, la grandeur des marées est
beaucoup plus considérable qu’elle ne devrait I’étre dans cette hypo-
thése; et on ne peut pas dire que cela tient & des circonstances locales,
puisque toutes les observations, faites en un grand nombre de lienx
trés-différents , conduisent au méme résultat.

21. Dans la crainte qu’il ne reste des doutes sur la petitesse du flot-

"] Transactions philosophiques de 1836, TI* partie, page 327.
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du Sud, petitesse qui sert de fondement & nos rai-
sonnements, et qui n’a été constatée, dans le numéro précédent, qu’en
un tres-petit nombre de points, je considérerai aussi les hauteurs des
marées sur les cotes de IAmérique méridionale. Les marées devant se
produire, dans la mer du Sud » & peu pres comme elles le feraient dans
une mer libre de toutes parts, le flot-marée doit marcher de est a
Pouest, et par conséquent venir s’arréter sur les cotes de I’ Amérique,
ott les eaux doivent s'élever plus qu'en pleine mer. Voyons maintenant
ce qu'indiquent les observations.

Pendant le séjour de 27 mulation (voyage de M. Duperré) sur la
rade de Montevideo, en janvier 1831, Ia plus grande marée observée
a été de oP- Hpo-; of | ce qui est assez singulier, le 15 janvier, lendemain
de la nouvelle lune, le nivean de la mer n’a varié que de 7 pouces,
depuis 7 heures da matin Jusqu'a 5 heures du soir. La latitude de

Montevideo est a peu pres la méme que celle du cap de Bonne-Espé-
rance.

Suivant le Pilote du Brisil de M. Roussin, la hauteur de la marée
est d’environ 2P £ 3 I'ile Sainte-Catherine et 4 Rio-Janeiro ; d’environ
4 pieds a entrée de la baie du Saint-Esprit; et au plus de 5 pieds, a
I'époque des syzygies, dans les iles des Abrolhos.

I résulte évidemment de ces nombres que les marées de la mer du
Sud sont extrémement faibles et insuffisantes pour étre en grande par-
tie la cause des marées des cotes de PEurope.

Si nous continuons i marcher vers le nord, sur la cote d’Amérique,
1nous trouvons, toujours d’aprés le Pilote dn Brésil, que la marée est
d’environ 5 pieds dans la Baie de Tous-les-Saints ; qu’elle est de ~pi- 1
dans le port de Fernambouc; de 10 4 12 pieds dans lile isolée Fer-
nando de Noronha; de 11 4 15 pieds dans la baie de Ciara, a Pépoque
des syzygies; et enfin, d’environ 8 pieds & Cayenne.

Cette augmentation de la hauteur de la marée vers le nord de la cote
du Brésil s’accorde assez bien,

marée dans la mer

ainsi que celle qui a été observée sur

la cote de Guinée, avec Phypothése de MM. Lubbock et Whewell sur
la marche du flot-marée du sud au nord; puisque, vers le rétrécisse-
ment que présente I'Océan, ce flot doit devenir plus considérable :
mais elle pourrait bien tenir aussi en partie aux marées produites direc-

tement dans ces régions équatoriales. C’est ce dont ous ne nous oc-

9.
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cuperons pas davantage, notre ohjet principal étant uniquement de
démontrer que les marées de Brest sont en grande partie dues & I'action
directe de la Lune et du Soleil sur la partie nord de 'océan Atlan-
tique.

42. Aprés avoir considéré les hauteurs des marées, nous allons
nous occuper de leur régularité, ce qui nous fournira de nouvelles
preuves de ce que nous avancons.

Tous les navigateurs s’accordent 4 dire que les marées de la mer du
Sud sont trés-irréguliéres. Ainsi M. Whewell parle, dans son Mémoire
de 1833, d’observations faites a Sainte-11éléne par Maskelyne en 1761,
et par le lieutenant Johnson en 1826, observations dont nous avons
déja fait mention plus haut, et d’aprés lesquelles les marées de Sainte-
Hélene sont tres-irrégulieres.

En 1818, M. de Freycinet fit faire des observations de marées tres-
précises a Rio-Janeiro, depuis le 8 janvier jusqu’au 24 du méme mois.
La hauteur de la mer était déterminée de dix minutes en dix minutes,
au moyen d’un flotteur, et cela jour et nuit. Eh bien, les résultats de
ces observations présentent beaucoup d’irrégularités. Si Yon se con-
tente de prendre les heures des pleines mers et celles des basses mers ,
on trouve , par exemple, les résultats snivants

Le g, basse mer & 11%31™ matin,
1d., basse mer & 11P40™ soir,

10, basse mer & 1oP35™ matin,

[

Id., basse mer 11h fo™ soir,

11, basse mer 3 10" 30™ matin,

12, basse mera  oP 30™ matin,
Id., basse mer & 10" 20™ matin,
13, basse mer & 1" 5o™ matin,
Id., basse mer & 11" 10™ matin,
14, basse mer 3  1%15™ matin,

2o

Id., basse mer 11 o™ matin,
15, basse mer & 4P 20™ matin,

7d., basse mera 4" o™ soir.

O 1 NI IR [ERRERRRRSARRREIRE] " : Vi
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1" 43™ matin,

jor
o)

o

Le 19, pleine mer

o

Id., pleine mer 1* 15m soir,

ar

20, pleine mer 2P 52™ matin,
it 25™ soir,
3h Am matin,
12 55™ soir,

3% 45™ matin.

[

1d., pleine mer

o

21, pleine mer

ase

Id., pleine mer

[

22, pleine mer

Ainsi 'heure de la basse mer, au lieu de retarder a peu pres unifor-
mément d’un jour au suivant, avait avancé, pour I'une des deux basses
mers de chaque jour, depuis le ¢ jusqu’au 12; le 14, cette basse mer
était arrivée encore 31 minutes plus tot que le g; puis, toutd coup,
du 14 au 15, elle avait retardé de 5 heures. Quant aux pleines mers,
on voit que, du 19 au 22, 'une des deux a retardé beaucoup moins
vite que I'autre.

Je trouve également dans la relation du voyage de Bougainville,
en 1820, a I'occasion de son séjour 4 Rio-Janeiro, du 3 mars au
1o avril suivant : « Les marées n’ont pas eu la moindre régularité an
» mouillage devant la ville, et il est impossible de leur assigner ni
» époque, ni durée méme approchée. Le jusant s'est prolongé presque
» toujours bien au deli du flot, et sa vitesse aussi a été plus grande,
» quoiqu’elle n’ait jamais excédé un neeud. La seule chose constante,
» c’est que le flot porte au nord, et le jusant au sud. Parmi les circon-
» stances variées qu'ont présentées les irrégularités des marées, il en
» est deux qui sont particuliérement remarquables, et qui ont eu lien
» 4 des phases semblables de la Lune: lors du premier quartier, la
» mer a été étale pendant vingt et une heures, et il n’y a point eu de
» flot; au dernier quartier, le jusant a duré vingt-trois heures, et il
» 'y a pas eu de flot. »

D’apres le Pilote du Brésil, les marées sont tres-irréguliéres dans le
canal des Abrolhos.

Toutes ces irrégularités tiennent sans doute & des circonstances lo-
cales, telles que les vents, les courants, etc. ; mais si ces causes affectent
d’une maniere aussi notable le phénomeéne des marées dans la mer
du Sud, ne devrait-il pas en résulter de semblables irrégularités dans
les marées de nos ports, si elles n’étaient en grande partie produites
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que par celles de cette mer? Or il suffit de jeter un coup d’eei sur les
observations de marées de Brest, pour se convaincre que ces marées
sont tres-réguliéres.

M. Whewell lui-méme, dans son Mémoire sur les marées des cotes
«’Europe et d’Amérique, en 1835, cite un fait qui lui semble jeter du
doute sur la marche du flot-marée du sud au nord : ce fait consiste en
ce que Vinégalité diurne ne se présente pas de la méme maniére, dans
les observations faites, en méme temps, au cap de Bonne-Espérance,
et sur les cotes d’Espagne et de Portugal [*]. .

23. Voyons enfin si les dimensions de Pocéan Atlantique permettent
de supposer que les marées qui s’y produisent directement soient plus
fortes que celles de la mer du Sud.

Nous avons déterminé, dans le n° 16, le mouvement d’un liquide
sur un cylindre. en supposant que ce liquide soit renfermé entre deux
plans diamétraux faisant entre eux un angle égal A 2%, et que sa pro-
fondeur soit constante entre ces deux pians; et nous avons trouvé que
le rapport de la hauteur de la marée produite dans ce liquide 4 celle
qui serait produite si, la profondeur restant la méme, le liquide recou-
vrait tout le cylindre, a pour expression

i sin 2a, . \2 . ) ..
COS 2@ — — —— [of0 S AN) + (sma2a@w — - ———SsInI®w
2 sin i m,

Sil'on y suppose w==w,, afin de ne considérer que les marées qui ont
lieu sur les bords de ce liquide, ce rapport prendra la forme

. . \ . , .
\/I+Z (sin® 2 @, cotim, - cos?2m, tang* iw,) —i sin o, cos 2@, (cot iz, + tang im,).
Supposons maintenant que s, soit au plus égal 4 30 degrés, c’est-a-dire
que la largeur du liquide (ue nous considérons soit, par rapport i la
circonférence du cylindre, plus petite que la largeur de la partie nord

[*] ¥ may add, that the notion of the progress of the tide-wave from south to north
inthe Atlantic is still further involved in difficulties by its appearing that at the cape
of Good hope the diurnal inequality showed itself most clearly on the 17th, 18th, and
1gth of june; that is, as late as Inspain and Portugal. ( Trarsactions Philosophiques
de 1836, 2™¢ partie, p. 304.)
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4

de Pocéan Atlantique relativement a la circonférence du paralléle de la
Terre qui lui correspond; sin 2w, et cos 2%, seront tous deux posi-
tifs, et il est clair que Uexpression précédente sera généralement plus
grande que I'unité, puisqu’il suffira pour cela qu’on ait

i . e -

7 (sin® 225, cot? 1w, + cos® 2z, tang?® iz, )

— 1 sin 27, cos2w, (cotizs,+ tang iw,) > o,

condition qui sera déja remplie par toutes les valeurs de i qui rendront
tang iw, négatif. 1 est vrai que, si z, est tres-petit, / devra étre trés-
grand, et par conséquent la profondeur y du liquide trés-petite, puis-
qu'on a

j2 — 4ol — oy

mais si @, u’est pas tres-petit, Pinégalité précédente sera satisfaite pour
un grand nombre de vajeurs de 7 qui donnent au liquide une profon-
deur comparable 4 celle de la mer. Faisons, par exemple, &, = 30 de-
grés, et /=2, et nous trouverons que le rapport des marées du liquide
limité et du liquide entiérement libre devient & pea pres égal a 3. Or,
cette valeur de 7 est ceile qui conviendrait au cas ou les dimensions
transversales cly cylindre seraient égales a4 celles de Uéquateur ter-
restre, ol g serait la pesanteur sar la Terre, n sa vitesse angulaire,
n’ la vitesse angulaire de la Tune dans son orbite, et o |a profondeur
du liquide serait d’environ 4000 meétres.

Il n’est Pas nécessaire d’insister davantage sur cette application de
nos formules, pour qu’on admette que, malgré la grande différence
entre le cas auquel elles se rapportent et le cas de la nature, elles
montrent néanmoins que les marées produites directement dans le nord
de I'océan Atlantique peuvent étre beaucoup plus considérables que
celles qui se produiraient dans une mer libre, de méme profondeur,

et située 4 la méme latitude » €t par conséquent aussi plus considérables
que les marées de la mer dn Sud.

24. En résumant ce qui vient d’étr
voyons que :

1°. Les faits sur lesquels repose I'idée adoptée par MM. Lubbock et

e dit dans ce paragraphe, nous
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Whewell , que les marées de la partie nord de I'océan Atlantique ne
sont en grande partie que des marées dérivées, ne sont pas contraires
a I'hypothése d’aprés laquelle ces marées seraient presque entierement
dues 4 Paction directe de la Lune et du Soleil;

2°. Les hauteurs des marées observées sur les cotes d’Europe sont
trop considérables pour qu’on puisse les regarder comme étant le ré-
sultat des marées de la mer du Sud, puisque, d’apres toutes les obser-
vations connues, ces derniéres sont trés-faibles;

30, L’irrégularité qu'on observe généralement dans les marées de la
mer du Sud ne s’accorde pas avec la régularité des marées de Brest;

4°. Enfin, les recherches analytiques contenues dans le troisieme
paragraphe de ce Mémoire montrent qu'on est en droit de supposer
que les marées produites directement dans la partie nord de 'océan
Atlantique sont plus fortes que celles qui se produisent dans la mer
du Sud.

11 me semble impossible, d’apres cela, de ne pas admettre , sinon
comme certain, au moins comme extrémement probable, que les ma-
rées des cotes d’Europe sur Pocéan Atlantique sont presque entiere-
ment dues & Paction directe de la Lune et du Soleil sur la partie nord
de cet océan.

- o
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