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ARPAAS AVAAAAAMAAAA MAAMAMY AMAAARARA AL

MEMOIRE

SUR LES SURFACES ORTHOGONALES ET ISOTHERMES;

Par M. G. LAME.

(Lu 2 T'Académie des Sciences; le 21 aodt 1843.;

Dans un Mémoire, inséré dans ce Journal (fome V, page 313), Jai
démontré les formules qui peuvent servir a transformer des équations
aux différences partielles en coordonnées curvilignes, et dont I'interpreé-
tation géométrique se résume en deux théoremes sur les variations de
courbure de tout systeme de surfaces orthogonales. Les formules dont
il s’agit sont aux différences partielles du second ordre, mais non -
néaires. Elles contiennent, comme variables indépendantes, les para-
métres des surfaces conjuguées, ou les trois coordonnées curvilignes,
et, comme fonctions de ces variables , les trois parametres différentiels
du premier ordre. Ces équations aux différences partielles sont trop
compliquées pour gu’on puisse les integrer généralement; mais en as-
sujettissant les fonctions qu’elles contiennent a de nouvelles conditions,
Pintégration devient possible.

Dans le Mémoire actuel. jintroduis la condition que les surfaces
conjuguées soient toutes isothermes, ce qui donne trois équations nou-
velles aux différences partielles, linéaires et du premier ordre. Un
systeme de surfaces isothermes, ou d’égale température, existe dans
tout solide homogéne soumis a diverses sources constantes de chaleur
ou de froid. Deux quelconques des surfaces qui composent ce systeme
peuvent étre prises a volonté ; mais ces deux surfaces, une fois choisies,
non-seulement toutes les autres se dessinent d’elless-mémes, mais en-
core les surfaces orthogonales qui Jeur sont conjuguées. Il faut toute-
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fois excepter i cas de deux sphéres concentriques, et celui de deux
plans paralléles, & cause de Vindétermination des systemes conjugués qui
feur correspondent. Mais ces cas étant écartés, ’ensemble des surfaces
orthogonales est iotalemnent déterminé des quon se denne deux sur-
faces individuelles; ce qui montre clairement que les deux surfaces
choisies doivent avoir une nature et des positions relatives particulieres,
pour que les systemes conjugués qui les accompagnent soient tous les
trots isothermes.

Jai fait voir que, dans tout systéme triple de surfaces isothermes. les
six rayons de courbure des surfaces qui passent en chaque point sont
tels. que le produit e trois d’entre eux, pris dans un certain ordre,
est ¢gal au produit des trois antres. Depuis, M. T. Bertrand, dans le Mé-
moire qu’il a récemment présenté 4 'Académie des Sciences, a démon-
tré vlusieurs théorcmes nouveaux sur les surfaces dont il sagit. [l
(lémontr‘e, par exomple. que tonte surface appartenant au systéme
triple doit jouir de la propriété de pouvoir étre divisée en carrés infini-
ment petits par ses lignes de courbure , lesquelles, d’apres le beau théo-
reme démontré généralement par M. Dupin, ne sont autres que les
intersections de cette surface, par toutes les surfaces orthogonales qu
peuvent lui élre conjuguées.

(Vest cette proposition ¢légante, trouvée par M. J. Bertrand, qui m’a
donné I'idée de chercher, par I'intégration des équations différentielles
“dont je viens de parler, quelles sont toutes les surfaces capables de
composer un systeme triplement isotherme. je considére d’abord le cas
des surfaces de révolution, c’est-a-dire celui ou 'un des trois systemes
partiels se compose (e plans mends suivant une méme droite, et les
deux autres de surfaces de révolution autour de cette droite; or, Vin-
tégration compicte ne conduit qu'aux deux systemes connus ces sur-
faces de révolntion du second degré. Je considere en:uite le cas gé-
néral, et Uintégration me conduit pareillement aux systemes triples
des surfaces isothermes du second ordre; ainsi, par ie théoreme de
M. J. Bertrand, les surfaces du second ordre peuve: t étre partagées
en carrés infiniment petits par lears lignes de courbrn »

Des résultats aussi simples doivent pouvoir se démonirer d’une ma-
niere en quelque sorte élémentaire, i 'aide des iniiniment petits et
en s’appuyant sur la théorie, aujourd’hui si bien connve, des surfaces
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du second ordre; mais la méthode complétement analytique que | ai
suivie m’offrait 1'avantage d’essayer une premiére fois, sur un cas
simple, Pintégration des équations différentielles qui appartiennent
tous les systémes de surfaces orthogonales. Ges équations sont com-
pliquées et d’une forme telle, que les méthodes d’intégration employées
jusqwici ne leur sont pas applicables. Je n’ai pu atteindre le but que
je me proposais qu’en ayant recours & des procédés particuliers qui pa-
raissent liés intimement avec cette sorte d’équations différentielies, et
qui doivent mettre sur la voie pour parvenir a les intégrer dans des
cas plus généraux.

En résumé, on connait maintenant tous les genres de surfaces or-
thogonales dans lesquels les trois systémes partiels sont isothermes :
1° celui des ellipsoides et des hyperboloides homofocaux, qui m’a servi
A4 trouver les lois de U'équilibre et du mouvement des températures
dans un ellipsoide a trois axes inégaux, dont la surface est directement
soumise 2 des sources constantes de chalear et de froid; 2° celui des
paraboloides elliptiques et hyperboliques, ayant meme axe et meénes
foyers; 3° ceux qui comprennent les ellipsoides de révolution autour
du petit axe et autour du grand axe; 4° celui ot 'un des systemes par-
tiels se compose de spheéres concentriques, lesquelles peuvent étre con-
juguées i une infinité de cones du second ordre; 5¢ enfin ceux ou I'un
des systémes partiels se compose de plans paralléles, qui peuvent étre
conjugués & une infinité de cylindres isothermes.

De ces cing genres, les quatre premiers ne forment réellement qu’'un
seul et méme groupe, car le second, le troisieme et le quatrieme peu-
vent se déduire du premier, en modifiant convenablement les constantes
qu’il renferme. Il n’en est pas de méme du cinquieme genre, qui forme
un second groupe distinct et trés-étenda; car il existe une infinit¢ de
cylindres de tous les degrés, dont les bases sont des courbes orthogo-
nales isothermes : on démontre, en effet, trés-facilement qu’un sys-
téme de courbes planes isothermes a pour trajectoires orthogonales des
courbes pareillement isothermes.
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§ 1.

Rappelons en pen de mots les principes établis et les formules
démontrées dans le Mémoire sur les coordonnées carvilignes ( tome V
de ce Journal, page 313).

Lorsqu’une famille de surfaces est donnée par une équation de la
forme fl(zx, y, z) = p, le paramétre ¢, et les deux expressions différen-

tielles
-(lp\ 3 ([P 2 . dP 2 l[’p d:{) dzp\
\/<dx,} + () + (@) e (& + 5+ z)°

que nous désignons par / et Az p, conservent les mémes valeurs nu-
mériques en chaque point, quels que soienl les axes coordonnés. La
seconde de ces quantités. ou %, que nous appelons parametre différen-

. . rlp , i
tiel du premier ordre, est telle que - représente la distance normale

de deux surfaces consécutives; la troisieme, ou A,p, que nous appe-
lons parametre différentiel du second ordre, est telle que Pexpression

dh A , . )
(l—] — {f) représente la somme des deux courbures de la surface qu
¢ P (3

passe au point que I'on considere.

Lorsque trois familles de surfaces, aux parametres ¢, p,, g,, par-
tagent Pespace en parallélipipedes infiniment petits, leur ensemble con-
stitue un systeme de surfaces conjuguées et orthogonales. Un point
quelconque est déterminé par les trois surfaces qui s’y coupent 4 angles
droits, ou par les valeurs numériques des parametres ¢, g, , £ay qui
leur correspondent. Les trois parametres différentiels du premier ordre,

h, by, kg, vérifient les six équations aux différences partielles suivantes,

y . . I I r R
dans lesquelles on a posé, pour simplifier, ;= H, 5= H, 5= Hu:

{ d-H 1 dH dH, 1 dH dH,

Uy, = T, @, T g

0 LR 1 dEdH, | 1 dH JH
dp,cp H. dp. dp H dp dp,

d*H, 1 dH. dH 1 dH.dH,

dpdp, wﬁ?d_p, + H, dp, d—p;
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d 1 dH d 1 4H,

EE@+ ﬁ?z?+xdﬂldﬂ.._o
dp, dp H.dp, H, dp2 - ?
g L4 PR
2! H dp N H, dp. " 1 dH. iy d‘_ — o
dp ap, H, dp, H, dp
1 dH, , 1 dH,
H.dp, = H,dp, | 1 dH, 1 dH, _
\ Tde T dp H dr H dp
Les trois fonctions 2 = %, h, = f% , hy = I;_,’ étant connues en ¢,

“4 . pps 1°. Tes formules

T A dh vk dh C udiy

=ha o S hdpt o hdg
_ dh 1 hdhy ro o dhy

I
1T R TR T hdp

[

(3}

donnent les rayons de plus grande et de plus petite courbure des surfaces
5y 61> Pay lesquels sont respectivement (7,5 €5), (72,:C), (75 €4); ou bien,
fes surfaces orthogonales se coupant suivant leurs lignes de courbure,

toT d ¥
R sont les deux courbures de Parc ds = TP; cl, 7 celles de 'arc
] 1
_— dP' - I 1 3 . dpz
ds, = IR celles de I’arc ds, = T

+°. Les paramétres différentiels du second ordre des surfaces conju-
guées sont déterminés par les équations

h, IN
dlog i d logm d log W

) bp Mk — Mk e AR
' T dp ’ k3 dp, ? Al dp, ’

2

qui, d’apres les formules (3), peuvent se mettre sous la forme

. dh Agp 1 1 dh, A:zFl 1 -+ T
’ . ;i; AT Vi + —Cv':’ dPl —771 - Y2 ;’
(,q ]71.5‘) i
(] Appr 1 1
;iTo; - hy - g + e,

3°. Toute coordonnée rectiligne x, y ou z, ou en général toute

Tome VIIL. — OcrorkE 1843. Y
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distance ¢ d’un point de Iespace a un plan fixe quelconque, étant
exprimée en p, g,, p,, doit vérifier les quatre équations différeniielles

; dn 1 dhdy L dhody o
r/o(lp. T dpdp ko dp dp, - !
d 1 dh. (lgo d (lcp N

. ip_Tl; + 7. (lp {lpz +/_l rlpy (lp = 9
(l)) A 1 dh, de 1 dh, do — o
fode TR dndy T hdpdr = O

vl ‘dy\ 2 [ do\2

h?| ’*) + R SE) + A2

dp, pr ! 2\ dp,

Ainsi, lorsqu’on aura intégré, soit généralement, soit dans quelque
cas particulier, les équations (i) et (2), on connaitra les fonctions

h = H’ h, = ” , hy, = HL’ en p, p,, py; les formules (3) donneront les

six courbures des surfaces conjuguées, les équations (4) leurs para-
metres différentiels du second ordre. Mais, si 'on veut passer aux
coordonnées rectilignes, il faudra, en outre, intégrer les equanons/ 5is
cette mtegratlon conduira aux valeurs de x, 7, z en fonction de s

g1, et Pélimination de deux des trois paramétres entre ces valem_s
donnera les équations générales des surfaces conjuguées en coordon
nées rectilignes.

§ II.

Considérons le cas ou les systémes conjugués sont tous les trois iso-
thermes. On sait que, pour toute famille de surfaces isothermes, ie
rapport du paramétre différentiel du second ordre, au carré de celui
clu premier, est constant sur chaque surface individuelle; d’ou I'on
conclut facilement que si Pon prend, pour parametre intégral, la
fonction méme qui exprimerait la température, le paramétre dlfferen-
tiel du second ordre doit étre nul. (Mémoire sur les surfaces isothermes
tome 1I de ce Journal.)

Ainsi, dans le cas que nous nous proposons de traiter, les paramétres
peuvent toujours étre tels que I’on ait

A0 == 0, Aspy = 0, Aypr = 0,
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ou, d’apres les formules (4),

h h #,
{ 7 L 7 A
“Fh b _ “Hn
dp = 0, ‘Tl;‘ - (lp2 - !
ou enfin,
i H——-—‘Hz d —H—I——I 174 HH,
6) B o _H, o H, o
4 ) d‘P—.— — Y dr, - L) d()z — s

et il s'agit de trouver tous les groupes de fonctions H, H,, H,, qui peu-
vent vérifier & la fois les équations différentielles (1), (2), (6).
On aura les intégrales générales des équations (6) en posant

H H. H.H HH,
H = Q21 Hx — ?’ Aﬁ: - Q;?
d’onx
{7 H=20Q,Q, H, =Q,Q, H,=QQ,

Q, Q,, Q, étant respectivement indépendants de p, g,, pa; Cest-a-dire
Q étant simplement fonction de p, et p,, Q, de p, et p, Q, de p et p,.
Des fonctions (7) on déduit par la différentiation

dH dQ ., dH, aqQ dH. dQ,
- - Q| -

dp, @ dp =g @ T
. dd dQ, dH, dQ, dH, dQ
{ — = — —_— = - —_— == —_
\8) dp, Q2 dp, dp Q dp, dp, Q' dp,”
AHdQ,dQ, &M, _dQdQ, d'H, _dQ, dQ

Vdpidp dpidp’ dpdp dp dp’ dpdp dp dp)

ILa substitution des valeurs (7) et (8) transforme ainsi qu’il suit les
équations (1) et (2),

dQ, dQ. dQ, d . .
QR F=QF R+ 7

dp, dp, dp, dp, do, dp,’

. dQ- dQ __ .~ dQ dQ, dQ, dQ,
9! Q. dp dpm Q. 7, —’TP—+ Q doy dp’
40 dQ, dQ. 4Q, dQ, 4Q

), — — == B A S LERGA, 4

Qg a T g T g

5r..
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/ 1 dQ. PR dQ,
O —2Q & QQ: dp | Qi dQdQ _
Q= Qo e & % = °
a2 A g 19
{1o0) Q. . ~Q:Q. dp Q dQ. dQ _
= + Q0 "G b & =
;! 40Q P, dQ
“Q.Q 4. QQ dp. | Q dQ.dQ. _
Q- & T QG 4

Le probléme est maintenant réduit 4 trouver trois fonctions : 'une,
Q, de p, et p,; la seconde, Q,, de p, et p; la troisiéme, Q,, de petp,,
qui vérifient les six équations (g) et (10).

§ I11.

Si 'un des trois systemes conjugués, celni au parametre ¢ par
' 1 i

exemple, se compose de plans paralléles, les deux courbures -, —,
Y 6

des surfaces p, sont nulles généralement; il en est de méme des deux

courbures Cl, é, de Varc ds. On a donc, d’apres les formules (3),

dH, i, _ o o4H _ 4B _

B T G T T T
et par les valeurs (8),

dQ. dQ, dQ, Q,

% =% G T G =% g =0

c’est-a-dire que les fonctions Q, et Q, sont constantes ainsi que H.
Il est facile de voir que I'on pourra disposer de I'indétermination des
parametres, de telle sorte que Q, = Q, = H = 1; d’ou résultera
H, = H; = Q, seule fonction encore inconnue. Les équations (g) et
(10) deviendront identiques, a I'exception de la derniére, qui se ré-
duira A

1dQ 1 dQ
e d - —
(rr) Qe Qdp _

dp, —'dp,

- ’
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et qui peut étre vérifiée par une infinité de fonctions Q. On retombe
ainsi dans la classe trés-étendue des surfaces cylindriques orthogonales
et isothermes, déja suffisamment étudiée dans une Note spéciale
{ tome I de ce Journal ).

Si I'un des trois systemes conjugués, celui dont le parametre est ¢,
se compose de spheres concentriques, r étant le rayon variable, il faut

prendre p = ;, pour que A, p soit nul, et 'on a

1 . dh . dh
k_r=—P’ d’ou d—Pl..o, -dpg__o,
ou, d’apres les formules (3),
I I
- = 0, - == O;

en effet, tous les éléments dS sont des lignes droites, et les surfaces
orthogonales conjuguées au systeme sphérique sont des cones. De plus,

I 1 ’
les deux courbures o de chaque surface p, sont égales entre elles
1

2

et a ; = p; on a donc, d’aprés les formules (3),

1 dhy, __ 1 dh, 1
hodp R ds p
ou bien 'on a

H____l dot dH_o dI-I____O et 1 dH._ldH,____i_
e dp T dpy T H o dp ~®dp
relations qui donnent définitivement
D a T
2 Q, =3 an;l?

a étant une constante. Ces valeurs (12) de Q, et Q, rendent identiques
les équations (9), ainsi que les deux premieres (10); la derniere se
réduit a ,
d 1 dQ / 1 dQ

Lae
. dp, 1 d
(13) @ gt G @ =0

et peut étre vérifiée par un grand nombre de fonctions Q. On retrouve
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ainsi la classe des surfaces coniques orthogonales et isothermes, dont
la généralité a été reconnue dans un Mémoire précédent (tome 1V de
ce Journal, page 126).

§ IV.

Supposons encore que les surfaces p et p, soient de révolution au-
tour du méme axe, et conséquemment les surfaces p, des plans méri-

. I T 3 .
diens. Les deux courbures Rl de la surface ¢,, sont généralement

uulles; on a donc, d’apres les formules (3),

dH H,
=0,

rl_f:_.—o7 dp,

ou, dans les valeurs (8,

t

1Q, {
Q. _  dQ

do, — 7 do,

[N

Ainsi Q, ne contient que g, nous le désignerons dorénavant par p; pa-
reillement Q ne contient que 5, , et nous le désignerons par p,; enfin
Q, que nous remplacerons par F, contient toujours les deux variables
s et . Ces valeurs rendent identiques les deux premiéres équations (9';
. L . Y. . ) dp dp, Lo
fa troisieme devient, en désignant, pour simplifier, A et 7 par p
et p, :
) P _opldv gAY

’ PP pFdp.  pF dg

et les trois équations (10) se transforment ainsi

) 1 dF 1 dF
| d —_ o — - -
| LopEde U pEdR
P dp Cop dp, -7
ar
[15) Lop et dE L pdE
pods P ¥ dp pi ¥ de, 7
g
I p, p 1 dF P d¥ N

;lp. pF odp - piF dp,
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Si I'on ajoute les deux derniéres équations (15), il vient

rlg— d/i—'
(16 I r P
(16) Pt odg - piode ©

Or p ne contient que p, p, que p,; il faut donc que, & désignant une
constante , on ait séparément

7 ’
1 d‘% af

_ r P
ptodp ks pi dps k.

On peut integrer ces deux équations en les multipliant par o pdp .
2 p,dp,, ce qui les transforme ainsi

d. (’%) = kd.p*, d. (é’l}"’ — — kd.p?,

P/
d’on Yon conclut, A et B étant deux nouvelles constantes,
= pEE TR, =2 = pVB — ks
p _;l—F)ﬁpv P?—A, p, “'79_,_'0‘\ Y R
et enfin,
dp dp,
o [ = [
pVEp—A pNB—p:
Sil'on pose
p=wyA, p =7, VB, h=1", .
ces équations deviennent

\/——X_ tles VB do, .
_ p= — e .y = o
& ~/ o ¢ !

A
@ — wye -

;

. VA VB
or on peut prendre pour paramétres —.p, et — .p, saus que les

parameétres différentiels du second ordre cessent d’étre nuls; on ne di-
minuera donc en rien la généralité du cas actuel, en prenant

pP=pypt — ¢, p, =pNe —pi,

(19) P dp p dp. .
= s = Y=
Je pVPT—C o pye—p
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ces valeurs vérifient 'équation (16). Si I'on regarde maintenant ¥
comme une fonction de p et p,, et qu'on ait égard aux valeurs (17),
Péquation (14 et les deux derni¢res équations (15), lesquelles se ré-
duisent & une seule, deviennent
( J4 ¢r +p aF _ F
(PGP =F

pr—ctdF ci—p? dF

F=f£__° I i
( p ap P dp

(18

La premiere de ces équations réduit la seconde a

equation aux Jifrences partielies dont I'intégrale est
, I g

=f{p* — pis;

or, si I'on pose

cette valeur générale de I, substituée dans la premiere des équations
"18), exige que I'on ait

df . . ~
27 - = f, dou f=0Gyz;

on doit donc prendre
19 F=vp*—pi

car la constante G, qui serait facteur du radical pourrait toujours étre
ramende a 'unité en changeant convenablement le parametre z,. On
reconnaitra facilement que cette valeur (1g) de F vérifie la premiere
des équations (15), en ayant égard aux relations (17

Ainsi, p et p, étant iléterminés par les relations 17}, on a

C=po Q= p Q==
d’ou

H=pvp* —pi. Hi=pp* —pi, H,=pp,.



PURES ET APPLIQUEES. 409
et enfin,

hm ety By o= ey Ry = 2
pPVP—p: ! NP —p? 174

f"~._”_’P__:P f”‘w__dlil__¥:{,
e pyp—e U Jo pie—pt T

Il s’agit maintenant de trouver en coordonnées rectilignes les équations

des surfaces de révolution, orthogonales et isothermes, toutes carac-
térisées par les valeurs (20).

(20)

§ V.

Les valeurs (20), substituées dans les formules (3}, donnent

i

L8 i U R L _ VP e
- 3 - Y P 3 ?

¢ (p=pi)F “ o pyp—p

(21) — —
I, L _meVp—e =Pl

7 ’ " (p—pif T pNe—p

Les deux limites de p sont ¢ et P'infini, cellesde p,, zéro et c. 1] ré-

. 1 I
sulte des expressions (21) que les deux courbures —, —, des surfaces P
7

TR

sont nulles, quel que soit p,, quand p = ¢, on g = o; que les deux

I 1 . .
courbures e des surfaces p,, sont 'une infinie, Pautre nulle, quel

:

que soit p ou p, quand p, = o, ou p, = 0. On conclut de la que la sur-
face p,, correspondante a p, = o, se réduit 4 une droite, laquelle ne
peut étre que axe de révolution lui-méme, et que la surface p corres-
pondante & p =c est une aire plane, laquelle est nécessairement per-
pendiculaire & la surface p, = o, ou 4 'axe de révolution.

Cet axe et cette aire plane, si intimement liés au systéme orthogonal
que nous étudions, assignent aux coordonnées rectilignes leur position
naturelle. En effet, il conviendra de prendre pour axe des z, axe de
révolution ou la surface p, = o, et pour plan des ay Iaire plane cor-
respondante & p = ¢, ouap = 0.

Ainsi, en intégrant les équations (5), afin de trouver les valeurs de
2y ¥y %, €N py 04y py, 1l faudra que x et y deviennent nuls pourg, = o,

Tome VILI, — Ocrosne 1843. 59
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ou py = o, et z pour g = 0, ou p = c. De plus, il est évident que
et y dépendront du parametre g,, ou de I'azimut des plans méridiens,
inais que 3 en sera indépendant.

La premiere des ¢quations (5), transformée en p et p,, a Uaide des
formules 20, devient

o A o (P
7 T

2 By, TP TP g =

si Pony pose 9 = PP,, P ne contenant que p, P, que on troive
yi 1 + q P 'y q s

2 PP PP

P gy TP e
lp (?ip]
or le premier membre ne contient que p, le second que p,, il taut donc

que leur valeur commune A soit indépendante de p et Pos onaura alors
séparément

— 2
i

o 1 o pdp P, .
P oA PoTT L e

y

d on

Pooypr — A, Py=pl— A

Il suit de Ia que Pintégrale générale de équation 22} peut étre mise
sous la torme

o= BB (A

ou Bet \, constants relativement 4 p et p,, varient d’un terme i 'autre
de la série. Les trois coordonndes x, Y, 2, considérées comme des
tonctions de p, p,, et p,, seront donc dela forme (23).

Mais s'il s’agit de x ou de y, comme elles doivent s’évanouir pour
f¢ = 0, A sera nécessairement nul; le produit pp. sera facteur de tous
ies termes de la série; et si I'on pose 2\/ B = M pour x. 2 VB = N

pour ¥, on aura
b x=pp,M, y = pp, N;

M et N étant des fonctions encore inconnues du parametre 4, seul.
§il s’agit de z, comme il doit s’évanouir pour p=¢, il fandra que A
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soit égal a ¢?, dans tous les termes de la série (23); et si Pon pose

E\, —B = é, on aura

(1) gz = yp* — ¢ vy — pi,
¢ élant constant, puisque z doit étre indépendant de p,. .,

Il ne reste plus qu'a déterminer les fonctions M et N et la con-
stante g.

§ VL

Les valeurs (24), mises successivement a la place de ¢, dans la se-
conde et la troisieme des équations (5), les vérifient, quelles que soient
Jdailleurs les fonctions M et Nj la valeur de z, formule (25), rend les
mémes équations identiques, puisque z, %, &,, k;, sont indépendants
de p,. Il ’y a done plus que la derniére équation (5) dont la véritica-
rion nécessaire puisse servir a la détermination de M, N, et g.

Cette derniere équation (5), transformée en p, p,, 4 Vaide des for-
. mules (20}, devient '

. . A . o do\? . Ve
(06, pr— et (7)o et —pr (S = (pr—p)|1— AR
{26; (p J ( ) . Py dp.> (p P ﬁI ) i

s1 'on y substitue successivement, a la place de g, les valeurs (24 de
x et y, (p* — pi; devient facteur commun, et en supprimant ce fac-

tenr on a
5 AR dM\2 AN\ 2
M2 — — [ —= AINZ —— g (YT
M2 = (d|0‘1> , C*N*P =1 (da) ;

& o Yon conclut, par Vintégration, que M et N doivent étre égales i
Pune ou i Pantre des deux fonctions,

1 I .
= COS Clyy | SID Cpy;

car la constante qu’il faudrait ajouter a Parc cp, peut étre supprimnée.
Si 'on prend pour M Pune de ces valeurs, il faudra prendre I'autre
pour N, sinon les valeurs (24) ne vérifieraient pas les équations

dx de dy dy dr dx dy dy

e —— e = O PR e
dy do. dado, ’ do, dp, p elp, 01
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qui doivent avoir lieu , puisque les surfaces Ps £1s P2» sONt orthogonales,
et que z ne contient pas p, dans le systeme d’axes choisi.

SiVon substitue dans I’équation (26}, 4 la place de ¢, 1a valeur de z,
formule (25), il vient

prct—ph) +pl(pP— )= (p*— pd g%

ou, en réduisant et supprimant le facteur commun (p? — p?',
2 2,
et = g%
ainsi la constante g doit étre égale a c.
On a donc enfin, pour les valeurs de x, y, z, en g, ¢, pas

| X = pp, COS CPy,

$

:' Cy = pp, s cp,,

— up? 2 2 2
\ €2 = yp CoNCT — Pl

o
<

[’élimination successive de p, et 62, de g, et p, de p et p,, entre ces
trois equatlons, donne pour résultats,

it .r‘—i—]" 3 —
]) :_(,: -
o ri-+ ) 3’ —
(28 ’ P = '
): = tang cp,,

¢’est-a~dire que les seuls systémes de surfaces de révolution. a la fois
orthogonales et isothermes , sont du second ordre.

§ VIL

La premiere des équations (28) ne représente que les ellipsoides de
révolution autour du petit axe. Mais on peut, en changeant convena-
blement la constante c et les parametres, transformer les équations 27
de maniere a obtenir les ellipsoides de révolution autour du grand axe.

En effet, si 'on pose

2 2 — s '
L= b sy=— iy — 1

-

= 1"

2= — b3, P'z:I’z*-bz. P

w
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les équations (27) deviennent

5 ba = yr® — b* yb* — r?cosbr,,

'\ bz = rry,

f2q) by =yr* —b% yb* — r?sin bry,

et donnent par I'élimination successive de deux des parametresr, ry, ry,

z‘: x:+JZ L
iy T
X 22 x?_{___},-'l
130 - — a2 =1,
k r b—r?
Y _ br.:
7 = tang or,;

or, la premiere de ces équations représente des ellipsoides de révolu-
tion autour du grand axe.

Ainsi les équations (27) comprennent implicitement les deux groupes
généraux des surfaces de révolution du second ordre, i la fois ortho-
gonales et isothermes. Si le groupe aux ellipsoides aplatis se présente
ici plus naturellement que le systeme aux ellipsoides allonges, cela
tient uniquement 4 la méthode adoptée pour intégrer 1'équation (16).
Par une autre méthode, que nous allons développer, on est conduit
directement aux groupes (29) et (30), et au contraire par transforma-
tion aux groupes (27) et (28).

§ VIIL.

Remontons aux équations (14) et (15), dans lesquelles p ne contient
que p, p, que p,, et F est fonction de p et p,. En ajoutant les deux
derniéres équations (15), on obtient Péquation (16), qu’il s’agit d’in-
tégrer d’une autrc maniere. Soient r et r, deux nouvelles fonctions.
U’une de p, Pautre de p,, données par les équations

dr =p*dg, dry= pidp,

d’ou

1

. dar dr,
31) o= [ w= [0
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en regardantmaintenant p comme {onction de r, prder, Péquation: 16
s mettra sous la {formne

T e
)) | ol ] L rlf}l,),‘,/ - O,
: r? dr- ’

el 4 vepresentant une consiante, on devra avoir s«’*parénwm

dipt . - pi . ,
e L

d'outon conelul, A et B étant deux nouvelles coustantes

PPkt — AL pt = B— -
ot enfin

Stion pose

y A
h

v B Y ds
TG , AR

A B
or. on peut prendre pour parametres \-[-T 5 ‘/, i sans que les pura-
£ A ‘4
metres différentiels du second ordre cessent ’étre nuls; on ne dini-
nuera done pas la géncralité du cas actuel, en prenant

I d o, /
/ [ (—/ h / -

4, = o
4y =
! /)2_.;’

’ — e [ —

. l) Ty 2 - }):: {)‘ =y h: — ;
Ces valeurs vérifient I'dquation 167 Si T'on regarde F comme fone-
tion de r et ry, Pequation (14 et les deux dernieres équations 15
donnem , el r‘(‘duisam,

T 8 R
: by ) .
"dr o F.
i d ¥ I dF
R =0,

rodr o r r
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et conduisent, par un caleul déji fait, §TV. A

34) F = yr:—r2,

\

forme qui vérifie aussi la premiere des équations (15)
On a enfin, pour les valeurs de &, %, £,. qu’il s’agissait de trouver.

1
S = —

a l'aide de ces valeurs on peut calculer les six courbures (3); conclure

de leurs propriétés le systeme d’axes rectilignes qu’il convient de choi-

sir; intégrer les équations (5), en suivant identiquement la marche

iléveloppée aux §§ V et VI, et l'on arrive alors aux équations {oqg
. R

§ 1IX.

Abordons maintenant le cas général, c'est-a-dire I'intégration des
équations (g) et (10), sans supposer qu’aucune des six courbures soit
genéralement nulle. 3, Q, Q; sont alors respectivement fonctions de
vy p2)y de gy, p), de (g, 0,). Posons, pour simplifier,

,Q:AIZ_Q_B,‘{Q

doc 7 dp,’

BN A Q, dQ,
/3() A, —~ = -
4 ) Ql \1 flpz RI ([P
i dQ, dQ.

Q== g

Les ¢quations (g’ se transforment ainsi,

AA, + BB; = AB,
(37, PAA, -+ BB = AB,
AA - BB, = A,B,;

d’ou I'on conclut, en ajoutant les deux premiéres respectivement mul-
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tipliées par B, et A,

38) AAA, + BB,B, = o.

D’apres les relations (36), A et B ne contiennent pas g, A, et B, pas
o1, A, et B, non p,. Or, les équations (37), ayant lien pour toutes les
valeurs de ¢, p,, p,, auront encore lieu lorsque I'on y fera, ou p = o,
ou oy = 0, 0U gy = o. Désignons ainsi qu’il suit les valeurs que pren-
nent A, B, A,, 8,, A,, B,, quand I"'une des variables qu’elles contiennent
est nulle :

‘ Pour g =o: A=A, B=B, A,=a,, B,=b,, A,—aq,. B,=f,;
.39) | Pour p,=0: A=a,, B=f;, A,=A,, B=B,, A;=u«, B,—b;
t Pour p,=o0: A=a,, B=b,, A,=a, B,=f, A,=A,, B,=B,.

a, o, b, B, ne contiennent que g; a,, a,, by, 5y, que g,; ay, ay, b, [
que p,. Les équations (37) deviendront alors

Powr p = 0. Four p, =o. Pour ¢, = 0.
([ Aa, +Bﬁq =AB, a,A, —f—ﬁzb :{12]6“ wa +bB=ub,,
40) ’ %, +b0,B =a,b,, Ao +B¢,82 =AB,, aA, +‘@b| :aﬁ9
a A +f,b,=a,f, aa, +bB, =ab, Ayo,+Byb,=A,B,.

Parmi ces neuf équations, celles, au nombre de six, qui ne contiennent
qu'une des fonctions A, B, A,, B,, A,, B,, donnent pour les valeurs
de ces fonctions

(40 ’

A= %(aa"bﬂ’ A|:—~%(b-——a2), A= E(a_b‘\h
B:-_;—:-:(ai_]h), By = %(b—a,}, B,= a—b,)

a
&,

bl( (B

et les trois autres équations (40) sont vérifiées par ces valeurs,
L’équation (38’ devant étre satisfaite , il faudra que 'on ait

e _ s

aa,a, ~ bbb,

42)
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§ X.

Les valeurs {41), substituées dans les relations (3), donnent

1 dQ 1 a, 1 dQ 1 b,
Qdp K= G@oBp Qdp T BT la—bin

43 Jr4Q_ 1 @ 1AQ 1 b
» Qi dp. — A, (b —a.}p.” Q. dp, B, (b —a)a’
1dQ, 1 a 1dQ, 1 b, .
Car 8T TRE @ TR h

ce qui conduit aux relations différentielles suivantes, comme conditions
d’intégrabilité :
a, db, b, da, a, db b da. adb, b da

7,!7:—912(_[_‘7 7(&'*@([.,,’ de,  x dg’
p p p P f £

d’ot T'on conclut

b gt b Al b Pl
i o, dp»z, % ’dp’ z, 2(1'{)\’
i'44) a, .da, . da. « . da
Rkl S R B

¢, iy, I, étant nécessairement constants.
De ces valeurs (44) on déduit, par 'intégration des équations (43),

(45" Q=(a, — b2)i7 Qi =(— a,), Q,= (@a— b, )

en outre, ces mémes valeurs (44), combinées avec la relation néces-
saire (42), donnent
db db, db, ___ da da, da,
dp de, dp, - dp dp, dpz’
équation qui, pour étre satisfaite, exige que 1’on ait
16 ( a=mf, a, =mf,, a,=m,t,.

G . 8
b:nfy ’l’i :ann /72:7227'11

t ne contenant que p, f, que p,, f, que g, [*]; m, nwymy, n,y g, n,

[*] On pourrait penser que les valeurs (46} ne sont pas les plus générales, et qu'il
Tome VIII. — Octosar 1843. . 53
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étant des constantes lides entre elles par la relation

(471 mimm, = nn,.

Par ces valeurs (46) les fonctions Q, Q,, Q. (45) se présentent

sous la forme
O = imf, — mf Q= (nf —m,ty), Q= (mf — nid, "
mais, pour que ces valeurs vérifient réellement les équations (g, 1l

faut que i, = i, = /. En eflet, lorsqu’on les substitue dans la premiere

1q), par exemple, on trouve
ignngny— tanmang V4 (i —iy g mafy (i, — gty = o
et, comme znn,n, = mim,m, (47), cette équation ne peut étre satisfaite,

quels que soient f, f, f,, quesilona/, =1 = 1.

mangque une constante dans chacun des groupes (a, &) (a,, 6.), (a:, b2); mais cette plus
grande généralité n'est qu'apparente. En effet, si Pon pose

a=mf+r, a =mf+r, o=mf—r,

b=—=nt, b, = nf, b, = n,f,,

m, m,, nis, w, n, n, vérifiant nécessairement la relation 47), et les trois autres con-
1 > k) L) 2 4 J
stantes r, 71, 7, ctant arbitrairves, les valeurs de Q, Qi, Q. {45) deviennent

O = mf —aby+r Q= (nf—nmt + ), Q= (mf — n f 4,

Pour que ces valenrs puissent vérifier les trois équations {9), quels que soient f, t, f,
il faut d'abord, comme le texte le démontre, que les exposants 7, 4, i, soient égaux, et
ensuite que les constantes r, 7, 7, soient liées par les équations

LT — RSP == DL, Z= 0y MLIRT — ML == BRIy Z= 0y RIGY —— IR —= 1. 2= 0.
Oy, on satisfait generalement & ces relations en prenant
R e I Tt T T 0 T Ty VNS ey PR IR
x, %, %, etanttrois nouvelles constantes ; d’ott résulte
Q=[m(fi+ )}~ m{frta}}, Q=[r{f4a)—m(f4-2.)}, Q:==[m(f4+a)— nyfi+a)|,

ou plus simplement les valeurs (48), puisque, les fonctions f, £, f. étant indéterminees,

on peut supprimer les constantes z, =, ..
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Donc enfin, les formes les plus générales des fonctions Q, Q,, Q.,
qui puissent vérifier les équations (9), sont

48 Q= mf, —n.f), Q = (nf — myhyf. Qy=(m f— n,fd)Y,

dans lesquelles m, m,, my, n, n,, n, sont des constantes lices entre
elles par la relation (47), f une fonction de p, f, de p,, f, de p,.

11 s’agit maintenant de déterminer les fouctions f, f,, f,, 'exposant ¢,
ot les constantes m, my, Mg, N, 1, Ny, de telle sorte que les va-
Jeurs (48) vérifient les équations différentielles (10).

§ XL
Posons, pour simplifier,
cm, f, — by = ¢, nt —m,f, = q,, mf — n,t, = ¢
(‘/Iq\) Q - {1i7 Ql = (]in Q‘z :(]:27
R L P N (S et df o A
=0 = e o=t g T T

.es équations (10), développées, deviennent alors

y m? imn o ; nt imn o im,n. ..
/(121 (mf _ 7{‘/2_ ___{/2)__ (l%z (,qun’ X _(]_1{'/? _‘ (; i f’? ) _+_([§z+1 Py g

: 2 ,
y q: / 79, -
o n? imn g, L imn : . m? Imaity (e
ot g™ (nf” — ——f’z)— gt —— {2 — g3 (7122f'_2 4+ =2 — 1] ) =u,
\ /8 q- ; q:9 q: q -
) T ; . m: . imn oo, _— . nl o, iman. o
| greet D gy g2 ("hf'i“‘;‘ 2 (l‘ : f’ﬂ——qgl knaf".,—f— :;—f’;—%--l—' £ )-:().
/RVE 2 ! - q. -

On peut poser

fro— F, (7 =¥, ['7=F,

et regarder I ccmme fonction de f, ¥, de {,, F, de f,, d’'ou

0 df . df, . fdf_,
sl —= = —_— " P il
5 ‘ N AT A
{21
fr— 145 A o AT
2 df’ 1 2 df,’ 2 2 df,
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Les équations (50) deviennent alors
! : Al amy . ; dF, 272, ¢ . N . YR L
Mg (r/, — 77/—‘ F—ain F> — ng 2+ (’1W+”T,l“ 2im, F ,>+ 2y 1,qs 'K, =20,

d._f'_{_ 212—{/172 -+ 21.7121“2> =z,

e o ¥ ang, . . | . . ;
{52) yrg> '((,'.,-— ‘7~’~b—211)1F)—2un,71,q“""l‘,-alrlggﬁ’“(q T

S df 1

b 26 1 gy Qg dF, 200,4f e sigt [ AF 21
L 2umngtt Ky g 2 (’73—JEM_ —{/—-F.+zm4F.>~n2([z (i(lﬁ"“ v

f“2+21.l772|“2) =),

SiPon ajoute ces trois équations, apres les avoir multipliées, la pre-
miere par nnyq,, la seconde par —mn; q,, la troisiéme par mn, q, les

dF dF, dF, . . -
termes en 7t af 0 g se détruisent; de plus, & laide de la relation
(L i,

477 et de Pidentité Py = niyg, +min,g, on met facilement le résul-
tat sous la forme

N . R o e mm, o, Lo 9 aiao ge
53 anm, (26 — 1) (/122(12‘“ Frogp— g2t p nygyttl ) = o
. 2 A\ nom. 11 =
Or, d’apreés la relation 47),
e, _ .
£ - ", ’

et le facteur

2, 9042 £y i\ 2 242 £r9 2 9442 12‘
[’n q £ (T) gyt H/F

est essentiellement positif; Péquation (531 ne peut donc étre satisfaite
que par Pannulation du facteur (20—1).
Alnsi7 — { et l'ona

S Q= vl =ty Q= yafTmt, Q= it Taf

Faisant donc i = L, dans les équations (52, elles deviennent

dF m n\ 3 d F, 2n, m, S R T
mq [d—f_ (7 —4—;) I] — n,q, [d—fl—l- <—2— — ——) I‘,] + myn, ” F, = o,

e “dF ‘an m\ q: dF. 2m, n, ; .
{\.).’;) Il(] I 'f‘l’f ad (77} -+ ;) FJ —mgyn, ({_Z(IF‘ — Mg, l:?j—*— -+ —T—f- — F:» = o,

7 - TdF, (am‘ n\ -, dF, 272, //13) L
7 —L — — 7. —2 T | =
mn . F +mg, T v . F, nyq, kn ~+- P P“, o,



(56)

PURES ET APPLIQUEES. Aot

et Péquation (53) étant maintenant identique, une des équations (55,
est une conséquence des deux autres.

Le probléme se trouve actuellement ramené i U'intégration des
equations (35), ou a la détermination des fonctions F de f, F, de f,,
F, def,, qui puissent vérifier ces équations (55), dans lesquelles ¢, Gir Yo
ont, en f, f,, f,, les valeurs (49).

§ XIi.

On peut admettre que F,, fonction de f,, sannule pour une certaine
valeur f, = ¢,, ¢, étant constant. Par cette valeur ¢, de f;, g devient
{m,f, — n,9,) oufonction de f, seul, ¢, devient (nf — myp,) ou fonction
de f'seul, et la premiére équation (55) donne

df df, y nf— m, P m

Or la premiere équation (55) doit étre satisfaite pour toute valeur de f,;
les fonctions F et F,, qui sont indépendantes de cette variable, doivent
donc vérifier P'équation (56).

Soit posé, pour simplifier,

Péquation (56) peut s’écrire ainsi
mf — n,f,)(m5 —n,d,) = am?* [ §df + an? [F i,
et si on la différentie successivement par rapport i f et a f,, on tronve

dF d 3 mF+ng,

daf T df, = —mf—n‘f"
or, la valeur commune de ces trois quantités ne peut étre qu’une

constante, puisque la premicre doit étre indépendante de f,, et la se-
conde de f; donc les deux coefficients différentiels

F . F,
—— -
nf— m.p, m, f, — n,qg,

dfr df? d

2

l [

F o
T —— <o L ¥ '
. . nf—m, ey — ey, ., - . :
‘mf —nd)\ m P n, i QERERIE - apd
N

L I,
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sont constants et de signes contraires. D’ou il suit que F et F, sont
dles polyndmes du troisieme degré, 'un en f, Pautre en f,, respecti-
vement divisibles par (nf — m,q,) et (m,f, — n,9,); F, I'étant par
f, — ?.'\

On démontrerait de la méme maniere, a I'aide de la seconde équa-
tion 155}, que F, étant divisible par (f, — ¢,). F, et F sont respective-
ment divisibles par (m, ¢, — n,1,) et (inf— #, 2,75 et, a Paide de la troi-
sicme équation (551, que F étant divisible par f —¢). I, et F, sont
respectivement divisibles par (mg — n,f) et g — m,t, . De plus.
les différentielles secondes des quotients obtenus par ces divisions sont
constantes. et 'on doit avoir

. ¥ F
e e
nf— m oy + m f, — n. 4, o
ar- - =
F. F
S~ / (o - A
T g — sk mf— n, o
: e — = 0.
df df '
F F.
dz- Sl doo i
! my — nf By rng — m.,f. _
e FTE =

1.es fonctions F, F,. F, sont donc nécessairement de la forine
F=Ad —¢)(mf —noiinf — mg,.
Fo= A, — o)k, — ny9,) (mo — nf,.

F,=A, i —ging —ind, im g, — n,t,.

7

et, pour que les relations (57 soient satisfaites. il faut que les con-
stantes A, A, A, soient telles que

Am=An,. Aym,=An. Am, = A.n,.
conditions qui seront remplies eu prenant
A=nnh, A, = mn,). A,=mm,);
fa constante x qui disparaitrait comme facteur commun. lors de la

vérification des équations (55), peut étre prise égale a I'unité.
Ainsi les valenrs générales de F. F,, F,. ou les intégrales des ¢qua-
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tions (55), doivent étre

(T = nn,(f —o)mt —n,9,)(n f — my,),
(581 F, = mn,f, —¢,)(mf, — n, w) (g — ny i),

F,— mm,(f, —¢,)(ng — my £,) (myg, — noty)s

¢. s P, ftant les trois constantes introduites par Uintégration. On
peut supposer que ces constantes sont les limites inférieures des inte-
grales (51), en sorte qu’elles correspondent respectivement aux valeurs
zéro des parametres p, £, o

§ XU

Mais il est nécessaire de vérifier que les fonctions (58; vendent iden-
tiques les équations (55). Pour faire plus commodément cette vérifica-
tion , posons

t—o=p, t,— o= po f, — 92 = pa
d’ontr
mit — n9 =g+ np, n f — my@y= ¢, + Hyp,.
mt, — gy = q A RAgpy, Mm@ — 1y fi=q, — mp,
ne — myfy=gqg,— np. Mg, —n fo=¢q — nup;
les fonctions (38) pourront s’écrire ainsi
g’ Vo= nnp (ot mp) (@it iy Pa) s
' F, = mnp, (g + maps)(qa— m P
\ Ty = mm,p, (gi—np Vg — m,py),

et on déduira aisément

- = 1y [(got 1 pa) (go A+ Mapa) = mp(go + maps) + 1 p gy~ TBIE

e it .
o
[
-

Do —m my[(g 4+ map) (e — mp) + mpyiga—mp) — mpilg + rmpl

Les valeurs (59) et (60) étant substituées dans la premiére des équa-
tions (55), on trouve, apres plusieurs réductions et la suppression du
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facteur commun mn,p,.

’ 2, L, (.4 np,V
UN] ’(]2 +onp —mp — ST IS0 AV Baakld ILJ

7 q:
. . — Vv
61) —n,nyq, ’113 =y p, — mp — 2mp.py o p(g.— mp)
‘ ’ 5 -
f)f [ — ( —_— |
-+ mymy gl Mozl g —mp) _ o.

79,

On peut remplacer, dans le dernier terme, m,m,qy, par sa valeur

. . . gy —np)lg—m .
identique 71, n, 4+ — myr,q), le produit J—L—K()/‘L——’!ﬁ—)- par son de-
/A

- np w np mp . y . .
veloppement (l R D —l—%‘/-'>; puts, réduisant. s’aidant de

q 9 Y
fa relation "47) et supprimant le facteur commun nypp,, Véquation (61
devient

. Ry —mn, g R G+nm,q, MR (=0
G (BRITEL ) o, (ML (M),
1 & q9
Mais I'on a identiquement, par les valeurs : 49, de 95 s s

ol —mn 9

N f . Mmm, g, — i, .
=mym,, LT mu,, Dty nn,,
i~ o\ 97
ce qui réduit 'équation (62) a 2mm, m, — mm,m, + nn,n,, ou a

fa relation '47%. Ainsi les fonclions (58: vérifient la premiere des
equations ‘55, et 'on s'assurerait de la méme maniere gu’elles véritient
les deux autres.

§ XIV.
En résumé, on a les mtégrales completes des équations g: el ‘1o
~Il prenant

ty, Qu=\mi—n,f {mm,my=nn,n, ,
29 2 ==\ tiyy IR 11y

A f t df
Y N iy sy rr et

N f1 1
63 SP1 :f S At
¥ {
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b 5 . Crrr . R
&’ ou I'on conclut, pour les parametres différentiels du premier ordre
des surfaces orthogonales toutes isothermes,

h=2% = !
ds \/Ilf—m.lf2 «/r;f"— n £ 4
d, 1
64 h, = e
| ' s, V/'”f — ¢ml F— y
do,
/l.z == ki !

;l_';— \/mlfl_ﬁ \/nf"" mzfz,

ds, ds,, ds, étant pris sur les intersections , ou sur les lignes de cour-
bure des surfaces conjuguées.

IYaprés 'ordre de grandeur adopté, f, est numériquement moindre
que f,, qui est lui-méme plus petit que f; la limite inférieure ¢, peut
donc étre prise égale & zero, et T'on aura

fl‘ kdf

p - e g
nnr M o _an

. \/'— P ﬂf(ﬁf /rq)) (/{f k - 9 )

e ——— ——y

{ kodf.
pl - B sl — v____——-——————;l——-‘—
mm,nn,
Js \/»—— ‘A‘_‘,,,‘__, l‘lfl(g';ﬂ—“kl?l)(kl ',;“ ¢ — ky f|>
ffz ky df' .
P2: S - ’
mm,myny ,no m, )
o \/-w 7 A-_;f-;(%ymv:q) lfﬂf‘z) (A;”J <P|_Azfu>

k, k. k, étant des indéterminées, dont on peut disposer de telle sorte
que les trois coefficients de ¢ soient égaux, ainsi que cenx de g,.
En effet, ces conditions sont

m " n m
/{:ke"':’lﬁ_’ /{—‘::lf,:/{‘z———';
n, m, m ",

I P i
ie second groupe pouvant se mettre sous la forme & = A, — = ks —~,
n, 7 on,

ne differe pas du premier, puisque, d’apres la relation (47), ona
mm, M
o, m.

Tome VIII. — Ocrosee 1843 5
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et il suffira de prendre
hk=mm,, k,=mn, k,=nn,,

pour verifier a la fois les deux groupes. On aura, en adoptant ces va-
leurs des indérerminées &, £, &, :

f mom, ot
o = /= 7 F— N i f— "—7;7
¢ Voo f{mm, mmg) (mmf—mn o]
£ m, n,df,
Y= f Ve, m n k (Inpl}rif PRV ; 7f ’
J 2 M Ry by iy Lh—m g imm g ——m o 1y

£, 3 n, n,df,

7 — ’l—— [ S }.,A,_._,, DA .
22 .[; yem by (mmog — ot (n o mg ~— n 0 f.)
Si 'on pose maintenant

(mm f=23p*, mn, nmt, =¥pi, nonb,=32pk,

65 ¥ R B
L mm, o=2Xc*, mng, =)0%,

» étant constant et indéterminé, il vient

:{ ) \/7;7—1_"—1 o f‘/) //1;
P N — b
g sym o

XL RE f"- dp. ]
e g == mSTTTImno o esnmmomion s
2 ' o yei— pi bt —p

et les memes valeurs de f, f,, £, (65), substituées dans les formules:t/ |
donnent

V nyn.m, ds - TS

V=N pt—

. T i b
24/ L
(f)7 . )k \/”‘ m, (l.k‘l S Y

yp = piNpi—p;

\ )\2 \/-—-",?”“ (1_{)./ = i,,“"_i:'!"‘l, T e
rnomm, ds, Vpi—p &P.—P

Or il existe une valenr de la constante }, telle que les coefficients

.
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degetdp,de g, et dp., de g, et dp,, sont respectivement éganx dans
les equations (66) et (67); cette valeur est

68 L= Llyvmn,mm,

car elle donne identiquement

B
m, e — 1 s e n ——r
5 I e 1 — i oy .
,\\/m—m — Lvimm W/ —— = Fymn, I/ —— =gV,
noRam, 7V 2 72, M, 2 ¥ 2 mu, n, 7V “

si donc on prend pour nouveaux paramctres les anciens, respecti-

Wmm, ymns [nn, o
v —, nvme AN ayant la valeur (68,
2. 2 /

vement multipliés pav -

on aura définitivement

( dps P dp, s dp, -
T el A - e T e, T
el T b ypr—rc B Npi—bVe—p) Jo yb—pi Ve —p
T hdo . 1 dp, 1 dp. 1
e = ]! TR T e ) ;l— =iy e s TRy ; :h2: "/?.'—.':_:;; TomET )
L v —pivpr—pi Vpi—=pl ypi—pl Vpr— Py NPT
pour représenter tous les systémes de surfaces orlhogonales_et 180~
thermes,
§ XV,

11 ne s’agit plus que d’obtenir les équations des mémes surfaces en
coordonnées rectilignes. Les valeurs 6g) substituées dans les for-
mules (3) donnent

L R RE—pt 1 pNE—pie—pl P b

D T T T i T A e

*0) < p—pip—pt © V=i pi—rt o VPi—pi (=i
| f Ve pNP=ENp et L Vpi—bive —pt
ST TN T e A

N oy g L V=it 7 V= ph (P et

) 11 . )
Or les deux courbures i des surfaces g, sont nulles, quels que

. I 1
soient p et p,, pour p;=0; les deux courbures T des surfaces g,

sont nulles, quels que soient p, et p, pour py = b; les deux cour-
54..
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1 1] . .
bures —, — des surfaces ¢ sont nulles, quels que soient p, et p,,
T c, i

pour p=c. Les surfaces conjuguées isothermes comprennent done
trois plans, correspondant aux valeurs zéro des parametres , ou a
p: =0, p,="h, p=rc. Cesplauns sont nécessairement orthogonaux,
et on peut les prendre respectivement pour plans coordonnés des yz.
zx, xy, dont les équations sont

x = 0, ¥y = o0, 3z = 0;

Cest-i-dire que x devra étre nul, quels que soient g et g, , pour
f2 =0 ou p,=o0; que y devra étre nul, quels que soient o, et o,
pour g, =0, p,=b; enfin que z devra étre nul, quels que sotent
gy et py, pour p==0, ou p=_c.

Cela posé, les trois premiéres équations (5, transforméesen p, p, p,,
a 'aide des valeurs (6g) . deviennent

. 2 25 d-’-,) dq) ([? .
P P dp dp, = P ,;[; F dp, = 0,
. . dio d de
i LIS A i . 4 y L =
(7v) P =P gy —P Gt g, =0,
die dg It
(e p2\_ 2.7 “ay ¢ —
| P p2>(/[;, dp, + P dp, P dp,

Si 'on pose ¢ =PP,P,, P,P,, P, étant respectivement fonctions
de p, pyy py les trois équations (71) exigent que

2 PP pP 2P

P—Zavy TP T TN TP T Aap
o) (% 7]
et comme la premiére de ces trois quantités ne pourrait contenir que p,

la seconde que p,, la troisieme que p,, leur valeur commune est né-
cessairement une constante A; on a donc s¢parément

dp _ pdp dP, __ pdp, dPp, _ pedp,

P p—A" P T pi—A’ P, pi—A

d’ou

P = \,"F"—:K, P, = \/’Ffﬁ—_&, P, =ypi—A.
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1i suit de 1a que Vintégrale générale des équations (71} peut ctre
mise sous la forme

vEl o = 3yB(p* — A) (pi — A)(p; — A),

les deux constantes A et B variant d’un terme a Pautre de la série. 1l
faut maintenant déterminer ces constantes, de telle sorte que ¢ donne
successivement les fonctions cherchées x, y, z, en p, p,, p..

§ XVL

Pour x, il faut que p,=o 'annule, quels que soient p et p,; ce qui exige
que, dans I’équation (72), toutes les constantes A soient nulles; tous les
termes de la série se réunissent alors en un seul de la forme pp, p,2y B ;

s I D T
et 'on d, €N I‘epr'esentant 2 \/B par‘ E s

T = PP

or, si I'on substitue cette valeur de a 4 la place de ¢ dans la quatrieme
équation (5), qui, transformée en p, p,, p,, est

2 [ 2 [2 2 2 dg\?
(pi —pa)(p* = 0*) (p —H(“’)

dp
{ p? i 2 5 o 2

(73, + (p* —p)(pi — ) (¢ —p) ((;)
’ Py P P - o (/'JP "

+ (p* — pY) (B° — pi)(c® — pY) (pr;

= (pi —p) (PP — P (P* —pD):
sa vérification exige que g, = bc; on a donc

(74) bex = pp.p,-

Pour y, il faut que p,=»4 l'annule, quels que soient p, et p; ce qui
exige que, dans ¢ (72), toutes les constantes A soient égales a 4?;
tous les termes de la série se réunissent alors en un seul; et 'on a, en

représentant =y —B par é,

I ; I B <
r=gz vpr— b ypi— b vb* — pi;
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or. cette valeur de 2 ne vérifie 'équation (73} que si I'on prend

g, o= § v e - b";;

o

on a done

75 T R XY XY )

Entin, pour z, ii faut que p = ¢ amule, quels que soient pioel py.
ce qui exige que, dans g (72}, toutes les constantes A soient egales
# ¢ tous les termes de fa série se réunisseut alors en un seul: et 1'on

’ .y 1
4, en representant 2y B par p

G Nt = plyet — pl

g

or, cette valeur de ¢ ne véritie Féquation ‘73 que si l'on prend

e T b,
on a done
oy oy PR ' p— \‘;)__:(,‘ \,[72‘:'7)_;5 \«;72*;73,

Si entre les équations (74, (75), (76, on élumine successivement
Poet py, py el py p et p,, on obtient, en coordonnées rectilignes , pow
les ¢quations séparées des systemes conjugués,

x <

_ -

” pr— e ’
P 3 I

/7 v —p ’

’ * 2

- =,
B C—p:

D’ou il résulte, entin, que les seules surfaces toutes isothermes, qu
ne sont ni cylindriques, ni coniques, ni de révolution, sont des sur-
faces du second degré homofocales.
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§ XVII.

les propriétés du systeme de surfaces orthogonales representé par
les équations (6g) ou (77) ont éte suffisamment étudiées dans le Me-
moive sur les surfaces isothermes, déja cité. Les constantes ou les
demi-distances focales 4 et ¢ sont les seules indéterminces dont on
puisse disposer. On peut, par exemple, faire en sorte qu’un ellipsoide
donné, ayant pour demi-axes A, B, C, fasse partie du systeme : il snf-
fira de prendre

b = A? — B, ¢*=A"— (7

et l’ellipsoide proposé sera représenté par la premiere équation (77
1 4

quand le parametre p atteindra la valeur particuliére A. Si Pellipsoide
donné a deux axes égaux, ou méme §'il se réduit & une sphere . les
équations (6g) ou (77) peuvent pareillement le comprendre; cest-i-
dire que ces équations ¢ étendent aux deux systemes de révolution
représentés par les groupes (28) et {30), et méme au systeme de surfaces
coniques signalé au § ITL.

En effet, pour déduire des équations générales (69) et (77, le sys-
teme de surfaces de révolution représenté par les équations (20)et (28,
il faut d’abord poser

p. = bsinct,

puis, apres cette transformation , faire & = o. §'il s'agit de reproduire
le systeme des surfaces de révolution (35) et (30), il faut poser

b= VB (b st e,
puis faire b = ¢, et i l'aide de quelques changements de notation, on
retrouve les équations (35) et (30).

Enfin, pour passer au systéme de surfaces sphériques et coniques
qui correspond aux équations (12) et (13), il faut poser d’abord

I
Il

b e, c=¢y, p=—T0I P ET, P2 = £,

Epy = &y  EPT Ep» eh, = n,, ehy=1,3
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par celte trausformation, les équations (6g) et (77) deviennent
i
h = _—
! Vri—em? yri— o
]
= P —
Vri—eot \/mf — z:r:’
v, — T
12
78 / Vri—eo) Yol —o
7 4 ¥ . 2
7 pio_g? [62 I""-——-EZ'/"' =1,
u -2 Z:
! .+ »J S - = &,
‘; 2 - @‘ T oy
v Y E
oh g — wl 7t — o) o
et si Pon fait : = o. on trouve
! f 2 - ST B
I /1:;27 at + yr4 st =,
s /"T. dar 0= f : 4 y - z?
f— e —— L] {— K - 5 Yy T . 3 ’2'7
e N et rWai—ay @0 s e
’ Y, oy, x? ¥ 4 A
e CmmmErmmmm—=,y M7= Yy =gt
== = B e

équations qui représentent des spheres concentriques, conjuguées i
des cones du second degré orthogonaux. Les constantes 3 et 7 restent
indéterminées, en sorte qu’'une méme famille de spheres concentriques
peut étre conjuguée 4 une infinité de doubles familles de cones iso-
thermes. En faisant

=o0, ou f=71.

[y}

on obtient particuliérement le systeme sphérique orthogonal, dont les
parametres sont le ravon, la latitude et la longitude.

§ XVILI.

Les lieax géométriques du second ordre, dont le centre est a l'in-
fini, possédent aussi leurs surfaces orthogonales toutes isothermies;
pour déduire ce systeme des équations générales (6g; et (77), il faut
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poser d’abord

!

; 2 —
pP—m*=mk, pi—mP=md,, p;—m’=mhl;

’ b—m*=mfB, *—m*=my, x =m +X';
‘80)

mp= ¢, Mp, ==& Mpy== &y,

mh =, mh, =v,, mhy=1,;
m étant une constante indéterminée. Par cette transformation les équa-
tions (69) et (77) deviennent

_y L
f Vot T

[}
29—

1
£y =7 e ey ) S e
h—da VA — %,
\/+ \/N—?’\/v-—h &
s o 1 d 7 I .
. ) 2:—‘—_—,——:“::.7
81 % — dayh—
1) \/I+ N
2z’ o rr + z¥ " 1 fx't y? 4 z* )_I
s e T e T s T R\y Tai—e T =) T
21’" ‘yl Z_‘Z 1 xlz .y-Z z?.
—— -— —_ | — —_— —— =1
TN Th— B) 11(7—1m)+m<h IR AT A
2(7:/ u,yZ Z'l

_ _ 4 L= rro_ )_.
T = T m\% T F=n T n—/ T

et si I’on fait ;% — o, on obtient

f 1f) . - I 2x’+ y? + z* .
E = < -y a2 N : =
S ) MV b el e N e R OO

$o 1fi., di, v 1 2z’ n r: z?

j [P —mm T e i o= | —_— = I
’ ' PR Vs Y s e L B wly—x) 7
3 ‘ Ig d), 1 2z’ r: z*

Loy = = I

s V= T iy & (B C h(y—)

Les surfaces conjuguées sont alors trois familles de paraboloides,
Tome VIII. — Ocrosre 1843, 55
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ayant memes foyers, et leurs axes sur la méme droite. Les parabo-
loides aux paramétres ¢ et ¢, sont elliptiques, et dirigés en sens con-
traires; ceux au paramétre ¢, sont hyperboliques.

Les fonctions X, },, &,, déterminées par les procédés ordinaires du
calcul intégral, de telle sorte que 2 =y pour ¢ =0, A, = {5 pour
€ = 0, €t A, = o pour & = 0, sont

/ 2

) = (’t;)zﬁ 2 ("—)‘__> ,

(83) (X = Boos’e, + 7sin’e,,

Y

o fefid e et e B . et — ¢
e () ) e (Y

Les fonctions &/, y, z, en 1, A, , b, , obtenues, soit par Pélimination,
a Vaide des relations (82), troisiéme colonne, soit mieux en substi-
tuant les valeurs (80} dans les équations (74), (75) et (76), et faisant

I
— = 0, sont
m

2= h+ M +h—F—7,
4 EVE R R T
( Y ?fﬁ = \f’i)T —7"; VY — RV — Ry

l.e nouveau systeme de surfaces orthogonales du second ordre,
toutes isothermes, qui vient d’étre défini, se distingue de celui qui
comprend les ellipsoides, en ce que les fonctions qui expriment les
températures sont ici plus simples, ou d’une transcendance moins
élevée : en effet. dans le systéme paraboloidal, comme pour les ellip-
soides de révolution, ces fonctions sont exponentielles et circulaires.
randis qu’elles sont elliptiques pour Vellipsoide 4 trois axes inégaux.




