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NOTE
SUR LA LIGNE DE LONGUEUR DONNEE

QUI RENFERME UNE AIRE MAXIMUM SUR UNE SURFACE;

Par M. Cu. DELAUNAY.

Lorsqu’on cherche, parmi les diverses courbes planes isopérimeétres,
celle qui renferme une aire maximum, on trouve qu’en chacun de ses
points elle a le méme rayon de courbure; d’ou I'on conclut immédia-
tement que cette courbe est un cercle. On peut se proposer de déter-
miner, de la méme maniére, parmi les diverses courbes isopérimetres
tracées sur une surface quelconque, celle qui renferme une aire maxi-
mum sur cette surface : telle est la question dont je donne ici la so-
luion. '

11 est évident qu’on arrivera au méme résultat, quant a la nature
de la courbe cherchée, soit qu’on suppose que cette courbe forme a
elle seule tout le contour de P'aire quidoit étre un maximum, soit qu’on
considere une partie de ce contour comme ayant une figure invariable,
I’autre partie seulement étant formée par une portion de la courbe
cherchée. Nous admettrons donc que Daire soit limitée de trois coOtés
par des courbes se projetant sur le plan des xy suivant des lignes
droites paralléles aux axes des x et des y; en sorte que Iexpression
de cette aire sera

f”dxf’dﬂ;—:ﬁr(f;

a, b, ¢ étant des constantes; p et ¢ désignant, comme a I'ordinaire,

les dérivées partielles de z relatives & o et a y tirées de Yéquation de

la surface; et la limite supérieure de U'intégrale relative a y étant la

valeur de y pour un point quelconque de la courbe cherchée. Cette
Tome VHI. — Juix 1843. 31
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courbe devra étre déterminée de maniére 4 rendre Pexpression préceé-
dente un maximum, en méme temps que I'intégrale

conservera une valeur constante; c¢’est-a-dire qu’elle devra rendre la
quantité

S e [T e m [y /i (&) + (%)

un maximum absolu, m étant une constante.
Pour trouver ce maximum absolu, on devra satisfaire a Péquation

b dy ddy  dz ddz
N T dz dr | dr dr _
da | Iy Vi + p* + ¢ + m =o0

\/ dy\3 dz\?
“ tlaz) Tt dr

Remarquons maintenant que, la courbe cherchée ¢tant située tout
entiere sur la surface donnée, on a pour un point quelconque de cette

courbe,
dz dy
= P T
et aussi
dz = ¢qdy;
en vertn de ces relations, I'équation précédente deviendra
b dy ddy dy\ dgdy -
T s dz dz 7 dx) dx
de ] dyvi+ p* ¥ ¢+ m = — | =
: @ 5(2)
« 1+ pt+2pg o (149 )(dx/

St nous employons enfin le procédé ordinaire de Iintégration par par-
ties, pour dégager dy dans tous les termes, et que nous égalions le
coefficient de &y 4 zéro, nous trouverons Véquation suivante,

dy dy
o Eg—m d dz d Pl
e e =i a\?
yi+pi+q dz - dy dy\ 2 th dy dy\2?
I+ p —+—2p(/%+(1+r/7) g I+P2+2P’Ia+('+']2) dr
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qui est équation différentielle de la courbe cherchée. En développant
dz  dz dz

les calculs, désignant par r, s, ¢ les dérivées partlelles T dd &

tirées de I'équation de la surface, et remarquant que

Vier g0 o(z) =2

on mettra aisément cette équation sous la forme

dy 2 2 ) dy /d.}’)‘f [ dy
dﬂ([—l-p -t—q)+|'r+2s;l;+t(£/ (q—p;-l;)

imi\h—}—p + q°.

Pour interpréter cette équation différentielle, nous prendronsI’équa-
tion du plan osculateur de la courbe, qui est

dy dy dy dy\? "
[PE? rdx 28 (d.r % (1. -

dy dy dJ‘Y ,
+[q%—2+~r+2s-ﬁ+t(%’ (r—r¥ —JE(Z_Z'”’O’

et Péquation du plan tangent & la surface, au méme point, qui est

z—z =pla—&)+q(y =1
x, y', o étantles coordonnées courantes de ces deux plans.
En désignant par § I'angle de ces denx plans, et calculant le cosinus
de cet angle, on trouvera la valeur suivante,

dy dy . (P\* dy:
dr’(l+P2+’12)+ r—|—25§—-+t e ——pdx)

\/1-*‘1’2'*‘{1 \/(__> (r+p? “+q%) +[r+28d.z:+t(d / ] [1—(—((] / +2 r—f—zsﬂ—{—t \ﬂ\»
D’un autre coté, en nommant p le rayon de courbure de la courbe,

on a
ds* dx\ 2 dy\ 2 / dz)Z_
=) - (1) )
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d’ou, en développant,
b jds\ 6 diy\ 2 : d vy 212 RS
;?(QTZ) :<;;,> (I+p2+q2)+[1‘+23£+t(;§)J[I—F— (Z);) J

. dy 'dy\?] ary dy’
=+ 2[’+2Sd—x+t<ﬂ>]¢§ q—pdhx).

7

En combinant cette relation avec la valeur de cos g, on trouve

(l—J— g 25 dy (!/_r 2 dy _cosot/f:-;z——f-—qz (d_ss
IalEp +q)+[r+_2szr + ¢ ¥~ 9—pr7; = (/x) H

7

et par suite, I'équation différentielle de la courbe cherchée deviendra
simplement

g = mcos §.

Ainsi cette courbe jouit de la propriété que, en chacun de ses points,
son rayon de courbure est proportionnel aw cosinus de Uangle formé par
son plan osculateur et le plan tangent & la surface.

Cette propriété peut étre énoncée autrement : en effet, siI'on concoit
toutes les sphéres qui contiennent le cercle osculateur de la courbe,
el qui, par conséquent, ont un contact du second ordre avec cette
courbe, leurs centres seront situés sur une perpendiculaire au plan
osculateur, passant par le centre de courbure; et il est facile de voir
que celle de ces sphéres qui a son centre sur le plan tangent & la sur-
face a pour rayon

£

cos 67
on peut donc dire que en chaque point de la courbe de longueur donnée
qui renferme une aire maximum sur une surface , la sphére qui con-
tient le cercle osculateur de la courbe et dont le centre est sur le plan

tangent a la surface, a un rayon constant.



