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AR 14 AMARAAAARAARAAA MAARAS WA VAAMA

THEOREMES GENERAUX

SUR

LES FORCES ATTRACTIVES ET REPULSIVES

QUI AGISSENT EN RAISON INVERSE DU CARRE DES DISTANCES;

Pin C.-F. GAUSS ["].

(Traduit de Pouvrage intitulé : Résultats des observations faites par la Société magnétigue en183g;
par MM. Gauss et WEBER )

1.

La nature nous présente plusieurs phénomeénes que nous expliquons
en supposant certaines forces dont Paction s’exerce entre les plus pe-
tites parties des corps, suivant la raison inverse du carré des distances.

De ce nombre est principalement la gravitation universelle, en
vertu de laquelle une molécule pondérable exerce surune autre molé-
cule une action qui tend & les rapprocher dans la direction de la ligne

14
droite qui les joint. La grandeur de cette action est mesurée par -,
-

1., i étant les masses des molécules, r leur distance.

Afin d’expliquer les phénoménes magnétiques, nous imaginons
deux fluides dont 'un est considéré comme quantité positive et I'autre
comme quantité négative; nous admettons que deux portions g, p' de
ces fluides exercent I'une sur 'autre dans la direction de la ligne qui

’
les unit, une action encore mesurée par &r}:, et qui est répulsive si u
et u’ sont de méme espece, attractive dans le cas contraire,

[*] Ce Mémoire a été lu le g mars 1840 A la Société royale de Gottingue. Quelque
temps auparavant M. Chasles aussi s'était livré & des recherches générales sur Pattrac-
tion (woir le tome VIII, page 20g, des Comptes rendus de I’ dcadémie des Sciences
séance du (1 février 1839): son travail vient de paraitre dans les Additions 4 la Con-

naissance des Temps pour Pannée 1845. J. LrouviLie.
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On peut en dire autant de I'action réciproque qu’exercent les parties
des fluides électriques.

I’élément linéaire /s d’un courant galvanique exerce égalernent sur
tout élément p de fluide magnétique (en admettant que ce fluide
existe), une action qui est inversement proportionnelle au carré de
la distance r; mais ici la force motrice, au lien d’étre dirigée suivant
la ligne de jonction, est perpendiculaire au plan mené par u et par la
direction de ds; son intensité ne dépend pas non plus de la seule dis-

tance r, mais aussi de Pangle que r fait avec Ia direction de ds. Cet

. L sin G.pds
angle étant désigné par §, on trouve que —T—H est la mesure de l'ac-

tion exercée par ds sur p. Quant i I'action de . sur ds, elle est natu-
rellement égale et contraire 4 celle-la.

Sil’on regarde, avec Ampere , deux éléments de courants galvaniqnes
ds, ds’, comme agissant 'un sur Pautre dans la direction de la ligne
droite qui les unit, soit attractivement, soit répulsivement, on est en-
core obligé d’admettre que la force motrice est en raison inverse du
carré de la distance; mais la maniére dont elle dépend de la direction
des courants est plus compliquée.

Nous nous bornerons dans cet article aux trois premiers cas, ¢ est-i-
dire 4 ceux ou les forces agissent dans la direction de la droite menée
entre I'élément qui produit Paction et celui qui la regoit, avec une in-
tensit¢ proportionnelle aux masses et inversement proportionnelle au
carré de la distance. Il est vrai que plusieurs de nos théorémes sap-
pliquent & d’autres cas, avec de légeres modifications; mais nous pré-
férons réserver cette extension pour un autre Mémoire.

{I.

Soient a, b, ¢ les coordonnées rectangulaires d’un point maiériel
d’ot émane une force attractive on répulsive. Soit

u il

@—aP+(b—yp+le—zr — r

la force accélératrice d’un point indéterminé O dont les coordonnées
sontx, ¥, z; udésignant, dans le premier cas du paragraphe précédent,
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la matiére pondérable du premier point ; dansle deuxiéme et le troisiéme

cas, la quantité du fluide magnétique ou électrique de ce méme point.

Sil’on décompose parallélement aux axes la force qui agit en O, on
trouvera pour les trois composantes les expressions
spl@—2o)  wpb—y)  eplc—z)

73 ? r3 ? 730

dans lesquelles ¢ est tantot égal & + (, tantot égal & — 1, selon que
la force est attractive ou répulsive. Le choix entre ces deux valeurs est
toujours clairement indiqué par la nature, et du point qui exerce l'ac-
tion , et de celui qui la regoit. Ces composantes peuvent étre mises sous
la forme des dérivées partielles
dE gE g
r r r
dz’ &y’  Tdi-
Donc, si plusieurs points matériels p.,, 45 ke, €tC., agissent a des
distances r,, r,, r,, etc., sur un méme point O, et si I'on pose

o | #1 #a =V

n S ete =dE=v,

les composantes de la résultante de toutes les forces qui agissent en O
seront exprimées par

£dV edV tdV

dz ' dy ’ dz *
Lorsque les agents, au lieu d’étre concentrés dans des points isolés,
remplissent sans intervalle une ligne, une surface, ou un espace ma-

teriel quelconque, la sommation Z doit étre remplacée par une inté-

gration simple, double ou triple. Ce dernier cas est celui de la nature;
mais comme on peut souvent lui substituer, avec certaines modifica-
tions, des agents fictifs, concentrés dans des points ou occupant entié-
rement des lignes , des surfaces, nous traiterons également ces cas. Nous
parlerons donc souvent de masses condensées dans des lignes, des sur-
faces ou méme des points; et nous ne pensons pas que ce soient 1a des
expressions impropres, parce que la masse dans ce cas n’est pour
nous que tout ce dont émanent des forces attractives ou répulsives.

35..
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III.

Nous avons désigné par x, y, z les coordonnées de tout point de
I'espace, et par V la somme des molécules agissantes divisées chacune
par sa distance au point considéré, chaque particule devant étre affec-
tée du signe + ou du signe —, suivant les circonstances. V est donc
une fonction de x, y, z, et les recherches que nous allons faire sur la
nature de cette fonction nous donneront la clef de la théorie des forces
attractives et répulsives. Pour suivre librement la marche de nos re-
cherches, nous appellerons V le potentiel des masses avec lesquelles il
est en rapport. Cette définition paraitra peut-étre trop particuliere, mais
elle suffira au développement de notre probléme. Dans un sens plus
étendu, si 'on considérait des lois d’attraction autres que celles de la
raison inverse du carré de la distance, on pourrait comprendre sous
la dénomination de potentiel la fonction de x, y, z dont les déri-
vées partielles représenteraient les composantes de la force produite.

En désignant par p la résultante des forces qui agissent sur le point
(&, s z), et para, 3, 4 les angles que la direction de cette force fait
avec les axes, on aura pour les composantes

dV dV d ¥
peose = i, pcosﬁ:s;;, pcosy=c¢--,

et

Iv.

dr dy dz
&7 A5 d
sont les cosinus des angles que cet élément fait avec les axes. Donc si 8
désigne Vangle compris entre la direction de I'élément et celle de fa
force résultante, on aura

Quand ds est élément d’une ligne, droite ou courbe,

cos§ = 4z oS o —+ dr cos 5 + de Cos
- T ds 57 ds ds /



PURES ET APPLIQUEZS. 297

Par conséquent la composante de la force, paralléle a la direction de
ds, sera

g — (WA AV AV av
peost =c(Z G+ T 0h+ T ) =%

Une surface qui contiendra tous les points ou le potentiel V a une
valeur constante, séparera d’abord les parties de I'espace oti V est plus
petit que cette valeur, de celles ou V est plus grand que cette méme
valeur. Sila ligne s est tout entiére sur cette surface, ou si au moins

. dv .
elle la touche par V'élément ds, on aura o =0, cequi donne cos§ = o,

a moins que les éléments de la force ne se détruisent mutuellement,
ou que I'on ait p—o; mais dans ce cas la direction de la résultante est
complétement indéterminée. 1l suitde 12 que la résultante en chaque
point de la surface considérée est normale a cette surface, et qu’elle
agitducoté de 'espace avoisiné par lesvaleurs plus grandes de V quand
¢ == -+ 1, et du coté opposé quand ¢ = — 1. Nous donnerons i cette
surface le nom de surface d’équilibre. Quand la ligne s ne sera pas
tout entiére sur la meme surface d’équilibre, on pourra par chacun de
ses points mener nne surface d’équilibre. Si s coupe toutes ces surfaces
4 angle droit, une tangente menée i cette ligne indiquera en chacun

de ses points la direction de la résultante, et %7 en exprimera I'in-
tensité.

[intégrale f[) cos G ds = [
traire de la ligne s, est évidem;nent égale 4 ¢ (V, —V,), V, etV, étant

les valeurs du potentiel aux extrémités de la ligne. Donc si s est une
ligne fermée, P'intégrale étendue a la ligne entiere sera nulle.

o

av. -, R .
e as, étendue a un segment arbi-
[£4

V.

il est évident que le potentiel a une valeur finie et déterminée en tout
point situé en dehors des parties attractives et des parties répulsives,
Il en est de méme de ses dérivées partielles du premier ordre ou
d’ordre supérieur, puisque dans cette supposition, elles deviennent
des sommes de parties assignables, ou bien des intégrales dans les-
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quelles les quantités sous le signe f ne peuvent jamais devenir infinies.

On aura donc

AV . (a_x)H drv . "3(‘1__1:)! I
wEA e = AT e
AV o lb—x)p vV 3(b—yy 1
L N SO EC R
dV . (C . z) A FEY o FB(C,__Z‘), L
=2 =2 ar

L’équation connue
dlv + sz dIV
dw dyr T dr

= 0

sera vraie pour tous les points de’espace qui sont en dehors des masses
agissantes.

VI.

Parmi les cas ou il s’agit de trouver la valeur du potentiel ou les
valeurs de ses dérivées partielles pour un point situé en dedans des
masses agissantes, nous examinerons celui que 'on remarque dans la
nature, c’est-a-dire que nous traiterons le cas ol les masses remplis-
sent un espace matériel déterminé de maniere que leur densité soit
toujours finie, quoiqu’elle soit tantot la méme pour tout le corps, tan-
tot variable d’un point 4 un autre.

Soient ¢ Vespace que les masses remplissent; ¢z un élément infini-
ment petit de ce volume, auquel correspondent les coordonnées a,
b, ¢; kdtVélément de masse; V le potentiel relatif au point O (x, ¥, 2);
r=yla — x)? + (b — f)72——4— (¢ — z)* la distance de ce point a I'élé-

V:f@;
r

cette intégrale devant s’étendre a tout Pespace £, sera une intégrale
triple. On voit faciiement que I'intégration sera possible lors méme

ment df. On aura

. P . I
ue O se trouvera dans 'intérieur de Vespace #, quoique alors - de-
» quolq -
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vienne infiniment grand pour les ékéments situés 4 une distance infini-
ment petite de O. Car si I'on substitue 4 a, b, ¢ des coordonnées po-
laires en posant

a=x + rcosu, b= y -+ rsmucosk, c¢=z+ rsinusini,

on aura

dt = r* sin w dud)dr,

vV = f f kr sin v du di dr.

Cette intégrale doit étre ¢tendue depuis r = o, jusqu’a la valeur que
r prend i la limite de £; depuis x = o, jusqu’a X = an; depuis v = o
jusqu’a z = n. En conséquence, V a nécessairement une valeur finie

et

et déterminée.
11 est facile de voir qu’on pourra aussi poser

1l~

.__——f/f[[,—«__f (/t~X

car en employant les coordonnées polaires, on change cette formule

ff kcosusinudud) dr,

ou I'intégration est possible, parce que les éléments situés 4 une dis-
tance infiniment petite de O, n’exercent sur cette valeur qu’une in-
tluence également infiniment petite. On aura donc une valeur finie et
déterminée. Par des raisons analogues, on pourra poser

dyv y,

dy f dt =

av. c— z) .
i f—‘—s— dt=1,

dans la suivante

et ces fonctions, comme V, acquiérent au dedans de ¢ des valeurs fi-
nies et déterminées, qui varient d’une maniére continue avec les coor-
données du point O, tant que celui-ci est renfermé dat s 'espace ¢, et
meéme a la surface de £,
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VIIL

En ce qui concerne les coefficients différentiels des ordres supérieurs,
il faut suivre une autre marche pour des points situés en dedans de ¢;

. dX
car on ne peut transformer T en

Hh—3x

ket —
W

Sla—axr—r?
wa~.ﬁ " de,

parce que cette formule n’est en réalité qu’un signe sans valeur détermi-
née. En effet, dans la partie de ¢ qui renferme le point O, on peut éten-
dre l'intégrale 2 des masses assez rapprochées de ce point pour qu’elle
surpasse toute valeur donnée, soit positive, soit négative. Il manque
donc ici une condition essentielle sans laquelle I'intégrale enticre ne

peut avoir de signification réelle, je venx dire la possibilité d’employer
la méthode d’exhaustion.

c’est-a-dire

VIII.

Avant d’aborder notre sujet dans toute sa généralité, nous considé-
rerons un cas spécial et trés-simple, qui contribuera a rendre notre dé-
monstration plus claire.

Soient ¢ le volume d’une sphére dont le rayon est R et dont le centre
est 4 D'origine des coordonnées; k la densité supposée constante de la
masse qui remplit la sphere; ¢ = Vx? 4+ y? + z* la distance du
point O au centre. Nous savons que le potentiel a deux expressions,
suivant que O est en dedans ou en dehors de la sphere. Dans le pre-
mier cas, on a

V = ankR? — 2nkp? = anhR* — frk(x® + »* + 2%);
dans le deuxieme,
mkR3

V=4t
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A la surface de la sphére, ces deux expressions ont la méme valeur
imkR*, en sorte que le potentiel varie dans tout Pespace d’'une ma-
niére continue.

Pour les coefficients différentiels, nous obtenons dans Vespace inté-
rieur

o =X = — {nkx,
Z—; =Y = —{nky,
%zy — = — %TL'A'Z;
dans I'espace extérieur,
X — %nkI:“".z"
e
V= — 4T,
3
7 — %11](::35.

Ces derniéres formules donnent aussi 4 1a surface les mémes valeurs
que les premiéres; et X, Y, Z varient dans tout Pespace d’une ma-
niére continue.

Il en est autrement avec les coefficients différentiels des quantités
X, Y, Z. Nous avons dans 'espace intérieur

ax — 4 ak
2

ay dZ
dr T 3 = § nk, = — tnk;

7): — T 3 dz 3
tandis que, pour I’espace extérieur , nous avons

dX  AmkR3 (32> — )

dr = 395 R

dY _ AniR3 (3yr — )

dy 3p ’
dZ _ fmkR (322 — p)
dz — 38

A la surface ces derniéres expressions ne sont point identiques avec

Tome VII. — JurLLer 1842. 36
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les premiéres; elles prennent des valeurs différentes, qui sont

411' hx? 477 ky? 47r kz?
R: ? R2 Y R?

Ainsi quoique les coefficients différentiels ci-dessus varientd’une maniere
continue, tant dans V’espaceintérieur que dans 'espace extérieur, ils de-
viennent discontinus en passant de I'un de ces espaces a l'autre, et
ils acquierent chacun deux valeurs sur la surface de séparation, suivant
que dx, dy, dz sont considérées comme positives ou négatives.

Les six autres coefficients différentiels

dX ax dY dY dZ dZ
dy’ dz dx’ dz’ dz’ dr’

sont dans le méme cas. Dans 'intérieur de la sphére ils sont tous égaux
4 0, et en passant par la surface de la sphere, ils varient brusque-
ment en prenant les valeurs

Ark k.
Arbxy grkxz .
S YEE R etc.
[La somme
dX . dY dZ
dz & T @

ou
d*V d?V d*v
dx® + F dz !

est égale & — 4mk dans I'intérieur de la sphere, a o a I'extérieur. A la
surface elle n’a plus une valeur unique. Si Pon veut mettre de la
précision dans le langage, on peut considérer la somme en question
comme composée de trois parties ayant chacune deux valeurs diffé-
rentes. 11 y a donc huit combinaisons, dont une correspond a la face
intérieure de la sphére, une autre A la face extérieure; les six aubres
doivent étre rejetées comme insignifiantes. Quelques auteurs prétendent
que la valeur de cette somme & la surface de la sphere est égale & —ank,
expression qui représenterait une moyenne entre les valeurs relatives
a Dintérieur et celles relatives 4 I'extérieur; mais il faut rejeter leur
analyse, si 'on veut conserver la définition des coefficients différen-
tiels dans toute sa pureté mathématique.
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IX.

Le résultat auguel nous sommes parvenus dans Pexemple précédent,
n’est qu'un cas particulier d’'un théoréme général d’apres lequel, si le
point O est dans Vintérieur de la masse agissante, la valeur de

d*v d*v a3V

i T oap T E

est égale au produit de —4n par la densité au point O. La maniére la
plus satisfaisante de démontrer cet important théoreme parait étre celle
que nous allons exposer.

Nous supposerons que la densité & ne varie pas brusquement dans
Pintérieur de ¢, Cest-a-dire que k est une fonction de a, &, ¢, savoir
Ffla, b, c), dont la valeur varie en dedans de ¢ d’'une maniére continue,
tandis qu’au dehors elle est égale a o.

Soit ¢, 'espace qu’occupe ¢ quand abscisse de chaque point de la
surface de ce corps est diminuée de la quantité e, c’est-a-dire quand la
surface a été reculée de e parallélement A I'axe des &, Soient t=#, + 6,
t, = t, + 0,, en sorte que t, désigne tout I'espace qui reste commun
a t et t,. Considérons les intégrales

(I) f Sfla,b,c) (a—x) idt,
l(a — & 4 (b — ) + (e — 2T

(2 1A e
((a—— e+ (b—7)* +(e—3) "

(,3) f’ fla+e, b,e) (a—x) . dr.
(@ =P+ (b—5) + (c— 2T

S . . av
L’intégrale (1), étendue a toutl'espace ¢, sera la valeur de — ou X, re-

lative au point O. L’intégrale (2), également étendue a ¢, sera la valeur
dav . . .

de %=, relative au point dont les coordonnées sont = + e, ¥, z; nous
dx

désignons cette valeur par X -+ &. Il est évident que cette intégrale

36..
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est identique avec la troisieme étendue 4 tout I'espace ¢,. Soient donc

I Tintégrale (1) étendue & tout I'espace ¢,,

A oo.oo oo,
{, intégrale (3). . . . . . . . . . ¢,
e

on aura
X =16+ ) X + & =1 + );
et 51 nous posons
Jla-+e b, c)— fla,b,ci = Ak,
I'intégrale

A—/{ (a — x)
4) < at.
(@ — 2} + (b —y)* + (c — 2}

=
~

—
ke

, R , e —
étendue a ¢, sera égale a S

Les résultats que nous avons trouvés jusqu’ici sont vrais quelle que
soit la position du point O. Mais pour ce qui va suivre, nous excluons
le cas ou ce point serait sur la surface, c’est-a-dire que nous suppo-
sons que ce point est a4 une distance mesurable de la surface, soit
en dedans de #, soit en dehors,

St maintenant nous prenons e infiniment petit, les espaces 7 et §,
deviennent deux couches infiniment minces et qui sont contigués a la
surface ¢; décomposons cette surface en éléments ds , et désignons par «
'angle qu’une normale élevée en dehors fait avec 'axe des x. Iya-
pres Phypothese que ¢ est infiniment petit, on voit que langle « sera
aigu dans la partie de la surface contigué 4 la couche ¢, et obtus dans
la partie de la surface contigué & la couche 4,. Les éléments de vo-
lume de § seront donc exprimés par ecosads, et ceux de 9, par

A— X

— ecos ads; d’oa I’'on conclut aisément que * se transforme dans
'intégrale
> (a, b,y c)|n— x)cosa
S bon—ajcosa ,
[& — zp

(b — P+ (e — 3]
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que 'on peut écrire plus simplement

f/r(a -—r:;v) cosa ds's

cette intégrale , o & désigne la densité de I'élément ds, doit s’étendre
a toute la surface de ¢.

.y . . .. Ak . (e
Dans la supposition que e est infiniment petit, — devient la dérivée

. df{a,b,c dk {—1L .
partielle —f—(d;—’—(—) ou —, et la valeur de =— se transforme dans 'in-
tégrale

dk
T (@ — x)dt

étendue i tout U'espace ¢.

. . . o= h— Ay
Enfin, pour e infiniment petit, —-- — —— ouE est la valeur de

dX d*V
la dérivée partlelle 22 ou=—-. Nous avons donc le résultat tres-simple

dx dz*
dk (a —x)dt
d*v {lX da N a — x cosa ds
dxr  dx T

ot il faut étendre la premiére intégration a tout I'espace £, la seconde
A toute la surface de Z.

Ce résultat subsiste , quelque pres que O soit de la surface en dedaus
ou en dehors, pourvu que ce point ne soit pas sur la surface méme,

dX 1 - re .
car dans ce cas —— a deux valeurs différentes. 1l est vrai que la pre-

miére intégrale ne cesse pas d’¢tre continue quand O traverse la sur-
face; mais, en vertu d’un théoréme que nous développerons plus tard,
quand O passe d’un point intérieur infiniment rapproché de la surface

R . poe < kla—.
a un point exterieur, la seconde intégrale — /4*(-— z) cose ds

3 varie
"

brusquement de la quantité + fnkcosa, ou k et o se rapportent au

point du passage. La différence entre les deux valeurs de {fl—x relatives
xr

a ce point est également + 4mk cos .
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X.

En suivant la méme marche, et en désignant par § et y des angles
analogues 4 «, mais relatifs aux deux autres axes de coordonnées, on
trouvera de méme

di
dY ab ——])d k(e—p)eosp
&=) T A e s

=3

.
az _ [ K dr — [(He—zcosy
=) T T ds

Observons maintenant que I’expression

dika—zx dkb—y dkec — 2z
de r ' db - de -

; . o dE : _
n’est autre chose que la dérivée partielle 7+ puisque dans cette dif-

térentiation la longueur de r varie seule, tandis que sa direction reste
constante, et que I'expression

cC— Z

a—zx b—y
~ = cosa + —2 cos f3 + cos’y = cos ¢,

.
en désignant par ¢ I'angle que la normale extérieure élevée en ds, fait
avec la ligne droite r prolongée. Enfin désignons respectivement par

M et N

les valeurs des deux intégrales
dk
dr kcosy
T, [fa,

r

étendues, la premiére a tout 'espace ¢, la seconde i toute la surface

de ¢. Nous aurons

d>*V d2Vv dav
o Tt =M-N
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Pour effectuer la premiere intégration, concevons que le point O
soit le centre d’une surface sphérique ayant un rayon égal & Punité et
partagée en éléments do. Les droites menées du point O 4 tous les points
du contour de ds, et indéfiniment prolongées, forment une surface
conique (dans le sens le plus étendu du mot). Cette surface conique dé-
coupe dans I'espace £ une tranche (composée de plusieurs pieces sui-
vant les circonstances), dont r’dodr est un élément indéterminé. La
partie de M qui se rapporte 4 cette tranche sera donc

dk
da E dr,

pourvi que dans cette intégration on fasse varier r depuis o jusqu'a la
valeur que r atteint au point ot une droite, menée du point O a I’élé-
ment do, et suffisamment prolongée, rencontre la surface de z. Si cette
ligne rencontre la surface de ¢ en plusieurs points, soient

0y, 0, 0Oy O,
ces différents points ;

ryy Pa, Psy  Tyy... lesvaleurs correspondantes de r;

ds,, ds,y, dsy, ds,,... les éléments de la surface de ¢, découpée
par le cone élémentaire ;

ki, ko ks, k... lesvaleursdetk,

et

Gy, Yoy Uy, Yyy...  lesvaleursde ¢y en ces éléments.
Nous distinguerons deux cas :

1°. Le point O est en dedans de t. Dans ee cas les peints sont en
nombre impair et intégration doit s’étendre depuis r = o jusqu’a
r=r,, depuis r=r, jusqu'a r =r,, etc. D’ot Pon voit que si la
densité du point O est désignée par £,, on aura

dk
;i_r_dr: — kg + hky —ky+ ky — k&, + etc.

«

Comme les angles 4,, 4,,... sont alternativement aigus et obtus, on



288 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

aura
ds, cosy, =rids,
ds, cosy, = —r2ds,
dsy cosdyy =rido,
ds, cosy, = —rids,etc.,
et par conséquent
%dr— k,de + A COW‘ # COS\;—’ *ds, + etc.

= — hodo+ 3 "—"fj?d

La sommation doit étre étendue i tous les éléments s qui corres-
pondent a I'élément do. En intégrant pour tous les do, on aura

M= — 4k, + f’ﬁ’r",ﬂds;

et dans cette formule I'intégrale du second membre devant étre éten-
due 4 toute la surface de ¢, n’est autre chose que N; on aura donc

M— N = — 4n4,,

ou
d*V - d*v d*v
dr* dy? dz?

= —4rk,.

2°. Le point O est extérieur. Dans ce cas on n’aura i prendre en
considération que ceux des éléments de la surface sphérique, pour les-
quels la ligne droite menée par O et un point de dz atteint I'espace .
Le nombre des points O,, Oy, Oy,... est toujours pair et les angles
Uy, Uy, Yg,-.. sont alternativement obtus et aigus. Donc

ds,cosy, = —rids, dsycosy, =rids, ds,cosy,= — ridz, etc.
. . .. . 5e ., . dk .
Mais comme il faut ici exécuter Pintégration Td/‘, depuis r = r,
ar

jusqu’ar = ry, depuis r = r, jusqu’a r =ry, etc., il en résulte que

k,c08 Y
__Tz dS2 <+ etc.

2

‘ I
—d =" C?S‘f ds, +

~2‘A coqu ds.
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et cette sommation étant effectude pour tous les éléments oy
rapporteut a ce cas, nous aurons

M= fﬁos¢(,,s =N,

rZ

28¢g

qui se

et par conséquent, comme nous le savions déja,

d*Vv @V &V _
dr g T g =o.

XI.

Quoique nous ayons supposé que la densité varie e
d’une maniére continue, cette conditi

Pexactitude du résultat (ue nous avo

n fout l’espace i
on n’est pas indispensable pour

ns obtenu. 11 suffit que la densité
varie d’'une maniére continue tout autour du point O, ou que ce point
soit situé dans U'intérienr. d’une masse aussi
on puisse regarder la densité comme contin
tentiel de cette derniére masse — v/,
égal 4 V7, le potentiel entier sera V

Particle précédent,

petite que Pon voudra dont
ue. Car sinous posonsle po-
et le potentiel des autres masses
=V 4+ V", et comme, d’aprés

2 4 2 ’ 4
o+ T = lik,,
dzvl/ d’v” d,V//
G Ty T =
il en résulte
2 2 2
%g +%,¥ +%:—47z/{0,

Mais si cette condition n’était

Pas non plus satisfaite, et que le
peint O fit situé sur 1

a surface de séparation de deux espaces dans

densité varie d’une maniére continue, maijs en

quand on passe d’un espace & lautre; dans
d*V 4V gy

"dzr ' dpi? gp @uraient chacun deux valeurs différentes, et

il faudrait répéter pour leur somme ¢
§ VIII.

ce cas

€ que nous avons dit 4 la fin du

Tome VII. — Jupper 1842.

37
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XIL.

Nous allons maintenant, comme nous I’avons promis, examiner le
cas idéal ou des forces attractives ou répulsives émanent de tous les
points d’une surface et ou Pou suppose qu’une masse agissante est dis-
tribuée sur cette surface. Dans ce cas, nous appellerons densité en
un point quelconque de la surface, le quotient de la masse contenue
dans I’élément de surface auquel appartient le point, divisée par aire
de cet élément. Cette densité peut étre la méme en tous les points, ou
différente d’un point & un autre. Dans le dernier cas, elle pent varier
sur toute la surface d’une maniére continue (en sorte que les densités
de deux points infiniment voisins different infiniment peu ), ou bien la
surface peut étre partagée en plusieurs parties dans chacune des-
quelles la densité varie d’'une maniére continue, quoiqu’en passant
de 'une i 'autre la densité varie brusquement. Du reste, la masse peut
étre tellement distribuée que, sans cesser d’étre finie, elle soit infini-
ment dense en qnelques points ou lignes.

Nous supposons que la surface, si elle n’est pas un plan, a en
général une courbure continue, sans que cela exclue Pinterruption
qui pourrait avoir lieu dans quelques points ou lignes {quand la sur-
face présente des coins ou des arétes ).

Ces hypotheéses admises, le potentiel aura en chaque point, dont la
densité n’est pas infinie, une valeur finie et déterminée, infinhiuent peu
différente de la valeur du potentiel en un point infiniment rapproché
du premier, soit sur la surface, soit en dehors [*]. En sorte que le po-
ientiel varie d’une maniére continue dans toute ligne située sur la sur-
face ou qui la traverse.

[*] On se convaincra sans peine de fa valeur finie de 'intégrale qui exprime le po-
tentiel, en décomposant la surface en éléments, par la méthode que nous exposerons
au § XV. On verra ainsi que les parties de la surface qui sont & une distance infiniment
petite n’ont qu’une influence également infiniment petite sur la valeur de I'intégrale,
ce qui démontre la propricté énoncée.
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XII1.

Soient k& la densité de ’élément de surface dsy a, b, ¢ les coordon-
nées d’'un point de cet élément; 7 la distance de ce point au point O
dont les coordonnées sont &, ¥, z; et V la valeur au point O du po-
tentiel des masses répandues sur la surface. V sera égal a l'intégrale

kds , . O . . N .
— étendue a la surface entiére. Ensuite, si nous désignons respec-

tivement par X, Y, Z les intégrales déja considérées

f Hazmd, f dlm2Lo3 f He—z)ds

d"_V dy dv
& & &
tant que O est en dehors de la surface, mais qu’il n’en est plus de
méme quand le point O est sur la surface. Ces expressions se compor-
tent alors d’une maniére différente, qui dépend de 'angle formé par la
normale et ’axe que I’on considére. 1l nous suffira évidemment d’exa-
miner ce qui a lieu pour le premier axe.

:°. Si V'angle de la normale et de 'axe des x est égal 4 o, I'in-

nous voyons qu’ha la vérité X, Y, Z sont identiques a

, . , ., dV .
tégrale X a, au point O, une valeur déterminée; —. ¥ a, au contraire,
S

deux valeurs différentes, suivant que I'on considere dx comme positive
ou comme négative;
1 . . 3 : [ .
2°. Silangleest droit, I'expression désignée par X n’est pas suscep-
. 14 - by 4 - .
tible d'une véritable intégration ( par une raison analogue 4 celle que

, , . . d
nous avons développée dans le § VII), tandis que _l_V aura une valenr
axr

unique et déterminée;
3. Silangle est aigu, on doit dire de X ce que nous en avons dit

A .
dans le second cas, et de - €€ que nous en avons dit dans le premier.

Il y aura des modifications & apporter & ce qui précede dans le cas
ou il existe en O une solution de continuité par rapport & la densité
ou i la courbure. Cependant il n’est pas nécessaire, pour le but que
nous nous proposons , de nous arréter A ces exceptions qui, du reste,

37..
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ne peuvent avoir lien que dans quelques points ou lignes, et par la
suite nous supposerons tonjours qu’au point considéré il existe une
densité finie et déterminée et un plan tangent déterminé.

XIV.

Avant d’aborder la question générale, il nous parait utile de consi-
dérer un cas particulier. Supposons que la surface donnée soit une
portion A de surface sphérique dont la densité £ soit constante, V et X
désigneront alors les intégrales

kels k(a — x)ds
_—7_7 #7

étendues 4 'aire A. Si nous désignons les mémes mntégrales par V,, X,
lorsqu’on les prend pour le reste B de la surface sphérique, et par
o+ Xo lorsqu’on les étend 4 1a surface entiére, nous aurons

V:VO—V‘, X.:X()“X,.

Soit R le rayon de cette spheére; supposons que le centre soit pris pour
origine des coordonnées, et posons

Vx2+72+z2”:ﬁ,

en sorte que p désigne la distance du point O & Porigine.
Maintenant nous savons que V, = 4mkR , lorsque le point O est dans

. ;s . FR?
Pintérieur de la sphere, et que v, — 4™R

, lorsque O est a Pextérieur;

a la surface, ces deux valeurs sont égales. 11 suit de la que la dérivée
. ClV . 3\ 3- r . » \ 1 1
partielle — est égale & o dans Pintérienr dela sphérve, 4 — drikrz
dx

1
dehors; 4 la surtace, on devra prendre une ou Pautre de ces valeurs

suivant le signe de da ; mais ces deux valeurs ne seront égales que pour

X = 0, ce qui correspond au deuxiéme cas du paragraphe précédent,
L’expression désignée par X,,, qui, au dedans et au dehors de la

vV,

. . N d > \ ; . g .
sphere, est identique a 7 M a plus & la surface aucune signification.

En effet, il ne peut v avoir de véritable intégration qu’autant qu’infi-
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niment prés du point O, @ — x est un infiniment petit d’un ordre su-
périeur a r, ce qui aura lieu pour

y=0, z2=0, x==*R;
mais, dans ce cas, Pintégrale
X, = £ armk

L dv, . .
ne correspond a aucune des valeurs de ¢ mais seulement & leur

moyenne arithmétique. Ce cas rentre évidemment dans le premier du
paragraphe précédent.
Maintenant, quand le point O est situé sur la portion de surface

L. : av, . . , .
sphérique A, X, et ~- sont identiques et ont des valeurs déterminées

. 3 v . . . dv LV,
et continues. D’ou il suitque la relation entre X, — X, et—== _ “Y¥q,
dx dx

, . . 'A% . . :
C’est-a-dire entre X et 77 ost la méme que celle qui existe entre X, et
dav, . . P  y
—=. De la on conclurait les théorémes du paragraphe précédent.
dx

XV.

I importe, pour I’examen géneral auquel nous allons nous livrer,
de prendre pour origine un point P de la surface, et pour axe des x
la normale 4 la surface élevée par le point P. Si y est Pangle compris
entre la normale 4 I’élément indéterminé ds et I'axe des x, ds cos b
sera la projection de 1'élément ds, sur le plan des yz. Si ensuite on
pose

VO + =14, b= peosy, c¢= psing,

pdpdb sera aussi laire de cette projecticnn élémentaire, en sorte que

’ 4 M r A d de *rr ’ .
’élément de surface ds sera égal & £ 1, élément de masse quiy est
cos Y
contenu sera désigné par hpdpd§, en posant pour abréger
.
cos ¥’

k=
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Examinons maintenant comment la valeur de X varie brusquement
quand le point O, se mouvant sur 'axe des x, passe d’un cOté de la
surface i 'autre, c’est-a-dire quand x passe du négatif au positif ou
vice versa. Observons d’abord qu’il est indifférent de considérer la
surface entiére ou bien seulement une portion de cette surface qui ren-
ferme le point P, puisque 'influence du reste de la surface sur la valeur
de X varie d’'une manié¢re continue. Il est donc permis de ne faire varier
p que depuis o jusqu’a sa valeur limite ¢’ fixée arbitrairement, et de

. < y- <oz a .
supposer que, dans la surface ainsi limitée, /2 et - varient d’une ma-

niére continue. Si pour chaque valeur déterminée de 6, nous posons

Q= fop’ h (ars'_" x) ods,

X = fow Q9.

Il ’agit maintenant de comparer les valeurs de X lorsqu’on sup-
pose successivement & = o, « infiniment petit et positif, x infiniment
petit et négatif. Désignons ces trois valeurs de X par X, X, X,, et
les valeurs correspondantes de Q par Qg, Qy;, Q-.

1notis aurons

Comme r= y(a— x)® -+ p*, on obtient, § étant constant,

hia —x) _ h{a— zjpdp dh a—=x da hp?
d. T T T T s -+ do " r dp + dp 73—{{‘0’

et par conséquent

Pdha —x ¢’ da bp’d Hia—z')
— s — — — ' —— ~+-const.
Q " ° dP r dp -+ fo dp r3 P r

Dans cette formule, les valeurs de 2, a, r pour p == ¢’ sont désignees

)

. . hia — x
par %, &, r’. La constante doit avoir la valeur de —— pour p = o,
et par conséquent, en désignant par k, la densité du point P, cette
constante sera égale a — &, pour une valeur positive de &', eta + &,
pour une valenr négative de a, puisque pour p = 0 on a

a = 0, "P:O’ hv:/fo, ;’E"‘—-’—‘i r.
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Au contraire, dang le cas o0t & = o, on doit attribuer 4 la constante
la valeur limite de hTE, quand p décroit indéfiniment. La constante sera

donc nulle dans ce cas, puisque a est une quantité infiniment petite
d’un ordre supérieur a r.

.y dh — A . . .
La valeur de P'intégrale f i 2 . xa’p reste la méme, 4 un infini-

ment pelit pres, quand on fait & = o0, ou x égal & une quantité infi-
niment petite = ¢,

Car si 'on décompose 'intégrale en
p

ddh a—ux ¢ dh a —x
fo Zl;‘. - dp+ fo“ @u—'—;—dp,

il est évident que cela a lieu pour la premiére partie, lorsque ¢ est

cp . J . .
infiniment petit; pour la seconde quand; est infiniment grand; pour

toute Pexpression, quand ¢ est un infiniment petit d’un ordre supé-
rieur a e.

. . da hp? .
Une conclusion analogue aura lien pour f d_: —r%-dp quand les points

de la surface qui correspondent & une valeur déterminée de 6 forment
wne courbe ayant un rayon de courbure finien P, en sorte que dans

. a o - .
'espace en question, p acquiere une valeur finie continue, C’est ce

dont on s’assure en désignant cette valeur par A, car alors

da dA
ﬁ_zAp—i—dfpp,

et I'intégrale dont il s’agit se décompose dans les deux suivantes

ZPSA/m'p dA pt

ou la justesse de notre conclusion devient évidente.

. , . (@ — 4
Enfin il est évident que les valenrs de #la — x) correspondantes aux
r

trois valeurs attribuées 4 x sont égales, en négligeant des infiniment
petits du premier ordre.
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[l en résulte que Q, + 4,y Q,, Q, — 4, sont égaux a une différence
infiniment petite pres, et 'on peut en dire autant de

JUQorm, [To,am, [Tk,

ou des quantités
X, + omk,, X,, X, — ank,.

Cet important théoréme peut s’énoncer aussi de la maniére suivante :
Ta limite de X, quand x d’abord positif décroit indéfiniment , est
égale 4 X, —ark,; la limite de laméme quantité est X, -+ ank,, quand x
d’abord négatif décroit indéfiniment en valeur absolue; c’est-a-dire
que X varie deux fois brusquement de la quantité — »74,, quand x
passe du négatif au positif, la premiére fois en atteignant la valeur o,
la seconde fois en la dépassant.

XVI.

Dans la démonstration du paragraphe précédent, nous avons supposé
que les courbes d’intersection de la surface et des plans menés par
'axe des x, ont en P une courbure finie; mais le résultat auquel
nous sommes parvenus n’en subsiste pas moins lorsque Ia courbure
en P est infiniment grande, un seul cas excepté. La supposition que

? devient infiniment petit en méme temps que p entraine P'existence
P

d’un plan tangent déterminé au point P; mais ces deux quantités ne
sont du méme ordre que lorsqu’il y a un rayon de courbure fini, tan-

- - . @
dis que pour un rayon de courbure infiniment petit, ; est d’'un ordre

inférieur a p. Nous allons néanmoins prouver que notre résultat sub-
siste dans ce dernier cas, sous la condition que les ordres des deux
quantités soient comparables.

. a . N ..
A cet effet supposons que - et ¢+ soient du méme ordre, u. désignant
1]

i

o . r 14 .
un exposant posmf fini, et que, par conséquent, — 501t une quan-

tité finie et qui varie d’une maniére continue dans Pespace en question.
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a
p I+

En désignant par B, U'intégrale

da hp’
[ s

se décomposera dans les deux suivantes
(1 p)p> kB P>+ dB
f—-——,s—‘—'dp -+ 3 -g;hdf"

Le théoréme du paragraphe précédenta lieu immédiatement pour la
denxiéme intégrale, et avec quelque modification pour la premiere.
Car s11’on pose

1
f;:mr, pt =g, ou g =a"

la premiere intégrale devient

Bhadnda .
— (m —+ I) f["a_—_”"—}—(a. ——.z')‘]%7

elle n’a une valeur infiniment petite que lorsque les limites de I'inté -
gration sont o et une valeur infiniment petite de o; mais pour chaque
valeur finie de ¢, le coefficient de do conserve la méme valeur, 4 un
infiniment petit prés, soit qu’on fasse x = o, soit qu'on donne a x
une valeur infiniment petite. Cette propriété appartient donc a Pinté-

grale entiére, lorsqu’elle est étendue depuis ¢ = 0 jusqu'ac =vp.
Tl y a cependant un cas auquel nos conclusions ne s'appliquent pas,

. . a .
Jestceluion & nest du méme ordre avec aucune puissance de p,
P

1

comme si, par exemple, ¢ était du méme ordre que - Dans ce cas,
P log—
P
pour toute position du point O infiniment rapprochée de la surface,
Q croitrait au dela de toute limite, et il en serait de méme de X, si cette
circonstance ne se présentait pas seulement pour quelques valeurs de 6,
mais pour toutes les valeurs de 6. 11 est toutefois inutile de s’arréter a
ce cas exceptionnel , dont le développement ne serait d’aucune utilité
pour nos recherches.

38

Tome VIL. .- Aour 1842,
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XVIT.

. Y . Febdbed
Nous allons maintenant considérer la quantité Y, dont - i;w est un

élément indéterminé, et dans cette analyse nous conserverons les
meémes hypothéses et les mémes notations que dans le § XV.
Comme

r=yb+c* 4+ a — xp,
et que

dh hla — x) da

1
db = ri 7 db P db’

puisque ¢ est considérée comme constante, la premiére intégration
donnera

[ LY Ay SR P

r3 T r(2 r db

Dans cette formule les intégrales doivent s’étendre depuis la plus
petite jusqu’a la plus grande valear de b pour chaque valeur déter-
minée de c; les valeurs de /% et r relatives aux limites, sont désignées
par A, r A3 p®)Si, pour abréger, on pose

A /L(’J_ o dh hia — z) da
o T rm T g s P

on aura plus simplement

Y :dec—i—ffgdbdc,

formule ou l'intégration relative a ¢ doit s’étendre depuis la plus pe-
tite jusqu’a la plus grande valeur que cette coordonnée acquiert sur
la surface. Dans l'intégrale double, dbdc est la projection d’un élé-
ment indéterminé de la surface sur le plan des yz; or cette projection
etant aussi exprimée par pdpdd , on pourra écrire

Y = dec +fodpd6,
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formule ou, dans l'intégrale double, I'intégration relative & p a pour
limites o et ¢’ ; celle relative 4 ¢ a pour limites o et ar. Or, en rai-
sonnant comme dans le § XV, on voit que cette expression conserve,
a un infiniment petif prés, la méme valeur, soit quion.pose x = o,
soit qu'on fasse x infiniment petit. En d’autres termes, la limite de Y
pour des valeurs positives ou négatives de & indéfiniment décroissantes,
reste la méme, et sa valeur n’est autre que celle que prend Y pour
x = o. Par analogie, nous désignerons cette valeur par Y,, en re-
marquant toutefois qu’elle ne représente pas exclusivement la valeur

de Pintégrale f H’f o pour x = o (parce que cette expression n’admet
r

pas pour x = o une véritable intégration); elle n’est qu'une des va-

leurs de l'intégrale, celle que I'on obtient en intégrant dans I'ordre
indiqué plus haut.

Mais ce résultat est sujet a quelques restrictions (voir le § XVI)

dans le cas particulier ou1 le rayon de courbure de la surface en P est

dh . . e
' 25 devient infi-

niment grand ; mais il est inutile, pour le but que nous nous propo-
sons, d’examiner ces cas exceptionnels, qui d’ailleurs ne peuvent se
présenter que dans quelques points ou lignes, non pas dans les parties
mémes de la surface, mais a leurs limites.

Enfin ce que nous avons dit de Y s’appliquera évidemment i I'in-

infiniment petit, et aussi quand, dans ce méme point

, ke d L . A
tégrale Z = f iSS. Cette intégrale aura aussi la méme valeur Z,,

quand le point O, situé sur 'axe des x, sera infininzent prés du point
P, soit du c6té des x positives, soit du coté des a négatives, et cette

valeur limite Z, est celle de I'intégrale f f hed

edb
—— pour x = 0, en sup-
posant i]u’on ait commencé a intégrer relativement a c.

XVIII.

Si Pon considere que dans tous les points de I'espace qui ne sont
dv 4V dv
de’ dy’ dz
Z, et que V varie partout d’'une maniére continue, on en conclura,

38.

pas sur la surface, les quantités sont identiques avec X, Y,
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en s’appuyant sur les résultats du paragraphe précédent, qu’a une dis-
tance infiniment petite de P, ou pour des valeurs infiniment petites de
x, ¥, Z, lavaleur de V, en négligeant des quantités infiniment petites
d’ordre supérieur, est toujours exprimée par

Vo + x(X, — anky) + yY, + zZ,
quand x est positif, et par

Vo + xiX, + 2rk,) + ¥Y, + zZ,,

quand x est négatif. Dans cette formule, V, désigne la valeur de V au
point P, c’est-a-dire pour x = 0, y = o0, z = o. Nous allons main-
tenant considérer les valeurs de V dans une ligne droite qui traverse P,
et qui fait avec les axes les angles A, B, C. Si nous désignons par ¢
une partie indéterminée de cette ligne, et par ¢, la valeur de 7 en P,
nous aurons, en supposant £ — ¢, infiniment petit et en négligeant un
infiniment petit d’ordre supérieur,

V=V,+ (t—1¢,) (X,cos A + Y, cos B4 Z,cosC =z ank, cos\ .

On devra prendre le signe supérieur pour des valeurs positives, et
Iintérieur pour des valeurs négatives de (¢ — ¢_) cos A, Cest-a-dire

s . dV 5 . .
qu’au point P, = deux valeurs pour un angle A aigu, savoir,

X,co8 A + Y cosB + Z,cos C — 2rk,cos A,
Xocos A + Y,cosB + Z,cos C + amk, cos A,

suivant que dt est positif ou négatif. Quand I'angle A est droit, ¢’est-ir-
dire quand la ligne droite est tangente i la surface, ces deux valeurs
se réduisent 2 une seule qui est

({% = Y,cosB + Z, cos (.

Les théoremes que nous avons développés jusqu’ici ne sont jas essen-
tiellerent nouveaux, mais nous avons cru devoir nous y arréter parce
qu'ils servent d’introduction 2 la série de théorémes nouveaux que nous
allons démontrer dans les paragraphes suivants.
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XIX.

Soient V le potentiel d’un systeme de masses M, , M, M,,... con-
centrées dans les points P, , Py, Py,
¢ le potentiel d’un systéme de masses m,, 11, , My ;... cONCEN-
trées dans les points p,, pay Psy---3
V,, Vi, V,,... les valeurs de V en ces derniers points;
9.y Vs, ¥5,... les valeurs de v dans les points P, , P, Py,...;

on aura l’équation
M,¢, + M,v, + etc. = m,V, + m,V, + etc,,

ou bien

ZMO = ZmV,

en représentant par M une masse quelconque du premer systeme et

par /m une masse quelconque du second. Les notations EMv et 2 mV

e e Tepo s /. oy M
ainsi définies, désignent la somme de toutes les quantités telles que -
p

en appelant ¢ la distance des points ousont placées les masses M et .

Quand les masses de 'un des systémes ou de tous les deux, au lieu
d’occuper des points isolés, sont distribuées sans intervalles sur des li-
gnes, sur des surfaces, ou dans des espaces matériels, I’équation précé-
dente subsiste, en substituant & chaque somme 'intégrale qui en est

la limite.
Donc si, par exemple, les masses du second systéme sout distribuées
sur une surface de telle sorte que la masse kds occupe I'élément de

surface ds, on aura ZM = fkVds, etsil'on fait une hypothese analo-

gue sur le premier systeme, en supposant que KdS est la masse contenue
dans I’élément dS, on aura /' KvdS = fkVds. 1l importe, dans ce der-
nier cas, de remarquer que Péquation subsisterait quand meme les
deux surfaces coincideraient. Mais, afin de ne pas dépasser les bornes
que nous nous sommes imposées, nous nous bornerons a donner une
idée de la maniére dont on démontre rigoureusement 'extension du
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théoreme & ce cas particulier. Il est évident que les deux intégrales,
considérées comme s’appliquant a une seule et méme surface, sont les
limites de deux intégrales relatives & des surfaces distinctes qui se rap-
procheraient indéfiniment , surfaces que, pour plus de simplicité, on
prendra égales et paralléles. A la vérité cette marche ne parait appli-
cable qu'au cas ou toutes les normales a la surface font des angles ai-
gus avec une méme ligne droite. Mais une surface dans laquelle cette
condition ne serait pas remplie (ce qui arriverait pour une surface
fermée ) pouvant toujours étre décomposée en parties qui satisfont
a cette condition, on voit immédiatement que ce cas se ramene au pre-

mier.

XX.

Sinous appliquons le théoreme du paragrapheprécédent au cas ou le
second systeme des masses est répandu d’une maniere uniforme sur la
surface d’une sphére de rayon R, ou sa densité constante 4 est prise
égale a 1, nous voyons que le potentiel v qui en résulte est dans I'inté-

rieur de la sphére constant et égal a 47R; dans tout point situé hors de
. \ . 4mR? g
la sphére, 4 une distance r du centre, on a v = —‘—r—, c’est-a-dire que

v est alors égal au potentiel d’'une masse 4rR*, réunie au centre de la
sphere. A la surface, les deux valeurs de v deviennent égales. Donc, si
le premier systeme des masses est tout entier dans I'intérieur de la

sphére,EMV sera égal au produit de 4nR par toute la masse de ce sys-

teme. Mais si ce systeme est tout entier en dehors de la sphére, ¥ My

sera égal au prodnit de 4=zR* par la valeur que le potentiel du systeme
posséde au centre de la sphere.
Enfin, si le premier systéme est distribué d’une maniére continue

sur la surface de la sphere, on trouve pour f f.ds deux expressions
équivalentes. De 14 résulte ce théoreme.

Théoréme. « Si V désigne le potentiel d’une masse (distribuse d’une
» mauniere quelconque) sur I’élément ds d’une surface sphérique de
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» rayon R et qu’on intégre Vds pour toute la surface, on aura

f Vels=fm (RM, + R* V),

» désignant par M, toute la masse située dans lintérienr de la
» sphére, par V, le potentiel de la masse extérieure pour le centre de
» la spheére, et en regardant 4 volonté comme masse intérieure ou
» masse extérieure la masse distribuée sur la surface méme de Ia
» sphére. »

XXI.

Théoréme. « Le potentiel V de masses situées en dehors d’un espace
» limité, ne peut avoir une valeur constante dans une partie de cet
» espace et une valeur différente dans une autre partie. »

Démonstration. Supposons que dans chaque point de I'espace A, le
potentiel ait une valeur constante a, et que, dans un espace B contigu
4 A, il puisse avoir une valeur plus grande que a (dans le sens algé-
brique). Construisons une sphére dont une partie soit en B, et ’autre
partie avec le centre soit en A, ce qui est toujours possible. Si R dé-
signe le rayon de cette sphére et ds un élément quelconque de sa sur-
{ace, on aura, d’apres le théoréme précédent,

f Vds = 4nRa,
et par conséquent

f(V— a)ds = o.

Or cela est impossible, puisque, pour la partie de la surface située
en A, V—a = o, tandis que pour I'autre partie V — a n’est pas nul,
mais a une valeur positive, d’aprés ce que uous avons supposé plus
haut.

On verrait, d’une maniere analogue, qu’il est impossible que V soit
plus petit que @, dans un espace contigu a A.

Cependant I'un ou 'autre de ces cas devrait arriver, si notre théo-
reme était faux.
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De ce théoréme on déduit les corollaires suivants :

1°. Si espace qui contient les masses renferme un espace vide, et
que le potentiel, dans une partie de cet espace, ait une valeur cons-
tante, cette valeur conviendra a tout P'espace vide;

2°. Si le potentiel de masses contenues dans un espace fini a une
valeur constante dans une partie quelconque de Vespace extérieur,
cette valeur conviendra A tout ’espace extérieur.

On voit en méme temps que, dans le second cas, la valeur cons-
tante du potentiel ne peut étre que oj; car si m désigne la somme des
masses dans le cas ot elles ont toutes le méme signe, et dans tout
autre cas si m désigne la somme des masses positives on des masses
négatives, suivant que P'action des unes I'emporte sur Paction des
autres le potentiel, en un point dont la plus courte distance au sys-

. . . mn
téme est r, sera toujours en valeur absolue moindre que —. Or cette

2
-
fraction peut devenir dans ’espace extérieur moindre que toute quan-
tité donnée.

XXII.

Théoréme. « Soient ds I'élément d’une surface enveloppant un es-
» pace fini, et P Paction exercée dans une direction normale a ds par
» des masses distribuées d’une maniére quelconque. Regardons' comme
» positive toute force dirigée suivant cette normale en dehors ou en de-
» dans, saivant que’on donne le signe + aux masses attractives ou aux

» masses répulsives. Cela posé, I'intégrale f Pds, étendue a la surface

» entiére, sera égale a 4nM + 2nM,, M désignant la somme des masses
» placées dans I'intérieur de P'espace et M, la somme de celles qui sont
» distribuées sur la surface méme. »

Démonstration. Si 'on désigne par Udp. la partie de P (ui provient
de 'élément de masse dp; par rla distance qui sépare les éléments dp.,
ds; par u I'angle qu’une normale intérieure, menée en ds, faitavec r,
on aura

cos u

U =

rl
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Mais, d’aprés un théoréme démontré au § VI de Youvrage intitulé
Theoria attractionis corporum spheroidicorum ellipticorum , on doit
avoir, pour chaq:ie valeur déterminée de dp.,

coS &
[r’ ds = o, am, ou 4m,

suivant que du. est placé en dehors de I'espace enveloppé par la surface,

sur la surface méme, ou au dedans de I'espace. Or, comme f Pds est

égal 4 la somme de toutes les valeurs de dp. f Uds , notre théoreme se

trouve ainsi démontré.

Le théoréme auxiliaire que nous venons d’employer doit étre mo-
difié¢ dans un cas particulier. Nous savons que r désignait la distance
d’un point donné 4 V'élément ds. Or, quand ce point est donné sur la

surface, la formule
cos u
f ds = an
rZ

n’est rigoureuse qu’autant que la continuité dela courbure de la surface
w'est pas interrompue en ce point. Cette interruption a lieu lorsque le
point est situé sur une aréte ou dans un coin. 1l faut alors remplacer
ar par Paire d’une portion de surface sphérique, ayant pour rayon
P’unité, pour centre le point en question , portion découpée par le cone
tormé de toutes les tangentes & la surface en ce point. Mais, ces excep-
tions n’ayant lien que dans des lignes ou des points, jamais dans une

portion finie de surface, on voit qu'elles restent sans influence sur
I'usage que nous avons fait du théoréme auxiliaire.

XXTIL.

Elevons une normale par un point quelconque de la surface, et dé-
signons par p la distance de ce point 4 un point quelconque de la
normale, en considérant cette distance comme positive quand le
point est du cOté interne de la surface. On peut considérer le potentiel
des masses comme une fonction de p et de deux autres variables ser-
vant & déterminer la position du second point considéré. On peut en

Tome VII. — Aovr 1842. 59
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7A%

d_p H
pour un point situé sur la surface, ¢’est-i-dire pour p = o. Cette va-
leur est identique avec P quand les masses se trouvent toutes i 1’exté-
rieur ou toutes & intérieur, ou bien les unes 4 Pintérieur et les autres
a l'extérieur, ou encore dans I'an et Iautre espace, pourvu qu’il n'y
ait aucune masse 4 la surface méme. On aura dong, dans cette hypo-

dire autant de dont, au reste, nous ne considérerons la valeny que

these,
dv ;
fﬂjj; ds — 4/.1\[.

Au contraire, dans le cas o1 la masse est exclusivement distribuée 2
la surface, et de telle maniére que I’élément ds contienne la masse kls,

dVv ) . .. .
les valeurs de o ot de P ne sont plus identiques. La derniere de ces
'

quantités est, par rapport 4 p, ce que X,, dans le§ XV, était par rap-

sort & a; mais adcux valeurs différentes, P — orhk, et D v oarxf
I ; ;

dp
suivant que dp est positit ou négatif. Or, comme il est évident que I'in-
tégrale f/’(.f/.‘i‘, étendue a la surface entiére, a pour valeur toute la
masse M, distribuée sur cette surface, et que, d’apres le théoreme du

paragraphe précédent, f Pds = 2zM,, on aura

A% dVv
TPdS = 0, ou f{-{;ds = 4nM,,

. s dVv . . .
suivant que I'on prend partout pour i la valenr relative 4 la face
intérieure, ou la valeur velative a la face extérieure; Dintégrale

dv s , R Y
f{? ds doit étre calculée, dans le premier cas, en considérant la

masse M, comme appartenant 4 Pespace extérieur, et dans le second i
Pespace intérieur.

. s y . dv . .
Il résulte de l1a que | ¢quation fd— ds = 4=M convient i des masses
P

distribuées d’'une manicre quelconque, pourvu que M désigne Pen-
semble des masses de Vintérieur. Cependant il faut bien se rappeler

| O e
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que, s'il y a des masses distribuées d’'une maniére continue a la surface,
il faudra les considérer comme intérieures ou en faire abstraction, sui-
vant qu’on aura pris pour g; sa valeur A la surface externe, ou sa va-
leur & la surface interne.

7. s | . ;.
§’il n’y a pas de masses dans I'intérieur de I'espace, on aura

av
d—P‘dS == 0,
(A .
pourvu que I'on prenne les valeurs de g relatives &4 la surface in-

terne.
XXIV.

Théoréme. « En admettant I’existence des conditions exigées a la fin
» du dernier paragraphe, en désignant par T I'espace considéré, par
» ¢ la force totale avec laquelle agissent sur I’élément d'T les masses
»_situées en dehors de 'espace ou distribuées d’une maniére continue a
» la surface, on a I’équation importante

dv ,
fV@ds:—fda,

» la premiere intégrale s’étendant a toute la surface, etla seconde a

=

» tout 'espace T. »
Démonstration. Prenons des coordonnées rectangulaires, et consi-
dérons dans I'espace T une droite parallele 4 Paxe des x, et pour la-

I3

quelle, par conséquent, ¥ etz sont constants; il résulte de I'équation

identique
dVv
d("?ﬁ) _ (VN y Y
dz — \d=x dz*

que lintégrale

FTEY v i,

étendue i la partie de la ligne comprise dans l'intérieur de I'espace T,
. . oy dav , ey .
est égale a la différence des valeurs de V 75 ux extrémités de la ligne,

39..
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quand la ligne coupe la surface en deux points senlement, et que dans
tout autre cas, cette intégrale est égale &

3 v,

A . ,.
en prenant dans cette somme les valeurs de V 7 Aux points inter-

section de la droite et dela surface, et en donnant a ¢ la valeur — 1
pour les intersections d’ordre impair (la premiere, la troisieme, etc.,
la valeur + 1 pour les intersections d’ordre pair. Si maintenant on
considére cette ligne droite comme Varéte d’un prisme infiniment pe-
tit ayant pour section norm;}le dydz, et par conséquent pour élé-
ment de volume dxdydz, l'intégrale

dV\? d?v .

JUGE) +v )
étendue a toutes les parties de T qui font partie de cet espace prisma-
tique, sera égale a 2 eV - dydz. Ce prisme coupe la surface en deunx
ou plus généralement en un nombre pair de parties. L'une de ces sec-
tions étant désignée par ds, et p étant Pangle que fait avec axe des

a une normale intérieure élevée en ds, on aura

dydz = * cospds,

le signe supérieur étant pour les intersections d’ordre impair, et le
signe inférieur pour les autres. 1l suit de la que l'intégrale précédente
est égale a

— 2 v jf,—; cos pdls,

expression dans laquelle le signe sommatoire se rapporte aux éléments
de surfaces que nous avons considérés. Tl est visible qu’en décompo-
sant tout ’espace en de semblables éléments prismatiques, on ne lais-
sera échapper aucun point de la surface, et que ’'on aura

d' 2 2
f[(%) +ViTY>](lT: —fvgcospds,
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la premiere intégration devant s’étendre A tout 'espace T, la deuxieme
. . . L. dz
A toute la surface s. Maintenant il est évident que cosp = (—lg, en con-
servant a p la signification qu’il a dans le § XXIII et en considérant x
comme fonction de p et des deux autres variables qui servent a distin-
guer les points de la surface les uns des autres. Donc

JIGE) v ]ar== Vg g

Bien entendu que, dans le cas ot la surface méme contient des masses,

. , dVv <o . .
et ol par conséquent——a deux valeurs différentes, il s’agit de la va-

leur relative a I’espace intérieur.
On arrivera , par des considérations analogues, aux équations

dV dV d
el V-m lar=— ([v& %y
\dy dy dP
dVv d“V dV dz
f[(%) ]({'1 - [.V dz rlp
en ajoutant ces trois ¢quations membre & membre, et en observant

que dans Pespace T on a

d*V d*V + dV
e + dy* dz?

dV\2 [dV\?  [dV\%z
(d;;) *"(@) +<E) =1

dV dz avdy dVds _ dV
de dp ' dy dp ' dzdp  dp

fqsz: — fVZ—}ds.

ce qu’il fallait démontrer.
Ce théoréme, en ayant égard au dernier corollaire du paragraphe pré-
cédent, peut ¢tre exprimé d’une maniere plus générale par I'équation

fq%iT :f(A — V) Tds,

A étant une constante arbitraire.

:0,

et qu’a la surface

2 -

on aura



310 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

XXV,

Théoréme. « Les mémes choses étant admises que dans le para-
» graphe précédent, si le potentiel V a une valeur constante en tout
» point de la surface qui limite 'espace T, cette valeur convient 4 tous
» les points de 'espace lui-méme; d’ott résulte une destruction totale
» des forces dans tout I'espace. »

Démonstration. Si dans I'équation la plus générale du paragraphe
précédent, on met pour A la valeur constante que le potentiel possede

ala surface, on a
fg%lT = o;

d’oti résulte ¢ = o pour tous les points de I'espace T'; ensuite

avo_ AV v
Az % =% 5 =0,

d’oir Pon conclut que V est constant dans tout l’espace T.
XXVI.

Théoréme. « Lorsque des masses sont situées dans intérieur d’un
» espace limité T, ou répandues d’une maniére continue sur quelques
» parties ou sur la totalité de la surface s de T, si le potentiel a, en
» chaque point de cette surface, une valeur constante A, le potentiel
» aura, en tout point O de 'espace infini extérieur T”,

-

» 1°. Une valeur nulle,si A = o:
H H

» 2°. Une valeur plus petite que A et de méme signe, quand A est
» différent de o. »

~

Démonstration. 1°. Il faut d’abord prouver que le potentiel ne peut
pas avoir en O une valeur qui soit hors des limites o et A. En effet
supposons que le potentiel puisse avoir en O une telle valeur B, et
désignons par C une quantité arbitraire comprise 4 la fois entre B et o,
et entre B et A. Menons par le point O des lignes droites dans toutes
les directions; il y aura sur chacune de ces droites un point O’ pour
lequel la valeur du potentiel sera égale a C, et de plus toute la ligne
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00’ doit appartenir a I'espace T'. Cela résulte de la continuité des va-
leurs du potentiel qui doit, si la droite est suffisamment prolongée ,
varier de B 4 A ou devenir infiniment petit, suivant que la ligne droite
perce ou ne perce pas la surface s (voir les observations de la fin du
§ XXI). I’ensemble de tous les points O’ formera une surface ter-
minée de toutes parts , et comme le potentiel est constamment égai a C
sur cette surface, il faudrait, d’apres le théoreme du paragraphe pré-
cédent, qu’il eit, en tous les points de I'espace limité par la surface
dont il s’agit, la méme valeur C. Mais nous savons, aucontraire, que
nous avons au point O une valeur B différente de C. L’hypotheése que
neus avons admise sur le potentiel conduit donc 4 une contradiction.
Ceci prouve le théoréme énoncé dans le cas o A — o, et fait voir,
dans le cas ot A est différent de 0, que 14 valeur du potentiel en O
ne peut étre plus grande que A ni étre de signe contraire.
2°. Pour compléter la démonstration dans le second cas , décrivons
du point O comme centre, et avec un rayou R plus petit que la plus
courte distance entre O et s, une surface sphérique que nous décom-
poserons en ses éléments s. Soit V le potentiel en chaque élément s,
et désignons encore par B la valeur du potentiel au point O. D’apres ie

théoréme du § XX, Pintégrale f Vds, étendue i toute la surface sphe-

rique, est égale a 4=R*B, et par suite

f(v —B)ds = o.

Or cette équation ne peut subsister qu'autant que V a la méme
valeur B dans tous les points de la surface sphérique, ou bien a
en certains points une valeur plus grande que B, et en d’autres une
valeur plus petite. Dans la premiére supposilion on conclurait du
§ XXV que le potentiel est constant dans tout espace intérieur
de la sphere, et du § XXI qu’il aurait cette méme valeur (et par
suite une valeur nulle) dans tout I'espace infini extérieur 4 T. Mais
cela est en contradiction avec I'hypothese que le potentiel est diffé-
rent de o 4 la surface s, par Vimpossibilité ou est le potentiel de va-
rier brusquement. Quant a la seconde supposition, elle est en con-
tradiction manifeste avec ce qu'on a déja va (1°), lorsqu’on suppose
B=o0o0ou = A; B doit done étre compris entre o et A.
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XXVIL

Théoréme. « Dans le théoréme du paragraphe précédent, le premier
» cas, celui ou la valeur constante du potentiel est nulle, ne peut avoir
» lien que lorsque la somme algébrique des masses est nulle ; le second
» casne peut se présenter que lorsque cette somme est différente de o. »

Démonstration. Soit ds I'élément d’une surface sphérique, de rayon
R, et qui renferme 'espace T. Désignons par M la somme de toutes les
masses, et par V leur potentiel en ds. D’aprés le théoreme du § XX,

Vintégrale f Vds = 4mRM; d’apres le précédent théoreme, le poten-

tiel V est nul pour tout point de la surface sphérique quand A = o,

>
<

le premier cas, que 4=RM = o, d’oit M = o; dans le deuxiéme, que
4=RM, et par suite M est de méme signe que A. On en conclut aussi

plus petit que A et de méme signe quand A — o. 1l en résnlte, dans

que dans le second cas, 4nRM est plus petit que f Ads = 4mrRA, M

plus petit que RA, et A plus grand que %‘.

La seconde partie de ce théoréme, dans son rapport avec le théo-
reme du paragraphe précédent, peut étre énoncée de la maniere sui-
vante :

« Lorsque des masses dont la somme algébrique est nulle sont si-
» tuées dans I'intérieur d’un espace limité par une surface fermée, ou
» distribuées en partie d'une maniere continue sur la surface, et que le
» potentiel a une valeur constante en chaque point de cette surface,
» cette valeur ne peut étre différente de o, et s’étend & tout I'espace in-
» fini extérieur; d’ou suit que, dans tout I’espace extérieur, les ac-
» tions de ces masses se neutralisent complétement. »

XXVIII.

On se convaincra facilement que toutes les conclusions du paragra-
phe précédent subsistent quand s est une surface non fermée, et qu’il
n’existe des masses que sur cette surface. Dans ce cas il n’y a plus
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d’espace T, et tout point qui n’appartient pas 4 la surface appartient
a I'espace infini extérieur. Si le potentiel a en tout point de la surface
une valeur constante A différente de o, il aura en dehors une valeur
plus petite et de méme signe.

Ce qui se rapporte au cas de A =— o est encore vrai ici, mais sans
utilité. En effet, le potentiel aura dans ce cas une valeur nulle en tout
point de I'espace; donc, 7 étant la longueur d’une ligne droite, on

dVv L
aura partout% = 0. De la et du § XVIII on conclura que la densité

est nulle en tout point de la surface, ¢’est -a-dire que la surface ne peunt
contenir aucune masse.

Au reste, cette derniére observation convient aussi au cas de masses
exclusivement distribuées sur une surface fermée; car, d’apres le

§ XXV, on voit que la valeur du potentiel est o dans tout I'espace
intéreur.

XXIX.

Avant de passer 4 de nouvelles recherches concernant des masses
distribuées d’une maniére continue sur une surface, il importe de dis-
tinguer deux modes différents de distribution, correspondants au cas
ot nous considérons des masses toutes de méme signe (que nous re-
garderons comme positives) et au cas ou nous considérons des masses
de signes différents. Quand une masse M sera distribvée sur une sur-
face de maniére que I’élément ds en contienne une portion mds, nous
dirons que la distribution est fomogéne si m est partout positif, ou
du moins n’est jamais négatif. Si m désigne la densité, comme cela a

lieu ordinairement, I'intégrale fmds, étendue 2 la surface enticre,

donnera la masse M. Dans le cas contraire, ou m est positif en certains
points et négatif dans d’autres, nous dirons que Ja distribution est
hétérogéne, et M ne désignera plus alors la sommie des masses, mais
la valeur absolue de la différence entre la somme des masses positives
et la somme des masses négatives. Un cas remarquable de la distribu-
tion hétérogene est celui- ot M = o; il peut paraitre étrange que I'on
dise alors qu'une masse nulle est distribuée sur la surface.

Tome VII. — Aour 1842. 4o
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XXX.

1l est évident que, dans le cas de la distribution homogéne d’une
masse M sur une surface, la valeur positive du potentiel en chaque

. . M , .
point de la surface est plus grande que —, r étant la plus grande dis-
tance de deux points de la surface. Te potentiel ne pourrait avoir la

M, . . , .
valeur; qua une extrémité de la ligne r, et lorsqu’on supposerait

toute la masse M concentrée 4 'autre extrémité. Mais nous écarterons
ce cas particulier, et nous supposerons seulement que la masse totale
est distribuée d'une maniére continue, chaque élément /s en possé-

dant une quantité infiniment petite mds. 1.’intégrale f Vmnds , étendue

2

\ . M M
a toute la surface, sera donc plus grande que - mds ou que — , et
.

il est évident qu’il existera un certain mode de distribution pour le-
quel cette intégrale aura une valeur minimum. Nous allons démontrer
que, dans le mode de distribution correspondant & la valeur minimuin

de ferls, le potentiel V a une valeur constante en tout point de la

surface, qu'aucun élément de cette surface ne reste vide, enfin qu’il
n'y a qu'une seule distribution de ce genre. Dans ce but, nous com-
mencerons par traiter une question beauncoup plus générale.

XXXI.

Soit U une grandeur ayant en chaque point de la surface une valeur
déterminée, finie et continue.
L’intégrale

Q= f(v — 5U) mds,
étendue 4 la surface entiere , pourra avoir des valeurs tres-différentes,

suivant les différentes maniéres dont la masse sera distribuce sur la
surface; mais il est évident qu’il y a tel mode de distribution pour le-
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quel Pintégrale a la plus petite valear possible. Cela posé, on aura ce
théoreme.

TVeoréme. « Dansle cas ot le dernier mode de distribution est sup-
» posé avoir lieu, '

» 1°. La différence V. — U =— W a une valeur constante dans toutes
» les parties de la surface qui contiennent quelques portions de la
» masse M;

» 2°. Partout ou la surface ne posséde pas de parties de masses, W est
» plus grand, ou du moins n’est pas plus petit que la valeur constante
» en question. »

1. Nous allons d’abord démontrer que sia un mode de distribution
on en substitue un autre qui en différe infiniment peu, en changeant
m en m —+ p, la variation correspondante de Q. sera exprimée par

2f Wuds.

En effet, les variations de Q et de V étant désignées respectivement
par 0Q et dV, on aura

00 = [oVmds+ [ (v — 3U)pds.

Mais on a
[‘d‘desi pr.ds,

d’apres le § XIX, puisque d'V n’est autre chose que le potentiel des
masses dans le mode de distribution ou chaque élément de surface
contient la masse i, et qu’en conséquence V, m, JdV, usont les ana-
logues ‘des quantités désignées par les lettres V, K, ¢, &, tandis que
ds remplace a la fois S et ds. On aura donc

00 = f(:aV — aU) pds = 2[Wp.ds.

2. Il est évident que la variation de p doit étre assujettie 4 la condi-
tion f pds = o, et A cette autre que p. ne soit négatif en aucune par-

tie vide de la surface; autrement la distribution cesserait d’étre homo-
gene.

4o.,
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3. Supposons maintenant que, dans un mode déterminé de distri-
bution, la quantit¢ W ait des valears différentes en divers points de
la surface. Soit A une valeur moyenne entre la plus grande et la plus
petite valeur de W, soit P la partie de la surface o11 'ona W>A, et Qla
partie de la surface ot 'on a W < A ; soient p, ¢ deux portions égales
de la surface donnée, I'une prise en P, 'autre en Q. Supposons que,
dans toute étendue de p, la variation de m soit constante et ait la va-
leur négative . = — v, et que dans ¢, au contraire, elle ait la valeur
constante positive == ¢; partout ailieurs supposons cette variation
nulle. 1l est évident que la premiere condition de l'art. 2 est remplie;
quant 4 la seconde , qui exige qu’aucune partie de p ne soit vide de ma-
tiere , il sera toujours possible d’y satisfaire toutes les fois que P ne sera
pas entiérement vide.

1 suit de 1a que la variation dQ est négative, ce que Von voit faci-
lement en mettant cette variation sous la forme 2 | (W — A uds.

On voit aussi que, dans tout mode de distribution ot la quantité W
a des valeurs différentes dans les parties pleines de la surface, ou bien
ot W, ayant la méme valenr dans les parties pleines, a une valeur plus
petite dans les parties vides, par un changement dans la distribution
Q diminue. 1! est donc nécessaire que, dans le cas du minimum, les
conditions énoncées au théoréme soient remplies.

XXXII.

Quand on applique les résultats précédents an cas particulier con-
sidére plus haut (§ XXX}, ot U = 0, W désigne simplement le poten-
tiel des masses de la surface, Q I'intégrale | Vinds. En vapprochaut
le théoreme du dernier paragraphe de celui du § XXVIIL, on voit que,
dans la distribution correspondante au minimum de | Vmds, aucune
partie de la surface ne peut étre vide; car, lors méme que la surface
serait fermée, si elle présentait des parties pleines et des parties vides,
les premiéres ne formeraient pas une surface fermée , et les secondes re-
lativement aux premiéres appartiendraient & espace infini extérienr.
Donc (§ XXVIIT) le potentiel aurait une valeur moindre dans ces par-
ties de la surface, ce que nous venons de voir étre impossible.
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/

1l est donc démontré qu'i! existe une distribution homogene d’une
masse donnée, ou aucune partie de surface ne reste vide et ou tous ses
points ont le méme potentiel. Afin de démontrer d’une maniere com-
plete le théoréme du § XXX, il reste & prouver que ce mode de distri-
bution est unique. C'est ce que nous ferons plus bas, en traitant d'un
théoréme plus général. )

La proposition que, dans le cas du minimum de ] Vmds, aucune

partie de la surface ne peut rester vide, peut s’énoncer de la maniere
suivante :
« Dans tout mode de distribution o1 des parties de la surface restent

» vides, 'intégrale f Vmds surpasse sa valeur minimum d’une guantité
» fine. »
XXXIII.

La démonstration du § XXXI repose principalement sur Pexistence
d’un winimum de Q, laquelle est tant qu’on se borne a la diswribution
nomogeéne d’une masse donnée. Si la méme évidence avait lien dans
un cas quelconque et lorsque la deuxieme condition ( § XXX, 2) n’est
pas remplie, on pourrait dés a présent établir ce théoréme : il existe
un mode de distribution homogéne ou hétérogéne , dans lequel W=V — U
a une valeur constante duns tous les points de la surface. Mais, comme
Vexistence d’un minimum n’est plus évidente dés qu'on ne se borne
plus & une distribution homogene, nous sommes obligé d’employer
une démonstration un peu plus compliquée pour parvenir au but im-
portant que nous nous sommes proposé.

Nous supposerons d’abord trois distributions différentes, et, au lieu
des expressions indéterminées m, V, qui désignaient la densité et le
potentiel, nous emploierons les suivantes :

1% m=m, V = Vg

2 m =m, V = V,;

3., m = V = v
s

La premiere distribution est une distribution homogéne de la masse

M, et correspond au minimumde fdeS;
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La deuxiéme est également homogene, et se rapporte a la méme
masse M; mais elle correspond au minimum de Pintégrale

f(V — 2¢U) mds,

¢ étant un coefficient constant arbitraire ;

La troisieme dépend des deux premieres , par la relation w= ”’;tﬂ»:
c’est donc une distribution hétérogeéne dans lagquelle la somme des
masses est nulle.

D’apres ce qui a été démontré (§ XXXI), V, est constant dans toute
I'étendue de la surface; V, — ¢U est constant dans la partie ot a lieu Ia
seconde distribution, et dans cette méme partie ¥ — U est nécessaire-
nient constant, puisque ¢ = M

Suivant la valeur de ¢, la seconde distribution couvrira la surface
entiere, ou en laissera une partie vide. Mais cette seconde distribution
devenant identique 2 la premiére quand ¢ = o, il en résulte que les par-
ties qui, pour une valeur de ¢, restent vides, diminuent de plus en plus
quand ¢ décroit; en sorte qu’elles se remplissent enti¢rement quand e
atteint la valeur o. 1l peut arriver néanmoins que des parties de surface
restent vides quelque petit que soit ¢, quand cette quantité conserve le
meime signe; mais, dans tous les cas, il suffit de remarquer que, pour ¢
infiniment petit, ancune partie finie de la surface ne peut rester vide;
car, si le contraire avait lieu, il en résulterait {(§ XXXII, a la fin) que

I'intégrale fV,m.ds surpasserait d’une quantité finie Pintégrale

fVo my, ds; or, si 'on désignait la différence par e, on aurait

f(Vi —a2eU)ym,ds — f(Vo—zsU)m(,(/S:e— 25\/‘U(_m’ — my)ds.

)

La différence de ces deux intégrales deviendrait donc positive pour
une valeur infiniment petite de ¢, ce qui est en contradiction avec la
supposition que, dans le second mode de distribution, I'intégrale

{V.— 2:U)nds soit un minimumn.
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De la résulte que si, dans le troisieme mode de distribution., nous

m,—m,
?

prenons p. égal a la limite vers laquelle converge le rapport

quand ¢ décroitindéfiniment, ¢ — U aura en tous les points de la sur-
face une valeur constante.

Imaginons maintenant un quatrieme mode de distribution dans ie-
quel on ait m = m, + ;5 la masse distribuée sera M, et le potentiel
(savoir V, + ¢) aura aussi avec U une différence constante sur la sur-
face; ce qui démontre le théoreme énonceé,

XXXIV,

1 nous reste & prouver qu’il n’existe pour la masse M qu’un seul mode
de distribution, pour lequel V — U soit une constante dans toute I’é-
tendue de la surface. En effet, si deux distributions donnaient ce résul-
tat, m et V étant désignés dans la premiere par s, et V,, et dans la
seconde par m, et'V,, le potentiel d’une troisiéme distribution dans
laquelle on aurait m = m, — m, serait V, — V,. 11 serait donc con-
stant et la masse entiére serait nulle. Donc (§ XXVIII) on aurait

m, — my, =o;

d’ot1 I'on voit que les deux distributions seraient identiques.

Enfin il y a toujours une distribution pour laquelle la différence
V — Uaune valeur constante donnée; car, si o est une constante ar-
bitraire , les notations restant les mémes, le potentiel de la distribu-
tion ou m = am, + posera €gal & «V, +- U, et la différence con-
stante «V, 4 v — U sera déterminée pour chaque valeur de «. La
masse distribuée ne sera plus arbitraire, elle devra étre égale a oM.
Mais il 0’y aura qu’une seule maniére de satisfaire & cette condition.

XXXV.

La détermination rigoureuse d’un pareil mode de distribution d’une
masse sur une surface donnée et pour une forme donnée de la fonction U,
est, dans laplupart des cas, au-dessus des forces de Fanalyse telle qu’elle
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existe aujourd’hui. Le cas le plus simple ou 'on puisse résoudre le pro-
bleme est celui ot la surface donnée est sphérique ; mais nous préfé-
vons examiner un cas plus général, celui ou la surface donnée differe
tres-pen d’une sphere, et ou l'on peut négliger les infiniment petits
d’un ordre supérieur & la différence infiniment petite entre le rayon du
sphéroide et le rayon de la sphere.

Soient R le rayon de la sphére, » la distance d’un point quelconque
de Pespace au centre de la sphere, u I'angle compris entre r et une
droite fixe, » I'angle compris entre un plan mené par la droite fixe et
par r, et un plan fixe; R(1 + yz) la distance d’un point indéterminé du
sphéroide au centre de la sphére, 7 étant un factenr constant trés-
petit dont on peut négliger la seconde puissance, et z ¢tant une fonc-
tion de 2 et deA; enfin soit 7 une fonction donnée de 2 et de ).

Le potentiel V de la masse distribuée dans toute I’étendue de lasur-
tace sphérique peut étre exprime, en chaque point extérieur, parune
série ordonnée suivant les puissances descendantes de r et a laquelle
nous donnerons la forme

Aog + A, (I—:‘->2 + A, (%—)3 -+ etc.

Dans chaque point de Pespace intérieur, le potentiel sera exprime
par la série ascendante

r r\2 r\3
B, +— B, <ﬁ> + B, (E) —+ B, (ﬁ> -+ etc.

Les coefficients Ay, A,, A,,..., sontdes fonctions de « et de ) assujet-
ties & satisfaire i certaines équations aux différences partielles  voir
Résultats, etc., 1838, p. 22), etil en est de méme des fonctions B, B,,
B,, etc. Sur la surface en question, le potentiel doit étre égal a une
fonction donnée U de u et de ); on aura donc

(R—r>§V = {1 + yz7 U.

Si nous supposons que (I - v3)* U soit développé par la série

P, + P, + P, + P, + etc.,

T i ep
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donttous les termes satisfont aux équations différentielles déja citées; et
si nous considérons que les développements en série du potentiel
doivent étre admis & la surface méme, nous aurons

P, + P, + P, + P, + etc.
= Ag(1 4+ y2)77 4+~ A1 + y3)—F + A, (V + gz~ + etc,
‘= B, (1 + gz + B,(x + y8F + B(1 + yzi + etc.

Donc, si I'on néglige les quantités du méme ordre que y, on aura
P, + P, + P, + P, + etc. = A, + A, + A, + etc.

Mais une fonction de u et X ne peut étre développée que d’une
seule maniére en une série dont.les différents termes satisfassent aux
mémes équations différentielles. L’égalité précédente entraine donc
celles-ci :

Po=A4A,, P,=A,, P,=A,, etc.

On verra de la méme maniére, et en négligeant les quantités du meme
ordre que 7, que P, =B,, P, =B,, etc.
Donc si 'on pose

Ay =P, +7ya,, By=P,— b,
A, =P, +yay, B4:P1—"Yb”

(I) A2:P2+7a2, B2:P2'—'}’bn
A3:P3+7a35 B, =P, _')’b37
Etc., etc )

on voit que d,, d,, @y,..., by, by, by,... satisfont aux équations
différentielles dont nous avons parlé ; ensuite, si 'on substitue ces
aleurs dans les équations écrites plus haut, on aura, en négligeant
les quantités du méme ordre que 72, et divisant par 7,

a, + a, + a, + a; + ete. = Lz (P, + 3P, + 5P, + etc.),
by + by + by + by + ete. = Lz (P, + 3P, + 5P, + etc.).

Donc, en négligeant des infiniment petits du méme ordre que . ona

b, —a,, b,=a, b,=a,, etc.,
Tome VIL. — Aovr 1842, 41
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et sauf des quantités du méme ordre que 7?,
(2) B, =P, — ya,, B, =P, —ya,, By =P, —ya,, etc.

. e, ., dV . ep . s
Le coefficient différentiel —. a deux valeurs différentes a la surface.

Celle qui correspond au cas o dr est négatif, c’est-a-dire a la face in-
térieure, est pius grande que celle qui correspond 4 la face extérieure.
La différence entre ces deux valeurs est 4zmm cos § , m désignant la den-
sité, et 6 I'angle de la normale et du rayon vecteur, au point con-
sidéré de la surface. [Voir § XIII, ou ¢, A, k, ont la méme signifi-
cation que r, 6, m, dans ce moment.| On trouve ces deux valeurs
en différentiant les formules qui donnent V pour I’espace intérieur et
pour Pespace extérieur, et posant dans le résuitat r = R (1 -+ yz). On
aura ainsi pour la premiere

II{—[B, + 2B, (1 + y2) + 3B; (1 + vz + etc.J

et pour la seconde
1

- % [A(,(I + 2T A (1 )T 4 A ()t etc.J

Nous aurons donc, en multipliant la différence par R (1 + yz)?,

4rmR cosf (142 = A (1+78) " i+ A, (1492)~ i+ A, (1 + 5 + etc.
+ B, (1+7z)i+ 2B, (1 +7yz)F + etc.
Fn substituant dans ce résultat, pour A,, A,, etc., leurs valeurs
tirées des équations (1), pour By, B,,..., leurs valeurs tirées des
équations (2), et en négligeant tous les termes du méme ordre que 4*,
nous aurons
4rmR cos § (1 + vzt = P, + 3P, + 5P, + 7P; + etc.

+ (@, + a, + a, + a; + etc.)

— Lvz (P, + 5P, + 3P, + 9P, +etc.;

mais, les deux derniéres séries se détruisant quand on néglige les quan-
tités du méme ordre que y*, on aura

. (1t + yz)—%

m = WB:Q— (Po + 3P, + 5P2 —+ 7P3 -+ etc.),
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ce qui résout le probléeme. Au lieu de (1 + yz)—%, on peut écrire
1 — 3 7z et supprimer le diviseur cos § ; car, en général, ¢ est du méme
ordre que 7, et cos § ne differe de 1 que d’une quantité du méme
ordre que *.

Quand il s’agit d’une sphere, on a y = 03 on obtient alors, et le ré-
sultat est rigoureux,

m = Z;lfi (Py -+ 3P, + 5P, + 7P, + etc.),

P,, P,, P,,... étant les divers termes du développement de U.

XXXVI

Dans les recherches précédentes, la quantité U a été laissée indéter-
minée Si I’on suppose que U est le potentiel d’un systéme de masses
donné, on arrive a un résultat de la plus haute importance.

Théoréme. «Si a un mode D de distribution du systéme donné, que
» I’on prend soit exclusivement dans I'intérieur de la surface fermée s,
» soit exclusivement dans P'espace extérieur, on substitue un mode de
» distribution E dans lequel la masse donnée est exclusivement distri-
» buée surla surface méme : dansle premier cas, I'effet de Esera égal a
» leffet de D dans tout I'espace extérieur ; dans le second cas, les deux
» effets seront égaux dans tous les points de I’espace intérieur. »

Pour démontrer ce théoréme, considérons le potentiel Ude D dans
tous les points de s, et le potentiel V de E. A la surface, V — U devient
égal & o dans le premier cas, tandis que dans le second cette diffé-
rence est seulement constante; car — U sera le potentiel relatif a une
distribution D’ qui serait le contraire de celle désignée par I, en
sorte que chaque molécule serait remplacée par une molécule opposée.
Donc V—"Uest le potentiel des deux distributions coexistantes D’ et E;
donc, dans le premier cas, les effets de ces deux distributions se dé-
truisent dans tout espace extérieur, tandis que, dars le second cas, ils
se détruisent dans I'espace intérienr (voir §§ XXVII et XXV); c’est-a-
dire que les effets de D et E seront les mémes dans les espaces corres-
pondants. D’ailleurs, dans le premier cas, la masse eutiére de E sera
égale i celle de D; dans le second, elle restera arbitrairc.

Le théoréme qui a été énoncé dans les ouvrages intitulés : Jniensitas

41..
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vis magnetice , page 10, et Théorie générale du magnétisme terrestre,
west plus qu'un cas particulier du théoréme que nous venons de dé-
montrer.

XXXVII.

Nous avons dit au § XXXV que le calcul de la distribution E ren-
contre, dans la plupart des cas, des obstacles insurmontables. Cepen-
dant il existe un cas qui ne présente aucune difficulté et dont nous al-
lons parler : ¢’est celui ot1 U est constant, et ot par conséquent la sur-
face s est une surface d’équilibre pour le systeme des masses de la
distribution D. On voit facilement qu’il ne s’agit ici que du cas ou la
distribution D est exclusivement intérieure, et que la masse entiere
n'est pas o. Autrement, il n’y aurait pas d’effet qu’il serait nécessaire
de remplacer par une distribution de masses sur s.

Soit O un point de la surface s; soit » la longueur d’nne droite qui
coupe la surface & angle droit en ce point, et regardons-la comme crois-
sante dans la direction du dedans au dehors. Soit — Cla valeur cons-

;. dU . ., .
tante de la dérivée — en O, et representons par i la densit¢ du point
. . , . , dV v
(3 dans le mode de distribution E. La derlveeE a deux valeurs diffé-
rentes en O. Celle qui se rapporte a Pespace intérieur est égale aladéri-

vée ‘;——[r], c’est-a-dire & — C, par la raison que V = U dans tout Pespace

extérieur; celle qui se rapporte i Iespace extérieur sera égale a o,

parce que V est constant 4 la surface et dans tout I'espace intérieur.

Mais la seconde valeur devant surpasser de 4nm la premiere, on aura
C

frin= G, ou m=-2",
q7

1l est évident que C n’est autre chose, et pour la grandeur absolue et
pour le signe, que la résultante des masses de la distribution D.



