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THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

SUR 

LES FORCES ATTRACTIVES ET RÉPULSIVES 
QUI AGISSENT EN RAISON INVERSE DU CARRÉ DES DISTANCES; 

PAU C-F. GAUSS [*]. 

(Traduit de l'ouvrage intitulé : Résultats des observations faites par la Société magnétique en 1 83g; 
par MM. GAUSS et WEBER ) 

I. 

La nature nous présente plusieurs phénomènes que nous expliquons 
en supposant certaines forces dont l'action s'exerce entre les plus pe-
tites parties des corps, suivant la raison inverse du carré des distances. 

De ce nombre est principalement la gravitation universelle, en 
vertu de laquelle une molécule pondérable exerce sur une autre molé-
cule une action qui tend à les rapprocher dans la direction de la ligne 

droite qui les joint. La grandeur de cette action est mesurée par ~ , 

μ, μ' étant les masses des molécules, r leur distance. 
Afin d'expliquer les phénomènes magnétiques, nous imaginons 

deux fluides dont l'un est considéré comme quantité positive et l'autre 
comme quantité négative; nous admettons que deux portions μ, μ' de 
ces fluides exercent l'une sur l'autre dans la direction de la ligne qui 

les unit, une action encore mesurée par et qui est répulsive si μ 

et μ' sont de même espèce, attractive dans le cas contraire. 

[*] Ce Mémoire a été lu le 9 mars i84o à la Société royale de Gottingue. Quelque 
temps auparavant M. Chasles aussi s'était livré à des recherches générales sur l'attrac-
tion (voirie tome VIII, page 209, des Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 
séance du 11 février 1839) : son travail vient de paraître dans les Additions à la Con-
naissance des Temps pour l'armée 184A. J. Liouvilic. 
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On peut en dire autant de l'action réciproque qu'exercent les parties 
des fluides électriques, 

L'élément linéaire ds d'un courant galvanique exerce également sur 
tout élément μ de fluide magnétique (en admettant que ce fluide 
existe), une action qui est inversement proportionnelle au carré de 
la distance r; mais ici la force motrice, au lieu d'être dirigée suivant 
la ligne de jonction, est perpendiculaire au plan mené par μ et par la 
direction deufc; son intensité ne dépend pas non plus de la seule dis-
tance r, mais aussi de l'angle que r fait avec la direction de ds. Cet 

angle étant désigné par θ, on trouve que sm est la mesure de l'ac-

tion exercée par ds sur μ. Quant à l'action de μ sur ds, elle est natu-
rellement égale et contraire à celle-là. 

Si l'on regarde, avec Ampère, deux éléments de courants galvaniques 
ds, ds', comme agissant l'un sur l'autre dans la direction de la ligne 
droite qui les unit, soit attractivement, soit répulsivement, on est en-
core obligé d'admettre que la force motrice est en raison inverse du 
carré de la distance; mais la manière dont elle dépend de la direction 
des courants est plus compliquée. 

Nous nous bornerons dans cet article aux trois premiers cas , c'est-à-
dire à ceux où les forces agissent dans la direction de la droite menée 
entre l'élément qui produit l'action et celui qui la reçoit, avec une in-
tensité proportionnelle aux masses et inversement proportionnelle au 
carré de la distance. Il est vrai que plusieurs de nos théorèmes s'ap-
pliquent à d'autres cas, avec de légères modifications; mais nous pré-
férons réserver cette extension pour un autre Mémoire. 

II. 

Soient a, b, c les coordonnées rectangulaires d'un point matériel 
d'où émane une force attractive ou répulsive. Soit 

u u (a — .r)" -+- (b— yY -+- (c— zf r2 

la force accélératrice d'un point indéterminé Ο dont les coordonnées 
sonta:1, γ, ζ; μ désignant, dans le premier cas du paragraphe précédent, 
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la matière pondérable du premier point; dans le deuxième et le troisième 
cas, la quantité du fluide magnétique ou électrique de ce même point. 

Si l'on décompose parallèlement aux axes la force qui agit en O, on 
trouvera pour les trois composantes les expressions 

s;i(a·—x) —y) sjt(c—z) r3 r3 r3 

dans lesquelles s est tantôt égal à -+- ι, tantôt égal à — ι, selon que 
la force est attractive ou répulsive. Le choix entre ces deux valeurs est 
toujours clairement indiqué par la nature, et du point qui exerce l'ac-
tion , et de celui qui la reçoit. Ces composantes peuvent être mises sous 
la forme des dérivées partielles 

dÎ d* d'-ldÎ d* d'-l 

Donc, si plusieurs points matériels μ
0

, μ,, μ
2

, etc., agissent à des 
distances r

0
, r,, r

2
, etc., sur un même point O, et si l'on pose 

L°+fÛ + ^ + etc. = Yiî=V, 

les composantes de la résultante de toutes les forces qui agissent en O 
seront exprimées par 

dx ' dy ' dzdx ' dy ' dz 

Lorsque les agents, au lieu d'être concentrés dans des points isolés, 
remplissent sans intervalle une ligne, une surface, ou un espace ma-

tériel quelconque, la sommation ̂  doit être remplacée par une inté-

gration simple, double ou triple. Ce dernier cas est celui de la nature ; 
mais comme on peut souvent lui substituer, avec certaines modifica-
tions, des agents fictifs, concentrés dans des points ou occupant entiè-
rement des lignes, des surfaces, nous traiterons également ces cas. Nous 
parlerons donc souvent de masses condensées dans des lignes, des sur-
faces ou même des points; et nous ne pensons pas que ce soient là des 
expressions impropres, parce que la masse dans ce cas n'est pour 
nous que tout ce dont émanent des forces attractives ou répulsives. 

35.. 
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III. 

Nous avons désigné par x, j, z les coordonnées de tout point de 
l'espace, et par Y la somme des molécules agissantes divisées chacune 
par sa distance au point considéré, chaque particule devant être affec-
tée du signe + ou du signe —, suivant les circonstances. V est donc 
une fonction de x,y, z, et les recherches que nous allons faire sur la 
nature de cette fonction nous donneront la clef de la théorie des forces 
attractives et répulsives. Pour suivre librement la marche de nos re-
cherches , nous appellerons V le potentiel des masses avec lesquelles il 
est en rapport. Cette définition paraîtra peut-être trop particulière, mais 
elle suffira au développement de notre problème. Dans un sens plus 
étendu , si l'on considérait des lois d'attraction autres que celles de la 
raison inverse du carré de la distance, on pourrait comprendre sous 
la dénomination de potentiel la fonction de x, jr, ζ dont les déri-
vées partielles représenteraient les composantes de la force produite. 

En désignant par ρ la résultante des forces qui agissent sur le point 
[x, j, z), et par a, β, y les angles que la direction de cette force fait 
avec les axes, on aura pour les composantes 

^cosa = i^' PCmP = i^>^cosa = i^' PCmP = i^> 

et 

> - s/w^'l5)'+ (dV dz)2 

IV. 

Quand ds est l'élément d'une ligne, droite ou courbe, dx ds, dy ds, dz ds, 

sont les cosinus des angles que cet élément fait avec les axes. Donc si θ 
désigne l'angle compris entre la direction de l'élément et celle tie la 
force résultante, on aura 

cos & = — cos α + cos ρ + — cos 7 
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Par conséquent la composante de la force, parallèle à la direction de 
ds , sera 

^cosa = i^' PCmP = i^>^cosa = i^' PCmP = i^> 

Une surface qui contiendra tous les points où le potentiel V a une 
valeur constante, séparera d'abord les parties de l'espace où Y est plus 
petit que cette valeur, de celles où V est plus grand que cette même 
valeur. Si la ligne ί est tout entière sur cette surface, ou si au moins 

elle la touche par l'élément ds, on aura^ =o, ce qui donne cos5 = o, 

à moins que les éléments de la force ne se détruisent mutuellement, 
ou que l'on ait p=o; mais dans ce cas la direction delà résultante est 
complètement indéterminée. Il suit de là que la résultante en chaque 
point de la surface considérée est normale à cette surface, et qu'elle 
agit du côté de l'espace avoisiné par les valeurs plus grandes de V quand 
ε — + ι , et du côté opposé quand ε = — ι . Nous donnerons à cette 
surlace le nom de surface d'équilibre. Quand la ligne s ne sera pas 
tout entière sur la même surface d'équilibre, on pourra par chacun de 
ses points mener une surface d'équilibre. Si s coupe toutes ces surfaces 
à angle droit, une tangente menée à cette ligne indiquera en chacun 

de ses points la direction de la résultante, et ^ en exprimera l'in-

tensité. 

L'intégrale J ρ cos θ ds — Ç ε -J- ds, étendue à un segment arbi-

traire de la ligne s, est évidemment égale à ε (Y , —V
0
), V0

 et Y, étant 
les valeurs du potentiel aux extrémités de la ligne. Donc si ν est une 
ligne fermée, l'intégrale étendue à la ligne entière sera nulle. 

Y. 

Il est évident que le potentiel a une valeur finie et déterminée en tout 
point situé en dehors des parties attractives et des parties répulsives. 
Il en est de même de ses dérivées partielles du premier ordre ou 
d'ordre supérieur, puisque dans cette supposition, elles deviennent 
des sommes de parties assignables, ou bien des intégrales dans les-
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quelles les quantités sous le signe Jne peuvent jamais devenir infinies. 

On aura donc 

dX [a—x) p. d*Xf Γ~3(ΰτ—1dX [a—x) p. d*Xf Γ~3(ΰτ—1 

//> λ3 ' dy2 r5 r3J//> λ3 ' dy2 r5 r3J//> λ3 ' dy2 r5 r3J 

dz r3 ' dz' *Li rs r3Jdz r3 ' dz' *Li rs r3Jdz r3 ' dz' *Li rs r3J 

L'équation connue 

dx' dy' dz2 °dx' dy' dz2 ° =0 

sera vraie pour tous les points de l'espace qui sont en dehors des masses 
agissantes. 

VI. 

Parmi les cas où il s'agit de trouver la valeur du potentiel ou les 
valeurs de ses dérivées partielles pour un point situé en dedans des 
masses agissantes, nous examinerons celui que l'on remarque dans la 
nature, c'est-à-dire que nous traiterons le cas où les masses remplis-
sent un espace matériel déterminé de manière que leur densité soit 
toujours finie, quoiqu'elle soit tantôt la même pour tout le corps, tan-
tôt variable d'un point à un autre. 

Soient t l'espace que les masses remplissent; dt un élément infini-
ment petit de ce volume, auquel correspondent les coordonnées a, 
h, c ; kdt l'élément de masse ; V le potentiel relatif au point Ο {oc, y, ζ) ; 
r = \j (a — oc)2 -+- (b — y)2 -+- (c — z)2 la distance de ce point à l'élé-
ment dt. On aura 

V = f%: 

cette intégrale devant s'étendre à tout l'espace t, sera une intégrale 
triple. On voit facilement que l'intégration sera possible lors même 

que Ο se trouvera dans l'intérieur de l'espace t, quoique alors- de-
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vienne infiniment grand pour les éléments situés à une distance infini-
ment petite de O. Car si l'on substitue à a, b, c des coordonnéespo 
laires en posant 

a — χ -h- r cos u, b = y r sin u cos λ, c = ζ r sin u sin λ , 

on aura 
dt = r2 sin u dudldr, 

et 

dl= r*±=Adt=z, 

Cette intégrale doit être étendue depuis r = o, jusqu'à la valeur que 
r prend à la limite de t·, depuis λ = o, jusqu'à λ = απ; depuis u — o 
jusqu'à u ~π. En conséquence, Y a nécessairement une valeur finie 
et déterminée. 

Il est facile de voir qu'on pourra aussi poser 

dl= r*±=Adt=z,dl= r*±=Adt=z, 

car en employant les coordonnées polaires, on change cette formule 
dans la suivante 

Iff k cos u sin udud\ dr, 

où l'intégration est possible, parce que les éléments situés à une dis 
tance infiniment petite de O, n'exercent sur cette valeur qu'une in-
fluence également infiniment petite. On aura donc une valeur finie et 
déterminée. Par des raisons analogues, on pourra poser 

dl= r*±=Adt=z, 

dl= r*±=Adt=z, 

et ces fonctions, comme V, acquièrent au dedans de t des valeurs fi-
nies et déterminées, qui varient d'une manière continue avec les coor-
données du point Ο, tant que celui-ci est renfermé dai s l'espace t, et 
même à la surface de t. 
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y IL 

En ce qui concerne les coefficients différentiels des ordres supérieurs, 
il faut suivre une autre marche pour des points situés en dedans de t; 

car on ne peut transformer — en 

jM-i--jM-i--jM-i--

c'est-à-dire 

v = A !LliLv = A !LliL 

parce que cette formule n'est en réalité qu'un signe sans valeur détermi-
née. En effet, dans la partie de t qui renferme le point Ο, on peut éten-
dre l'intégrale à des masses assez rapprochées de ce point pour qu'elle 
surpasse toute valeur donnée, soit positive, soit négative. Il manque 
donc ici une condition essentielle sans laquelle l'intégrale entière ne 
peut avoir de signification réelle, je veux dire la possibilité d'employer 
la méthode d'exhaustion. 

VIII. 

Avant d'aborder notre sujet dans toute sa généralité, nous considé-
rerons un cas spécial et très-simple, qui contribuera à rendre notre dé-
monstration plus claire. 

Soient t le volume d'une sphère dont le rayon est R et dont le centre 
est à l'origine des coordonnées; k la densité supposée constante de la 
masse qui remplit la sphère; ρ = \J χ* ■+- y* -+- ζ2 la distance du 
point Ο au centre. Nous savons que le potentiel a deux expressions, 
suivant que Ο est en dedans ou en dehors de la sphère. Dans le pre-
mier cas, on a 

V = aTr/fcR2 — f nkf- = ankR2 — ^r.kix1 -+- y* -+- ζa); 

dans le deuxième, 

v = A !LliL 
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A la surface de la sphère, ces deux expressions ont la même valeur 
| π £R2, en sorte que le potentiel varie dans tout l'espace d'une ma-
nière continue. 

Pour les coefficients différentiels, nous obtenons dans l'espace inté-
rieur 

g = x = -****, 

£ = Y = -***r, 

S = Z = - i"**i 

dans l'espace extérieur, 

z = fiRhz = fiRh 

z = fiRhz = fiRh 

z = fiRh 

Ces dernières formules donnent aussi à la surface les mêmes valeurs 
que les premières; et Χ, Y, Ζ varient dans tout l'espace d'une ma-
nière continue. 

Il en est autrement avec les coefficients différentiels des quantités 
X, Y, Z. Nous avons dans l'espace intérieur 

dx — 3 ' dy~ 3 ' 3πΛ'dx — 3 ' dy~ 3 ' 3πΛ' 

tandis que, pour l'espace extérieur, nous avons 

cVL _ 4ff/tR3 (3z* — p') 

cVL _ 4ff/tR3 (3z* — p') 

cVL _ 4ff/tR3 (3z* — p') 

A la surface ces dernières expressions ne sont point identiques avec 
Tome VII.— Jciiiet 1842. 36 
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les premières ; elles prennent des valeurs différentes, qui sont 

/[77 kx' /[TT h y' ;\π kz'/[77 kx' /[TT h y' ;\π kz' 

Ainsi quoique les coefficients différentiels ci-dessus varient d'une manière 
continue, tant dans l'espace intérieur que dans l'espace extérieur, ils de-
viennent discontinus en passant de l'un de ces espaces à l'autre, et 
ils acquièrent chacun deux valeurs sur la surface de séparation, suivant 
que dr, dy, dz sont considérées comme positives ou négatives. 

Les six autres coefficients différentiels 

dX i/Xi d Y dY _ dZ dZdX i/Xi d Y dY _ dZ dZ 

sont dans le même cas. Dans l'intérieur de la sphère ils sont tous égaux 
à o, et en passant par la surface de la sphère, ils varient brusque-
ment en prenant les valeurs 

dx' dy' dz' 'dx' dy' dz' ' 

La somme 

dx' dy' dz' 'dx' dy' dz' ' 
ou 

dx' dy' dz' 'dx' dy' dz' ' 

est égale à — L\π/ι dans l'intérieur de la sphere, à ο à l'extérieur. A la 
surface elle n'a plus une valeur unique. Si l'on veut mettre de la 
précision dans le langage, on peut considérer la somme en question 
comme composée de trois parties ayant chacune deux valeurs diffé-
rentes. Il y a donc huit combinaisons, dont une correspond à la face 
intérieure de la sphère, une autre à la face extérieure; les six autres 
doivent être rejetées comme insignifiantes. Quelques auteurs prétendent 
que la valeur de cette somme à la surface de la sphère est égale à —απλ , 
expression qui représenterait une moyenne entre les valeurs relatives 
à l'intérieur et celles relatives à l'extérieur; mais il faut rejeter leur 
analyse, si l'on veut conserver la définition des coefficients différen-
tiels dans toute sa pureté mathématique. 
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IX. 

Le résultat auquel nous sommes parvenus dans l'exemple précédent, 
n'est qu'un cas particulier d'un théorème général d'après lequel, si le 
point Ο est dans l'intérieur de la masse agissante, la valeur de 

t/'V d*V d'\t/'V d*V d'\ 

est égale au produit de —4π par la densité au point O. La manière la 
plus satisfaisante de démontrer cet important théorème paraît être celle 
que nous allons exposer. 

Nous supposerons que la densité k ne varie pas brusquement dans 
l'intérieur de t, c'est-à-dire que k est une fonction de a, b, c, savoir 
f\a, h, c), dont la valeur varie en dedans de t d'une manière continue, 
tandis qu'au dehors elle est égale à o. 

Soit i
t
 l'espace qu'occupe t quand l'abscisse de chaque point de la 

surface de ce corps est diminuée de la quantité e, c'est-à-dire quand la 
surface a été reculée de e parallèlement à l'axe des x. Soient t~t

0
 + Θ, 

t
{
 = t

Q
 + 0,, en sorte que t

0
 désigne tout l'espace qui reste commun 

à t et ί,. Considérons les intégrales 

J [(a — x)3 -t- (b — y)3 ~h(c — *)»]'J [(a — x)3 -t- (b — y)3 ~h(c — *)»]' 

(2) f /K*,') dt>(2) f /K*,') dt> 

(3) J l(a — (b —r)2 ■+■(" — z)2YJ l(a — (b —r)2 ■+■(" — z)2Y 

L'intégrale (ι ), étendue à tout l'espace t, sera la valeur de ~ ou X, re-

lative au point O. L'intégrale (2), également étendue à t, sera la valeur 

de — , relative au point dont les coordonnées sont χ + e, jr, z; nous 

désignons cette valeur par X -t- ξ. Il est évident que cette intégrale 
36.. 
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est identique avec la troisième étendue à tout l'espace f,. Soient donc 

l l'intégrale (i) étendue à tout l'espace t0, 
λ 4, 
l, l'intégrale (3) t0, 

λ, O1 ; 
ou aura 

X = ί + λ, X + ξ = Ζ, + λ,; 

et si nous posons 

fia -+- e, b, c) — j [a, b, c) — Ak, 

l'intégrale 

(4) xi2 —'— [b — r)2 -(- (c — s)2]2xi2 —'— [b — r)2 -(- (c — s)2]2 

étendue à t
0

, sera égale à ---—1. 

Les résultats que nous avons trouvés jusqu'ici sont vrais quelle que 
soit la position du point O. Mais pour ce qui va suivre, nous excluons 
le cas où ce point serait sur la surface, c'est-à-dire que nous suppo-
sons que ce point est à une distance mesurable de la surface, soit 
en dedans de t, soit en dehors. 

Si maintenant nous prenons e infiniment petit, les espaces 0 et 6, 
deviennent deux couches infiniment minces et qui sont contigués a la 
surface ί ; décomposons cette surface en éléments ds, et désignons par α 
l'angle qu'une normale élevée en dehors fait avec i'axe des x. D'a-
près l'hypothèse que e est infiniment petit, on voit que l'angle a sera 
aigu dans la partie de la surface contiguë à la couche 0, et obtus dans 
la partie de la surface contiguë à la couche 6

t
. Les éléments de vo-

lume de 6 seront donc exprimés par e cos α ds, et ceux de 5, par 

— ecosads·, d'où l'on conclut aisément que — se transforme dans 
l'intégrale 

xi2 —'— [b — r)2 -(- (c — s)2]2xi2 —'— [b — r)2 -(- (c — s)2]2 
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que l'on peut écrire plus simplement 

-J jgi ds·,-J jgi ds·, 

étendue à tout l'espace t. 

Enfin, pour e infiniment petit, l——~ — ou
 ~

 est valeur de 

la dérivée partielle — ou—, Nous avons donc le résultat très-simple 

cette intégrale, où k désigne la densité de l'élément ds, doit s'étendre 
à toute la surface de t. 

Dans la supposition que eest infiniment petit, ~ devient la dérivée 

partielle Î£^lÈl!ÎÏ
 ou

 ^ et la valeur de - se transforme dans l'in-

tégrale 

— la — x) dt— la — x) dt 

r/aV <lx2 dX dx /dh / w — (tf — x) î/ô / a (¿z — x) cosads r3 J r3 

où il faut étendre la première intégration à tout l'espace t, la seconde 
à toute la surface de t. 

Ce résultat subsiste, quelque près que Ο soit de la surface en dedans 
ou en dehors, pourvu que ce point ne soit pas sur la surface même, 

car dans ce cas — a deux valeurs différentes. Il est vrai que la pre-

mière intégrale ne cesse pas d'être continue quand Ο traverse la sur-
face; mais, en vertu d'un théorème que nous développerons plus tard, 
quand Ο passe d'un point intérieur infiniment rapproché de la surface 

à un point extérieur, la seconde intégrale — r- i ^os_a_ds
 yar

j
e 

brusquement de la quantité -f- /\nk cos α, où Λ: et α se rapportent au 

point du passage. La différence entre les deux valeurs de — relatives 

à ce point est également + Îptk cos α. 
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X. 

En suivant la même marche, et en désignant par β et y des angles 
analogues à a, mais relatifs aux deux autres axes de coordonnées, on 
trouvera de même 

" = /"4^ * - ds. 

" = /"4^ * - ds." = /"4^ * - ds. 

Observons maintenant que l'expression 

dk a — χ dk b — γ dk c — ζdk a — χ dk b — γ dk c — ζ 

n'est autre chose que la dérivée partielle ^, puisque dans cette dif-

ferentiation la longueur de r varie seule, tandis que sa direction reste 
constante, et que l'expression 

cosa H jd. cos ρ H cos-y = cos ψ,cosa H jd. cos ρ H cos-y = cos ψ, 

en désignant par ψ l'angle que la normale extérieure élevée en ds, fait 
avec la ligne droite r prolongée. Enfin désignons respectivement par 

M et Ν 

les valeurs des deux intégrales 

d'Y d'Y d'Y XTd'Y d'Y d'Y XT 

étendues, la première à tout l'espace t, la seconde à toute la surface 
de t. Nous aurons 

d'Y d'Y d'Y XTd'Y d'Y d'Y XT 
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Pour effectuer la première intégration, concevons que le point Ο 
soit le centre d'une surface sphérique ayant un rayon égal à l'unité et 
partagée en éléments da. Les droites menées du point Ο à tous les points 
du contour de ds, et indéfiniment prolongées, forment une surface 
conique (dans le sens le plus étendu du mot). Cette surface conique dé-
coupe dans l'espace t une tranche (composée de plusieurs pièces sui-
vant les circonstances), dont r^dvdv est un élément indéterminé. La 
partie de M qui se rapporte à cette tranche sera donc 

Chf Tr
dr

> 

pourvu que dans cette intégration on fasse varier r depuis ο jusqu'à la 
valeur que r atteint au point où une droite, menée du point Ο à l'élé-
ment da, et suffisamment prolongée, rencontre la surface de t. Si cette 
ligne rencontre la surface de t en plusieurs points, soient 

Οι, 0
2

, 0,, 0
4
,... 

ces différents points ; 

r„ r
2

, r
3
, r

4
,... les valeurs correspondantes de r ; 

ds,, ds
2

, ds
3
, ds

k
,.,. les éléments de la surface de t, découpée 

par le cône élémentaire ; 

k,, k
2

, k
3
, k

k
,... les valeurs de k, 

et 

ψο 03? ψ*?.·· les valeurs de ψ en ces éléments. 
Nous distinguerons deux cas : 

i°. Le point Ο est en dedans de t. Dans ce cas les points sont en 
nombre impair et l'intégration doit s'étendre depuis r — ο jusqu'à 
r = r,, depuis r= r

2
 jusqu'à r = r

3
, etc. D'où l'on voit que si la 

densité du point Ο est désignée par k
a

, on aura 

/ drdl — ^0 + -t- k
s

 — k
k

 -h etc. 

Comme les angles ψ,, ψ2,. . . sont alternativement aigus et obtus, on 
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aura 
ds, οοβψ, =r\da, 
ds

2
 cosi|^

2
 = —r\ da, 

ds
3
 cosψ3 ~r\do, 

ds, cos^
4
 =r— r ido, etc., 

et par conséquent 

do j d±dr= - k
0
do+k^ds, + — -fifr

2
 -+- etc. 

= — ΑοΓ/σ-h — 2 -= — ΑοΓ/σ-h — 2 -

La sommation doit être étendue à tous les éléments ds qui corres-
pondent à l'élément de. En intégrant pour tous les de, on aura 

M — — fatk
0

 -+- J k-^ds ; 

et dans cette formule l'intégrale du second membre devant être éten-
due à toute la surface de t, n'est autre chose que Ν ; on aura donc 

2°. Le point Ο est extérieur. Dans ce cas on n'aura à prendre en 
considération que ceux des éléments de la surface sphérique, pour les-
quels la ligne droite menée par Ο et un point de do atteint l'espace t. 
Le nombre des points 0

(
, 0

2
, 0

3
,... est toujours pair et les angles 

ψ,, ψ
2

, ψ
3
,... sont alternativement obtus et aigus. Donc 

ds, οοβψ, = — r]do, ds
2
 cos|

2
 = r\do, ùfr

3
cosi|>

3
 = — r\do, etc. 

Mais comme il faut ici exécuter l'intégration J dr, depuis r = r, 

jusqu'à r — r
2

, depuis r = r
2
 jusqu'à r ~r

3
, etc., il en résulte que 

do f^dr= X-^-1 ds, + ds.
2
 -f- etc. 

= ïds, 

M - Ν = - imk
0

, 
ou 

d.* + Tfyi- + = -4«A0.d.* + Tfyi- + = -4«A0. 
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et cette sommation étant effectuée pour tous les éléments ch qui se 
rapportent à ce cas, nous aurons 

M = k cos y r2 = N, 

et par conséquent, comme nous le savions déjà, 

d'Y d'Y d'Yd'Y d'Y d'Y 

XI. 

Quoique nous ayons supposé que la densité varie en tout l'espace t 
d'une manière continue, cette condition n'est pas indispensable pour 
l'exactitude du résultat que nous avons obtenu. Il suffit que la densité 
varie d'une manière continue tout autour du point O, ou que ce point 
soit situé dans l'intérieur, d'une masse aussi petite que l'on voudra dont 
on puisse regarder la densité comme continue. Car si nous posons le po-
tentiel de cette dernière masse = Y', et le potentiel des autres masses 
égal à Y ", le potentiel entier sera V = V' + V", et comme, d'après 
l'article précédent, 

dx' + ~d^ + ~dz' - ~ 47ïA° >dx' + ~d^ + ~dz' - ~ 47ïA° > 

d'Y" d'Y" d'Y"d'Y" d'Y" d'Y" =0 

il en résulte 

IF + + FF4πΑ°·IF + + FF4πΑ°· 

Mais si cette condition n'était pas non plus satisfaite, et que le 
point O fût situé sur la surface de séparation de deux espaces dans 
l'intérieur desquels la densité varie d'une manière continue, mais en 
devenant discontinue quand on passe d'un espace à l'autre; dans 

ce cas, —, — auraient chacun deux valeurs différentes, et 

il faudrait répéter pour leur somme ce que nous avons dit à la fin du 
§ ΥΙΠ. 

Tome Vil. — Juillet 1842.3 7 
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XII. 

Nous allons maintenant, comme nous l'avons promis, examiner le 
cas idéal où des forces attractives ou répulsives émanent de tous les 
points d'une surface et où l'on suppose qu'une masse agissante est dis-
tribuée sur cette surface. Dans ce cas, nous appellerons densité en 
un point quelconque de la surface, le quotient de la masse contenue 
dans l'élément de surface auquel appartient le point, divisée par l'aire 
de cet élément. Cette densité peut être la même en tous les points, ou 
différente d'un point à un autre. Dans le dernier cas, elle peut varier 
sur toute la surface d'une manière continue (en sorte que les densités 
de deux points infiniment voisins diffèrent infiniment peu), ou bien la 
surface peut être partagée en plusieurs parties dans chacune des-
quelles la densité varie d'une manière continue, quoiqu'en passant 
de l'une à l'autre la densité varie brusquement. Du reste, la masse peut 
être tellement distribuée que, sans cesser d'être finie, elle soit infini-
ment dense en quelques points ou lignes. 

Nous supposons que la surface, si elle n'est pas un plan, a en 
général une courbure continue, sans que cela exclue l'interruption 
qui pourrait avoir lieu dans quelques points ou lignes (quand la sur-
face présente des coins ou des arêtes ). 

Ces hypothèses admises, le potentiel aura en chaque point, dont la 
densité n'est pas infinie, une valeur finie et déterminée, infiniment peu 
différente de la valeur du potentiel en un point infiniment rapproché 
du premier, soit sur la surface, soit en dehors [*]. En sorte que le po-
tentiel varie d'une manière continue dans toute ligne située sur la sur-
face ou qui la traverse. 

[*] On se convaincra sans peine de ta valeur finie de l'intégrale qui exprime le po-
tentiel , en décomposant la surface en éléments, par la méthode que nous exposerons 
au § XV. On verra ainsi que les parties de la surface qui sont à une distance infiniment 
petite n'ont qu'une influence également infiniment petite sur la valeur de l'intégrale, 
ce qui démontre la propriété énoncée. 
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XIII. 

Soient k la densité de l'élément de surface ds ; a, b, c les coordon-
nées d'un point de cet élément ; r la distance de ce point au point Ο 
dont les coordonnées sont x, y, z; et Y la valeur au point Ο du po-
tentiel des masses répandues sur la surface. Y sera égal à l'intégrale 

étendue à la surface entière. Ensuite, si nous désignons respec-

tivement par Χ, Y, Ζ les intégrales déjà considérées 

Γ h (a—χ) ds Γ k{b—r) ds /* /s (c— z) ds 

nous voyons qu a la vente Χ, Y, Ζ sont identiques a —, —, —, 

tant que Ο est en dehors de la surface, mais qu'il n'en est plys de 
même quand le point Ο est sur la surface. Ces expressions se compor-
tent alors d'une manière différente, qui dépend de l'angle formé par la 
normale et l'axe que l'on considère. Il nous suffira évidemment d'exa-
miner ce qui a lieu pour le premier axe. 

i°. Si l'angle de la normale et de l'axe des χ est égal à o, i'in-

tégrale X a, au point O, une valeur déterminée; — y a, au contraire, 

deux valeurs différentes, suivant que l'on considère dxcomme positive 
ou comme négative; 

20. Si l'angle est droit, l'expression désignée par X n'est pas suscep-
tible d'une véritable intégration ( par une raison analogue à celle que 

nous avons développée dans le § YII), tandis que — aura une valeur 
unique et déterminée; 

3°. Si l'angle est aigu, on doit, dire de X ce que nous en avons dit 

dans le second cas, et de — ce que nous en avons dit dans le premier. 

Il y aura des modifications à apporter à ce qui précède dans le cas 
où il existe en O une solution de continuité par rapport à la densité 
ou à la courbure. Cependant il n'est pas nécessaire, pour le but que 
nous nous proposons , de nous arrêter à ces exceptions qui, du reste, 

5η.. 
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ne peuvent avoir lieu que dans quelques points ou lignes, et par la 
suite nous supposerons toujours qu'au point considéré il existe une 
densité finie et déterminée et un plan tangent déterminé. 

XIV. 

Avant d'aborder la question générale, il nous paraît utile de consi-
dérer un cas particulier. Supposons que la surface donnée soit une 
portion A de surface sphérique dont la densité k soit constante, V et X 
désigneront alors les intégrales 

kds r, k(a-x) dsr3 

étendues à l'aire A. Si nous désignons les mêmes intégrales par V,, X, 
lorsqu'on les prend pour le reste Β de la surface sphérique, et par 
V

0
, X

0
 lorsqu'on les étend à la surface entière, nous aurons 

V = v
0
-v,, x = x

0
-x,. 

Soit R le rayon de cette sphère ; supposons que le centre soit pris pour 
origine des coordonnées, et posons 

v x2 -t-jr2 + z2 — p, 

en sorte que ρ désigne la distance du point Ο à l'origine. 
Maintenant nous savons que V

0
 = 4^AR , lorsque le point Ο est dans 

l'intérieur de la sphere, et que V
0
 =

 ;
 lorsque Ο est à l'extérieur ·, 

à la surface, ces deux valeurs sont égales. Il suit de là que la dérivée 

partielle est égale à ο dans l'intérieur de la sphère, à — 1^-
3
~ en 

dehors; à la surface, on devra prendre l'une ou l'autre de ces valeurs 
suivant le signe de dx ; mais ces deux valeurs ne seront égales que pour 
oc = o, ce qui correspond au deuxième cas du paragraphe précédent. 

L'expression désignée par X
0

, qui, au dedans et au dehors de la 
sphere, est identique à —n'a plus à la surface aucune signification. 

En effet., il ne peut y avoir de véritable intégration qu'autant qu'infi-
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nimentprès du point Ο, η — χ est un infiniment petit d'un ordre su-
périeur à r, ce qui aura lieu pour 

j-=o, ζ— o, x = ±R; 

mais, dans ce cas, l'intégrale 

X0 — -_μ ink 

ne correspond à aucune des valeurs de mais seulement à leur 

moyenne arithmétique. Ce cas rentre évidemment dans le premier du 
paragraphe précédent. 

Maintenant, quand le point Ο est situé sur la portion de surface 

sphérique A, X, et sont identiques et ont des valeurs déterminées 

et continues. D'où il suit que la relation entre X
0
 — X, et—2 —dV2 dx 

c'est-à-dire entre X et est la même que celle qui existe entre X
0
 et 

dV0 dx, De là on conclurait les théorèmes du paragraphe précédent. 

Xv. 

11 importe, pour l'examen général auquel nous allons nous livrer, 
de prendre pour origine un point Ρ de la surface, et pour axe des χ 
la normale à la surface élevée par le point P. Si ψ est l'angle compris 
entre la normale à l'élément indéterminé ds et l'axe des x\ ds cos d; 

7 t sera la projection de l'élément ds, sur le plan des jz. Si ensuite on 
pose 

V b2 c2 = p, b = ρ cos 9, c — ρ sin 0, 

piipdô sera aussi l'aire de cette projection élémentaire, en sorte que 

l'élément de surface ds sera égal à L'élément de masse qui y est 

contenu sera désigné par hpdpdô , en posant pour abréger 

h = A" 
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Examinons maintenant comment la valeur de X varie brusquement 
quand le point 0, se mouvant sur l'axe desx, passe d'un côté de la 
surface à l'autre, c'est-à-dire quand χ passe du négatif au positif ou 
vice versa. Observons d'abord qu'il est indifférent de considérer la 
surface entière ou bien seulement une portion de cette surface qui ren-
ferme le point P, puisque l'influence du reste de la surface sur la valeur 
de X varie d'une manière continue. Il est donc permis de ne faire varier 
ρ que depuis ο jusqu'à sa valeur limite ρ' fixée arbitrairement, et de 

supposer que, dans la surface ainsi limitée, h et - varient d'une ma-

nière continue. Si pour chaque valeur déterminée de Θ, nous posons 

Q = /;
,y

V7-Vp. 

nous aurons 

X = y* QdQ. 

Il s'agit maintenant de comparer les valeurs de X lorsqu'on sup-
pose successivement χ — ο, χ infiniment petit et positif, χ infiniment 
petit et négatif. Désignons ces trois valeurs de X par X0, X,, X2, et 
les valeurs correspondantes de Q par Q0, Q,, Q2. 

Comme r — y (α — χ)a + ρ2, on obtient, θ étant constant, 

h (a —x) h (a — x)ada dh a — χ , da hp2 .h (a —x) h (a — x)ada dh a — χ , da hp2 . 

et par conséquent 

Γ p'dh a — χ, Γ Ρ da hf , Λ'(β—χ') Γ p'dh a — χ, Γ Ρ da hf , Λ'(β—χ') + cont 

Dans cette formule, les valeurs de h, a, r pour ρ — ρ' sont désignées 

par h', a', r'. La constante doit avoir la valeur de ha
 r

 ^ pour ρ = ο, 

et par conséquent, en désignant par k
D
 la densité du point Ρ , cette 

constante sera égale à — k
0
 pour une valeur positive de χ, et à -t~ k

u 

pour une valeur négative de χ, puisque pour ρ = ο on a 

a = ο, ψ = o, h — A
0

, x — ± r. 
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An contraire, dans le cas ου χ — ο, on doit attribuer à la constante 

la valeur limite de — , quand ρ décroît indéfiniment. La constante sera 

donc nulle dans ce cas, puisque a est une quantité infiniment petite 
d'un ordre supérieur à r. 

La valeur de l'intégrale dp reste la même, à un infini-
ment petit près, quand on fait χ = ο, ou χ égal à une quantité infi-
niment petite ± ε. 

Car si l'on décompose l'intégrale en 

/' ί dh a — χ 7 Γ dh a — χ ,e , 

il est évident que cela a lieu pour la première partie, lorsque â est 

infiniment petit; pour la seconde quand - est infiniment grand; pour 

toute l'expression, quand â est un infiniment petit d'un ordre supé-
rieur à ε. 

Une conclusion analogue aura lieu pour J'^ dp quand les points 

de la surface qui correspondent à une valeur déterminée de Ô forment 
une courbe ayant un rayon de courbure fini en Ρ, en sorte que dans 

l'espace en question, ^ acquière une valeur finie continue. C'est ce 

dont on s'assure en désignant cette valeur par A, car alors 

T? = 2A? + τ/' 

et l'intégrale dont il s'agit se décompose dans les deux suivantes 

h (a —x) h (a — x)ada dh a — χ , da hp2 . 

où la justesse de notre conclusion devient évidente. 

Enfin il est évident que les valeurs de ^ ^—— correspondantes aux 

trois valeurs attribuées à χ sont égales, en négligeant des infiniment 
petits du premier ordre. 
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Il en résulte que Q, -+- k

a
, Q

0
, Q2 — k

a sont égaux à une différence 
infiniment petite près, et l'on peut en dire autant de 

/" (Q. + K)dQ, Q
a

 d$, f™(Q, - k
o

)d0, 

ou des quantités 

"X-, I 2πΑ
0

, Xq, X2
 27xkç,· 

Cet important théorème peut s'énoncer aussi de la manière suivante : 
La limite de X, quand χ d'abord positif décroît indéfiniment, est 
égale àX

()
 —απΑ

0
; la limite de lamëme quantité est Χ

0
+2τγΛ-

0
, quand# 

d'abord négatif décroît indéfiniment en valeur absolue ; c'est-à-dire 
que X varie deux fois brusquement de la quantité — 2ttà

0
, quand χ 

passe du négatif au positif, la première fois en atteignant la valeur o, 
la seconde fois en la dépassant. 

XVI. 

Dans la démonstration du paragraphe précédent, nous avons supposé 
que les courbes d'intersection de la surface et des plans menés par 
l'axe des x, ont en Ρ une courbure finie; mais le résultat auquel 
nous sommes parvenus n'en subsiste pas moins lorsque la courbure 
en Ρ est infiniment grande, un seul cas excepté. La supposition que 

- devient infiniment petit en même temps que ρ entraîne l'existence 

d'un plan tangent, déterminé au point P; mais ces deux quantités ne 
sont du même ordre que lorsqu'il ν a un rayon de courbure fini, tan-

dis que pour un rayon de courbure infiniment petit, ~ est d'un ordre 

inférieur à p. Nous allons néanmoins prouver que notre résultat sub-
siste dans ce dernier cas, sous la condition que les ordres des deux 
quantités soient comparables. 

A cet effet supposons que ~ et soient du même ordre, μ désignant 

un exposant, positif fini, et que, par conséquent, soit une quan-

tité finie et qui varie d'une manière continue dans l'espace en question. 
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En désignant parB, l'intégrale 

sT
t

Me 
se décomposera dans les deux suivantes 

[<r*m-h(a— a:)*]*[<r*m-h(a— a:)*]*[<r*m-h(a— a:)*]*[<r*m-h(a— a:)*]* 

Le théorème du paragraphe précédent a lieu immédiatement pour la 
deuxième intégrale, et avec quelque modification pour la première. 
Car si l'on pose 

^ = m, pt1 = σ, ou ρ — σ'η, 

la première intégrale devient 

= (m+1) [<r*m-h(a— a:)*]*[<r*m-h(a— a:)*]* 

elle n'a une valeur infiniment petite que lorsque les limites de l'inté-
gration sont ο et une valeur infiniment petite de σ ; mais pour chaque 
valeur finie de σ, le coefficient de dv conserve la même valeur, à un 
infiniment petit près, soit qu'on fasse oc — o, soit qu'on donne à oc 
une valeur infiniment petite. Cette propriété appartient donc à l'inté-

grale entière, lorsqu'elle est étendue depuis a — ο jusqu'à a =\Jp. 
Il y a cependant un cas auquel nos conclusions ne s'appliquent pas, 

c'est celui où - n'est du même ordre avec aucune puissance de p, 

comme si, par exemple, - était du même ordre que . Dans ce cas, 

pour toute position du point Ο infiniment rapprochée de la surface, 
Q croîtrait au delà de toute limite, et il en serait de même de X, si cette 
circonstance ne se présentait pas seulement pour quelques valeurs de Θ, 
mais pour toutes les valeurs de B. Il est toutefois inutile de s'arrêter à 
ce cas exceptionnel, dont le développement ne serait d'aucune utilité 
pour nos recherches. 

Tome VIT, - Αουτ 1842.3 8 
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XVII. 

Nous allons maintenant considérer la quantité Y, dont /lba/'^c

 es
t „

n 

élément indéterminé, et dans cette analyse nous conserverons les 
mêmes hypothèses et les mêmes notations que dans le § XV. 

Comme 

et que 
r — \jb2 -+- c1 -4- (a — xf, 

' r hb ι dh h [a — x) da' r hb ι dh h [a — x) da 

puisque c est considérée comme constante, la première intégration 
donnera 

J ~ = TÔT - TUT
 + j 7 Tb

dh

~ i C Tb
db

-

Dans cette formule les intégrales doivent s'étendre depuis la plus 
petite jusqu'à la plus grande valeur de b pour chaque valeur déter-
minée de r; les valeurs de h et;· relatives aux limites, sont désignées 
par Ato, r(,\ r(2). Si, pour abréger, on pose 

ri1' ri2) ' r db r3 Ρ db 'ri1' ri2) ' r db r3 Ρ db ' 

on aura plus simplement 

Y = J"tcÎc -l- J" J* — dbdc, 

formule où l'intégration relative à c doit s'étendre depuis la plus pe-
tite jusqu'à la plus grande valeur que cette coordonnée acquiert sur 
la surface. Dans l'intégrale double, dbdc est la projection d'un élé-
ment indéterminé de la surface sur le plan des yz ; or cette projection 
étant aussi exprimée par pdpdQ, on pourra écrire 

Y = f Τ de -f- fj* lldpdô, 
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formule où, dans l'intégrale double, l'intégration relative à ρ a pour 
limites ο et ρ' ; celle relative à θ a pour limites ο et %π. Or, en rai-
sonnant comme dans le § XV, on voit que cette expression conserve, 
à un infiniment petit près , la même valeur, soit qu'on,pose χ — o, 
soit qu'on fasse x infiniment petit. En d'autres termes, la limite de Y 
pour des valeurs positives ou négatives de χ indéfiniment décroissantes, 
reste la même, et sa valeur n'est autre que celle que prend Y pour 
χ — o. Par analogie, nous désignerons cette valeur par Y

0
, en re-

marquant toutefois qu'elle ne représente pas exclusivement la valeur 

de l'intégrale J" pj- pour χ — o (parce que cette expression n'admet 

pas pour χ = o une véritable intégration); elle n'est qu'une des va-
leurs de l'intégrale, celle que l'on obtient en intégrant dans l'ordre 
indiqué plus haut. 

Mais ce résultat est sujet à quelques restrictions (voir le § XVI) 
dans le cas particulier où le rayon de courbure de la surface en Ρ est 

infiniment petit, et aussi quand, dans ce même point, ^ devient infi 

niment grand ; mais il est inutile, pour le but que nous nous propo-
sons, d'examiner ces cas exceptionnels, qui d'ailleurs ne peuvent se 
présenter que dans quelques points ou lignes, non pas dans les parties 
mêmes de la surface, mais à leurs limites. 

Enfin ce que nous avons dit de Y s'appliquera évidemment à I'm-

tégrale Z =—pr- Cette intégrale aura aussi la même valeur Z
0

, 

quand le point Ο, situé sur l'axe des x, sera infiniment près du point 
P, soit du côté des χ positives, soit du côté des χ négatives, et cette 

valeur limite Z
0
 est celle de l'intégrale j"j* ^cdc'^ p

Qur x
 —

 0 ? e
n sup-

posant qu'on ait commencé à intégrer relativement à c. 

XVIII. 

Si l'on considère que dans tous les points de l'espace qui ne sont 

pas sur la surface, les quantités^, —, ^ sont identiques avec X, Y, 

Z, et que V varie partout d'une manière continue, on en conclura, 
38. 

I 
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en s'appuyant sur les résultats du paragraphe précédent, qu'à une dis-
tance infiniment petite de Ρ, ou pour des valeurs infiniment petites de 
χ, y, z, la valeur de Y, en négligeant des quantités infiniment petites 
d'ordre supérieur, est toujours exprimée par 

V
0

 -t- λ·(Χ
0

 — wk
0

) + jY
0

 + zZ„ 

quand χ est positif, et par 

Vo ~1~ + yΥ
η

 -4- ζΖ
0

, 

quand χ est négatif. Dans cette formule, V
Q
 désigne la valeur de V au 

point P, c'est-à-dire pour χ — o, y = ο, ζ = ο. Nous allons main-
tenant considérer les valeurs de Y dans une ligne droite qui traverse Ρ , 
et qui fait avec les axes les angles A, B, C. Si nous désignons par t 
une partie indéterminée de cette ligne, et par t

Q
 la valeur de t en P, 

nous aurons, en supposante — tn
 infiniment petit et en négligeant un 

infiniment petit d'ordre supérieur, 

V = V
0 -+-(/ — Ο ( X

()
 cos A -+- Y

0
 cos B-e Z

0
 cosC zp mk

u
 cos \ . 

On devra prendre le signe supérieur pour des valeurs positives, et 
l'inférieur pour des valeurs négatives de (t — tj cos A , c'est-a-dire 

qu'au point P, — a deux valeurs pour un angle A aigu , savoir. 

X
0
 cos A -+- Y

0
 cos Β -h Z

0
 cos C — ir.k

0
 cos A , 

X0 cos A -+- Y
0
 cos Β -+- Z0 cos Ο -+- 2tt£

0
cosA, 

suivant que dt est positif ou négatif. Quand l'angle A est droit, c'est-à-
dire quand la ligne droite est tangente à la surface, ces deux valeurs 
se réduisent à une seule qui est 

dZ dt= Y
0

cosB + Z
0

cosC. 

Les théorèmes que nous avons développés jusqu'ici ne sont pas essen-
tiellement nouveaux, mais nous avons cru devoir nous y arrêter parce 
qu'ils servent d'introduction à la série de théorèmes nouveaux que nous 
allons démontrer dans les paragraphes suivants. 
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XIX. 

Soient V Je potentiel d'un système de masses M
n

M
s
,M

31
... con-

centrées dans les points P
4

, P
2

, P
3

; 
ν le potentiel d'un système de masses m,, concen-

trées dans les points ρ, , p.
2

, p
3
,... ; 

V,, Va, V
3
 . les valeurs de Y en ces derniers points ; 

v1,, e
2

, e
3
,... les valeurs de ν dans les points P, , P

2
, P

3
,..., 

on aura l'équation 

M, v, -+- M2 v2 -l· etc. = '"(V) + ni2Y2 -+- etc., 

ou bien 

EM v— 2>v, 

en représentant par M une masse quelconque du premier système et 

par m une masse quelconque du second. Les notations et /«y 

ainsi définies, désignent la somme de toutes les quantités telles queMm p 

en appelant ρ la distance des points où sont placées les masses M et m. 
Quand les masses de l'un des systèmes ou de tous les deux, au lieu 

d'occuper des points isolés, sont distribuées sans intervalles sur des li-
gnes, sur des surfaces, ou dans des espaces matériels, l'équation précé-
dente subsiste, en substituant à chaque somme l'intégrale qui en est 
la limite. 

Donc si, par exemple, les masses du second système sont distribuées 
sur une surface de telle sorte que la masse kds occupe l'élément de 

surface ds, on aura = JkYds, et si l'on fait une hypothèse analo-

gue sur le premier système,en supposant queKi/S est la masse contenue 
dans l'élément dS, on aura fKvdS — jkYds. Il importe, dans ce der 
nier cas, de remarquer que l'équation subsisterait quand même les 
deux surfaces coïncideraient. Mais, afin de ne pas dépasser les bornes 
que nous nous sommes imposées, nous nous bornerons à donner une 
idée de la manière dont on démontre rigoureusement l'extension du 
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théorème à ce cas particulier. Il est évident que les deux intégrales, 
considérées comme s'appliquant à une seule et même surface, sont les 
limites de deux intégrales relatives à des surfaces distinctes qui se rap-
procheraient indéfiniment, surfaces que, pour plus de simplicité, on 
prendra égales et parallèles. A la vérité cette marche ne parait appli-
cable qu'au cas où toutes les normales à la surface font des angles ai-
gus avec une même ligne droite. Mais une surface dans laquelle cette 
condition ne serait pas remplie (ce qui arriverait pour une surface 
fermée) pouvant toujours être décomposée en parties qui satisfont: 
à cette condition , on voit immédiatement que ce cas se ramène au pre-
mier. 

XX. 

Sinous appliquons le théorème du paragraphe précédent au cas ou le 
second système des masses est répandu d'une manière uniforme sur la 
surface d'une sphère de rayon R, où sa densité constante k est prise 
égale à ι, nous voyons que le potentiel ν qui en résulte est dans l'inté-
rieur de la sphère constant et égal à 4rcR; dans tout point situé hors de 

la sphère, à une distance r du centre, on a ν — , c'est-à-dire que 

ν est alors égal au potentiel d'une masse 4^R2, réunie au centre de la 
sphère. A la surface, les deux valeurs de ν deviennent égales. Donc, si 
le premier système des masses est tout entier dans l'intérieur de la 

sphère,^Me sera égal au produit de 4πΕ par toute la masse de ce sys-

tème. Mais si ce système est tout entier en dehors de la sphère, ^Mp 

sera égal au produit de 4^R2 par la valeur que le potentiel du système 
possède au centre de la sphère. 

Enfin, si le premier système est distribué d'une manière continue 

sur la surface de la sphère, on trouve pour Jk„ds deux expressions 

équivalentes. De là résulte ce théorème. 

Théorème. « Si V désigne le potentiel d'une masse (distribuée d'une 
» manière quelconque) sur l'élément ds d'une surface sphérique de 
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» .rayon R et qu'on intègre Yds pour toute la surface, on aura 

j Yds—hn (RM
0
 + R

2
 V

0
), 

» désignant par M0 toute la masse située dans l'intérieur de la 
» sphère, par V

0
 le potentiel de la masse extérieure pour le centre de 

» la sphère, et en regardant à volonté comme masse intérieure ou 
» masse extérieure la masse distribuée sur la surface même de la 
» sphère. » 

XXI. 

Théorème. « Le potentiel V de masses situées en dehors d'un espace 
» limité, ne peut avoir une valeur constante dans une partie de cet 
» espace et une valeur différente dans une autre partie. » 

Démonstration. Supposons que dans chaque point de l'espace A , le 
potentiel ait une valeur constante a, et que, dans un espace Β contigu 
à A, il puisse avoir une valeur plus grande que a (dans le sens algé-
brique). Construisons une sphère dont une partie soit en B, et l'autre 
partie avec le centre soit en A, ce qui est toujours possible. Si R dé-
signe le rayon de cette sphère et ds un élément quelconque de sa sur-
face, on aura, d'après le théorème précédent, 

J Yds — 4nR
 2
a, 

et par conséquent 

J (Y — a) ds = ο. 

Or cela est impossible, puisque, pour la partie de la surface située 
en A, V — a — o, tandis que pour l'autre partie Y — a n'est pas nul, 
mais a une valeur positive, d'après ce que nous avons supposé plus 
haut. 

On verrait, d'une manière analogue, qu'il est impossible que V soit 
plus petit que a, dans un espace contigu à A. 

Cependant l'un ou l'autre de ces cas devrait arriver, si notre théo-
rème était faux. 
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De ce théorème on déd uit les corollaires suivants : 
i°. Si l'espace qui contient les masses renferme un espace vide, et 

que le potentiel, dans une partie de cet espace, ait une valeur cons-
tante, cette valeur conviendra à tout l'espace vide; 

2°. Si le potentiel de masses contenues dans un espace fini a une 

valeur constante dans une partie quelconque de l'espace extérieur, 

cette valeur conviendra à tout l'espace extérieur. 
On voit en même temps que, dans le second cas, la valeur cons-

tante du potentiel ne peut être que ο ; car si m désigne la somme des 

masses dans le cas où elles ont toutes le même signe, et dans tout 
autre cas si m désigne la somme des masses positives ou des masses 

négatives, suivant que l'action des unes l'emporte sur l'action des 

autres le potentiel, en un point dont la plus courte distance au sys-

tème est r, sera toujours en valeur absolue moindre que ™. Or cette 

fraction peut devenir dans l'espace extérieur moindre que tonte quan-

tité donnée. 

XXII. 

Théorème. « Soient ds l'élément d'une surface enveloppant un es-
» pace fini, et Ρ l'action exercée dans une direction normale à ds par 
» des masses distribuées d'une manière quelconque. Regardons'comme 
» positive toute force dirigée suivant cette normale en dehors ou en de-
» dans, suivant que l'on donne le signe + aux masses attractives ou aux 

» masses répulsives. Cela posé, l'intégrale ^*ΡΛ, étendue à la surface 

» entière, sera égale à 4πΜ -+- απΜ,, M désignant la somme des masses 
» placées dans l'intérieur de l'espace et M, la somme de celles qui sont 
» distribuées sur la surface même. » 

Démonstration. Si l'on désigne par Udp. la partie de Ρ qui provient 
de l'élément de masse div, par rla distance qui sépare les éléments d/a, 
ds ; par u l'angle qu'une normale intérieure, menée en ds, fait avec r, 
on aura 

U = cos u r2 
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Mais, d'après ιιη théorème démontré au § YI de l'ouvrage intitulé 
Theoria attractionis corporum spheroidicorum ellipticorum, on doit 
avoir, pour chaque valeur déterminée de dp., 

/COS U . ,u, 

suivant que dp est placé en dehors de l'espace enveloppé par la surface, 

sur la surface même, ou au dedans de l'espace. Or, comme J" Ρ ds est 

égal à la somme de toutes les valeurs de dpj' U ds, notre théorème se 

trouve ainsi démontré. 
Le théorème auxiliaire que nous venons d'employer doit être mo-

difié dans un cas particulier. Nous savons que r désignait la distance 
d'un point donné à l'élément ds. Or, quand ce point est donné sur la 
surface, la formule 

/ COS u ,s = 2u 

n'est rigoureuse qu'autant que la continuité de la courbure de la surface 
n'est pas interrompue en ce point. Cette interruption a lieu lorsque le 
point est situé sur une arête ou dans un coin. Il faut alors remplacer 
arc par l'aire d'une portion de surface sphérique, ayant pour rayon 
l'unité, pour centre Je point en question, portion découpée par le cône 
formé de toutes les tangentes à la surface en ce point. Mais, ces excep-
tions n'ayant lieu que dans des lignes ou des points, jamais dans une 
portion finie de surface, on voit qu'elles restent sans influence sur 
l'usage que nous avons fait du théorème auxiliaire. 

XXIII. 

Élevons une normale par un point quelconque de la surface, et dé-
signons par ρ la distance de ce point à un point quelconque de la 
normale, en considérant cette distance comme positive quand le 
point est du côté interne de la surface. On peut considérer le potentiel 

des masses comme une fonction de ρ et de deux autres variables ser-

vant à déterminer la position du second point considéré. On peut en 

Tonie VII. — Αουτ 1842. 9 
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dire autant de ̂  , dont, au reste, nous ne considérerons la valeur que 

pour un point situé sur la surface, c'est-à-dire pour ρ — ο. Cette va-
leur est. identique avec Ρ quand les masses se trouvent toutes à l'exté-
rieur ou toutes à l'intérieur , ou bien les unes à l'intérieur et les autres 
à l'extérieur, ou encore dans l'un et l'autre espace, pourvu qu'il η y 
ait aucune masse à la surface même. On aura donc, dans cette hypo-
thèse , 

f f ds - 4*M. 

Au contraire, dans le cas où la masse est exclusivement distribuée à 
la surface, et de telle manière que l'élément ds contienne la masse kds, 

les valeurs de ^ et de Ρ ne sont plus identiques. La derniere de ces 

quantités est, par rapport à p. ce que X
o

, dans le§ XV, était par rap-

port à χ ; mais — a deux valeurs différentes, Ρ — 'irJi, et Ρ -j.r.k, 

suivant que dp est positif ou négatif. Or, comme il est évident que l'in-

tégrale j'kds, étendue à la surface entiere, a pour valeur toute la 

masse M, distribuée sur cette surface, et que, d'après le théorème du 

paragraphe précédent, j* Ρ ds — μΜ, , on aura 

j%ds = °' 0,1 / ί}ώ =j%ds = °' 0,1 / ί}ώ = 

suivant tpie l'on prend partout pour la valeur relative à la face 

intérieure, ou la valeur relative à la face extérieure; l'intégrale 

s— ds doit être calculée, dans le premier cas, en considérant la 

masse M, comme appartenant à l'espace extérieur, et dans le second a 
l'espace intérieur. 

Il résulte de là que l'équation J'^ds — 4πΜ convient à des masses 

distribuées d'une maniéré quelconque, pourvu que M désigne l'en-
semble des masses de l'intérieur. Cependant il faut bien se rappeler 
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que, s'il y a des masses distribuées d'une manière continue à la surface, 
il faudra les considérer comme intérieures ou en faire abstraction, sui-

vant qu on aura pris pour —- sa valeur à la surface externe , ou sa va-

leur à la surface interne. 
S'd n'y a pas de masses dans l'intérieur de l'espace, on aura 

\ d*) _ (dJ_ V + y m 

pourvu que l'on prenne les valeurs de ̂  relatives à la surface in-

terne. 

XXIV. 

Théorème. « En admettant l'existence des conditions exigées à la fin 

» du dernier paragraphe, en désignant par Τ l'espace considéré, par 

» q la force totale avec laquelle agissent sur l'élément dΤ les masses 

« situées en dehors de l'espace ou distribuées d'une manière continue à 

» la surface, on a l'équation importante 

/vîA = -/?'<fr· 
» la première intégrale s'étendant à toute la surface, et la seconde à 

» tout l'espace T. » 
Démonstration. Prenons des coordonnées rectangulaires, et consi-

dérons dans l'espace Τ une droite parallèle à l'axe des oc, et pour la-

quelle , par conséquent, j et ζ sont consta nts ; il résulte de l'équation 

identique 

\ d*) _ (dJ_ V + y m\ d*) _ (dJ_ V + y m 

que l'intégrale 

JL(L7 +V£j«ir, 

étendue à la partie de la ligne comprise dans l'intérieur de l'espace Τ, 

est égale à la différence des valeurs de V ̂  aux extrémités de la ligne, 

39-
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quand la ligne coupe la surface en deux points seulement, et que dans 

tout autre cas, cette intégrale est égale à 

E e V dV dx, 

en prenant dans cette somme les valeurs de V aux points d inter-

section de la droite et delà surface , et en donnant à ε la valeur — ι 

pour les intersections d'ordre impair (la première, la troisième, etc. 
la valeur + ι pour les intersections d'ordre pair. Si maintenant on 

considère cette ligne droite comme l'arête d'un prisme infiniment pe-
tit ayant pour section normale dydz, et par conséquent pour élé-

ment de volume dxdydz, l'intégrale 

/[(£)■+ V d2 V dx2) DT, 

étendue à toutes les parties de Τ qui font partie de cet espace prisma-
f/V 

tique, sera égale à ̂  εΥ — dydz. Ce prisme coupe la surface en deux 

ou plus généralement en un nombre pair de parties. L'une de ces sec-
tions étant désignée par ds, et ρ étant l'angle que fait avec l'axe des 

χ une normale intérieure élevée en ds, on aura 

dydz — ± cos pds, 

le signe supérieur étant pour les intersections d'ordre impair, et le 
signe inférieur pour les autres. Il suit de là que l'intégrale précédente 
est égale à 

-%Y7^cosPds> 

expression dans laquelle le signe sommatoire se rapporte aux éléments 
de surfaces que nous avons considérés. Il est visible qu'en décompo-
sant tout l'espace en de semblables éléments prismatiques , on ne lais-
sera échapper aucun point de la surface, et que l'on aura 

/ [(s)* +
v
 S )}«·=- /V dV dx cos y ds, 
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la première intégration devant s'étendre à tout l'espace T, la deuxième 

à toute la surface v. Maintenant il est évident que cos ρ = en con-

servant à ρ la signification qu'il a dans le § XXIII et en considérant χ 
comme fonction de ρ et des deux autres variables qui servent à distin-
guer les points de la surface les uns des autres. Donc 

d~V dx dy dy dy dz d dyd~V dx dy dy dy dz dy 

Bien entendu que, dans le cas où la surface même contient des masses, 

et où par conséquent—a deux valeurs différentes, il s'agit de la va-

leur relative à l'espace intérieur. 
On arrivera , par des considérations analogues, aux équations 

/[(S-)
,+v

£]
rfr
=-/

T
S!

A
· 

d~V dx dy dy dy dz dyd~V dx dy dy dy dz dyd~V dx dy dy dy dz dy 

en ajoutant ces trois équations membre à membre, et en observant 
que dans l'espace Τ on a 

d~V dx dy dy dy dz dyd~V dx dy dy dy dz dy =0 

\dy) +U7) +W ~~
q

 ' 
et qu a la surface 

d~V dx dy dy dy dz dyd~V dx dy dy dy dz dy 

/'/'rfT= - /V dV dp ds 

ce qu'il fallait démontrer. 
Ce théorème, en ayant égard au dernier corollaire du paragraphe pré-

cédent, peut être exprimé d'une manière plus générale par l'équation 

on aura 

/,Wr=/(A-V)g*, 

A étant une constante arbitraire. 
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XXV. 

Théorème. « Les mêmes choses étant admises que dans le para-
» graphe précédent, si le potentiel V a une valeur constante en tout 
» point de la surface qui limite l'espace T, cette valeur convient à tous 
» les points de l'espace lui-mcme; d'où résulte une destruction totale 
» des forces dans tout l'espace. » 

Démonstration. Si dans l'équation la plus générale du paragraphe 
précédent, on met pour A la valeur constante que le potentiel possède 
a la surface, on a 

J q'dY = o: 

d'où résulte q = ο pour tous les points de l'espace T; ensuite 

dV dV dV dx °' dy~ ~ ° ' Yû ~~ ° ' 

d'où l'on conclut que V est constant dans tout l'espace T. 

XXVI. 

Théorème. « Lorsque des masses sont situées dans l'intérieur d'un 
» espace limité T, ou répandues d'une manière continue sur quelques 
» parties ou sur la totalité de la surface s de T, si le potentiel a, en 
» chaque point de cette surface, une valeur constante A, le potentiel 
» aura, en tout point Ο de l'espace infini extérieur T', 

» i°. Une valeur nulle, si A = ο ; 
» a0. Une valeur plus petite que A et de même signe, quand A est 

» différent de ο. » 

Démonstration. i°. Il faut d'abord prouver que le potentiel ne peut 
pas avoir en Ο une valeur qui soit hors des limites ο et A. En effet 
supposons que le potentiel puisse avoir en Ο une telle valeur B, et 
désignons par C une quantité arbitraire comprise à la fois entre Β et o, 
et entre Β et A. Menons par le point O des lignes droites dans toutes 
les directions ; il y aura sur chacune de ces droites un point O' pour 
lequel la valeur du potentiel sera égale à C, et de plus toute la ligne 
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OO' doit appartenir à l'espace T'. Cela résulte de la continuité des va-
leurs du potentiel qui doit, si la droite est suffisamment prolongée , 
varier de Β à A ou devenir infiniment petit, suivant que la ligne droite 
perce ou ne perce pas la surface s (voir les observations de la fin du 
§ XXI). L'ensemble de tous les points O' formera une surface ter-
minée de toutes parts , et comme le potentiel est constamment égal à C 
sur cette surface, il faudrait, d'après le théorème du paragraphe pré-
cédent, qu'il eut., en tous les points de l'espace limité par la surface 
dont il s'agit, la même valeur C. Mais nous savons, au contraire, que 
nous avons au point Ο une valeur Β différente de C. L'hypothèse que 
nous avons admise sur le potentiel conduit donc à une contradiction. 

Ceci prouve le théorème énoncé dans le cas où A = o, et fait voir, 
dans le cas où A est différent de ο , que 1A valeur du potentiel en O 
ne peut être plus grande que A ni être de signe contraire. 

a0. Pour compléter la démonstration dans le second cas , décrivons 
du point O comme centre, et avec un rayon R plus petit que la plus 
courte distance entre O et s, une surface sphérique que nous décom-
poserons en ses éléments ds. Soit V le potentiel en chaque élément ds, 
et désignons encore par Β la valeur du potentiel au point O. D'après le 

théorème du § XX, l'intégrale J" Xds, étendue à toute la surface sphé-

rique, est égale à 4?ïR2B , et par suite 

J(Y - B) ds = o. 

Or cette équation ne peut subsister qu'autant que V a la même 
valeur Β dans tous les points de la surface sphérique, ou bien a 
en certains points une valeur plus grande que B, et en d'autres une 
valeur plus petite. Dans la première supposition on conclurait du 
§ XXV que le potentiel est constant dans tout l'espace intérieur 
de la sphère, et du § XXI qu'il aurait cette même valeur (et par 
suite une valeur nulle) dans tout l'espace infini extérieur à T. Mais 
cela est en contradiction avec l'hypothèse que le potentiel est diffe-
rent de o à la surface s, par l'impossibilité où est le potentiel de va 
rier brusquement. Quant à la seconde supposition, elle est en con-
tradiction manifeste avec ce qu'on a déjà vu (i°), lorsqu'on suppose 
B=o ou = À; B doit donc être compris entre o et A. 
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XXVII. 

Théorème. « Dans le théorème du paragraphe précédent, le premier 
λ cas, celui où la valeur constante du potentiel est nulle, ne peut avoir 
» lieu que lorsque la somme algébrique des masses est nulle ; le second 
» cas ne peut se présenter que lorsque cette somme est différente de ο. » 

Démonstration. Soit ds l'élément d'une surface sphérique , de rayon 
R , et qui renferme l'espace T. Désignons par M la somme de toutes les 
masses, et par V leur potentiel en ds. D'après le théorème du § XX , 

l'intégrale J'V'k — 4ftRM; d'après le précédent théorème, le poten-

tiel V est nul pour tout point de la surface sphérique quand A = ο , 

plus petit que A et de même signe quand A^ ο. 11 en résulte, dans 

le premier cas, que 4^RM = o, d'où M = o; dans le deuxième, que 
4nRM, et par suite M est de même signe que A. On en conclut aussi 

que dans le second cas, 4^RM est plus petit que j k.ds = M 

plus petit que RA , et A plus grand que —. 

La seconde partie de ce théorème, dans son rapport avec le théo-
rème du paragraphe précédent, peut être énoncée de la manière sui-
vante : 

« Lorsque des masses dont la somme algébrique est nulle sont si-
» luées dans l'intérieur d'un espace limité par une surface fermée, ou 
» distribuées en partie d'une manière continue sur la surface, et que le 
» potentiel a une valeur constante en chaque point de cette surface , 
» cette valeur ne peut être différente de ο , et s'étend à tout l'espace in-
» fini extérieur ; d'où suit que, dans tout l'espace extérieur, les ac-
» fions de ces masses se neutralisent complètement. » 

XXVIII. 

On se convaincra facilement que toutes les conclusions du paragra-
phe précédent subsistent quand s est une surface non fermée, et qu'il 
n'existe des masses que sur cette surface. Dans ce cas il n'y a plus 
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d'espace Τ, et tout point qui n'appartient pas à la surface appartient 
à l'espace infini extérieur. Si le potentiel a en tout point de la surface 
une valeur constante A différente de o, il aura en dehors une valeur 
plus petite et de même signe. 

Ce qui se rapporte au cas de A = ο est encore vrai ici, mais sans 
utilité. En effet, le potentiel aura dans ce cas une valeur nulle en tout 
point de l'espace; donc, t étant la longueur d'une ligne droite, on 

aura partout = o. De là et du § XVIII on conclura que la densité 

est nulle en tout point de la surface, c'est -à-dire que la surface ne peut 
contenir aucune masse. 

Au reste, cette dernière observation convient aussi au cas de masses 
exclusivement distribuées sur une surface fermée ; car, d'après le 
§ XXV, on voit que la valeur du potentiel est o dans tout l'espace 
intérieur. 

XXIX. 

Avant de passer à de nouvelles recherches concernant des masses 
distribuées d'une manière continue sur une surface, il importe de dis-
tinguer deux modes différents de distribution, correspondants au cas 
où nous considérons des masses toutes de même signe (que nous re-
garderons comme positives) et au cas où nous considérons des masses 
de signes différents. Quand une masse M sera distribuée sur une sur-
face de manière que l'élément ds en contienne une portion nuls, nous 
dirons que la distribution est homogène si m est partout positif, ou 
du moins n'est jamais négatif. Si m désigne la densité, comme cela a 

lieu ordinairement, l'intégrale Jmds, étendue à la surface entière, 

donnera la masse M. Dans le cas contraire , où m est positif en certains 
points et négatif dans d'autres, nous dirons que la distribution est 
hétérogène, et M ne désignera plus alors la somme des masses, mais 
la valeur absolue de la différence entre la somme des masses positives 
et la somme des masses négatives. Un cas remarquable de la distribu-
tion hétérogène est celui où M = o ; il peut paraître étrange que l'on 
dise alors qu'une masse nulle est distribuée sur la surface. 

Tome VII. — Αουτ 1842. 4^ 
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XXX. 

Il est évident que, dans le cas de la distribution homogène d'une 
masse M sur une surface, la valeur positive du potentiel en chaque 

point de la surface est plus grande que —, r étant la plus grande dis-

tance de deux points de la surface. Le potentiel ne pourrait avoir la 

valeur — qu'à une extrémité de la ligne r, et lorsqu'on supposerait 

toute la masse M concentrée à l'autre extrémité. Mais nous écarterons 
ce cas particulier, et nous supposerons seulement que la masse totale 
est distribuée d'une manière continue, chaque élément ds en possé-

dant une quantité infiniment petite mds. L'intégrale ̂ Y nids, étendue 

à toute la surface, sera donc plus grande que j'mds ou que — , et 

il est évident qu'il existera un certain mode de distribution pour le-
quel cette intégrale aura une valeur minimum. Nous allons démontrer 
que, dans le mode de distribution correspondant à la valeur minimum 

de J" Ν mds , le potentiel V a une valeur constante en tout point de la 

surface, qu'aucun élément de cette surface ne reste vide, enfin qu'il 
n'y a qu'une seule distribution de ce genre. Dans ce but, nous com-
mencerons par traiter une question beaucoup plus générale. 

XXXI. 

Soit U une grandeur ayant en chaque point de la surface une valeur 
déterminée, finie et continue. 

L'intégrale 

S.1 = J"(V — aU) mds, 

étendue à la surface entiere, pourra avoir des valeurs très-différentes, 
suivant les différentes manières dont la masse sera distribuée sur la 
surface; mais il est évident qu'il y a tel mode de distribution pour le-
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quel l'intégrale a la plus petite valeur possible. Cela posé, on aura ce 
théorème. 

Théorème. « Dans le cas où le dernier mode de distribution est sup-
» posé avoir lieu, 

» i°. La différence V — U = W a une valeur constante dans toutes 
» les parties de la surface qui contiennent quelques portions de la 
» masse M; 

» a0. Partout où la surface ne possède pas de parties de masses, W est 
» plus grand, ou du moins n'est pas plus petit que la valeur constante 
» en question. » 

1. Nous allons d'abord démontrer que si à un mode de distribution 
on en substitue un autre qui en diffère infiniment peu, en changeant 
m en m -h μ, la variation correspondante de Ω sera exprimée par 

■ij* Wp ds. 

En effet, les variations de Ω et de V étant désignées respectivement 
par âQ. et <?V, on aura 

âQ = J ÙYmds + J (V - aU) \x(L·. 

Mais on a 

j* âY mds = j" Vuî/v , 

d'après le § XIX, puisque èY n'est autre chose que le potentiel des 

masses dans le mode de distribution où chaque élément de surface 
contient la masse μ, et qu'en conséquence Y, rn, dY, p. sont les ana-
logues 'des quantités désignées par les lettres Y, K, v, k, tandis que 
ds remplace à la fois dS et ds. On aura donc 

cm = j (aV - aU) pcfr = 2 j Υίμάε. 

2. Il est évident que la variation de μ doit être assujettie à la condi-

tion μds — ο, et à cette autre que μ ne soit négatif en aucune par-

tie vide de la surface ; autrement la distribution cesserait d'être homo-

gène. 
4o 
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5. Supposons maintenant que, clans un mode déterminé de distri-
bution , la quantité W ait des valeurs différentes en divers points de 

la surface Soit A une valeur moyenne entre la plus grande et la plus 
petite valeur de W, soit Ρ la partie de la surface où l'on a W> A, et Q la 
partie delà surface où l'on a W < A ; soient p, q deux portions égales 

de la surface donnée, Tune prise en P, l'autre en Q. Supposons que, 

dans toute l'étendue de p, la variation de m soit constante et ait la va-
leur négative μ — — ν, et que clans <7, au contraire, elle ait la valeur 

constante positive μ — ν; partout ailleurs supposons cette variation 

nulle. Il est évident que la première condition de l'art. 2 est remplie; 

quant à la seconde, qui exige qu'aucune partie de p ne soit vide de ma-
tière , il sera toujours possible d'y satisfaire toutes les fois que P ne sera 

pas entièrement vide. 
Il suit de là que la variation 0É2 est négative, ce que l'on voit faci-

lement en mettant cette variation sous la forme ι ̂ (W — AWc/c. 

On voit aussi que, dans tout mode de distribution où la quantité W 
a des valeurs différentes dans les parties pleines de la surface, ou bien 
où W, ayant la même valeur clans les parties pleines, a une valeur plus 
petite dans les parties vicies, par un changement dans la distribution 
Û diminue. Il est donc nécessaire que, clans le cas du minimum, les 
conditions énoncées au théorème soient remplies. 

XXXII. 

Quand on applicpie les résultats précédents au cas particulier con-
sidéré plus haut (§ XXX), où U = o, W désigne simplement le poten-

tiel des masses de la surface, Ω l'intégrale J* Ymeis. En rapprochant 

le théorème du dernier paragraphe de celui du § XXVIII, on voit que, 

dans la distribution correspondante au minimum de J Yrnds, aucune 

partie de la surface ne peut être vide; car, lors même que la surface 
serait fermée ., si elle présentait des parties pleines et des parties vides, 
les premières ne formeraient pas une surface fermée, et les secondes re-
lativement aux premières appartiendraient à l'espace infini extérieur. 
Donc (§ XXVIII1) le potentiel aurait une valeur moindre dans ces par-
ties de la surface, ce que nous venons de voir être impossible. 
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il est donc démontré qu'il existe une distribution homogene d'une 
masse donnée, où aucune partie de surface ne reste vide et où tousses 
points ont le même potentiel. Afin de démontrer d'une manière com-
plète le théoreme du § XXX, il reste à prouver que ce mode de distri-
bution est unique. C'est ce que nous ferons plus bas, en traitant d'un 
théorème plus général. 

La proposition que, dans le cas du minimum de j Ymds, aucune 

partie de la surface ne peut rester vide, peut s'énoncer de la manière 
suivante : 

« Dans tout mode de distribution où des parties de la surface restent 

» vides,l'intégrale^ Ymds surpasse sa valeur minimum d'une quantité 

» finie. » 

XXXIII. 

La démonstration du § XXXI repose principalement sur l'existence 
d'un minimum de Ω, laquelle est tant qu'on se borne à la distribution 
homogène d'une masse donnée. Si la même évidence avait lieu dans 
un cas quelconque et lorsque la deuxième condition (§ XXX , 2) n'est 
pas remplie, on pourrait dès à présent, établir ce théorème : il existe 
un mode de distribution homogène ou hétérogène, dans lequelW—Y — U 
a une valeur constante dans tous les points de la surface. Mais, comme 
l'existence d'un minimum n'est plus évidente dès qu'on ne se borne 
plus à une distribution homogène, nous sommes obligé d'employer 
une démonstration un peu plus compliquée pour parvenir au but im-
portant que nous nous sommes proposé. 

Nous supposerons d'abord trois distributions différentes, et, au lieu 
des expressions indéterminées m, Y, qui désignaient la densité et le 
potentiel, nous emploierons les suivantes : 

i°. m = m
a

, V = V0; 
2°. m = m,, Y — V, ; 
3°. rn — p., Y — s>. 

La première distribution est une distribution homogène de la masse 

M, et correspond au minimum de Γ Y mds ; 
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La deuxième est également homogène, et se rapporte à la même 
masse M; mais elle correspond au minimum de l'intégrale 

s (V— 2εU) nids, 

ε étant un coefficient constant arbitraire ; 

La troisième dépend des deux premières, par la relation u. — ——— : 

c'est donc une distribution hétérogène clans laquelle la somme des 
masses est nulle. 

D'après ce qui a été démontré (§ XXXI), V
0
 est constant dans toute 

l'étendue de la surface ; Y, — εϋ est constant dans la partie où a lieu la 
seconde distribution, et dans cette même partie ν — U est nécessaire-

ment constant, puisque ν — — 0. 

Suivant la valeur de ε, la seconde distribution couvrira la surface 
entière, ou en laissera une partie vide. Mais cette seconde distribution 
devenant identique à la première quand ε = ο, il en résulte que les par-
ties cpii, pour une valeur de ε, restent vicies, diminuent de plus en plus 
quand ε décroît; en sorte qu'elles se remplissent entièrement quand ε 
atteint la valeur ο. Il peut arriver néanmoins que des parties de surface 
restent vides quelque petit que soit ε, quand cette quantité conserve le 
même signe; mais, dans tous les cas, il suffit de remarquer que, pour ε 
infiniment petit, aucune partie finie de la surface ne peut rester vide; 
car, si le contraire avait lieu, il en résidterait (§ XXXII, à la fin) que 

l'intégrale J* V, m, ds surpasserait d'une quantité finie l'intégrale 

f\o'n 

0

ds-, or, si l'on désignait la différence par e, on aurait 

J (Y, —ι i\J) m,ds — J\y„—2iXJ)m
<)
ds = e — ■izj'uim, — m

0

)ds. 

La différence de ces deux intégrales deviendrait donc positive pouir 
une valeur infiniment petite de ε , ce qui est en contradiction avec ha 
supposition que, dans le second mode de distribution, l'intégral·e 

yVv — 2 ε XJ)mds soit un minimum. 
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De là résulte que si, dans le troisième mode de distribution , nous 

prenons μ égal à la limite vers laquelle converge le rapport ——, 

quand s décroît indéfiniment, e — U aura en tous les points de la sur-
face une valeur constante. 

Imaginons maintenant un quatrième mode de distribution dans le-
quel on ait m = m

0
 + μ; la masse distribuée sera M, et le potentiel 

(savoir V
0
 + v) aura aussi avec U une différence constante sur la sur-

face; ce qui démontre le théorème énoncé. 

XX XIV. 

11 nous reste à prouver qu'il n'existe pour la masse M qu'un seul mode 
de distribution, pour lequel V — U soit une constante dans toute l'é-
tendue de la surface. En effet, si deux distributions donnaient ce résul-
tat, m et V étant désignés dans la première par m, et V,, et dans la 
seconde par rn

2
 et V

2
, le potentiel d'une troisième distribution dans 

laquelle on aurait m = — m
2
 serait V, — V

2
. 11 serait donc con-

stant et la masse entière serait nulle. Donc (§ XXVIII) on aurait 

m, — mï - ο ; 

d'où l'on voit que les deux distributions seraient identiques. 
Enfin il y a toujours une distribution pour laquelle la différence 

V — U aune valeur constante donnée; car, si a est une constante ar-
bitraire , les notations restant, les mêmes, le potentiel de la distribu-
tion où m — am

0
 -I- μ sera égal à aV

0
 + U, et la différence con-

stante aV
0
 -4- ν — U sera déterminée pour chaque valeur de a. La 

masse distribuée ne sera plus arbitraire, elle devra être égale à «M. 
Mais il n'y aura qu'une seule manière de satisfaire à cette condition. 

XXXV. 

La détermination rigoureuse d'un pareil mode de distribution d'une 
masse sur une surface donnée et pour une forme donnée de la fonction U, 
est, dans la plupart des cas, au-dessus des forces de l'analyse telle qu'elle 
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existe aujourd'hui. Le cas le plus simple où Ton puisse résoudre le pro-
blème est celui où la surface donnée est sphérique ; mais nous préfé-
rons examiner un cas plus général, celui où la surface donnée diffère 
très-peu d'une sphère, et où Ton peut négliger les infiniment petits 
d'un ordre supérieur à la différence infiniment petite entre le rayon du 
sphéroïde et le rayon de la sphère. 

Soient R le rayon de la sphère, r la distance d'un point quelconque 
de l'espace au centre de la sphère, u l'angle compris entre r et une 
droite fixe, λ l'angle compris entre un plan mené par la droite fixe et 
par r, et un plan fixe; R(i + yz) la distance d'un point indéterminé du 
sphéroïde au centre de la sphère, y étant un facteur constant très-
petit dont on peut négliger la seconde puissance, et ζ étant une fonc-
tion de u et de λ; enfin soit f/une fonction donnée de u et de λ, 

Ue potentiel V de la masse distribuée dans toute l'étendue de la sur-
face sphérique peut être exprimé, en chaque point extérieur, par une 
série ordonnée suivant les puissances descendantes de r et à laquelle 
nous donnerons la forme 

Α„^Α,(ΐ)'
+

Α,(ΐ)·
 +

 .,ο. 

Dans chaque point de l'espace intérieur, le potentiel sera exprimé 
par la série ascendante 

β„ + Β,(£) + Β, (£)' + B.
;

 (£)' + <«. 

Les coefficients A
0

, A
(

, A
a
,..., sont des fonctions de u et de λ assujet-

ties à satisfaire à certaines équations aux différences partielles ( voir 
Résultats, etc., i838, p. aa), et il en est de même des fonctions B

0
, B

(
, 

B
2

, etc. Sur la surface en question, le potentiel doit être égal à une 
fonction donnée U de m et de λ; on aura donc 

(r R) 1/2 = ή + yzf U. 

Si nous supposons que (ι H- *yz)s U soit développé parla série 

Po Pi H- P2 P^ -f- etc.
 ? 
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dont tous les termes satisfont aux équations différentielles déjà citées; et 
si nous considérons que les développements en série du potentiel 
doivent être admis à la surface même, nous aurons 

P0 + P(
 + P

2
 + P

s
 + etc. 

—: Âq(i —I— yz^j 5 -4- A, Γι + yz) = + à.
2

(i + *yz) 5 etc., 

'=: B
0

(i + yz)i + B
4
(i -+- yz)i -+- B

2
(i -t- yz)i + etc. 

Donc, si Ton néglige les quantités du même ordre que y, on aura 

P0 P| -f~ P2
 -H Ρ

8
 -t- etc. — A

0
 —H A, -f- A

2
 -f- etc. 

Mais une fonction de « et λ ne peut être développée que d'une 
seule manière en une série dont les différents termes satisfassent aux 
mêmes équations différentielles. L'égalité précédente entraîne donc 
celles-ci : 

Ρ ο — A0, Ρ 4 — A, , P2 — A2, etc. 

On verra de la même manière, et en négligeant les quantités du même 
ordre que y, que P0 =B0, P, =B,, etc. 

Donc si l'on pose 

A
0
 — Po + — Tq yb

0
, 

A, = P, + ya
{

, Β, =P
H
 — yb

{
, 

(0 A2 — P2 + yct2, B2 — r 2 yba, 
Α3 = Ρ3 + γ«8, B3=P3— yt>

3
, 

etc., etc., 

on voit que a0, at , aa,..., b0, bt, b2,... satisfont aux équations 
différentielles dont nous avons parlé ; ensuite , si l'on substitue ces 
valeurs dans les équations écrites plus haut, on aura, en négligeant 
les quantités du même ordre que y2, et divisant par y , 

ab—{— β, —t— H- rz
3

 —1— etc. — ζ (Pq —t- 3P, —l— 5P2 —etc.j, 
b

0
 -+■ ba + b3 + etc. — -ζ (P0 + 3P( + 5P2 + etc.). 

Donc, en négligeant des infiniment petits du même ordre que y. 011 a 

bçy — βίο , bι — , ba — cia, etc., 
Tome VII· — Août 1842. 4 
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et sauf des quantités du même ordre que y2, 

(a) B
0
 — P

0 γβ0 ? ®ι — > Β a — 7*L » etc. 

Le coefficient différentiel — a deux valeurs différentes à la surface. 

Celle qui correspond au cas où dr est négatif, c'est-à-dire à la face in-
térieure, est plus grande que celle qui correspond à la face extérieure. 
La différence entre ces deux valeurs est Î\-rn cos # , m désignant la den-
sité, et # l'angle de la normale et du rayon vecteur, au point con-
sidéré de la surface. [Voir § XIII, où t, A, k

0
 ont la même signifi-

cation que r, #, m, dans ce moment.] On trouve ces deux valeurs 
en différentiant les formules qui donnent Y pour l'espace intérieur et 
pour l'espace extérieur, et posant dans le résultat r = R (1 + yz). On 
aura ainsi pour la première 

1 R B1-+- aB
2
 (i -t- yz) -f- '1B

3
 (1 + yzf -+- etc. | 

et pour la seconde 

— ~ j^A
0
 (1 + yz )-2 + A

t
 ( 1 + yz ) 3 + A

2
 (1 -+- yz)-" -+- etc. j 

Nous aurons donc, en multipliant la différence par R (1 + γζ)1, 

4twîR cos# (ι+γζ)1 = Α
ο
(ι + γζ)—i +Α,(ι+7ζ)—Ι + Α

2
(ι+γζ)ί-ι- etc. 

-+- Β, (ι+γζ)ϊ-+- aB2(t+
,y'z/ + «te. 

En substituant dans ce résultat, pour A
0

, A,, etc., leurs valeurs 
tirées des équations (1), pour B

0
, B

(
 ,.. ., leurs valeurs tirées des 

équations (2), et en négligeant tous les termes du même ordre que γ2, 
nous aurons 

4nmR cos# (1 -+- 7zji = P
0
 + 3P, -h- 5P

2
 -I- 7P3 + etc. 

+ 7 (fl
0
 + fl, + A- etc·) 

— 2" 7^ (Ρ
υ
 + vJ P| -J- 3P

a
 -4-

 7
Pg -4- Gtc. ; 

mais, les deux dernières séries se détruisant quand on néglige les quan-
tités du même ordre que y2, on aura 

™ <·ρ°+ 3Ρ· + 5Ρ·+ ?ρ· +etc·)· 
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ce qui résout le problème. Au lieu de (ι -+- yz)~on peut écrire 
ι — f yz et supprimer le diviseur cos θ ; car, en général, θ est du même 
ordre que y, et cos θ ne diffère de ι que d'une quantité du même 
ordre que y2. 

Quand il s'agit d'une sphère, on a y = o; on obtient alors, et le ré-
sultat est rigoureux, 

m ~ 4^R (P° + 3P< + 5I>2 + 7P3 + etc.), 

P
0

, Ρ,, P
2
,. . . étant les divers termes du développement de U. 

XXXVI. 

Dans les recherches précédentes, la quantité U a été laissée indéter-
minée Si l'on suppose que U est le potentiel d'un système de niasses 
donné, on arrive à un résultat de la plus haute importance. 

Théorème. « Si à un mode D de distribution du système donné, que 
» l'on prend soit exclusivement dans l'intérieur de la surface fermée s, 
» soit exclusivement dans l'espace extérieur, on substitue un mode de 
» distribution Ε dans lequel la masse donnée est exclusivement distri-
» buée sur la surface même : dans le premier cas, l'effet de Ε sera égal à 
» l'effet de D dans tout l'espace extérieur ; dans le second cas, les deux 
» effets seront égaux dans tous les points de l'espace intérieur. « 

Pour démontrer ce théorème, considérons le potentiel U de D dans 
tous les points de s, et le potentiel V de Ε. A la surface, V —U devient 
égal à ο dans le premier cas, tandis que dans le second cette diffé-
rence est seulement constante; car — U sera le potentiel relatif à une 
distribution D' qui serait le contraire de celle désignée par D , en 
sorte que chaque molécule serait remplacée par une molécule opposée. 
Donc V—U est le potentiel des deux distributions coexistantes D' et E; 
donc, dans le premier cas, les effets de ces deux distributions se dé-
truisent dans tout l'espace extérieur, tandis que, dans le second cas, ils 
se détruisent dans l'espace intérieur (voir §§ XXVII et XXV) ; c'est-à-
dire que les effets de D et Ε seront les mêmes dans les espaces corres-
pondants. D'ailleurs, dans le premier cas, la masse entière de Ε sera 
égale à celle de D; dans le second, elle restera arbitraire. 

Le théorème qui a été énoncé dans les ouvrages intitulés : lniensitas 
4 1.. 
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vis magnetic ce , page 10, et Théorie générale du magnétisme terrestre, 
n'est plus qu'un cas particulier du théorème que nous venons de dé-
montrer. 

XXXVII. 

Nous avons dit au §XXXY que le calcul de la distribution Ε ren-
contre, dans la plupart des cas, des obstacles insurmontables. Cepen-
dant il existe un cas qui ne présente aucune difficulté et dont nous al-
lons parler : c'est celui où U est constant, et où par conséquent la sur-
face s est une surface d'équilibre pour le système des masses de la 
distribution D. On voit facilement qu'il ne s'agit ici que du cas où la 
distribution D est exclusivement intérieure, et que la masse entière 
n'est pas o. Autrement, il n'y aurait pas d'effet qu'il serait nécessaire 
de remplacer par une distribution de masses sur .v. 

Soit Ο un point de la surface î; soit r la longueur d'une droite qui 
coupe la surface à angle droit en ce point, et regardons-la comme crois-
sante dans la direction du dedans au dehors. Soit — C la valeur cons-

tante de la dérivée ^enO, et représentons par m la densité du point 

Ο dans le mode de distribution Ε. La dérivée^ a deux valeurs diffé-

rentes en O. Celle qui se rapporte à l'espace intérieur est égale à ladéri-

vée c'est-à-dire à — C, par la raison que Y = U dans tout l'espace 

extérieur; celle qui se rapporte à l'espace extérieur sera égale à o, 
parce que V est constant à la surface et dans tout l'espace intérieur. 
Mais la seconde valeur devant surpasser de 4?wila première, on aura 

4 π m = C, ou m = C 4u 

Il est évident que C n'est autre chose, et pour la grandeur absolue et 
pour le signe, que la résultante des masses de la distribution D. 


