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NOTE
SUR UN THEOREME DE MECANIQUE;

Psr M. Ca. DELAUNAY.

On sait que le mouvement d’un corps solide peut toujours etre con-
sidéré comme se composant du mouvement de translation d’un quel-
conque de ses points, et d'un mouvement de rotation autour d’une
droite passant par ce point. On peut de méme regarder le mouvement
d’un systéme quelconque de corps comme se composant du mouvement
de translation d’un de ses points, d’'un mouvement de rotation autour
d’une droite passant par ce point, et de mouvements relatifs qui chan-
gent les positions respectives des corps du systéme. Pour se rendre
bien compte de cette décomposition de mouvement, on peut concevorr
qu’a chaque instant, regardant le systéme comme solide, on détermine
les axes principaux qui se croisent en un point de ce systéme, et 'on
voit qu’ainsi, quel que soit le mouvement, il pourra toujours étre rew-
placé par le mouvement de ces axes principaux et les mouvements des
diverses parties du systéme relativement a ces axes; d’ailleurs le mou-
vement des axes principaux, comme celui d’un corps solide, se compo-
sera du mouvement de translation du point ou ils se croisent, et d’un
mouvement de rotation autour d’une droite passant par ce point.

Lorsque le systéme, d’abord en repos, est mis en mouvement par des
impulsions, la droite autour de laquelle commencent a tourner les axes
principaux passant par un point quelconque, prend le nom d’aae
spontané de rotation, relativement 3 ce point; il est évident que pour
un méme mouvement il y a autant d’axes spontanés de rotation qu’il v
a de points dans le systeme.

Lagrange démontre (z’lfe'canique analytique, tome 1, page 293) que .
dans un systeme libre, en faisant abstraction du mouvement de trans—
lation, tout axe spontané de rotation est tel que la somme des torces
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vives du systeme est un maximum ou un minimum , théoreme qui avait
d’abord été donné par Euler, dans le cas d’un corps solide. Lagrange
fait voir en effet que la condition commune au maximum et au mini-
mum est satisfaite; mais il ne s’occupe pas de savoir lequel du maxi-
mum ou du minimum a réellement lieu, ou bien s’il y a tantét maxi-
mum, tantdt minimum. L’objet de cette Note est de faire voir qu’il y a
toujours maximuin.

Je considere d’abord le cas d’un corps solide, et je prends pour ori-
gine un point quelconque du corps et pour axes coordonnés les axes
principaux qui passent par ce point lorsque le corps est en repos.
Comme Lagrange, je ferai abstraction du mouvement du point qui est
al'origine, ou, ce qui revient au méme, je considérerai ce point comme
fixe; des lors le corps ne pourra plus prendre qu'un mouvement de
rotation autour de ce point.

Soient X, Y, Z les composantes paralléles aux axes de I'une des forces
instantanées appliquée au point dont les coordonnées sont r,setu,
¢, w, les composantes aussi paralléles aux axes de la vitesse de ce point
résultant de I'action des forces instantanées sur le corps; on a, parle
principe de D’Alembert, combiné avec le principe des vitesses vir-
tuelles,

Y m(ubx+vdy +wdz)= Yy m(Xdx+Ydy+2dz). (1]

Puisque le corps ne peut que tourner autour de l'origine, tous les dé-
placements virtuels J'x, d'y, dz, s’exprimeront au moyen de trois rota-
tions arbitraires J‘«L, dw, 40 autour des axes des x, des y et des z, et
I’on aura

Jr =2do —yde, dy =xdp—2d, dJz=ydl — xdw.

Substituant dans I'équation (1) et égalant séparément a zéro les coefti-
cients de J\L , dw, &', nous aurons les trois équations suivantes :

zm(VVJ'— vz) = Zm(Zj —Yz),
Y m(uz —wx)= Y m(Xz — Zx),
Smvx— uy)= Y m(Yz—Xy);
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mais on a
_ dx __dy _ dz,
U= V= W= 3

et si dy, do, dp représentent les angles dont le corps tourne autour
des trois axes pendant le premier instant de son mouvement, on-aura

_ da dp
U= —Ja
__ .do dy
| —— IE — 2 d—t’
_ d xdw
w=Jraz — *a

Mettant ces valeurs dans les équations précédentes et remarquant que
Pon a

mey =o, 2mxz=o, Zmyz:o,

on trouvera
dl

7 Zm(]‘zﬂ-z“) = Zm(Z_}'—Yz),
Z—: Zm(ac'2 + z2)= Zm(Xz—- Zx),
dp

7 2m(@ )= Fm(Yx—Xy)

ou bien, posant

Azzm(_}’2+z2), B=2m(x’+ z%), C=2m(.r2 + 7%,
P Snity ¥, Q= Entitm, A= Satesy

on aura enfin

d P de __ Q
v 1 = =3,

dr A’ dt

dp R
e —C

On a donc ainsi les composantes de la vitesse de rotation, et on en dé-
Tome V. — JuiLer 1840. 33
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duit facilement que les équations de I'axe spontané de rotation sont
de dp
Yy = X X, z = ) X

ou bien, en remplacant d-\!. y de et.dp par leurs valeurs,

_AQ _AR
'}’—Fp-x, z——@x

Supposons maintenant que le corps, au lieu de pouvoir tourner libre-
ment autour de I'origine, soit assujéti 4 tourner autour d’une droite re-
présentée par les équations

Yy =ax, z=b.r;

dans ce cas on pourra bien toujours exprimer les déplacements virtuels

dx, 4y, 'z, au moyen des rotations d\., Jw, J'¢ autour des trois

axes; mais de ces trois rotations, une seule devra étre considérée

comme arbitraire, et les deux autres seront déterminées par les relations
J‘w:aJ"\L,- 90 = by ;

on aura donc

Sx=(az—by)d, Jdy=(bx—2d, dz=(y—ax)di;

et si 'on substitue ces valeurs dans I’équation (1), elle deviendra
2 m(wy — vz) o4 aZm(uz— wx) + bz m(vx — uy)=P+ aQ+ bR.

D’ailleurs d{ étant I’angle décrit par le corps autour de I'axe des x pen-
dant le premier instant de son mouvement, on verra, comme préceé-
demment, que 'on a

dh d
u=(az—b]):%", v=(bx—z)7‘f, w:(]__ax).d_'f;

substituant dans l’éqﬁﬁtion précédente, il viendra

(A + @B+ 8°C) 2 = P 4+ aQ + bR;
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d’ou 'on tire
dy _ P+aQ-4bR
dt — A+a'B462C*
Mais on peut aussi remplacer dans ’équation (1) J'x par ud't, dy par
vd't, Iz par wdt, et elle deviendra :

Zm(zﬁ + o'+ w?) =Em(Xu+ Yo+ Zw),

ou bien en remplacant dans le second membre «, ¢, w par leurs valeurs
données précédemment,

3 m(u? + * 4 wh) = (P + aQ + bR) ¥,

Donc enfin, représentant par K la somme des forces vives qui forme le

. , . dl
premier membre de cette equation, et mettant pour 7 52 valeur, on

aura
K — (P+aQ-+ bR)z'
A+ a*B—+ b*C

La valeur de K étant ainsi exprimée en fonction de a et de b, la ques-
tion est ramenée 4 faire voir que K sera un maximum lorsqu’on donnera
a a et bles valeurs qui correspondent 4 I’axe spontané de rotation, c’est-
a-dire lorsque I’'on supposera

AQ AR
—_ = b—="=:

= gp’ cp’

pour cela il suffira d’appliquer la méthode ordinaire des maxima et
minima.

On trouvera d’abord

dK __ 2(P+aQ-+bR)(AQ—aBP + b*CQ— abBR)

da — {A+a*B~+b2C) ’
dK __ 2(P+aQ-+bR)(AR—bCP+ a*BR—abCQ)
db (A+—a*B+2CP '

. . , AQ AR
Ces valeurs sont annulées lorsqu’on v remplace a par T ethpar 5,
33..
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c’est-a-dire que pour ces valeurs de a et b, K est un maximum ou un
minimum. C’est ce que Lagrange a démontré plus simplement que je ne
viens de le faire; mais les calculs précédents étaient nécessaires pour
aller plus loin et distinguer si K est maximum ou s’il est minimum.
d’K  dK  dK AQ

T daah? ape etquony remplace a par 57 , et b

Si ’on calcule 5

AR
par , on trouvera

Cp’
4K 2P/
da* —  A*(BCP*+ACQ*+ABR*)*’
K 2P*m
dadb —  A*(BCP*+ ACQ*—+ ABR*)*’
d*K 2Pn
db* —  A*(BCP*+ACQ*—+ABR*)*’

en faisant, pour abréger,

B*(BC2P* + BA?R* ++ AC?P*Q* + CA?R?*Q* + 2ABCP’R*) =,
ABCQR (BCP? 4~ ACQ? +- ABR?) = m,

C?(CB*P* + CA?Q' + AB*P?R? + BA’Q’R* + 2ABCP*Q*) = n.

R dK , .. o, . .. d?
La valeur de —— étant évidemment négative, ainsi que celle de LK
. da* dbz?
il ne reste plus, pour démontrer que K est toujours un maximum, qu’a
faire voir que I'équation du second degré

12 —omf4+n=o0

n’a pas de racines réelles; en effet, les valeurs de /, m, n donnent
m? — In = — B2C?*P?(BCP* + ACQ? + ABR?*)*,

quantité essentiellement négative. Donc, dans le cas d’un corps solide,
I’axe spontané de rotation est toujours tel, que la somme des forces
] ’

vives du corps est un maximum.

Passons maintenant au cas d’'un systéme quelconque de corps, et

q q ’

prenons toujours pour origine un des points du systeme, et pour axes
coordonnés les axes principaux qui se croisent en ce point avant que le

R L IR N L T I T N A
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mouvement ait lieu; représentons encore par X, Y, Z, les trois compo-
santes paralléles aux axes de 1'une des forces instantanées appliquée au
point m dont les coordonnées sont x, ¥, z, et par u, v, w, les compo-
santes de la vitesse de ce point due 4 I’action des forces instantanées,
abstraction faite du mouvement de translation. L’équation (1) sera en-
core I'équation du mouvement que nous considérons.

La vitesse du point i étant due au mouvement de rotation des axes
principaux du systeme autour de I'axe spontané de rotation, et au
mouvement de ce point relativement aux axes principaux , nous pou-
vons poser

U=—=u -+ «, V=V|"|‘ﬁ’ w=w, + 7,

uy, vy, W, étant les parties de u, v, w qui résultent du mouvement de
rotation, eta, 3, %, les parties qui résultent du mouvement de m rela-
tivement aux axes principaux; x,, ¢, et w, seront donnés par les re-
lations

do  do do i @y du
i, IZE—‘“)"’J;, VW= 5 — Z— w, =Y 5 — X

Cela posé, si nous remplacons dans I'équation (1), &z, &'y et J'z,
successivement par udt, vdt, wdt et par w,dt, v,dt, w,dt, ce qui est

toujours permis, il viendra

E m [ (w4 ) (o, + B+ ()] = Zm [X(u, )+ Y (o + )+ Z{w,+ 7)1,
et

D (@) iBl Ay = 3, m (Xatg+-Youot-Zav )5
retranchant ces deux équations 'une de Pautre, on trouvera

Y mua+at+ 0,84 B4 w,y + 52 = ¥ m(Xa+ YR+ Ly),
d’ou

2 m(u,a—+v,B+w,y) =Zm(Xa+Yﬁ+Z7)—Z m(a? -+ 3245 %)
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_ Appelant encore K-la somme des forces vives du systéme, on aura

K:zm(u‘—i— v’-{—w’).—_z m(u? +e? +wf)+22 m(ue+o £ +W,-y)-+-2 m(a+ B2+

7

cette valeur, en vertu de I’équation qu’on vient de trouver, se changera
en la suivante :

K = 2m(uf+vf+wf}+2 2m(Xa+Yﬁ+Z7) — Zm(a"—i— 62492

Le premier terme de cette expression représente la somme des forces
vives du systéme correspondant au seul mouvement de rotation, et les
autres termes ne dépendent que des mouvements relatifs des diverses
parties du systéme; or nous verrions exactement, comme dans le cas

d’un corps solide, quez m (12 4+ ¢? 4 w?) est un maximumj; donc

nous pouvons encore dire que I’axe spontané de rotation est toujours tel
que la somme des forces vives K du systéme soit un maximum.

Si 'on ne fait pas abstraction du mouvement de translation, on
trouvera encore que la somme des forces vives est un maximum; en ef-
fet, puisqu’'on ne_ néglige plus aucune partie du mouvement, cette
somme des forces vives sera la méme, quel que soit 'axe spontané qu'on
considére; on peut donc regarder le mouvement de translation comme
étant celui du centre de gravité, et la rotation comme s’effectuant au-
tour de I’axe spontané correspondant a ce point. Si I'on conserve les
mémes notations que précédemment, qu’on représente de plus par a,
h, c, les trois composantes de la vitesse du centre de gravité, et par L,
V, W, les composantes de la vitesse totale du point m, on aura

L=at+u+2a, V=btvov,+8, W=c+w +9;
la somme des forces vives K du systeme sera donc
K:Zm(uz+vz + W)

— arhe 4—0’)2 m +2 m{(u,+a)+(v,+B)? (v, —Q—y)’]—)—zzm[(z(u )b, B o, 1.

Mais d’apres les valeurs de u,, v, , w, données précédemment, et parce
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que, avant le mouvement, le centre de gravité est a P'origine, on a les
relations suivantes : :

Emau,zo, Zmbv,:o, chw, = 0;

de plus, si x’, y', 2’ sont les coordonnées du point m rapportées aux
axes principaux mobiles qui passent par le centre de gravité, on aura
au commencement du mouvement,

da’ dy’ 1774
=% B=3 r=73

-

d’ot 'on conclut
Zmaazo, Zmb,@: o, ch),:o;
la valeur de K se réduit donc a
K=(@+h+c") Im + ¥ m(u,+ a) + (v, 4 BY + (w, +9)%];

mais le second terme est la somme des forces vives du systéme, abstrac-
tion faite du mouvement de translation, et nous avons vu que cette
somme est un maximum; donc K est aussi un maximum.



