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MEMOIRE D’ANALYSE INDETERMINEE,

Démontrant que Uéquation x"+ y" =2z" est impossible en nombres

entiers ;

Psn G. LAME.

De tous les théorémes sur les nombres, énoncés par Fermat, un seul
reste incomplétement démontré. Ce théoréme dit que I’équation
x" 4 y" = z” est impossible en nombres entiers, lorsque 1'exposant »
est plus grand que 2. Euler a démontré cette impossibilité pour » =3,
et par suite pour tout multiple de 3, (z = 3i); Fermat lui-méme pour
n = 4, (n = 4i); M. Dirichlet pour = 14, (n = 14i); enfin Legendre,
en complétant un travail de M. Dirichlet, pour n==5, (n = 5i).

Je me propose dans ce Mémoire d’établir la méme impossibilité pour
n =17, et conséquemment aussi pour tous les multiples de 7, impairs
et non divisibles par 3 ou 5, les seuls qui ne rentrent pas dans les cas
précédemment traités. Je présente ici cette démonstration sans recourir
a aucune théorie étrangeére, et sans m’appuyer sur les propriétés se-
condaires que Legendre a réunies dans le second supplément a la pre-
miére édition de sa Zhéorie des Nombres. Tous les lemmes nécessaires
a cette démonstration particuliére sont démontrés directement, et uni-
quement en vue du nombre 7.

§ L

Si I'équation x” - y* = 2" est possible en nombres entiers, on peut
supposer ’existence d'une solution pour laquelle x, y, z n’auraient
aucun facteur commun; car, si A représente le plus grand com-
mun diviseur entre trois nombres Ax, Ay, Az, qui vérifient I’équation
proposée, on pourra diviser I'identité (Ax)" + (A7) = (Az)" par A", et

25.
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Von aura I’équation
(1) x4y =7z,

dans laquelle &, y, z, ne peuvent plus étre divisibles tous les trois par
un meéme nombre. Alors x, 5, z, sont nécessairement premiers deux a
deux, car un facteur premier d ne pourrait diviser deux de ces nom-
bres sans diviser le troisieme.

Des trois nombres x, ¥, z, un est nécessairement pair, et les deux
autres impairs. [l serait possible qu'aucun d’eux ne fit divisible par 7 :
car les nombres premiers avec 7 étant compris dans les six formes
- 1, =2, =3, leurs septiemes puissances le sont dans celles-ci :
49i =1, =19, =18, et la somme de trois des six restes =1, = 19,
=+ 18, peut étre nulle. Ainsi, il y a lien de considérer deux cas diffé-
rents : 1° celui ou 7 ne divise ni x, ni y, ni z; 2° celui ot 7 divise un de
ces nombres.

Premier cas.

§1.

[.’équation proposée (1) étant mise successivement sous les trois formes

E v = (2=y ) [(z—r)S47x(z—2)+3. ey i3 7y (e—y )5 7y (z— ) 3. 1 (e—r )t | = e—y X
yi= ()| (z—2)04-n2(z—2)*4-3. na(zmmr)id=5 0z} (z—x P45 . qxt(z—z) 4 3. g5 (2mi) 4 728 = (z—2" ¥
o =iy (@4 =@y P43 (e 5. 0wty P+5. ety P —3 g (atr H ) = L

Xet(z—y),ou Y et (z—x), ou Z et (x<4y) ne pourraient avoir
d’autre facteur premier commun que 7; car d, nombre premier, divi-
sant X et (z—y), ou Y et (z—x), ou Z et (x—+y), diviserait 7y° et
(z—7¥), ou 7x° et (z—x), ou 7y° et (a-y); et si ' était autre que 7,
1 diviserait y et (z— y), d’ot1 ¥ et z, ou x et (z—x), d’ou x et z, ou
yet{x=4y), d’ot1 y et . Mais dans le cas actuel, x, y, z sont tous les
trois premiers avec 7; donc les six nombres X, (z— 7, Y, (z—x),
Z, (x -+y), sont tous premiers entre eux. Ce qui conduit aux trois dé-
compositions suivantes :
x=mu, X=m, z—y=pu"y
(3 y=n, Y=n', z—x=1";
z=pp, L=p, xHy=¢
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les six nombres m, w, n, v, p, ¢, €tant premiers entre eux.
Les équations (3) donnent aisément

XAy —z=um—u’) =1n—*) = plp®—pi.

La valenr commune des trois derniers produits étant divisible sépare-
ment par u, par 7, par p, facteurs premiers entre eux, le sera nécessai-
rement par le produit de ces facteurs, et ’on pourra poser

&) mlm— ) = v(a— ) = pl gt p) = A prg = x4 — 2
A étant un nombre entier. On déduit de 14
(5) m=pu’ 4 Ayp, ="+ Apu, p=rp"— Au.

Yot il suit que le nombre A est premier avec u, v, p; car si A et u, par
exemple, avaient un facteur premier commun d', m serait divisible par
d', d’apres la premiére (5); m et u ne seraient donc pas premiers entre
eux. Par la méme raison, A est premier avec ni, n, p; ainsi A est pre-
mier avec &, ¥, z. Les groupes (4) et (5) donnent successivement

Mop=x+y —zs=mu+mw —pp=uw +" — "+ 3Apr.:
ce qui donne la relation
(6) p— — = 2Auyp.
§ TII.

La troisiéme colonne du groupe (3) conduit aux valeurs suivantes
PE=pl = T, gy =W T T, s =T
qui transforment ainsi Péquation (1)
(7)W= ) e (= 7 " ) = (7 57
Mais on a généralement, comme il est facile de le vérifier par le déve-
loppement des puissances indiquées,

8) {(U+b+a)7—(c——b+a)’—(c+b— a)y +(¢c— b—a)=
= 7.8abc[3(a* + b* 4+ c*) 4 10(a® B* 4 ¢? a2 4 b2 s
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éi donc on pose, pour simplifier,
(9) p'=a, =5 p=c,
I’équation ( 8) est réduite par celle (7) &
(10) (c—b—a)'="7.8abc[3(a*+-b*+c*)+ 10(a* b+ c*a® +b*c?)];
et ’équation (6) donnant |
c—b—a=2Aprp, et (c— b— a) =12"A"abc,
cette valeur substituée, ’équation (10) devient
(11)  2*AT =13 (@ + b+ ')+ 10(@ B+t a4+ b M) ];

d’oti 'on voit que A est nécessairement divisible par 7.

L’équation (11), combinée avec celle (6), démontre que A est essen-
tiellement un carré. Voici comment s’établit cette propriété , importante
pour la question actuelle.

Si ’on résout V'équation (11) par rapport 4 a?, il vient

3a3 = — 5(8* 4 %) + 2 V4b* + 5b° c* + 4t + $2°AT;
la quantité soumise au radical devant étre un carré ¢*, si 'on pose,
pour simplifier, 5* + ¢ = <, on aura
(12) 3a? = 20 — 5+, L2AT =@ 435 ¢* — 4)?;
mais I'équation (6) donne, en désignant par P le produit x»p,
a=c—b—aAP, a*® =+ —ach— 4AP(c —b— AP),
ou simplement, en remarquant que ¢ — b — AP = a + AP = x,
a® = «L — ach — 4APx;

cette valeur de a? substituée dans la premiere des équations (12) donne
¢ = 4~ — 3cb — 6APx. Enfin cette valeur de ¢ transforme facilement
la seconde équation (12) dans la suivante :

(13) A[4A*+4 Px(4 — 3cb — 3APZ)]|= () — cb)* = (b*— ch+c*)".
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Or, dans le premier membre, A est premier avec la parenthése; car
un facteur premier &, qui diviserait A et cette parenthése, diviserait le
produit Px (4 — 3cb). Mais A est premier avec P et avec x; J* divise-
rait donc (4} — 3cb); divisant le second membre de I'équation (13),
ou (« — cb), & diviserait (44 —3cb) — 4( — cb) = cb =p"", c'est-
a-dire ¢ ou s, qui ne doivent avoir aucun facteur commun avec A. D’a-
prés cela, 'équation (13) ne pourra se décomposer que de la maniére
suivante :

(14) 8*—cb-+c* =BG, A=B?, $A°+ Px (4} — 3cb— 3APx)=G?,

B et G étant des nombres premiers entre eux. Ainsi A est un carré.
Soit pris D=G —2BPa; la premiére des équations (14), combinée
avec la relation (6), devient alors

(15) @’ b 4 c* — bc — ca + ab = BD.

§ 1V,

Si 'on réunit les équations (6), (15) et (11), on formera le groupe
suivant :
abc = P7;
. ¢ —a—b=2B*P;
(16) a@’+b*+c*—bc — ca+ab =BD;
3(a'+ b+ ct)+10(@ b +crat - b2 e?) = 18B',

Il s’agit d’éliminer a, b, ¢, entre ces quatre équations, afin d’obtenir
une équation finale entre les trois nombres B, D, P. La seconde (16),
élevée au carré et combinée avec la troisiéme, donne

a’ 4 b*+c* = aBD — 4B* P?, —bc —ca+ab=/4B'P* —BD;

d’mi il est facile de conclure successivement, par I’élévation au carré,
et en ayant égard aux deux premiéres (16),
@'+ b+ c* + 2(b* *+c* a® + a?h?) = (2BD — 4B Py,
b?c*+- ¢* a* +a*b* = (4B* P*—BD)* — 4B?P",
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Enfin ces valeurs substituées dans la quatriéme (16), donnent pour I'é-
quation finale cherchée,

16pt* = 3(2BD — 4B'P?)? + 4(4B*P? — BD)* — 16B°P*.

Si 'on développe les carrés indiqués dans le second membre, cette der-
niere équation devient divisible par 16B?, et peut s’écrire ainsi

7) 7% ) P = D SBPD - 7B

.. . . . B
B est divisible par 7, comme on I'a vu (§ IlI); ainsi — est un nombre

i
enher.

§V.

On établit facilement que P = wyp est un nombre pair; en effet, l'e-
quation x+ y — z = AP exige que AP soit divisible par 2, puisque des
trois nombres x, y, z, un seul est pair et les deux autres sont impairs ;
or A ne saurait étre divisible par 2, qui divise ou x, ou y, ou z, avec les-
quels A doit étre premier; donc 2 divisera P, c’est-d-dire I'un des trois
nombres w, v, p; et A ouB?, et par suite B sera un nombre impair. D’ail-
leurs un des trois nombres w, v, p, ou des trois autres « = 1.7, b=>",
¢ = ¢, étant pair, le premier membre de la troisieme équation (16) est
essentiellement impair, d’ou il suit que non-seulement B, mais aussi )
est ilnpair.

1 résulte de 1a que ’équation (17) est impossible en nombres entiers.
avec ces conditions; car elle peut se mettre sous la forme

P2 ABP? — 5D — P8y — o[ F ) — D2
\7 ARY. ’

et le premier membre, étant divisible par P?, est de la forme 4/, puis-
. . , . . B6\? 5 4
que I est pair; tandis que les carrés de nombres impairs (7> et D? étant
\

de la forme (87 4+1), le second membre sera de la forme (87 —+ 6) ou
" 4i + 2). U résulte de Pincompatibilité de ces deux formes, que I'équa-~
tion (17) est impossible avec les conditions imposées aux nombres B, D,
P'; et par conséquent que ’équation (1) ne saurait etre satisfaite par des
nombres entiers x, ¥, 2, sans que 7 soit facteur de I'un de ces nombres.
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Deuxiéme cas.
§ VL

I’un des nombres x, y, z, est divisible par 7. L’équation (1) peut
toujours étre mise sous les trois formes (). Si 7 divise x, il divisera sept
fois ", ne pourra diviser X qu’une seule fois, puisqu’il ne divise pas.y,
et divisera six fois (z2— y); les nombres (z— ), Y, (x 4+ 7), Z, seront
premiers entre eux ; on aura ainsi les trois décompositions

xX=r7mu, X=7m', z—y=19"=a;
(18) ¥y =ny, Y=n", z—ax=y=0b;
z = pp, L=p', x+y=p =c;

et Pon déduira de ce groupe, comme de celui (3), les conséquences
suivantes :

| Ty ——z = qpe(m— %8 ) = y (8 ) = g (pS—p) = 7Agr:==7AP;
(19) m=1%pb 4-Ayp, n=y"~-qApp, p=pS—qgAmur;
9 TAP=z—y—z —=qmu—4- n» —pp=%7417—p7+3 7AP;
c—a—>b=—2.7AP.

A est un nombre entier, nécessairement premier avec 7P; car 7 ne
pourrait diviser A sans diviser m, d’otu il suivrait que X = 7m" contien-
drait plus d’une fois le facteur 7; et un facteur premier &' ne pourrait
diviser 4 la fois A et u, ou », ou p, sans diviser aussi m, ou n, ou p, d’onl
il suivrait que les nombres m, u, n, v, P> P, ne seraient pas premiers
entre eux. Par la méme raison, A est premier avecm, 7, P» et par suite
avec x, y, z; d’ou il suit que A est impair, car 2 divise I’un des nom.-
bres x, y, z; or 7AP est pair comme x + y —2z, donc P = #evp est pair,
c’est-a-dire que 'un des trois nombres wu, 1, p est divisible par 2, tan-
dis quem, n, p, restent tous les trois impairs.
On déduit encore du groupe (18), troisiéme colonne,

w=c—bta, ay=c+b—a, 22=c4+b+a,
ce qui transforme I'équation (1) en celle-ci,

c+b+a)y —(c—b+ay —(c+b—a)y =o,
Tome V. — Jun 1840. 20
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et la formule générale (8) se réduit encore a celle (10). Or on a actuei-
lement 7abe = (jure)’, et ¢ —b —a=12.7Aurp; la substitution de
ces valeurs dans la formule (10) donne, en supprimant le facteur com

mun (7 urp),

(20] 29A7 = 3(a* + b ")+ 10(H2c? + * @ A @ b).

Si 7 divisait z, et non x, le groupe {18) serait remplacé par celui-¢i

mu, X=m', z—y=
ny, Y=n, z—x=1

“Q_l

X = a;
(18 bis) 3 ¥ =b;
Cz=1pp, L=qp, x+y=7"=c;

“

et les formules (19) deviendraient

m=pSepnAvp, n=\S4-7Aps, pP="75—Aur,

zry —z=p(m—p®) =1 (n—r0) =7 (3 —p) = 7Ap e = 7AP;
‘19 bis)
 MAP=ux Fy—z=mp-tnr—po—=pl4rT—=757-3. 7AP;

on démontrerait de la méme maniére (ue le nombre entier A est premier
avec u, v, Jps My Ny Py X, )y 3, €L conséquemment impair, tandis que
P est pair. Enfin la relation de méme forme ¢ — &« — b = 2.7AP, et ies
valeurs de 22, 27, 2z, déduites de la troisiéme colonne (18 bis;, con-
duiraient de la méme maniére 4 I’équation (20).

Ainsi, quel que soit celui des trois nombres x, 7, 2, que 7 divise, I'¢é-
quation (20) subsiste; A étant toujours le nombre qui vérifie I’équation

(a1) c—b—a=2.7AP = 2.7Auvp;
les valeursde ¢, b, a , étant

,  si 7 divisex;
, si7divisey;
7, si 7 divise z;

a= 76“17 b=,
(22) §

c=¢p
a=pul, b=17%", c=p
a=p, b=y, c¢c=7

et Pon a, dans tous les cas,

23) f7abe = (7pmrp) = 17" P75
| lx =a~+ 7AP, y=2b-+7AP, z=c—7AP.
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§ VII
Si I'on résout I'équation (20) par rapport 4 a?, il vient
3a% = — 5(b* 4 %) 4+ 2 V4B + 52 b 4 4ot + 12A7,

et le radical devant étre un nombre entier ¢, on anra, en posant
h? 4ot = “X’ R

(24) 3a* =a2@—54, 12AT =@+ 3b°c* — 440
VMais 'équation (21) donne
A=c—b—2.9AP, @ =+ —2bc— 4.7AP(c—b—nAD),
ou, comme c—b—7AP =a+7AP=x,
plus simplement a* = —abc — 4.7APx;
cette valeur de @*, substituée dans la premiére (24}, donne
@ = 4~ — 3bc — 6.7APx;

enfin cette valeur de @, substituée dans la derniére (24 ), la rend divi-
sible par 12; et le résultat, mettant A comme facteur, est

(25) A[A%+ 7Px (4~ —3bc — 3.7APx)| = (N —be)2 = (B —bhe 4 ¢*

Si A, premier avec 7P et avec &, et divisant (\l —bc)?, avait un fac-
teur premier J' commun avec la parenthése, qu’il multiplie dans le pre-
mier membre de I'équation (25), J' diviserait (43 — 3bc) et (~ — he .
par suite bc, conséquemment b ou ¢, v ou p; A ne serait donc pas pre-
mier avec 7P. Donc le seul moyen de décomposer I’équation (25 est
celui-ci :

126) b*—bc+c*=BG, A=B?, AP+ 9Px (4N —3bc—3.7APx = (G* :

B et G étant deux nombres premiers entre eux, et tous les deux im-

pairs, car (b* — bc + ¢*) est toujours impair, que Pun des deux nom-

bres b et ¢ soit pair, ou qu’ils soient tous les deux impairs, seuls cas
26 ..
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possibles. Il est donc démontré que A est un carré. Soit pris
D =G — 2.7BPa, d’oit G =D+ 2.7BPa, la premiére (26) devient

b* —bc+ c*=BD~+2.7B'Pa =BD +a(c — b —a),
ou bien
(27) a* + b*+ c* — bc — ca+ab = BD;
D est impair, comme G et B.
§ VIII.
Les équations (20), (21), (23) et (27) fournissent le groupe suivant :

, ¢c—b—a=2.7B"P;
‘ a4 b* 4 ¢* —bc — ca+ ab = BD;
(28) z abe = 7“P1;
(@' +b*+c*) 4+ 10(b*c*+c*a’+a? b*) = 16B'".

1] s’agit d’éliminer a, b, c, entre ces quatre équations. Le carré de la
premiére combiné avec la seconde, donne

a4+ b+ c*=2BD — 4.7*°B*P?, —bc—ca+ab=4.7°B*P* —BD;
et de ces deux nouvelles équations, élevées au carré, on déduit
a'+ b +ct+ 2(bc?+ c*a*+ a?b*) =(2BD — 4. 7*B'P?P,
bacz+cza2+a2b2___(4.72B4P2_BD)2 . [].71B’P8;

ces valeurs, substituées dans la quatriéme (28), donnent une équation
finale oli 16B? peut étre supprimé comme facteur commun, et qui donne
définitivement

B4 7 (7P = (D—37°P*BY)* + 3(47°P B
En posant
(29) D=D, +{7'P'B?,
on a plus.simplement

(30) B 7(7°P) = i+ 3(47° PBY)



PURES ET APPLIQUEES. 205

Le nombre P étant divisible par 2, et P? par 4, { P? sera entier et
pair, D, impair comme D et B. La différence des deux carrés de nom-
bres impairs (B*)” et D; étant divisible par 8, ainsi que le terme 7(7°P* 2,
il faut que 8 divise le terme 3(£72P*B?)?, ce qui exige que P soit au
moins divisible par 4. B et 7P devant étre premiers entre eux, I’équa-
tion (30) démontre que D, est premier avec B et avec 7P. L’équation (30)
ne présente plus la méme circonstance d’incompatibilité de formes
que celle (17); aussi la démonstration de son impossibilité exige une
recherche plus laborieuse.

Puisque P est pair, et méme de la forme 47, soit posé P=2P,; P,
sera pair, et 'équation (30) devient

D::B'z—12.74P§BG+28.77P§=(B5—6.7”P§)2+(23.77—22.32.7’3)P:';
maisona  (2°.7"—2%.3%.7%) = 22.97.(2%—3%.7) = 23.77;
on a donc simplement

(31) D; = (B*—6.7'Pi)’ + 7(2.7°P)%.
§ IX.

Pour satisfaire 4 cette équation on pourrait s’appuyer sur des théo-
réemes concernant les formes quadratiques et leurs diviseurs; mais, sans
rien emprunter a des théories étrangeres, il suffit ici de résoudre direc-
tement I'équation indéterminée ¢*> = u* +- 7¢*, dans laquelle les nom-
bres ¢, u, impairs, et ¢ pair, doivent étre premiers entre eux. Cette
équation peut se mettre sous la forme (¢ — u) (¢-+ u) = 7¢*; les facteurs
(¢ —u) et (¢-+u) étant pairs, ne pourront avoir un facteur premier com-
mun J' autre que 2, car alors J' divisant leur somme 2z et leur diffé-
rence 2u, diviserait ¢ et », qui doivent rester premiers entre eux.

Si donc on pose V= 2'MN, M et N étant deux nombres impairs ,
premiers entre eux, la seule maniére de décomposer I’équation
(t —u) (t+ u) = 7v*, compatible avec les conditions imposées aux nom-
bres ¢, u, v, sera donnée par le groupe suivant :

v=12'MN, ¢tFu=17.2"M?, ¢ *u=2"N? m—+n=i;
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d’ou I'on déduit
’:7..2m—|M2 +271—4'N2’ :u:7.2m—l Mi_ 2"_|.N2;

t et u devant étre impairs, il faut nécessairement que I'un des expo-
sauts (m —1) ou (n—1) soit zéro, et leur somme (m 4 n—2) étant
2(i — 1}, celui qui restera sera nécessairement pair.

Il suit de la qu’en posant 2" 'M=g,N=/f,ouM=g, 27'N =f;
ce qui donne dans les deux cas 2/ ' MN =fg,etv= 2!MN =2 fg, on
aura définitivement

v=o2fg t=f"+718 Tu=J"—78"
pour satisfaire généralement a I'équation indéterminée #* = 1¢* - 7l

§ X.

1Y apres cette solution, I'équation (31} conduit au groupe suivant :
B2 D, =f*+4 78 =B =x 6.7"Pﬁ:]"" —78% Jg =7Pu

/ ne peut étre divisible par 7, sans quoi 7 diviserait D, et B, ce qui ne
peut avoir lieu; fet g sont nécessairement premiers entre eux; car un
facteur premier &' qui les diviserait tous deux, ainsi que leur produit
7* P4, diviserait aussi P,, et par suite B® et B; B et P, ne seraient donc
pas premiers entre eux. Ainsi la troisiéme équation (321 ne peut étre
décomposée que de cette maniére,

33) PonAPH j:Q?7 _"3':73-}“;3
Q, est premier avec 7P,; comme P, est divisible par 2, Q, vu P, est
pair.

I.a seconde ( 32) devient
+ B =(Q} = 3.7 . P4 — 712°.7° P
le signe inférieur est inadmissible, car il en résulterait
7028, 7. P9 = (Qf —3.7* PiY? 4 B,

-t le second membre, somme de deux carrés impairs , serait de la forme
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8n + 2, tandis que le premier est divisible par 8. On a donc nécessai-
rement

134 Qi+ 3.7"Pf>2:(B3)2 + 7(23.73P‘;’\'¥2.
lei, comme pour I'équation (31}, on devra poser
B35 QU 3(7TRI =178l £B == g, figi =0t Py,

i et g, sont nécessairement 'un pair et Pautre impair, comme Q, et P,,
et pour que B reste impair; ainsi f, et g, n’ont pas le facteur commun
2; ils ne sauraient non plus avoir de commun un autre facteur premier
d', qui les divisant tous deux, ainsi que leur produit 2%.7%.P%, diviserai
7P, , par suite B et Q,, en sorte que B et 7P = 2.9P,Q, ne seraient pas
premiers entre eux; f, n’est donc pas divisible par 7.

§ XI.

Avant d’aller plus loin, il importe de remarquer que I’équation
4+ 31 = ¢* 4+ 7w?, dans laquelle £ et « sont premiers entre eux ainsi
que v et w, et les deux membres des nombres impairs, exige que 7 et ¢
solent pairs ensemble, ou impairs ensemble.

En effet, de ¢ et u I'un doit étre pair et 'autre impair; il en est de
méme de ¢ et w. Or si ¢ et w étaient pairs, « et ¢ seraient impairs, le
premier membre serait de la forme (47 + 3), et le second de celle
(4n+ 1) qui est incompatible avec la premiére; si x et ¢ étaient pairs.
¢ et wimpairs, le premier membre aurait au contraire la forme 4n 1,
et le second celle 4n + 3, d’ou1 résulterait la méme impossibilité. Donc ¢
et ¢ sont pairs ou impairs ensemble, « et w impairs ou pairs tous les
deux.

§ XII.

Il résulte de ce lemme, de ce que f, et g, sont premiers entre eux, et
de la premiere équation du groupe (35), que la troisiéme équation du
meéme groupe pourra se décomposer de I'une ou de Vautre des deux
maniéres suivantes :

Ji=122Q;, g, =17%P;, st Q, pair, P,, P,, Q,, impairs :

P.=P, . . . .
Q [ =04, g =12 73.P;, si P, pair, Q:, Q,, impairs.
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Ta premiére équation (35) devient ainsi

Qi =2*Q— 3.7*Q4Pi+177P}, siQ, pair, P, et Q, impairs;
Q4 = Q% — 3.7* PiQi + 2*.7"P;, si Q,, Q, impairs.

Ce sont maintenant ces deux équations qu’il s’agit de résoudre en nom-
bres entiers. Or la premiére est impossible avec les conditions que Q,
soit pair, que Py, Q,, facteurs de P,, soient impairs ; en effet, cette équa-
tion peut se mettre sous la forme

16 [(Q.;) — Q’i] = 7(7° P — 3 (7" QI P2)%

et les deux membres sont incompatibles, 'un étant de la forme 4.4n,
tandis que 'autre est de la forme 4.(2n -+ 1).
La méme impossibilité n’existe plus pour la seconde équation

(36) Qi=Q—3.7'PiQi+2*.7"PL.
Comme elle peut se mettre sous la forme
(Q) + 3(7°P:Q1)* = (Q¥)* + 7(2*. 7°. P2),

que Q, et Q, sont impairs, le lemme précédent (§ XI)exige que P, soit
divisible par 2. On peut donc poser P; = 21153 I’équation dont il s’agit
devient

i=Qf—3.2% P Q42" 7T =(Q! —3.2° .7 *TH)* +2%.77(2° —7.3%)m,
et comme 2° — 7.3* = 64 — 63 = 1, plus simplement
(37) Qf = (Qf— 3.2°.7*mi)’ + 7(2%.7"m2)".
§ XITIL.
Pour résoudre I'équation (37), on peut poser ‘
(38) Qi=fi+7g% =Qizxdatyni=f1—7g, figa=2'7"ni;

/. ne peut étre divisible par 7, puisque Q, ne peut Iétre; f, et g, sont
premiers entre eux, sans quoi un facteur premier J' qui les diviserait
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tous deux, ainsi que leur produit, diviserait Q, et Q, qui doivent étre
premiers entre enx. Puisque Q, est impair, il faut que 'un des deux
nombres f, et g, soit pair et 'autre impair; or ce ne peut étre f, qui soit
pair, car g, étant alors impair, le second membre de I'équation
Qi =/ =+ 7g: serait de la forme 47 + 3, ou de 'une des deux formes
8n + 3, 8n -+ 7, tandis que le premier membre ne peut étre que de la
forme 87— 1; donc g, est pair et f; impair.

D’aprés ces conditions, la troisiéme équation ( 38) ne peut se décom-
poser que de la maniére suivante :

I,=Q,P,, f,=0Q%, g,=12"7"P! (Q,premieravec2 7.Q,.
La seconde des équations (38) devient ainsi
£ Q) = Q3 303 90QiP; — 7. 24Py = (Q; £ 22.3.7%P) P —24.77( 3% s 4 1) P,
et comme 7.3% + 1 =64 =2°, plus simplement
= Qi=(Qix 22 3.7 Pi)?—7(2°. 7°. P42
On voit qu’on ne peut admettre le signe inférieur, car on en déduirait
7(2%.7°P)? = Qi + (Q, — 3.2°. 7*Pi)?, et Q,, Q,, étant impairs, le

second membre serait de la forme 8rn—+ 2, et incompatible avec le
premier, divisible par 2'°. On a donc nécessairement

(39)  (Qi+2%.3.7'Pf = Qi-kq(a".7" BiF.
§ XIV.

Pour résoudre V'équation (3g), on posera
(40) Qi+ 2*3.7'Pi=f3-+78% =Q=/3—178% figs=2"7"Pi;

on verra, comme ci-dessus, que _f; est premier avec 7 et avecg,; et la
premicére (40), d’aprés le lemme du § XI, exige que f, soit impair et g,
pair. Il n’y a donc d’autre moyen que le suivant de décomposer la troi-
siéme ( 40),

P.=Q,P,, f,=0Q} gs=127"Pf (Q,premieravec2.7.Q,.
Tome V. — Jux 1840. 27
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[.a premiere équation ( 40) devient

Q= Q2—2’03.7‘-P‘1Q2+77-28-P3=(Q2—2-3-7“P2)’+2’-77(2“—5’-71PI.-
et comme (2° — 3?.7) = 1, plus simplement
(41) Qi =(Qi—2.3.7". P} +7(2 7°.P{P.

Pour résoudre cette équation (41), il faut encore poser

42) Qi=/i+78i, =Qix23.7"Pi=[1—178% Jg =7"P};
/4 est encore nécessairement premier avec 7 et avec g,; et, comme la
premiere (38), la premiére (42) démontre que S+ est impair et g, pair.
On est ainsi conduit a la décomposition suivante de la derniére : 42):
P =Q;P;, fi=Qf, g,=7"P{ (Q; premieravec2.7.Q,;P; pair).
l.a seconde ( 42) devient

Qi =Qix2.3.7'P{Qi — 7" PE=(Qi £ 3.7* P4)*— 77(3%. 7+ 1P,
ou, comme 3%.7 4 1 = 2°, plus simplement

= Qf{=(Qi = 3.9'P{)* —7(2*.7° P4 ),

et 'on voit que P; étant pair, le signe inférieur ne peut étre admis. On
a donc nécessairement

(43) (Qi+ 3.7 PP = Qi+ 7(27.7°. PY).
Pour résoudre cette équation (43), il faut encore poser
(44) Qi+3.7'Pi=[i+ 783 =Qi=/f1—18%, figs=2".7°P};

P, étant pair, le lemme établi (§ XI) démontre que gy est pair; on voit
encore que f; est premier avec 7.g;, ce qui conduit a la décomposition

P =Q,Ps, [fi=0Qf gy=227"P{ (Q, premier avec 2.7.Q;).
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[.a premieére (44) devient

45 F=0QF — 3.9'PiQb4- 2% .77 P}
§ XV.

Or cette équation (45) est de la méme forme que 'équation (36, et
composée de nombres beaucoup plus petits. Ainsi, il existe des nom-
bres U, V, W, premiers entre enx, qui vérifient Péquation

46 U' = V¥ — 3.7 V'W* 4 2 T WY,

il existera par cela méme une autre solution, composée de nombres
beaucoup plus petits. Dot il résulte que 'équation ( 46) est impossible
en nombres entiers finis. Donc I'équation ( 36) est impossible aux mémes
conditions, et par suite I'équation (1) est dans le méme cas.

Vota. Pour s’assurer que les nombres de la solution (45 sont réel-
lement beaucoup moindres que ceux de la solution (36), il suffira de
remarquer que P, = 2Q; Q, QyQ; P,. Le nombre Py est. dans I'équa-
tion (45 ), l’homologue de P, , dans celle (36); P, étant nécessairement
pair, ainsi que Py = Q, Py, ne peut étre moindre que 2; g, = 7° P! esi
donc plus grand que 7*.2% Q;= V/ [} 4177 surpasse donc\/1 + 7ok,
et & plus forte raison Q, surpasse 2°. 7*=10976; ainsi P, est au moins
22 000 fois plus petit que P,.



