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NOTE

SUR UN THEOREME DE FERMAT;

Parx M. LEBESGUE.

Théoréme. « Si 'on admet que I'équation X"+ Y"=2Z" soit im-
» possible en nombres entiers, il en résultera que Péquation
» x4 y¥ = z? Pest également. »

Démonstration. Dans 'équation x*" + y*" = 2? on peut toujours
supposer les inconnues x, y, z premieres deux a deux, de sorte qu'il
y aura nécessairement deux inconnues impaires et I'une paire, puis-
qu'elles ne sauraient étre toutes trois impaires. 11 faut encore que z
soit impair, puisqu’un carré pair ne saurait avoir la forme 4k+ 2. On
peut, d’apreés cela, considérer équation (29x)*” + y** == 2%, ou x,
¥, % seront supposés impairs. Cela posé, en faisant x = pq, sous hy-
pothése de p et ¢ impairs et premiers entre eux, il en résnltera

z i]" — QPﬂn, z :.},n — 22nﬂ—| . qﬂn’

et par conséquent,
z :P2n+ 22)1(:_.2. qzn’ i.]'" =P2n — 22M—2.92M-

1°. Pour n = 1, on a la solution connue

z=p'+(2"7'q), xy=p'—0"""9)} x=2%q;

2°. Pour n = 2, I'équation = y* = p** — 2*"*~?_¢*" ne peut subsis-
ter avec le signe inférieur, on prendra donc y? =p* — 2**~?¢*; donc
si ’'on pose ¢ =rs, il en résultera p* = y= ar*, p? x y=12"""%.s% et
par suite 'équation p* = r* 4 (2°~*s)*, ot les inconnues sont impaires
et premieres entre elles. Ainsi équation (2°x)* 4 y* = z* entraine
I'équation (2°~'s)* 4+ r* = p?, celle-ci entraine semblablement
(2972t 4-u* =¢?, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on trouve P*+-Q*=R?,
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ou P, Q, R sont des nombres impairs, ce qui est impossible. 11 est
donc prouvé que x* + y* = z? est impossible, ainsi qu’on I'a déja dé-
montré par la méthode de Fermat. L’équation x> 4 ¥ = z* sera par
conséquent impossible pour toutes les valeurs paires de 7.

3°. Pour le cas de n impair, I'équation = y" = p** — 92%~2, q*"
pourra s’écrire 3" = p"— 2%"=2, g%, en supposant y positif ou néga-
tif. Soit donc y = rs, en supposant r et s impairs premiers entre eux, et
I'un d’eux négatif s’il est nécessaire; il faudra poser r* = p" —-2%" "' .¢",
st=p*— 27 ¢"; d'olt r* — 5" = (29)". Quel que soit le signe de s,
cette dernieére équation a toujours la forme X” 4+ Y* = 27; donc I'im-
possibilité de cette équation entraine celle de I'équation 2" 4 2" = z2.

Il résulte donc des théorémes démontrés par Fermat et Euler, par
MM. Legendre et Dirichlet, et en dernier lieu par M. Lamé, que I'im-
possibilité de I'équation 2*"+ y*"=23, et celle de I'équation Xyt =2z"
pourn =3, 5, 7, entrainent celle de I'équation 2*" 4 y*" = z* pour

n=2,3,4,5,6,7,8,9, 10 — 12 — 14, 15, 16 — 18 — 20, 21, 22
— 24, 25, 26, 27, 28 — 30, etc.

Les recherches que J’ai faites sur 'équation &” <+ y*=2z" m’ont con-
duit & démontrer Yimpossibilité de quelques équations indéterminées
dont je m’occuperai dans un autre article.
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