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SUR LA

SOMMATION DE CERTAINES PUISSANCES

D UNE
RACINE PRIMITIVE D'UNE EQUATI()N BINOME,

Et en particulier, des puissances qui offrent pour exposants les résielus
cubiques inférieurs auw module donné;

Parx M. Aveustin CAUCHY.

Le module p étant un nombre premier, concevons qu’une racine pri-
mitive d’une équation binome du degré p soit successivement élevée 3
des puissances qui offrent pour exposants les résidus quadratiques infé-
rieurs au module p. La somme de ces puissances pourra seulement ac-
quérir deux valeurs distinctes en vertu de la substitution d’une racine
primitive & une autre; et la différence entre ces valeurs sera une fonc-
tion alternée que M. Gauss a le premier appris i déterminer. Or, aprés
avoir exposé, dans la:Note qui précede, une méthode fort simple qui
reproduit les résultats de M. Gauss, j’ai dit que la méme méthode pou-
vait étre étendue a d’autres déterminations analogues. C’est ce que I’on
verra dans cet article ot la méthode dont il s’agit se trouvera particu-
lierement appliquée a la solution du probléme que je vais indiquer.

Supposons que, le module p étant du nombre de ceux qui, divisés
par 3, donnent 1 pour reste, on ¢éléve une racine primitive aux diverses
puissances qui offrent pour exposants les résidus cubiques. La somme
de ces puissances, quand on y remplacera la racine primitive donnée
par d’autres, pourra successivement acquérir trois valeurs distinctes ,
et ces trois valeurs seront les trois racines d’une équation connue , &
laquelle on parvient & I'aide de la théorie de M. Gauss. D’ailleurs la
fonction alternée la plus simple que I'on puisse former avec ces trois va-
leurs est le produit des trois différences que 'on obtient en les retran-
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chant I'une de I'autre. Or Ja détermination compléte de cette fonction
alternée est évidemment un probléme analogue 2 celui dont j"ai donne
deux solutions nouvelles dans I'article précédent. Seulement ce nouvearn
probleme est d’un ordre plus élevé, attendu que les résidus quadrati-
ques se trouvent ici remplacés par des résidus cubiques. Mais, quoi-
qu’en raison de cette circonstance la difficulté semble s’accroitre, toute-
fois je parviens a la surmonter en suivant une marche semblable a celle
que J’ai adoptée dans la Note citée.

Vindique aussi quelques-unes des conséquences auxquelles on se
trouve immédiatement conduit par la solution du probleme que e
viens d’énoncer.

ANALYSE.

§ 1. Théorémes divers, relatifs aux modules qui, divisés par 3.
donnent Uunité pour reste.

Soient p un nombre premier impair, § une racine primitive de 1'¢-
quation

(1) xP =1,
et £ une racine primitive de I’équivalence
(2) xP~' =1, (mod. p).

Les divers entiers inférieurs au module p seront équivalents, suivant ce
module, aux divers termes de la progression géométrique

1, ¢, £2, 15, .. P2,

et en conséquence les diverses racines primitives de I'équation (1) pour-
ront étre représentées ou par les termes de la suite

g, 62 6,... 00,

ou par les termes de la suite

8, 6, 6¢,... 00
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Si d’ailleurs on nomme 8 la sormme de ces racines primitives, ¢’est-a-dire
si 'on pose

3 S =046 4 07 ... g,

on aura évidemment 1 + 8 =0, ou, ce qui revient au méme,

~

/Yy § = — 1.

Concevons maintenant que le module p, divisé par 3, donne I'unité
pour reste, ¢t posons

9
|

I.a progression géométrique
1, 1, t%, 83, .. tP-2,
pourra étre décomposée en trois autres, savoir
i, 3%, 5., P74,
b, th 1T, tP,
2 5 8 -2.
e, 85, 8, 2
et la somme § en trois parties Correspondantes

so‘ SI’ s27

*

respectivernent déterminées par les équations

So=8 4+ 0% 4+ 0 4. . 4 o,
6 $, =8 + 04 40" 4. .. 4 g,
$:=10" 4+ 0 4+ 0" +... 4 .

Cela posé, comme les divers résidus cubiques, inférieurs au module p.

seront équivalents, suivant ce module, aux divers termes de la progres-
sion géométrique

1, 13, t5,. ., P4

il est clair que 8, représentera la somme des puissances de § qui offriron:

22,
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pour exposants ces résidus cubiques. Quant aux sommes 3, $,, on les
déduira évidemment de la somme 8, en remplagant la racine primitive §
de’équation (1) par la racine primitive ¢ ou §*. 11 y a plus: si 2 la racine
primitive § on substitue successivement toutes les autres, la somme des
puissances de §, qui offrent pour exposants les résidus cubiques infé-
rieurs au module p, pourra seulement acquérir trois valeurs distinctes
qui seront précisément

cs0’ 5., Si'

Enfin, si 'on nomme S, la somme des puissances de 8 qui ont pour
exposants les cubes des nombres

0, 1, 2, 3,... p—1,

etS,, S;, ce que devient S, quand on y remplace successivement § par
8¢ et par §*, on aura

(7) So =14+38,, S, =1-+38,, S,=r1+3s,.
En effet, les nombres
1, 2, 3,... p—1,
peuvent étre censés représenter les diverses racines de ’équivalence
xP~l=y, ou xd=1, (mod.p),
qui se décompose en plusieurs autres, savoir,
(8) r=i1, r=e, r=t,...x*=1"", (mod.p);

et par conséquent trois d’entre eux vérifieront chacune des équiva-
lences (8). Donc si 'on pose

(9: So =1+ "4 0% 4 ¥ 4. . .4

on aura encore

So=14304 8404 .4 074,
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ou, ce qui revient au méme,

~J1
(%)

So =1+ 33,.

On retrouve ainsi la premiére des formules (7), de laquelle on déduira
la seconde et la troisiéme en remplacant § par 8 et par 6¢.
Il est bon d’observer que, si £#” désigne un terme quelconque de la
suite
I, 23, % ... P4,
un autre terme de la méme suite sera équivalent 4
— tam — (_ tm)3;
et méme, comme on aura
p—1 3@
2

t > =t "=—1, (mod.p),

il est clair que le terme équivalent 2 — £3™ sera
t}%-'- 3m = t3 (m+§).
Cela posé, les différents termes de chacune des sommes
S07 Sl 2 52 b
seront deux 4 deux de la forme
917 0—1;

et comme § étant une racine primitive de I'équation (1), §¢, 4~
senteront deux expressions imaginaires conjuguées, la

6 + 6!

se réduira simplement 4 une quantité réelle. Donc les trois sommes S,
81, 3, seront trois quantités réelles, et I'on pourra en dire autant des
trois sommes S,, S,, S,, qui seront d’ailleurs les trojs racines d’une
équation connue du troisiéme degré. Cette équation, et celle qui aura

pour racines les trois autres sommes, pourront d’ailleurs s’obtenir a
Vaide des considérations suivantes.

repre-
somme partielle
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/
Si 'on éleve au carré la valeur de 8, fournie par la premiere des
equations 6 ), on trouvera

=4

_\;:9|+4+gl+t’+91+‘°+. ...... o g+
B B T
—- etc.
’ + gzp—i+tv—4+ g:?‘—"+t+9t”—4+13+‘“+9t”'—4+ =

Dans le second membre de cette derniére formule, les termes que ren-
ferme une méme colonne verticale se déduisent les uns des autres quand
on remplace successivement dans le premier

B par 8¢, ou par §,... ou par ger—".
Done la somme de-ces termes se réduit toujours ou a 'une des sommes
50 2 Sl b 82 2

. s . s —_1
ou bien au nombre de ces termes, c’est-a-dire a £ 3 dans le cas

particulier ou I'exposant de § dans le premier terme s’évanouit, ce qui
a lieu lorsque le premier terme est

p—
S =§°=1.
Donc la formule (10) donnera
2 p—1 N
i s,=—3——+a50+ba.+c52,

a, b, ¢ désignant trois nombres entiers dont la somme, inférieure
d’une unité au nombre des termes

e|+¢’ 9|+:'~*, 9|+tﬁ’...eq+n’—4’
sera
12 a+b+c=’i—;—i

Or, quoique au premier abord la détermination des entiers a, b, ¢
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semble exiger le calcul numérique des divers termes de la suite
1, 142, 142 141",

néanmoins ce calcul n’est pas nécessaire, et la détermination dont il
s'agit peut aisément s’effectuer, comme on va le voir, a Paide d'une
méthode analogue a celle que nous avons employée dans le précédent
article.

[.a valeur de 32 donnée par Ja formule {1 1) peut s’écrire comme il suit :

\

(’ =L a0 87

‘13 ( + b(A e )

e (b B L
et, pour déduire celle-ci de la formule (10), il suffit &’y faire croitre
ou décroitre d’un multiple de p; Vexposant [ de chaque terme de la forme

6.

Or concevons que, dans I'une ou Vautre formule, on remplace géne-
ralement
p—1

9‘ par l 3 ="

Comme [” croitra ou décroitra d’un multiple de p, en meéme temps
que Z, il est clair qu’aprés le remplacement dont il s’agit, les seconds
membres des formules (10) et (13), se transformeront en denx quan-
tités qui seront équivalentes entre elles suivant le module p- Dailleurs
m, [ étant deux nombres entiers, on aura

(t:”" )fw' — (tm)p—l = I,

(EmeyT = (empem ==, b (mod. p,
(t3m+2>@ — (tm)p—l t2‘w‘ = t2mr,

et
(£ )" = ()P~ 1" =1[", (mod. P

Donc les quantités dans lesquelles se transformeront les seconds memn.-
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bres des formules (10) et (13) seront équivalentes aux deux produits
qu’on obtient en multipliant

d’un coté; par la somme
(4 )"+ ... (1P h7,
d’un autre coté, par le trinome
a + bt® 4 c2*”.
On aura donc
(14) a+bt"+ ct*=(1+4 )"+ (1+ )" +...4+ (1427 ~*)7, (mod. p)-

De méme, si, dans les seconds membres des formules (10) et (13), on
remplace généralement

8¢ par I*7,

on trouvera
(15) a+bt* + " =(141)""+(14+ )" +...4 (1—£?~**, (mod. p).

Concevons 4 présent que, dans les seconds membres des formules (14),
. 15), on développe chaque binome de la forme

(14 ™" ou (14 £¥™)*.

La somme des valeurs que prendra un terme du développement , quand
on attribuera successivement a m les diverses valeurs
P—4

O, I, 24... —3—'=@—-I,

sera de la forme

1 —p(P=1)¢

I+tal+ t.l+...+t3(a—l)l —

o 3¢ .
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Donc cette somme sera nulle, 2 moins qu’il ne s’agisse d’'un terme dans
lequel I'exposant de ¢ soit multiple de 3@ = p—1. Il est aisé d’en con-
clure que les formules (14), (15) donneront

(16) a4 bt"+ct** =2, a-+br”+ ct”=(2 + )@, (mod. p),

la valeur de IT étant

(17) n—(@EtnE+2). . =

1.2.3...®
Soit d’ailleurs
(18) r=to;

I3

r représentera une racine primitive de ’équation
. .

(19) x* =1, (mod. p),

et, comme on aura

P;'E—%, (mod. p),

L7/ gi—

les formules (12), {13) donneront

(20) a4-b4-c=— i, a4-br4-cr=— ;), .a+br’+cr-—.~_=—%— 13}, (mod. p).
Enfin Pon tirera de ces dernieres

{21) a"‘—g-—£l b=_-2_1, c=_2_"p (mod. p)
'* — 9 9’ 9" ’ s

Les valeurs de a, b, ¢, étant ainsi déterminées, on pourra les substituer
dans la formule (11), et dans celles qu'on en déduit lorsqu’on y rem-
place § par §° ou par 8¢, c’est-a-dire, dans les trois équations

(;22) $i=@+aso+ b3|+ C8,, §:=@+asq+bsn+csoy S::@+352+b5.+ CS..
D’autre part, on aura, en vertu de I'équation (4),

(23) 8o + 8, + 8, =—1,
Tome V. — Mar 1840. 23
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et de cette derniere, combinée avec les formules (2a), on tirera succes-
sivement '

(24) B3+ 8+ =2w+1, 8§38, +8, 8, +8:8, =—a;
(25) $:8,+ 818, + 8:8,=bp—a®, 8,8i+38, 81+ 8, 83 =cp—a*;
(26) (8o—38,) (8:—3,) (82—38,) = (¢ — b) p;

(27) 3,83 84 -= @(2@3+|)_b-§—cp;

puis, en ayant égard a la formule (12),

w3 —1

(28) 808,85, = % ap ——g—

11 suit des formules (23), (24), (28), que 8,, 8,, 8, sont les trois va-
leurs de s propres & vérifier I'équation

(29) 3% 48§ — w$ + 3 = o.

Si, dans cette derniére, on pose

S=‘1+33 ou 8=S——-§—[,

on obtiendra la suivante

(30) s —3ps —ph=o0,
la valeur de A étant
(31) A=8—p-+oa

L’équation (3o0) étant précisément celle qui a pour racines les trois

somines réelles
Sos Siy Ssy

le produit des différences entre ces trois racines , savoir,

(So — S¢) (Se — 8a) (83 —S,) = 3* (80— 8,) (8, —85) (82— %),



PURES ET APPLIQUEES. 179

aura pour carré, d’apres une regle connue, le binome

4(3p) —a27(Ap)* = 27p*(4p — A?).

On aura donc

(32) 27 (80— 84)" (81— 82)" (82 — 80)" = p* (4p — A?).
D’autre part, si ’'on pose
(33) B=b—c,

I’équation (26 ) donnera

(34) (80—84) (81— 82) (8, — 80) =— Bp;

‘et 'on tirera des formules (32), (34),

(35) 4hp = A* + 27 B2

Enfin les équations (31), (33), jointes aux formules (21), donneront

rie—r

(36) A=—-1I, B= 1, (mod.p).

Donc, 1° I'équation (35) pourra étre vérifiée, comme I’a dit M. Jacobi,
par des nombres entiers = A, = B, et la quantité A dont la valeur nu-
mérique sera inférieure &

Vhp—a2a7=4% Vp —(p—8P°— 44,

par conséquent a § p, pourra étre complétement déterminée, ainsi que
la quantité B, inférieure elle-méme , abstraction faite du signe, 4 1 \/p,
a plus forte raison i {p, par le moyen des formules (36); 2° si, dans
la formule (30), on substitue la valeur de A choisie de maniére 2 véri-

fier non-seulement la formule (35 ), mais encore la condition (31), pré-
sentée sous la forme

A=—(p+1), (mod.g),
T'équation (30) aura pour racines réelles les trois sommes

S, S, S,
23..
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Cette derniere conclusion s’accorde avec des remarques déja faites par
M. Libri et par M. Lebesgue (voir ce Journal, février 1840). Nous ajou-
terons que, I'équation (28) pouvant étre réduite 2

(37) 278,8,8, =(A+3)p—1,

et le produit 8, s,8, étant nécessairement une quantité entiere, on
aura par suite

(38) (A+3)p=1, (mod.ay).
Ainsi, en particulier, on trouve pour P=17
A=1, (1+43)7=128=1, (mod.2y);
pour p =13,
A=—5, (=54+3)13=—26=1, (mod.27),

etc... De plus la fonction alternée la plus simple que I’on puisse former
avec les trois quantités 8,, $,, 3,, ou le produit

(80— 8,) (84 — 8;) (82 — 30),

dont le carré peut se déduire de la formule (2g) ou (30), offrira une
valeur qui sera complétement déterminée par la formule (34).

§ I1. Conséquences diverses des principes établis dans le premier
paragraphe.

On peut, des formules établies dans le premier paragraphe, déduire
diverses conséquences que nous nous bornerons 4 indiquer.
D’abord il résulte de la formule (34) que les trois sommes

507 SU 527

rangées d’apres leur ordre de grandeur, seront trois termes consécutifs
de la suite périodique

60? Si’ 52’ SO’ '547 52,"‘
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st B est négatif, et trois termes consécutifs de la suite périodique
80y S25 84y 80y S2y Sy5..
si B est positif. Ajoutons que I'ordre de grandeur des sommes
Ses Siy S,,

sera, en vertu des formules (7), précisément le méme que ordre de
grandeur des sommes
S0y 3,, 8

L 2-

Observons encore qu’en vertu du théoréme de Lagrange, les racines
de T’équation (30), rangées dans leur ordre de grandeur, seront res-

pectivement
S= =~ (3p) €+ teA, S=—1aA, S= (3p)7€+ 1aA,
les valeurs de @, € étant données par les formules

A? 6 A g.8 AS

« ¥p  T23p 1233 €.

Il

1+
€=1—1(3 —*';+etc )
2\ 13 T 6.8 ¥ A

et que les séries, dont les sommes représentent les seconds membres
de ces formules, seront toujours convergentes, eu égard 4 la condition

A2 < 4p.

Pour obtenir 'ordre de grandeur tel' que nous venons de Vindiquer, il
suffit d’observer que cet ordre reste le méme pour toutes les valeurs de
A qui vérifient la condition A? < 4p, et que les trois racines de I'é¢qua-
tion {30), rangées d’apreés cet ordre, seront évidemment

—\/3—[;1 0, V$7

si I'on remplace A par zéro.
Enfin, si Pon cherche le nombre des solutions que peut admetire
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chacune des formules
r4+y=3z, T+y+3=o, (mod.p),

quand on prend pour x, ¥, z des résidus cubiques paositifs et inférieurs
a p, on conclura de la formule (11) que ce nombre est

p—1p+Aa—8
3 9 :

Si I'on assujétissait x, y, z a vérifier la condition

aw =

Ly <z,

le nombre des solutions deviendrait

aw__p—1p+A—8
1.2.37 2 34

dans le cas ou 2 ne serait pas résidu cubique de p, et

aw 1 p—ip+A-=35
1.2.3 2 @ = 2 34

dans le cas contraire. D’ailleurs ce nombre de solutions sera pair,
attendu que trois valeurs données de

x, ¥y, 2,
pourront étre reﬁlplacées par trois autres valeurs de la forme
P—2%2 P—)y P—%;
et, pour qu’il s’évanouisse, il faudra que I’on ait, dans le premier cas,
p+A—8=o,
dans le second cas, p+A—35=o0.

Or ces derniéres formules, jointes a la condition

—A<?
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donneront, dans le premier cas,

§p< 8, p<i6,

et dans le second eas,

1p< 35, p<ro.

D’ailleurs les seuls nombres premiers, inférieurs a 16, et de la forme
3@+ 1, sont 7 et 13, pour lesquels la condition

p+A—8=o0

est effectivement vérifiée; et I'on reconnaitra pareillement que la con-
dition

P+A—-35=0
se vérifie pour les nombres premiers 31, 43, qui, seuls au-dessus de 70,
sont de la forme 3@ -+ 1, et offrent des résidus cubiques dont I'un est
égal & 2. :

Au reste, les formules obtenues dans le premier paragraphe peuvent
encore étre déduites, comme je le montrerai dans un autre article, de la
considération des facteurs primitifs du nombre premier p; et I'on peut,
4 laide des mémes méthodes, établir des formules analogues qui
soient relatives, non plus aux résidus cubiques, mais aux résidus des
puissances supérieures & la troisiéme.



