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Meémoire sur la théorie des plaques élastiques planes;

Par M. Maivrice LEVY.

Les formules que Poisson et Kirchhoff ont déduites des équations
générales de la théorie mathématique de I'élasticité, pour représenter
la flexion d’une plaque mince, fournissent la méme équation aux dé-
rivées partielles du quatriéme ordre; mais celles de Poisson compor-
tent trois conditions a la surface et donnent lieu & un probléme d’Ana-
lyse impossible toutes les fois que les forces agissantes ne sont pas telles
que ces trois conditions se réduisent d’elles-mémes a deux ; les formules
de Kirchhoff, au contraire, ne comportent que deux conditions a la sur-
face, et donnent lieu 3 un probléme d’Analyse toujours possible et
déterminé,

Pour cette raison, la théorie de Kirchhoff est généralement ad-
mise, sans que l'on ait pu pourtant découvrir la moindre erreur
dans celle de Poisson. M. Boussinesq, dans un Mémoire publié au
tome XVI du Journal de M. Liouville, lui en attribue une; mais je
montre qu’elle n’existe pas; je dis, de plus, que les deux théories, si
discordantes en. apparence, sont au fond identiques, et que cellesi sé-
duisante de Kirchhoff n'est, quoiqu’elle conduise &4 un probléme d’Ana-
lyse toujours soluble, applicable que dans les cas trés-exceptionnels
ot celle de Poisson s’applique elle-méme, et que, dans ces cas, elles
fournissent toutes deux des résultals identiques.

Pour mettre le probléme en équation d’une maniére générale, au
lieu de considérer dés I'abord, comme on I’a fait, une question d’ap-
proximation, je traite d’abord un certain nombre de problémes rigou-
reux, relatifs 4 des cylindres de hauteur quelconque; j'arrive A
plusieurs résultats en eux-mémes intéressants, et de nature i élucider
beaucoup le probléme si obscur des plaques; parmi ces résultats, je
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220 M. LEVY.

citerai cenx-ci: 1° quelles que soient les pressions exercées sur la
surface latérale d’un corps cylindrique ou prismatique sur la masse
entiére et sur les bases duquel n’agissent pas de forces, il est impossible
qu’une ligne matérielle, naturellement droite et perpendiculaire sur les
deux bases, se transforme, par suite de la déformation élastique, en
une courbe algébrique d’un degré supérieur au troisieme; 2° pour
qu’elle puisse se transformer en une courbe algébrique (d’an degré né-
cessairement égal ou inférieur au troisiéme), il faut qu’entre la résul-
tante de translation et le moment résultant des pressions agissant le
long de chacune des génératrices de la surface latérale il existe une
certaine relation.

Une fois obtenus, les résultats rigoureux que nous cherchons relati-
vement i des cylindres de hauteur quelconque, nous les appliquons &
des cylindres de hauteur trés-petite, c’est-a-dire & des plaques. Cette
marche, on le congoit, est incomparablement plus netie et moios su-
jette 4 méprises que celle qui consiste a faire les approximations sur
les équations aux dérivées partielles servant de point de départ. Cest
d’une fagon analogue qu'a opéré M. de Saint-Venant, dans son Mé-
moire sur la torsion des prismes.

Aprés avoir misainsi le probléme en équation, en faisant abstraction
des forces telles que la pesanteur agissant sur la masse entiére de la
plaque, pour introduire ces forces sans reprendre des calculs qui de-
viendraient extrémement compliqués, nous employons une méthode
qui constitue une sorte d’extension de la méthode de la variation des
constantes arbitraires; elle pourrait se nommer la méthode de la varia-
tion de la forme des fonctions arbitraires. Elle consiste, en effet, 2 mo-
difier la forme des diverses fonctions qui entrent dans nos équatious, de
facon telle que, saus cesser de satisfaire aux conditions sur les bases, les-
quelles ne changent pas, elles puissent satisfaire aux nouvelles équations
d'équilibre intérieur résultant de I'introduction des forces agissant sur
la masse de la plaque et aux nouvelles conditions sur la surface latérale.

Une fois les forces proportionnelles aux masses introduites, le théo-
réeme de d'Alembert fournit les équations dn mouvement.

Nous appliquons notre théorie a Véquilibre et au mouvement de
la plaque circulaire, soit libre, soit appuyée, soit encastrée sur son
pourtaur. Dans le cas de I'équilibre, nos formules permettent de
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calculer en termes finis la fleche au centre de la plaque appuyée ou
encastrée, quélle que soit la répartition des forces extérieures; dans
le cas du mouvement, le mouvement vibratoire du centre de la
plaque ne dépend que des déplacements moyens et des vitesses
moyennes sur les circonférences concentrigques a la plaque et non des
déplacements initiaux et vitesses initiales imprimés a4 chaque point.
Enfin, si ’on suppose tout symétriqne autour du centre, nos formules
coincident avec celles de Poisson, qui, dans ce cas particulier, le seul
qu’il ait traité, se trouvent satisfaire a toutes les conditions du pro-
bleme. '

I.

Sur les difficultés qui subsistent dans la théorie des plaques minces.

C’est Lagrange’qui, le premier, & 'occasion des travaux de M So-
phie Germain, a donné, sans démonstration, P'équation i différences
partielles du quatriéme ordre dont dépend le probléme, et cette équa-
tion a éié retrouvée depuis, par les moyens les plus divers; elle ne
peut pas faire doute, et c’est seulement sur la possibilité de satisfaire
aux conditions a la surface, conditions dont Lagrange ne s’est pas
occupé, que porte la difficulté.

Kirchhoff, dans son beau Mémoire : Uber das Gleichgewicht und
die Bewegung einer elastichen Scheibe, publié au tome L du « Journal
de Crelle », et devenu classique en Allemagne, montre facilement que
M" Sophie Germain trouve des conditions a la surface, en général
incompatibles avec I’équation & différences partielles i satisfaire.

Cela n’a rien de surprenant, les travaux, d’ailleurs remarquables,
de M" Sophie Germain étant basés sur une hypothése que la théorie
mathématique de 1'élasticité est venue infirmer.

Ce qui est, au contraire, trés-inattendu, c’est que Kirchhoff montre
aussi que Poisson, qui, dans son Mémoire de 1828, s’appuie pourtant
uniquement sur les équations générales de la théorie mathématique de
Félasticité, en faisant un calcul d’approximation trés-rationnel, est
néanmoins conduit, lui aussi, 2 un probléme d’Analyse dont les don-
nées sont, en général, incompatibles.
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Supposons une plaque d’épaisseur uniforme et tres-petite 2¢, dont
le plan moyen pris pour plan des xy soit, pour abréger le lan-
gage, regardé comme horizontal, en sorte que la coordonnée verti-
cale z d’un point quelconque de la plaque varie entre les limites — ¢
et -+ ¢, et reste, par suite, trés-petite. Sur la masse enti¢re de la plaque
agissent des forces telles que la pesanteur; sur son pourtour cylin-
drique, des pressions connues ou i déterminer; sur ses bases, des
pressions nulles.

Soient u, ¢ et w les composantes paraltéles aux axes, du dépla-
cement élastique d’un de ses points; Poisson admet que les trois fonc-
tions u, v, w el, par suite, celles qui expriment les composauntes des
forces élastiques, sont développables suivant les puissances positives de
la quantité trés-petite z, et il conduit son calcul d’approximation de
fagon a négliger les quantités de Pordre de z* ou ¢* dans les pressions
qui sont de I'ordre de 3 ou de ¢ et les quantités de 'ordre de ¢* dans
celles des pressions qui sont de 1'ordre de ¢*. Dans ce dernief cas sont
les pressions qui s'annulent sur les deux bases, c'est-i-dire pour
z ==t ¢, puisque, si 'on admet qu’elles sont susceptibles d’étre repré-
sentées approximativement par une fonction algébrique en z, elles con-
tiennent nécessairement le facteur ¢* — 2?, et sont, par snite, an moins
du second degré. '

Voici les résultats auxquels il arrive :

1° W, étant une fonction des deux seules variables x et y qui re-
présente le déplacement vertical d'un point du plan moyen, et ce
plan étant supposé sans tension, ce que Poisson ne suppose pas, mais
ce que nous admettrons dans cet exposé de son travail,' pour élaguer
tout ce qui ne donne pas lieu a difficulté, les composantes «, v, w du
déplacement d'un point situé a la distance z du plan moyen peuvent
étre sensiblement représentées par les expressions
_ OW, IwW,

= — =W,.
i T o Y o

(a) =

Ces équations expriment, comme Poisson le fait remarquer, qu'une
petite ligne droite primitivement verticale ou norniale au plan moyen
reste, apreés la déformation, sensiblement droite et normale 4 la surface
moyenne déformée.
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2° La fonction W,, au moyen de laquelle se trouvent ainsi exprimées
toutes les inconnues du probléme, doit satisfaire 4 I'équation a diffé-
rences partielles du quatriéme ordre déja trouvée par les prédécesseurs
de Poisson

W dW,  d'W,
(b) ?.'4‘2;,27,],‘*‘?:%[(“',]‘),

J étant une fonction donnée dépendant des forces proportionnelles
aux masses qui agissent sur la plaque.

3° Sur le contour du plan moyen, c’est-a-dire sur sa ligne d’inter-
section avec le cylindre formant la surface latérale de la plaque, la
fonction W, doit satisfaire 4 trois conditions. Elles expriment que les
pressions extérieures agissant le long de 'une quelconque des généra-
trices de ce cylindre et les forces élastiques agissant le long de cette
méme génératrice se feraient équilibre si cette petite ligne était rigide.

Soient ab, a, b, deux génératrices infiniment voisines de ce cylindre,
en sorte que ab = a, b, = 2¢; soit ds leur distance comptée sur la
courbe que forme le contour du plan moyen.

Transportons toutes les pressions extérieures agissant sur le rectangle
aba,b, en son centre, c’est-a-dire au point milieu de {’élément li-
néaire ds, comme si ce rectangle faisait partie d’un systéme rigide.

Dans I'hypothése ot nous nous plagons d’une tension nulle sur le
plan moyen, la résultante de translation de ces forces est verticale ou
paralléle aux génératrices ab, a, b, ; appelons-la Z,ds; quant a I'axe du
couple résultant, il est clair qu'il est nécessairement situé dans le
plan moyen; appelons &ds et 9us ses composantes suivant la tangente
et la normale & la courbe qui limite le plan moyen. |,

Traosportons de la méme maniére les forces élastiques qui agissent
sur le rectangle aba,b,; nommons, suivant une notation de M. de
Saint-Venant, Z,ds, &ds, J.ds leur résultante de translation et les com-
posantes de 'axe de leur couple résultant.

Les équations de Poisson signifient que, sur tout le périmétre, on
doit avoir

Z+Z|)=°1
(e) %+ 9% =o,
? E—l— & = 0.
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Et, comme les forces élastiques Z,, &, 9 s'expriment au moyen des
dérivées des déplacements u, v, w, et par suite aussi,en vertu de(a) au
moyen des dérivées de la fonction inconnue W,, on a trois conditions
au pourtour auxquelles cette fonction doit satisfaire.

Or Kirchhoff montre que ces trois conditions a la surface ou au
pourtour sont incompatibles avec I’équation i différences partielles qui
régit la fonction W,; que si I'on assujettit cette fonction & satisfaire a
cette équation et & deux des conditions a la surface, on ne dispose plus
des arbitraires nécessaires pour satisfaire 2 la troisiéme, en sorte que,
pour que le probléme d’Analyse soit possible, il faut qu’une certaine
condition soit remplie entre les forces extérieures données qui agissent
sur la plaque, résultat qui semble absurde, étant donnée la question de
Physique dont ce probléme d’Analyse est la traduction.

Cependant il est impossible, il me parail en tous cas impossible, de
décoavrir une erreur dans le Mémoire de Poisson ; I'équation a diffé-
rences partielles (5) trouvée pour la fonction W, n’a jamais été mise en
doute; les conditions a la surface données par Poisson sont rigoureuse-
ment nécessaires; on pourrait douterqu’elles soient suffisantes; si, en
effet, il s’agissait d’un cylindre de hauteur 2¢ finie et d’un probléme a
résoudre rigoureusement, il ne suffirait pas d’exprimer, comme le fait
Poisson, que les forces extérieures élastiques agissant le long de chaque
génératrice du cylindre contournant satisfont aux conditions d’équi-
libre d’un systéme invariable, mais qu’il y a équilibre entre la force
extérieure et la force élastique agissant sur chacun des éléments super-
ficiels de ce cylindre. Or ces derniéres conditions entrainent celles de
Poisson, en sorte que celles-ci sont rigoureusement nécessaires.

Les calculs de Poisson montrent, et c’est la leur caractere et le ca-
ractére méme du probléme des plaques, qu'ils sont suffisants an degré
d’approximation qu'il a cherché; mais leur nécessité n’est pas seule-
ment une question d’approximation; elle est de rigueur.

Comment alors expliquer que ces conditions puissent étre analyti-
quement surabondantes, quand d’ailleurs on sait que le probléme gé -
néral d’Analyse auquel donne lieu la théorie mathématique de 1'élasti-
cité est possible et déterminé?

Sans s'arréter i celle question, Kirchhoff, dans le Mémoire susmen-
tionné, reprend le probléme d’une autre manieére, Se bornant au cas ot
la tension du plan moyen est nulle, il commence par poser celte hy-
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pothése, analogue 4 celle que fait Jacob Bernoulli sur les verges élas-
tiques et & celle que Navier avait déj faite en 1820 sur le probléme
méme des plaques [*], qu'une petite ligne naturellement droite et nor-
male au plan moyen reste, aprés la déformation : 1° droite, 2° normale
au plan moyen déformé.

En introduisant ces hypothéses dans I'expression du potentiel des
forces élastiques et écrivant que la variation du potentiel pour un dé-
placement virtuel du, dv, dw est égale aun travail correspondant des
forces extérieures appliquées, soit sur la masse entiére, soit sur la sur-
face latérale de la plaque, il est conduit, pour définir la fonction Wo, &
la méme équation i différences partielles du quatriéme ordre que
Poisson ; mais il trouve que cette fonction n'est assujettie 4 satisfaire
qu’a deux conditions 4 la surface au lieu de trois. L'une de ces condi-
tions est identique 4 'une de celles de Poisson; 1'autre est une combi-
naison particuliére des deux autres conditions de Poisson.

Par suite de la réduction 4 deux des conditions au pourtour, le pro-
bléme devient possible et déterminé.

Mais alors se présente cette question trés-grave : Comment deux
géométres traitant le méme probléme, en faisant usage 1'un et l'autre
des principes de la théorie mathématique de I'élasticité, les employant
seulement sous deux formes analytiques différentes, mais en réalité
absolument équivalentes, peuvent-ils arriver i des solutions différentes,
et tellement différentes que I'un rencontre un probléme d’Analyse in-
soluble 1 ou I'autre trouve un probléme possible et déterminé?

Cette circonstance, rapporte M. de Saint-Venant dans son grand
Ouvrage sur les lecons de Navier, a fait dire & M. Gehring, un disciple

[*) Mémoire sur la flexion des plans élastiques. Cet admirable travail n’a qu’un
défaut : il est entaché d’'une erreur de calcul, d’une erreur d'inadvertance tout a fait
inexplicable, qui, je crois, n’a pas été remarquée (elle se trouve au § & du Mémoirean-
tographié qui existe 4 laBibliothéque de I'Ecole des Ponts et Chaussées), et sans laguelle
Navier serait nécessairement arrivé a des formules tout & fait analogues 2 ceiles don-
nées trente ans plus tard par Kirchhoff. Mais ce Mémoire méritera toujours d’étre lu et
étudié comme un modéle de ce que peuvent les moyens les plus primitifs dans des
mains aussi habiles. Sans le secours de la théorie mathématique de I'élasticité, dont il
est, comme on le sait, le premier fondateur, mais qu’il ne créa que I'année suivante,
ne disposant que du précepte « Ut tensio sic wis », il arrive i-ses fins par les moyens
les plus rapides et les plus élégants.

Journ. de Math. (3% série), tome I, — Jerwint 1857, 29
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de Kirchhoff, dans une thése inaugurale [*], que I'emploi du potentiel
ou du calcul des variations peut seul conduire pour chaque question
au nombre justement nécessaire et suffisant de conditions 4 remplir [**].

N’ayant eu occasion de connaitre le travail de M. Gehring que par
I'analyse qu’en donne Clebsch dans son Quvrage sur la théorie mathé-
matique de 'élasticité, je ne vois pas trés-bien le sens qu’il attribue 2
la thése qu'il soutient, et qui, par elle-méme, semble n’en avoir au-
cun. C'est, en effet, comme si I'on soutenait que le principe des vitesses
virtuelles peut seul conduire, dans chaque question de Statique, au
nombre justement nécessaire et suffisant de conditions & remplir pour
I'équilibre, et que toute aulre méthode pourrait donner trop ou trop
peu de conditions.

M. de Saint-Venant, aprés avoir exposé les difficultés dont nous
venons de parler, ajoute : « Ce sujet est délicat. Nous ne doutons pas
que les équations aux limites de M. Kirchhoff ne soient les véritables ;
mais en quoi celles de Poisson sont-elles fausses? C'est ce que nous
n’avons pas encore eu le loisir d’étudier a fond. » iy

Je voudrais montrer que les deux théories de Poisson et de Kirchhoff,
si différentes en apparence, sont, au fond, identiques; que quand celle
de Poisson n’est pas applicable, ce qui a lieu toutes les fois qu'une de
ses trois conditions ne rentre pas dansles deux autres, celle de Kirch-
hoff ne I'est pas davantage.

Poisson considére, et ¢’est bien évidemment ainsi que le probléme se
pose, une plaque taillée dans un solide élastique et isotrope, dans un
solide naturel ; il prend les équations qui régissent I'équilibre d’un tel
solide; il developpe en séries, comme il a été dit, lesfonctionsinconnues;
il s’arréte aux premiers termes des séries et il reconnait, chemin faisant
et sans I'avoir cherché, que ce calcul d’approximation équivaut a sup-
poser que les petites lignes primitivernent droites et normales & la sur-
face moyenne restent sensiblement telles, c’est-a-dire restent telles
aox termes pres qu’il a négligés.

Poursuivant ses calculs, il est conduit 4 un probléme d’Analyse im-

[*] De @quationibus differentialibus quibys aquilibrinm et motus lamine cristallinee
definiuntur dissertatio inauguralis.

[**] Résumé des legons de Navier, avec Notes, Appendice de M. de Saint-Yenant.
— Partie historique, page ccLxvir,
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possible; de 12 on ne peut, 4 aucun degré, déduire qu’il se soit trompé ;
la seule chose a conclure, et cette conclusion est rigoureuse et me pa-
rait trés-importante, c’est le théoréme snivant :

Etant donnée une plague mince dont les deux bases ne sont soumises
a aucune pression, il n’est pas permis, en géneral, méme lorsque, dans
Vévaluation des pressions qui sont de U'ordre de I’ épaisseurde la plaque,
on néglige les quantités de I’ordre du carré de cette épaisseu}' , mais que,
dans les pressions qui sont de Uordre du carré de Uépaisseur, on ne
néglige que le cube de cette dimension, d’admettre que la plaque se
déforme de fagon que chaque ligne primitivement droite et normale au
plan moyen reste, aprés la déformation, droite et normale a la surface
moyenne déformée. :

Pour que cela puisse étre admis, il faut qu’entre les forces qui la sol-
licitent, tant sur son pourtour cylindrique que sur sa masse enticre, il
existe une certaine relation.

Voila, croyons-nous, le résultat absolument certain et le senl que
’on puisse tirer du beau travail de Poisson.

Nous établissons plus loin un théoréme beaucoup plus général et
rigouréux.

Maintenant Kirchhoff, lui, admet @ priori que, dans la plaque qu’il
étudie, les petites lignes droites normales 4 la surface moyenne restent
telles aprés la déformation ; il porte cette hypothése dans 'expression
du potentiel ou du travail virtuel des forces intérieures; il la porte
aussi dans les expressions des déplacements virtuels du, dv, dw attri-
buées a4 chaque point de la plaque et qui entrent dans I'expression du
travail virtuel des forces extérieures et il écrit que la somme des tra-
vaux de toutes les forces tant extérieures qu'intérieures est nulle pour
les déplacements virtuels dont les expressions du, Ov, Ow ont €té ainsi
simplifides d’aprés son hypothése. Cela revient & dire qu’il applique le
principe des vitesses virtuelles non pas 4 tous les déplacements com-
patibles avec la constitution d'un corps solide naturel, ni méme a des
déplacements que F'on soit assuré d’avance étre compatibles avec celte
constitution, mais 2 des déplacements supposés, aux déplacements en
vertu desquels chaque pelite ligne droite et normale a la surface
moyenne reste telle aprés le déplacement. Ces déplacements, ainsi
admis a priori, sout-ils compatibles avec la constitution d’une plaque
taillée dans un solide naturel? C’est justement ce qui est en question,

29..
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C'est-a-dire que pour s’en assurer il faudrait que le problémea résoudre
fat résolu; jajoute que cela n'est méme plus en question apres la
proposition que j'ai énoncée plus haut comme la conséquence certaine
de la théorie Je Poisson; cette proposition montre justement que les
déplacements virtuels supposés a priori par Kirchhoff sont, en général,
incompatibles avec la constitution d’une plaque prise dans un solide
élastique et isotrope.

Douc, en géuéral, les équations de Kirchhoff ne s’appliquent pas a
une telle plaque; elles s’appliquent a une plague de constitution idéale,
semi-élastique, semi-rigide, & savoir : élastique dans toutes les direc-
tions paralléles au plan moyen; rigide, ou tout au moins inflexible
dans le sens perpendiculaire; en un mot, & unc plaque dont les di-
verses parties seraient censées lides les unes aux autres, de telle fagon
que les déplacements supposés puissent se produire et soient les seuls
pouvant se produire.

On congoit trés-bien qu'en admettant ainsi entre les molécules du
corps que 1'on étudie des liaisons qui réduisent le nombre et la natare
des déplacements virtuels possibles, on réduira le nombre des condi-
tions d’équilibre.

Rien n’est d’ailleurs plus légitime que d’étudier ainsi des systémes
de constitution idéale, des systémes semi-rigides, de méme qu’il est 1é-
gitime d’étudier en Mécanique des corps entiérement rigides, quoique
de tels corps n’existent pas dans la nature. Toute la question est de
savoir dans quelle mesure les résultats obtenus pourront s’appliquer
aux solides naturels; or il ressort précisément du théoréme donné
plus haut que les résultats obtenus pour les systemes étudiés par
Kirchhoff ne seront pas, en général, applicables aux solides naturels;
ils ne sont applicables que dans les cas particuliers o, entre les forces
qui agissent sur les plaques, existe une relation telle que le mode par-
ticulier de déformation qu'’il supposait puisse se produire, c’est-a-dire
dans les cas ol l'une des trois conditions 2 la surface de Poisson se
trouve étre satisfaite d'elle-méme, soit identiquement, soit en vertu des
deux autres; mais alors le probleme d’Analyse de Poisson devient pos-
sible et conduit aux mémes résultats que les formules de Kirchhoff.

Ainsi, quand la théorie de Poisson n'est pas applicable, celle de
Kirchhoff ne 1’est pas nou plus, et vice versa. C'est ce qui devail étre,
parce gu'au fond elles sont absolument identiques.
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Dans ses admirables lecons de Physique mathématique, Kirchhoft
est revenu tout récemment sur celte question en cherchant a justifier
son hypothése. Mais déja de ce qui précéde il ressort qu’il est impos-
sible d’en donner une démonstration qui ne comporte pas une infi-
nité de cas d’exceplions. Dans une Note insérée aux Comptes rendus du
3o avril 1877, nous en avons cilé un parmi un nombre illimité que
nous donnerons plus loin.

Maisil y a plus : dans cette Note nous montrons que, quand les forces
agissant sur le pourtour de la plaque sont discontinues, il arrive en
général que les formules de M. Kirchhoff cessent méme d’avoir un sens,
ce qui entraine, en principe, leur rejet dans tous les cas; car, en vertu
du principe d& & M. de Saint-Venant, de la superposition des effets
des forces élastiques, on est toujours en droit de regarder tout effet de
forces continues s’exergant sur un corps élastique comme résultant de
la superposition deseffets d’un nombre limité ou illimité de systémes de
forces discontinues, en sorte que le seul probléme qu’il soit nécessaire
et suffisant de savoir résoudre, c’est celui relatif a I’effet d’une force
unique de position quelconque sur un corps élastique donné.

M. Boussinesq, persuadé que Poisson s’était trompé, a, dans un
Mémoire publié¢ au tome XVI du Jourral de M. Liouville, cherché
a mettre son erreur en évidence et aussi i établir les équations
de Kirchhoff sans faire I'nypothése qui sert de point de départ i I'émi-
nent savant allemand. '

Cela équivaut a dire que M. Boussinesq a cherché a établir que les
équations de Kirchhoff sont bien applicables aux plaques naturelles,
et 4 montrer en quoi celles de Poisson seraient erronées.

Ce quiprécéde démontre déja que le but que s’est proposé M. Bous-
sinesq ne peut étre atteint; mais il n’est pas sans intérét d’'indiquer par
ol peche son raisonnewment que voici.

Fig. 1.

82 Biby
A

a %8,a,ay

Soit (fig. 1) ab, a,b,, a,b,, ... uue suite de génératrices infini-
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ment voisines et équidistantes du cylindre contournant la plaque; soit
ds Péquidistance de ces petites lignes qui ont toutes pour longueur
P’épaisseur ac de la plaque.

Appelons, comme précédemment, Z,ds la résultante de translation
des forces extérieures agissant sur le rectangle aba,b,, et qu'on
pourrait nommer Veffort tranchant; Gds et ot ds les composantes tan-
gentielle et normale de I'axe du couple résultant, en sorte que &ds
est I'axe d’un couple dont le plan est normal au cylindre contournant
et qu’on pourrait appeler le couple de flexion, et stds axe d’un couple
dont le plan est tangent a ce cylindre et qu’on pourrait appeler le
couple de torsion.

Ce dernier couple, dit M. Boussinesq, peut éire remplacé par deux
forces 3 et — 5 appliquées en deux points i etj de la ligne moyenne
du rectangle aba, b, et distants de ds; puis on peut faire tourner ce
couple (9%, — %) dans son plan, de fagon que laforce + 3 soit dirigée
suivant ab, et celle — ot suivant a, b,. ’

Si Pon opére de méme sur le rectangle a, b,a,b,, on aura de
méme un couple dont I'une des forces, celle qui est égale a

7% .. . .y .
+ (9% + — - ds) sera dirigée suivant la génératrice a,b,, en sorte que
la résultante des forces provenant des deux couples dirigée suivant
. d¥G . 5. 5
cette ligne sera—= ds; a cette force vient s’ajouter celle Z,ds de méme

direction, en sorte que I'on aurait au total :
1° La force verticale

Z,+ '-{E ds;
ds

2° Le couple de flexion &ds.
En opérant de méme sur les forces élastiques, on les réduirait aussi
a une force verticale qui, d’apres nos notations antérieures, serait

(Zo—f—%)ds

o ds.

et 2 un couple

Les équations de conditions & remplir sur le pourtour seraient donc
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au nombre de denx seulement
diG

= 5, 4%
E+E=0, Z+ = tZLZ+ =0

Ce sont bien celles trouvées d’une autre maniére par Kirchhoff.

C’est pour n’avoir pas songé i faire tournerainsi ces couples (9t, — ot)
que Poisson se serait, suivant M. Boussinesq, trompé et serait arrivé &
une condition de trop i la surface. « Poisson, dit M. Boussinesq, 4 la
page 244 de son Mémoire, ayant négligé de remplacer les couples pa-
ralléles au cylindre contournant par des forces dirigées suivant les gé-
nératrices de ce cylindre, et de fondre, par suite, leur effet dans celui
de la composante Z,, les a regardés comme représentant un mode
d’action distinct sur chaque bande (chaque rectangle a 4 a, b, )» ce qui
lui a donné une condition de trop. »

A priori, on admettra difficilement que dans un probléme on puisse
arriver 4 un résultat différent, suivant qu’on aura ou non remplacé un
couple par un couple statiquement équivalent, si toutefois cette sub-
stitution est permise ; un artifice, quel qu’il soit, on le comprend, peut
faciliter la solution d’un probléme, mais non la modifier; s'il la mo-
difie, on peut affirmer d’avance qu'il est illégitime; c’est, en effet, ce
qui a lieu ici. 1l n’est permis ni rigoureusement, ni approximative-
ment, si Von a affaire 4 une plaque prise dans un solide naturel,
comme I'a supposé Poisson et comme le suppose M. Boussinesq,
puisque son but est de se passer de ’hypothése de Kirchhoff, de rem-
placer les deux forces gt, — ot appliquées aux points i et j dela ligne
médiane du rectangle ab a,b, par un autre couple statiquement équi-
valent dont les denx forces soient dirigées suivant les cotés ab, a, b, de
ce rectangle. En effet, quelles que soient les forces élastiques agissant
sur les différents éléments superficiels qui composent le rectangle
aba,b,, de hauteur 2¢ et de largeur ds, on peut les supposer appli-
quées aux différents points de sa ligne médiane 3. Comme nous I’a-
vons déja fait observer plus haut, le caractére essentiel de Papproxi-
mation que Poisson a cherchée et que ’on cherche dans les plaques
minces réside dans ce que, au lieu de déterminer rigoureusement ces
forces, on les remplace approximativement par d’autres, par des pres-
sions fictives, satisfaisant simplement i la condition d’avoir méme ré-
sultante de translation et méme moment résultant que les pressions
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vraies; mais il va de soi que les pressions fictives doivent s’exercer sur
les mémes éléments superficiels que les pressions vraies qu’elles rem-
placent approximativement : leurs points d’application doivent donc
étre distribués sur la ligne aB. I! s’ensuit qu'on peut, sans incon-
vénient et dans la limite d’approximation supposée, remplacer les
deux forces 96, — 9% appliquées aux points etj par d’autres équiva-
lentes, pourvu qu’elles soient anssi appliquées en des points de la ligne
of3; mais on n’est pas en droit de tourner le couple (9t, — 9¢) de fagon
que les points d'application des deux forces qui les composent s'éloi-
gnent de cette ligne d’'une quantité infiniment petite de I'ordre de dfs.
Cela est évident, et, pour rendre la chose en quelque sorte palpable, il
suffit de supposer une plaque appuyée sur son pourtour moyen, c’est-
a-dire une plaque dont le contour moyen ST soit supposé fixe. Alors
il est clair que le couple (%, — 5t) agissant aux points i et j produira
une déformation élastique, tandis que, si on le tourne dans son plan de
facon i faire agir les deux forces quile composent aux deux extrémités
de la petite ligne ds du contour moyen, il n’en produira pas, cette
ligne étant supposée fixe.

Méme, si 'on admettait que les lignes telles que ab, af, a,b,, etc.,
primitivement normales au plan moyen, se comportent comme sielles
étaient inflexibles, le déplacement du couple opéré par M. Boussinesq
ne serait encore pas permis. Pour qu’il devienne licite, il faut sup-
poser non-seulement que les droites telles que af3, primitivement nor-
males au plan moyen, restent droitesaprés la déformation, mais encore
qu’elles restent normales au plan moyen. Alors I'ensemble des deux
lignes af3 et ds forme un systéme invariable, puisque leur angle ne
peut, par hypothése, pas changer, et il devient légitime de transporter
le couple (9t, — o%) de I'une a l'autre.

Ainsi, pour que ce déplacement de couple soit admissible, il faut
justement admettre er son entier I'hypothése de Kirchhoff, cette
hypothése que Kirchhoff a franchement mise en évidence au début
de son ancien Mémoire, et que le but principal de M. Boussinesq et
aussi de M. Gehring était d’éviter [*].

[*] L'examen du travail de M. Gehring, qui porte sur la déformation finie des
plaques planes, nous conduirait en dehors des limites de notre sujet. Nous aurons
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Ainsi, en résumé, la solution de Poisson n’est pas suffisante, non
parce qu’elle est erronée en quelque point que ce soit, mais parce
qu'elle est trop particuli¢re, parce que, en général, elle ne permet pas
de satisfaire 4 toutes les conditions du probléme. La solution de Kirch-
hoff est tout aussi particuliére et n’est applicable que dans les mémes
cas; en dehors de ces cas, les formules de Poisson manifestent d’elles-
mémes leur impuissance en conduisant 4 un probléme d’Analyse im-
possible; I'insuffisance de celles de Kirchhoff est un peu plus cachée en
ce qu’elles condunisent toujours, et c'est par 12 qu’elles séduisent et
paraissent plus vraies que celles de Poisson, & un systéme d’équations
différentielles soluble; mais ces équations, ne sont pas en général,
applicables aux solides isotropes et le probléme des plaques elastiques
et isotropes reste & mettre en équation.

11.

Sur quelques cas particuliefs du probleme de ' équilibre
d’un cylindre élastique.

Pour y parvenir, au lieu de prendre de suite, comme on I'a fait, un
probléme d’approximation, nous chercherons d’abord 4 résoudre un
probléme rigoureux ; au lieu de considérer une plaque mince, nous
considérerons d’abord un cylindre élastique de hauteur 2¢ quelconque;
nous ferons abstraction des forces telles que la pesanteur agissant sur
sa masse; nous supposerons que sur ses deux bases ne s'exercent pas
de pressions, mais senlement sur sa sutface latérale. Le plan moyen
du cylindre étant pris pour plan des xy et 'axe des z étant, par suite,
paraliéle 3 ses génératrices, nous posons la question suivante :

Est-il possible de trouver pour les composantes z, ¢, w des déplace-
ments élastiques d’un point quelconque de ce corps et, par suite, pour
les composautes des forces élastiques qui s’y exercent, des expressions
algébriques et entiéres relativement 4 z, composées d’un nombre fini

peut-étre occasion d’en parler dans un Mémoire que nous nous réservons de faire sur
la déformation finie ou infiniment petite des plaques courbes.

Journ. de Matk. (3° série), tome Il — JeiLLer 1855, 3o
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de termes, salisfaisant en tous les points du cylindre aux équationsd’é-
quilibre élastique et satisfaisant, en outre, 4 la condition que les pressions
soient nulles sur les deux bases?5'il existe une solution de cette forme,
elle permettrad’abord de résoudrerigoureusement le probléme del’équi-
libre élastique des corps cylindriques dans une infinité de cas nouveaux ;
si, d’ailleurs, cette solution contient assez d’arbitraires pour per-
mettre de satisfaire aux conditions sur la surface latérale, en prenant
arbitrairement non pas chacune des forces agissant sur cette surface
(ce qui ne pourrait pas étre & cause de la forme particuliére adoptée
pour la solution ), mais la résultante de translation et lé moment résul-
tant des pressions agissant le long de chaque génératrice, alors le pro-
bléme des plaques tel qu'il est posé sera résolu. Si, au contraire, la
solution cherchée n’existe pas, on si, existant, elle ne renferme pas
assez d’arbitraires pour permettre de remplir cette derniére condition,
alors de ce résultat négatif on pourra tout au moins déduire que ce
probléme des plaques ne peut pas étre résolu sous forme algébrique
par rapport a z, et qu'il faut chercher quelque expression d’une
autre forme.

Soit § la dilatation cubique, en un point d’un corps élastique et iso-
trope; les équations d’équilibre, lorsqu’on fait abstraction des forces
extérieures, peuvent s’écrire

(2h+1)8 + Au =0,
(2k +1)8+ Ayv =0,

(1) (ak +1)§ + A,w=o0,
du o ow
0 = 7= 5 -+ e’
ou
Al ot a* ot

T Tt
et k est un coefficient numérique qui, d’aprés les idées de Poisson, de
Cauchy, de Duhamel, de M. de Saint-Venant et les belles expériences
de M. Cornu, devrait étre pris égal a L.

2

Les composantes des pressions que nous désignons, avec Lamé,
par les lettres N; et T;, auront pour expressions, K étant un nou-
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veau coefficient qui est en relation trés-simple avec ce qu'on appelle
le module d’élasticité,

. Qu . e _ dw
N,=2K<Iﬂ6+d—z), N2_nK(k9+$>, NaﬁzK(ke—k;),

( do O - ow 173 _ Ou ov
\T‘=K(£+$), T, = K((—)}——}—d—z>, T3~K(5;+0_x)-

(2)

Pour résoudre le probléme posé, développons d’abord les quatre
fonctions u, ¢, w, 6 en séries illimitées par rapport aux puissances
entiéres et positives de z. Soit

3) u:_ZU,-;{, v::zv,-ii;; W?EWf;:’ e=29,-ii;,

ou U;, V,, W;, 6; sont quatre séries de fonctions indéterminées des
deux seules variables x, y.

Si 'on porte ces expressions dans les équations (1), on obtient,
pour définir ces fonctions, les quatre séries d’équations

(a) {2k +1) %2—" -+ A, U; + U, == 0,
09;
(8 {2k +1) o +A,V; + V. =o,
(e) (2k +1) 8y + AW+ W= 0,
ou; | av,
(d) ei=’d—z+'a;+wi+“
qui doivent avoir lieu pour toutes les valeurs o, 1, 2, 3, ... de i

jusqu’a Vinfini.

Si 'on différentie la premiére par rapport 4 x, la seconde par
rapport 4 y; qu’on les ajoute i la troisieme, on i est remplacé par
i+1, il viendra, 4 cause de la derniére,

42,0; + B =0,

qui fournit 6,, 8, 8,, ... au moyen des deux fonctions 8,, ,, les-

quelles restent seules arbitraires.
3o.
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Le symbole A, équivaut simplement, pour les fonctions 4 deux
h :

1
variables, a L -+ 9. Introduisons encore la notation symbolique
dx* ay?

Pin a? 9% \¢
A2F- (I_;—*-b;‘z) F,
en sorte que

AF=F, AF=A,F.

On tire de la derniére équation
(1) 8y = (— 1238, 8y, = (—1) 4,0,

qui s’appliquent 4 toutes les valeurs de j, y compris j = o.

Les §; étant ainsi connus, I'équation (@) fournit U,, U,, U,, ...
au moyen des deux fonctions Uy, U, qui restent arbitraires; et de
méme 'équation (b) fournit tous les V; au moyen de deux nouvelles
fonctions arbitraires V,, V,. Il vient ainsi

‘ Uy =(—1Y 4,0, +j(2k+1) oAg:e.—
(n) ( Uyjrr=(—1Y AL U, + j(2k + 1) aAZ;—;e,'
‘ Vy =(—1Y _A’;V,, +j(ak+ ‘)a,;:;’—:e'i,
(111) L | ou'—f:e-
[ Vo= = P[4V, a0 250

applicables aussi 4 toutes les valeurs de j, y compris j = o.
L’équation (d) fournira ensuite tous les W;, exceptd W,, au moyen
des U, V;, 6;, c’est-a-dire au moyen des six fonctions arbitraires 8,,
0,, U,, U,, V,, V, et de leurs dérivées. Il vient
: P dUn dva . =
) Wy =(— x)le’a ! (—d—; + -—07) +[j(2k+1)— 2k — 2]A] ’e,i,
N A AT .
| Wy =(- 1)13%'(5 + d—y)+[,(zk+ =2k —a]are, -

Ces nouvelles équations ne s’appliquent que pour j=1,2,3, .. ;
pour j = o, elles n’ont pas de sens.
Nous connaissons maintenant toutes les fonctions e;, U, V,, W,,
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sauf celle W,; mais il nous reste a satisfaire 2 I’équation (¢). Si I'on
¥y porte toutes les expressions que nous venons de trouver, on recon-
nait qu’elle est satisfaite d’elle-méme pour toutes les valeurs de i,
sauf pour i = o; et pour cette derniére valeur elle devient

AWy +W,o+ (24 4+1)0, = o,

ou, en remplacant W, par sa valeur (IV),

au, oV,
9z v oy T (2& -+ 2)0,,

(V) AW, =
qui sert a définir W,.

Cette distinction, qui s’établit ainsi dés le début entre la fonc-
tion W, et toutes les autres, mérite d’étre remarquée; il était assez
naturel de s'attendre, d’aprés la forme des équations de 1'élasticité, a
ce que les fonctions indéterminées U;, V;, W, s'expriment au moyen
de six fonctions arbitraires. Il se trouve qu'elles s'expriment au
toyen de six pareilles fonctious 6,, 8,, U,, U,, V,, V,, et au moyen
d’une septiéme fonction W,, qui n’est pas entiérement arbitraire,
mais qui est définie par une équation a dérivées partielles du second
ordre et renferme, par suite, des arbifraires. Cette fonction W, est pré-
cisément celle qui, dansles plaques, donne laflexion du plan moyen;
elle est la seule inconnue du probléme des plaques dans les théories
que nous avons exposées et, dans une théorie plus compléte, elle res-
tera teujours I'inconnue principale; on comprend danc que cette
particularité que nous signalons ici ¢t qui mérite d'étre remarquée
méme au point de vue analytique, en ce qu'elle dénote une fois de
plus la difficulté de connaitre & I'avance le nombre et la nature
des arbitraires qui s'introduisent dans les intégrales, méme les plus
particuliéres, des équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur,
aura une grande importance dans I'étude des plaques.

Si Pon porte ces valeurs des U;, V;, W;, 6; dans les expressions (2)
des forces élastiques et qu'on pose, pour abréger,

ozl ) e
g No=Y N5 M= N5 N=YNT;
i i i
@ |r=Yros neSwsn 5oy
T L] 3 + 1
i o i

on aura, en faisant les réductions convenables, pour toutes les valeurs
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de j autres que j = o,

iy

: 25 G=1)
N = (1) aK {£8l0, + (ak + 1) T4 + g

)
, . . 2 A U+H1)
NO0 —(— 1Y aK {kao, -+ (ak + 1)j T+ &, i,
3 o A”' N : U,
() NW = (— 1)’2&1/.&9 + (2k +1)j—5— i A',_(Fz,
/ 2 —r .
N?IH) :'—'1 ’nKakAI,G, (2k+ )](j A(ol ,)9 +A7,%‘;1i:
7 ()"
(3)sN:n=(:_ yrak{ [k jlak]sie, — 8 (G o,)(
'N:’”":;—1)12K§[|+k—](nlc+1)]A,9, ’(dU' )s,
T = (=1 YK | —2[1+k—j( gkﬂ)]""
du av,
dAj,—-—l I+
(4) +—(—,,,—"’Q + 8V
T —-(—x)/K{—z[l 4k —j(ak— .)]""d]'e
: o (011 +¢?:)
+——T——+A’V
dA '8,

”—(—l’Kl—z[H—l- —j(2k+1)]+

0,,_4(0IT+%V> '
DTy gy,

+ oz

(5)
T =(— I)’K’—ﬂ[l +k—j( zA—!—l)]dN
au, ov,
dA'z—' bl PR,
(‘:,'; ""“)+A{U.%,
T:":(—x)’l&%al(n/w—%—l) T e‘+A’; (%%_,.%%)z,

1 (6) Ly
! f+1) __ ; . A aite, U 9vi\ |
; Tiﬂ/ _(_])IK%QI(QA—F‘)-O?‘].— A’(d,'*_dx)!
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Les équations qni donnent les N%, N, N{ et les T2 sont encore
applicables pour j = 0. Celles qui donnent les T et T(" n’ont plus
de sens, et I’on trouve

T =K ("‘;’ + v.),

(VII) 1o _x (aw )

Cela posé, pour que les séries qui fournissent les expressions des
déplacements se limitent, il faut et il suffit, en vertu de (1), (11), (II1),
n étant un nombre entier, que les six fonctions arbitraires 6, 0,, U,,

U,, V,, V, satisfassent aux six équations a différences partielles

d’ordre 22
(5) A8,=0, A U,=o0, AV,=o,
(5 bis) 478, =0, AU, =0, AlV,=o0.

Si ces six équations sont satisfaites, les séries qui fournissent les
expressions des forces élastiques se limitent-également, en vertu des
formules (VI), comme on le voit, en observant que des formules (5)

et (5 bis) on tire
A (dU. dV.) —o,

oz dy
»(0U, | OV,\
54 A’(Qr -*.3;)—0’
(8 ter) P CAS:AL) W
1\ o= a] 7
2 (00, | OV,\
\ A, (3_;_'-_0;) = 0.

D’autre part, on demande que les pressions sur les deux bases du
cylindre soient nulles. La pression par unité de surface, sur un élé-
ment superficiel paralléle aux bases ou perpendiculaire a 'axe des z,

a pO(l!' composantes .
Nl' TI ] T2 ;

il faut donc que ces trois fonctions s’annulent pour z = + ¢ et
z = —¢, le plan moyen du cylindre, dont la hauteur 2:¢ est ici de
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grandeur quelconque, étant pris pour plan des xy, ce qui doune, en
vertu des expressions (4), les six équations

i & Z LA
2 NoiE LN mrm=
o g+
-+ ’I+‘ —
ET'zj‘ z (2_,—.—1!_0'
271 (Xan _
ETz 2 S =

Soit

H

2 Nu e o 2 N2j+| ¥ — o
» 951 ’ sooaj4al” 7
i

i
v ajl ’ Vo2j4ald
7j£'_i_ . Z 2/“" __,7i .
ZT’Qj!_O’ T, 2j+|!_0'
Remplagant les N® et les T® par leurs valeurs (V1), il vient, en dési-

gnant par 2 ou 2 des sommes relatives aux valeurs entiéres de j,

suivant qu elles compreunent ou non la valeurj =o,

ay, )) o

Y (= 1y [+ k—j (2k+ 1] a0, — A (dl + ) e =
E(—I)’%——z[l k—j{ 2/c+l)](w i
' i (0U, 9V
or'( + ‘) . .
6 2 d] J gt
(6) + R A =
; . ' e,
2(—1)’2——2[!+k—](2k+1)]—0y—9—
' . (U, | 9V,
0] (dz+ ) it
\ WL AV e =




SUR LA THEORIE DES PLAQUES ELASTIQUES PLANES. 241

, L : J[OU, | aV\] e
Z(—I)li[l+k——-](2k—i—l)]AJ,G‘—Az(v;—{—W)}?—j:F—I—!:O,

0

4w, - . 08" o,
Tr +U.+2(—I)’[g~2[‘+k—](2]‘+')] o=
' ., [0U, 4V
. dA]’ =+ _—) , 1
(6 bis) + __L@;__dr_+ A:,U,] 2—o,
x 27

dw, ; . A e,
VY (- x)f[z—a[x+/c—,<zk+x>n o

. 0&;’“‘ (%I_J_‘. 4 O_V_,) .
. x  dy Av. |2
- dy AV 271

Ces équations, en vertu de (5), (5 bis), (5 ter), comprennent un
nombre limité de termes, et sont aux différences partielles d’ordre 2n
au plus.

Ainsi, pour que toutes les séries se limitent et qu’en méme temps
les conditions a la surface relatives aux deux bases du cylindre soient
remplies, il faut et il suffit que les sept fonctions 6,, 8,: U, U,; V,,
V,; W, satisfassent simultanément aux treize équations i différences
partielles (V), (5), (5 bis), (6), (6 bis), dont deux d’ordre 27 ou
d’ordre moindre, et une du second ordre.

Cherchons done les conditions pour que ces treize équations puis-
sent avoir une solution commune.

On voit de suite qu'elles se dédoublent et que les trois fonctions
0,, U,, V, doivent satisfaire simultanément aux six équations (5)et (6)
et les quatre fonctions ,, U,, V,, W, aux sept équations (V), (5 bis)
et (6 bis). Occupons-nous d’abord des premiéres.

Ajoutons les deux derniéres (6) aprés les avoir différenciées par
rapport 4 x eta y, en observant que ‘

N, = (;—;-l-%;) AT
Y (= oY [+ k(o + 146, — 8] (G2 + )]

———— == O~
2j—1l

Journ. de Math. (3¢ série}, tome II. — JurLier 1877. 3x
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Prenous maintenant (n — 2) fois de suite les A, de cette équation,
en observant que

A‘;H——— A”.A;;

a cause des deux équations

r n ou dvc
(e) A'e, =0, A (3—;—'—}- 0}):0,
I’équation obtenue se réduira au seul terme répondant & j = 1, et di-
visé par ¢; elle deviendra
K= n—1 ,’(Iﬂ dvh‘ —
kAT 9, + A (—07+$)—0.

Prenons maintenant (n — 1) fois de suite les A, de la premiere (6),
elle se réduira de méme A son premier terme, celui qui correspond a
j = o, et donnera '

— e (AU, AV,
(1 + k)AT' 8, — A] (E—rﬁ)=o.

Les deux derniéres équations, linéaires et homogenes par rapport
e Amet at {OU av . .
aux quantités A 8,, A} (7;‘ + TJ}) et ayant nécessairement leur
déterminant différent de zéro, donnent

— t [0U, OV
A, 60—0, A, (0—x +—(F) = 0.

Observons d’ailleurs que, pour déduire ce dernier résultat des équa-
tions (6), nous nous sommes appuyé uniquement sur les deux relations
(e). Ainsi, de ce que ces relations (e) sont satisfaites pour I'entier n, nous
en déduisons qu’elles le sont nécessairement pour n — 1 de 1 nous
déduisons de méme qu’elles le sont pour n — 2, et ainsi de suite jusqu'a
n=1.

Ainsi, pour que les six équations 4 différences partielles (5) et (6)
puissent étre compatibles, il est nécessaire que 'on ait

’ v, av,
(e) A,e".—_o, A,(—d;.--{- —5;) = 0.
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Mais alors la premiére (€') est satisfaite d’elle-méme, la premiére (6)
se réduit & son premier terme et donne entre les deux fonctions 8, et
ou,
oz

av. . .
+ —— ]a relation finie
Jdy

au, av,
—d'; +—d‘j:‘:(k+l)@0,

en sorte que la derniére (¢') est une conséquence de la premiére. En
résumé, les équations (5) et (6) se réduisent 4

8,0, =0, Ale, =0, AV,=o,

ou, , ov,
dz dy

Maintenant, je dis que ces équations sont incompatibles si 7 est su-
périeur a 2. En effet, si n est supérieur 4 2 et qu’on prenne n — 2 fois
les A, des deux derniéres équations, les seconds membres disparai-
tront en verta de I'équation

— Al — 0
A8, = A} 8,=0;
et les premiers se réduisent a leurs premiers termes et deviennent
a—l R=i
A7T'U, = o, ATV, =o0.

Ainsi, si n > 2, de ce que les A7 de ces deux fonctions sont nulles,
on déduit que les A7 le sont également; de méme, sin — 1> 2, on
conclura que les A7 le sont, et ainsi de suite, en sorte qu'il faut

nécessairement que les A le soient, c’est-a-dire que dans les équations
ci-dessus on ait n = a.
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Alors elles deviennent
Ale, =0, AZU,=o0, AlV,=o,

ou. _ov.
ox dy

(VIII) (3% + 1)

= (k -+ l)eo,

g8,

9=

+ A, U, = 0,
C, 08,
(3k+1)5 + A, V, = 0.

Maintenant il n’est pas difficile de voir que les trois premiéres sont
des conséquences des trois derniéres, en sorte que ce sont celles-ci
qui fournissent les valeurs les plus générales possibles des trois fonc-
tions U,, V,, 8,, satisfaisant aux conditions voulues et toutes -les solu-
tions de ce systéme de trois équations y satisfont; on pourrait le véri-
fier directement, comme nous le ferons pour les équations analogues,
mais un peu plus compliquées (IX), de la page 248.

Passons maintenant aux sept équations (V), (5 bis) et (6 bis) qui
doivent étre satisfaites simultanément par les quatre fonctions W, 6,
U, Vv,

En ajoutant les deux derniéres (6 bis) différenciées par rapport a x
et 2 y et ayant égard & (V) qui permet d’éliminer la fonction W, du
résultat, il vient, toutes réductions faites,

ng+%.—(k+l)9| +2(—')j

dz
- ; {90, | 9V.\) @
x§ = [1+k—j(ak+ )] &6, + 4] (—5;—}——5-):;—]1:0.
Cette équation peut s’écrire plus simplement
i . i (90 | aV\ | ¥
Y=ol —jak ) ae,+ (52 + 5)!7 =

Sil'on prend n — 1 fois de suite les A,, elle se réduit, a cause de

/ 0U, 0V.)

A:G.:O, Al k-{;;—i-a’—" =0,
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et wm (U, 0V,
() — (1 +£) A0, + A" <3_; " F)_ = o.
Si Pon faisait la méme opération sur la premiére (6 bis), on obtien-
drait la méme équation.
Prenons n — 2 fois de suite les A, de 'avant-derniére, elle se réduira
a ses deux premiers termes

s — (0U, 0V .- et (OU OV )62
- n n ot ¥y n—1 O had £
\l+lf) 8,76, +4, (0.1:+ dr) [kA’ 0+ 4, (d.r+ 07’)]3 0-
Faisons la méme opération sur la premiére (6 bis), il viendra, en
divisant par ¢,

n—2 w—z f U, ov, n—1t et { OU, oV & .

. . . ] ]
Ajoutant membre 4 membre, et supprimant le facteur ('; — %)

R—t a—t [ OU, ov, _
kA’ 6, +- A, (TZ'_ -+ -a;-) = 0.

Cette équation, combinée avec celle (g), donne

A8, = o, AT (% + 'Z)—‘;) = o.

Ainsi, de ce que les A7 de ces deux fonctions sont nulles, nous en
déduisons que les A} jouissent de la méme propriété; d’ou nous
concluons, comme nous |'avons fait plus haut pour les fonctions 6, et
au, av,
=

AgB, =0, A, ("U‘ "V') =o.

oz oy
Par suite, la premiére (6 bis) se réduit a
JU av
-3 d_ylz(k_'_l)@“

qui read inutile 'une des deux précédentes, par exemple, la seconde.
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Ainsi, les six équations (5 bis) et (6 bis) se réduisent a

o

"A,0,=o0, AU, =0, AV,=o0,

ou, | oV, :

7‘;4—'&}- = (l+]t)8“
(h) dwW, s 0@, i &Y

U, — 3k + 1)L +E(_ XU, = o,

0W. &? de, P g

—07 + Vq —_ (3If+ l);—g +2(— l)"A{‘v. -17,!:0,
auxquelles il faut adjoindre celle qui définit W,

ou, av,
A,Wo_—_——d? E;_(Qk'*‘z)e.,
ou encore, a cause de la relation entre o, et U, 9V, y
dz dy

AW, + (1+ k)8, = o.

De ces équations on tire d’abord une conséquence importante; a
cause de A, 8, = o, la derniére donne

o'W, I'W, 9w,

dx! 2 dxiay? + ayt =0.

A2W,=o0 on
C'est précisément, en faisant abstraction des forces telles que la pesan-
teur, I'équation trouvée par Lagrange et tous ses successeurs dans lecas
des plagues minces. Mais ici cette équation a un caractére tout autre,
puisqu’elle est rigoureuse et non approchée et qu’elles’applique, quelles
que soient la forme et les dimensions du corps cylindrique que 1'on
considére, 2 toute solution des équations de I'élasticité jouissant de la
propriété d'étre algébrique et entiére relativement & la coordonnée pa-
ralléle aux génératrices du cylindre, et satisfaisant en outre a la
condition que les pressions soient nulles sur ses deux bases.
Jedis maintenant que les sept équations (V) ne peuvent étre compa-
tibles si n est supérieur 2 3. En effet, supposons n > 3 et prenons les

A" dela cinquiéme et de la sixiéme; tous les termes des sommes 2
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disparaitront en vertu de A" U, = o, A7 V, == o; les termes contenant
la fonction @, disparaitront également, puisque A,8, = o, et par suite
aussi A}™'8,, (n — 1 étant supérieur a 1) et A™' %{ AT 95'-;
termes contenant W, disparaissent de méme, puisque A2 W, est nul,
et par suite A7""W,, n — 1 étant, par hypothése, > a.

11 restera donc

enfin les

AU, =0, A7'V,=o0.

Ainsi, tant que le nombre 7 est supposé >> 3, de ce que les A" des
deux fonctions U, et V, sont nuls, on conclut que leurs A7 le sont;
donc il faut que leurs A3 le soient, c’est-A-dire que les équations que
nous étudions exigent, comme condition de compatibilité, que n soit
au plus 3; pour n = 3 elles deviennent

A0, = o, AU, = o, A3V, =o,

Jau, av

gx dyl = (1-+ k)6,
oW Tagl 2 4
5.+ Ui — 3k + 0> —a,0, ';+A§U,2°—4=0,
oW, . e Jde & o
5 Vi—(Bk+1)- —0r‘ —A8;V, - +A}V, Z=0

AW+ (1 4+ k)e, = o,

Mais, en prenant deux fois de suite les A, de la cinquiéme et de la
sixiéme, on obtient

A3U;=o0, A}V,=o,

qui entrainent la seconde et la troisiéme et permettent de supprimer
les derniers termes de la cinquiéme et de la sixiéme.
Reprenant une fois les A, de celles-ci, et observant que

oW, _ IAW,
29z~ o0z
A OV, 0aW,
oy T oy
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ou, en vertu de la derniére des sept,
oW,
Az?’;— = - (l -+ k)_.‘l."
oW,
oy ==+ HG

il vient

00,
ox
de,

—-(l"*"k)'a;—f—A,V‘:O.

— (1 +k)—+4,U,=o,

Par suite, les sept équations 4 satisfaire pourront s'écrire

A0, =0, AZU,=o0, AJV,=o03

puis
/U, OV,
’(;; 0_)’ = (l -+ k) 6“
aw, 2 08
(1X) 0I+U,~(2k+l)s 5 =9
oW, de,
oy +V,— (2k+1)e" —— =o,

A, Wo+(1+ k)8, =o.

Mais je dis maintenant que les quatre derniéres entrainent les trois
premiéres, qu'on pourra, par suite, supprimer. Soit, en effet, 0,, U,,
V., W, une solution quelconque des quatre équations (IX).

Ajoutons la seconde et la troisiéme respectivement différentiées par
rapport & x et 4 y, en ayant égard 2 la premiére et i la derniére, on
voit qu’il viendra simplement

— (2k +1)e*A,0,=0 ou A;8,=0,

C’est-3-dire que la premiére des trois équations surabondantes est vé-
rifiée. Par suite, la derniére (IX) donne A2 W,, et de 14 résulte que, si
I’on prend deux fois de suite les A, de la seconde et de la troisiéme
(IX), on trouve la seconde et la troisiéme des deux équations surabon-
dantes.
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Ainsi les quatre fonctionse,,U,, V,, W, les plus générales possible,
susceptibles de satisfaire aux conditions posées, sont les intégrales gé-
nérales des quatre équations (1X), et réciproquement toute solution de
ces quatre équations (IX) satisfait aux conditions voulues.

En résumé : 1° les sept fonclions 8,, Uy, V3 0,, U,, V,; W, doivent
satisfaire aux sept équations a différences partielles (VIII) et (IX);
2° de ces équations résulte que les A, des deux fonctions 8,, 8, sont
nulles et que les A2 des cing autres fonctions sont nulles; par suite,
les formules (II), (IT1) et (TV) montrent que, pourj > 1, Uy, Uy,
Vajs Vajeis Wysmy, Wy sont nulles et que les fonctions 64, 6., le sont
pour j différent de zéro.

Donc les expressions des composantes «, v, w du déplacement et de
la dilatation cubique se réduisent nécessairement a

z! z!

u="U, +U,z+ U2; -+ U, 5’

S z

V=V0+V,Z+V2:+V3g9
2

3
=W, +Wiz+ W, > + W,
8 == 0, + 8,z.

ou, par les formules (II), (III), (IV), (V), eten ayant égard a (VIII)
et (IX), &

| . _A:Wo
G =8 T
oW, (2k +1) , 0, W,
u—Uo—(T):- A+t ¢ oz )z
08, 58 (3kF+2) A, W, 2
X AR It T T 6
oW,  [2k+1) sz,W,)
”—Vo“(W+7~T.—E )2
00, 22 (3% + 2) 0A,W, 2
+kd_y-2+ k41 d 6
=Wy k8o3 -+ A, W, %
\ w= L 0% F+1°2 °3

Journ. de Math. (3¢ série), tome III, — Aour 1877, 32
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11 en résulte pour les forces élastiques, soit directement au moyen
des formules (2), soit au moyen des formules (4) et (VI),

au,

W, o2k+1 ,0'8,W,
(Ic+|A’w = Y hat e )t
ki’_(& z 3F4-2 0'A, W, 28

drt 2 k+1x d== 6}

N, =2K|:1€6,+

—+

_ ov, k-1 OW. 2k+1 ,0'a,W,
Ng-—&K[kOo-l-?y- ( — AW+ e + Fararal o )z

a%e, 3? 34 + a2 0'A,W, 2
L S s]’

(XI) T. =K au, + av, d’W.+ 2l-+lg,d’A=W, 2
L 9y " oz oz dy k1 dxdy
2k o'e, z + 3+ 2 920, W, 22
+ 0x3y 2 k+1 0zdy 6
. 2k 41 JAW,
Ny=o, Ti=— Kk-}—l T (—2%),
T,:—K2‘+l dAW( — 2).

A1 ox

Telles sont les expressions algébriques, relativement i 3, les plus ge-
nérales possible, susceptibles de représenter les déplacements et les
forces élastiques dans un cylindre, sur les bases duquel n’agissent pas
de pressions. Il résulte des trois derniéres formules que la pression
normale sur tout élément plan paralléle aux bases est nécessairement
nulle, et la pression totale sur de tels éléments est nécessairement une
fonction du second degré par rapport a z.

Si I'on suppose, en particulier, A, W, = const., on aura en tous les
points du cylindre

N,=0, T,=O, T,=o.

Ce cas particulier a été étudié directement par Clebsch.

Voyons maintenant quelles pressions doivent étre exercées sur la
surface latérale du cylindre pour que la solution fournie par les équa-
tions (VIII), (IX), (X), (XI) satisfasse aux conditions a remplir le
long de cette surface.
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Soient X, Y, Z trois fonctions données de x, y, z, représentant les
composantes parallélement aux axes de la pression exercée au point
(x5 7y 2) de la surface latérale; soit a I'angle de la normale & cette
surface avec P'axe des x; on devra avoir, en tous les points de cette
surface,

N, cosa + Tysing = X

(8) { Tycosa + Nysing =Y,
T; cosae + T, sine = Z.

Comme les fonctions N,, N, et T, sont du troisicme degré en z, on
voit qu’il faudra qu'il en soit de méme des fonctions X et Y; d’autre
part, les deux fonctions T, et T, contenant le facteur (¢? — z?), il
devra en étre de méme de celle de Z. Ainsi il est d’abord nécessaire
que les trois fonctions données X, Y, Z soient de la forme

gX=X}+&z+XﬁLH&g,

(9) Y=Y,+Y z+Y'—+Y
IZ =Z’ (e — z%).

Mais on comprend que cela ne sufﬁse pas et que les fonctions X',
X', ... ne doivent pas pouvoir éire toutes données arbltralremem
et, en effet, les fonctions X, Y, Z ayant la forme (g), pour que les

conditions a la surface (8) soient satisfaites, on devra avoir sépa-
rément, a cause de (XI) :

/ vy, . . y
' (keo"‘ 9 )cosa—i—(dU -+ dv)smazil,

dy dr 2K
d%e, d’e si X,
(10) o= + 920y 0% = X0
1o
OV. av, Y,
- — = -2,
( ) cosax (Ice,, -+ 0)’) sing = e

——co a -+ e, sing = e
ax oy Jy* 2K%’

i

3a..
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& OW, 2k+1 ,0'AW,
(A-+|A’W°+F Fart Tom
PW,  2k+41 ,0AW,
+(d.tdj + k41 £ dzdy
08, W, FOW, . X, (k+1)
g COsE T sine = ey
W, + 2k 41 & A, W,
dxdy k1 dxdy
FW, | ak41 , AW —Y,
o T I E o )sma—- T
NAW,  PAW, . Y (k+1)
Jy? T 2K (34 +2)
MW, MW, L —Z,(k+)
or &= K(ah+1)

)cosa

—-X
)SIHQ'——— -—ZK ’

) cosa

Ainsi il faut : 1° que les trois fonctions U,, V,, 8, satisfassent en
tous les points d’une section droite du cylindre aux trois équations
a différences partielles (VIII) et sur le périmétre de la section aux
quatre conditions (10); 2° que la fonction W, satisfasse, en tous les
points de la section du cylindre, a 'équation aux différences partielles

du quatriéme ordre
AW, = o,

et aux cing conditions sur le pourtour (11).

Cherchons, d’aprés cela, combien, parmi les fonctions doonées X',,
X,, ..., peuvent I’étre arbitrairement.

Les équations ( VIII) sont de méme forme que celles que I'on obtient
en étudiant le probléme du plan élastique, sur le périmétre duquel
n’agiraient que des forces situées dans le plan lui-méme, de sorte qu’en
se déplagant il conserverait sa forme plane. Les conditions au pourtour
seraient la premiére et la troisiéme (10), ou X, Y/, seraient les fonc-
tions arbitrairement données; or on sait que le probléme est déter-
miné par ces conditions, c’est-a-dire que les deux fonctions U,, V,
sont déterminées aux constantes prés qui définissent la position de la
figure plane considérée, et a fouction 8, est entiérement déterminée.
De larésulte: 1° que les fonctions X, Y, peuvent étre donnéesarbitrai-
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rement, 2° mais qu’alors les deux fonctions X,, Y, sont entiérement de-
terminées. '
Pour la fonction W, elle satisfait 2

A A, W, = 0.

Or, il résulte d’un théoréme connu, qu’une fonction A, W, assujettie
a satisfaire 4 cette équation et a la derniére condition (11) est déter-
minée & une constante prés; en sorte qu’en satisfaisant i cette condi-
tion ou Z, est arbitrairement donné, on trouvera

(12) A, Wy = f(x,y)+C,

J étant une fonction parfaitement déterminée et C une constante arbi-
traire. Il résulte de 1a que les dérivées de A, W, sont entiérement dé-
terminées et, par suite, en vertu de la seconde et de I'avant-der-
niere (11), les fonctions X'y Y'; le sont aussi.

Reste a satisfaire & la premiére et a la troisiéme (11), qui peuvent
s'écrire, en ayant égard i la seconde et a la quatriéme,

k oW, 0, W —X"—"Efi;"%

L] 2 [ —_— s

(mA,Wu + -()F)cosa—i— dzdy sing = K s
' , 2k-+1 _,

W, LN 2. A WP St 7 ==
m} osa + Faar 0+“‘5}T sing = 7K ’

ou, en portant dans ces équations la valeur trouvée pour A, W,,

2

3bkg o k cosa k
- 2K —k+1f(x’])~—k+lccosa’

&
3k 4+ 3 k si . kL.
= 2 22 £( YY) — 7o Csina.
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On peut déterminer la fonction W, de fagon qu’elle satisfasse a
I'équation (12) et 4 la premiére des conditions (13) ou X, est donné
arbitrairement.

Si 'on pose, en effet,

WO—W' AC =

k412
la fonction W', devra satisfaire a I'équation

(14) B W= £, 7) + 1o

et a la condition suivante, qui remplace la premiere (13):

Y] r
W, cosa+dw

N e 0Isma=M,

M étant la somme des deux premiers termes du second membre de la
premiére (13).

En posant
Iw, S
dr =~ !
la fonction S devra satisfaire 4
_ Y
A,S = pP
et
98 cosa -+ ﬁsmaz =M,
Ox dy

et sera, par suite, définie & une constante prés, c’est-a-dire qu’elle sera

de la forme
§$=8§,+C,

S, étant une fonction entiérement déterminée, telle que

15) 8,8 = L.
Ainsi
W —8,+C,

dx
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d’ou '

W, = j:‘S dx +Cx + ¢(y),

¢(r) étant une fonction arbitraire. De Ja on déduit, en ayant égard

a(15), .

d!
4, W, =f(x’ 7+ d_yt’
et, a cause de (14),
o9 C __Cc »r 4 i i
oy " kFx1 =3 l-2—+C.I'+CT+C:

G, C', C” étant trois constantes arbitraires. Ainsi

_ e vt e
Wo_fsodx+k+lz+0x+0)+c

et
z 1. f

W, = ‘/‘,‘»Sodx—i— i A P ORI
et est déterminé & quatre constantes prés.
> Si I'on porte cette expression dans la seconde (13), elle devra étre
satisfaite d’elle-méme; la constante C figurera seule dans le résultat;
et comme la fonction Y, est entiérement déterminée, comme nous
Pavons vu plus haut, il s'ensuit que la fonction Y', I'est elle-méme i
la constante C prés.

Ainsi, en résume, sur les dix fonctions de x et de y qui entrent
dans les expressions (9) des composantes X, Y, Z de la pression sur
la surface latérale, on peunt s’en donner quatre seulement arbitraire-
ment, 4 savoir: X, Y,, Zy; X, [ouY,, comme on le comprend facile-
ment, puisque nous aurions pu satisfaire directement 4 la seconde (13)
au lieu de satisfaire 4 la premiére], et alors toutes les autres sont dé-
terminées ou entiérement ou 4 une constante prés.

De la résulte qu’on ne pourra pas se donner arbitrairement la résul-
tante de translation et le couple résultant des pressions agissant le long
de chacune des génératrices de la surface latérale du cylindre; car se
donner la résultante de translation ou ses trois composantes équivau-
drait a se donner arbitrairement trois relations en termes finis entre
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les dix fonctionsX/,, X, , ...; se donner I'axe du couple résultant ou ses
deux composantes suivant les axes desxet des y (celle suivant P'axe
des z est évidemment nulle), ce serait se donner deux autres relations,
soit en tout cinq relations arbitraires, tandis qu’on ne peut s’en donner
que quatre. De la résulte ce théoréme, qui non-seulement rend tres-net-
tement compte des impossibilités qu'on a rencontrées dans le probleme
des plaques, mais montre, ce qui estimportant, que ces impossibilités
ne tiennent pas i ce qu'on n'a pas poussé assez loin les calculs d’ap-
proximation, qu’on les efit rencontrées si loin qu’on les poussat :

Etant donnés la résultante de translation et le couple résultant
d’un systéme de pressions exercées aux divers points de chacune des
génératrices de la surface latérale d’un corps cylindrique, sur la masse
et sur les deux bases duquel Wagissent pas de  forces, il est, en général,
impossible de trouver un mode de répartition de ces pressions tel, que
les déplacements et les forces élastiques aux divers points du corps
soient exprimables algébriquement par rapport a Uune de leurs coor-
donneées.

Pourque ce soit possible, il faut qu'entre les composantes dela résul-
tante de translation et celles de I’axe du couple résultant sur chaque
génératrice il existe une certaine relation. .

On peut énoncer ce théoréme encore d’une autre maniére. Soient,
aprés la déformation, x’, y’, 7' les coordonnées du point dont les coor-
données primitives étaient x, 7, 3, de telle sorte que si

u=u(x,y32), v=v(x,7,3), w=w(x,2)
sont les composantes du déplacement, on ait

X =x -+ u(x,y,3)
y'=y+ (@ g,
2 = 3 + w(x,7,2)
Pour avoir les équations de la courbe dans laquelle se transforme

une droite x = X,, ¥ = ¥, primitivement paralléle 4 I'axe des z ou aux
génératrices du cylindre, on devra éliminer z entre les trois équations

X =2, U Ver3)y I =Dot V{(Tay Fos 2), F=2+ W (Te: )0s3)
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ou, a cause de la derniére, les deux premiéres deviennent
X' = Lo+ U (Zgy 9,5 — W),
Y=y + 0(Xoy Ford — W),

Et, comme v est extrémement petit, on peut le négliger devant la
quantité finie z’ et écrire

qc’: o + u(Loy For 2
Y=Y+ (.‘l‘o,]'o,z'),

qui représentent les projections de la courbe cherchée sur les plans des
xzetdesyz.

Si donc u et v sont des fonctions algébriques de degré n, ces pro-
jections sont de forme parabolique.

Ainsi on peut encore énoncer ainsi le théoréme précédent :

Si lon se donne arbitrairement la résullante de translation et le
couple résultant des pressions exercées aux divers points de chacune
des génératrices de la surface latérale d’un corps cylindrique sur la
masse et les bases duquel n'agissent pas de forces, il est en général
impossible de répartir ces pressions de fagon que les droites matérielles
paralléles aux génératrices du cylindre se transforment en courbes
paraboliques, si élevé qu'on suppose le degré de ces courbes.

Pour que cela soit possible, il faut qu’entre cette résultante de trans-
lation et ce couple résultant il existe une relation qui soit identi-
quement satisfaite sur chaque génératrice.

Eufin, si cette relation est satisfaite, les expressions de x’, ' seront
au plus du troisi¢éme degré en 2z, comme le montrent les équations (X),
de sorte qu’on peut encore ajouter cette autre et importante proposi-
tion :

Quelles que soient les pressions exercées sur la surface latérale d'un
cylindre élastique sur la masse entiére et sur les bases duquel r’agissent
pas de forces, il est loujours impossible qu'une droite matérielle pa-
ralléle aux génératrices du cylindre se transforme, par la déformation
élastique, en une courbe algébrique d’un degré superieur au troisiéme.

33
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III.

Sur un nouveau cas particulier du probléme de I'équilibre

d'un cylindre élastique.

11 résulte de ce qui précéde que, si I'on veut se donner arbitrai-
rement la résultante de translation et le couple résultant des pres-
sions exercées sur chacune des génératrices du cylindre et trouver
ensuite un mode de répartition de ces pressions pour lequel le pro-
bléme de I'équilibre élastique soit rigoureusement résolu, il est néces-
saire, a la solution particuliére qui précéde, d’en ajouter une autre; et
nous sommes assuré que cette nouvelle solution ne pourra pas étre
algébrique par rapport a z. :

Soit F une fonction de x, 7, 3, remplissant les deux condilions sui-
vantes : 1° de satisfaire en tous les points du corps cylindrique con-
sidéré a I’équation

'F J0°F 0*F
A’F—TJ;-!‘E;;_’_?:_’_O’

2° De satisfaire sur les deux bases, soit pour z= ¢, a 'équation

OF _
d—z_-o.

(16)

1l existe une infinité de fonctions remplissant cette double condi-
tion ; car, pour que la fonction F fat déterminée, il faudrait encore se
donner, comme on le montre dans la théorie de la chaleur, V'expres-

. F . ; .
sion de F on de %sur la surface latérale (n désignant la normale en

up point de cette surface).
Posons

(x7) u=3—§, v:—;gf, w=o0, 6=o.

On vérifiera de suite que les quatre équations 2 différences par-
tietles (1), qui régissent les quatre fonctions u, v, w, 6, sont satisfaites.
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Les expressions correspondantes des forces élastiques sont, en vertu
des équations (2),

. OF _ &F . (PP OF
(IS) N,—-2Ka;5j’ N2-——2Kaz—0]'_5 3—-K(()-J:, '—"0;;>’
N — T - OF T . OF
| Ns=0s 1= T 9x0s’ 2= 5o

Par suite, en vertu de (16), les pressions sur les deux bases sont
nulles. Donc les expressions (18) constituent une nouvelle solution
qui, comme la solution algébrique, satisfait aux conditionssur les bases;
en ajoutant ces deux solutions, on obtiendra une nouvelle solution,
satisfaisant elle-méme aux condilions sur les bases et renfermant les
arbitraires nécessaires pour que I'on puisse prendre arbitrairement la
résultante de translation, et le couple résultant des pressions appli-
quées sur chaque génératrice. Elle contient méme plus d’arbitraires
qu'il n’est nécessaire et I'on peut, comme on le verra facilement, par-
ticulariser la fonction F d’une infinité de maniéres. Parmi les formes
qu’on peut lui attribuer, prenons celle-ci

. wz
F={&sin —,
28

¢ étant une fonction des deux seules variables x et y satisfaisant a
I'équation
2% 02; nt

= o T e

. Uz
(vg) AQE;—E,C:O ou
Ce qui donnera A,F = o; d’ailleurs, la condition sur les bases est rem-
plie d’elle-méme, comme le montrent les trois derniéres (18). Ainsi on
peut prendre pour & toute solution de I'équation a différences partielles
ci-dessus.

Si 'on ajoute les expressions (17) et (18) des déplacements et des
forces élastiques, aprés y avoir remplacé F par sa valeur (1g), A celles
fournies par les équations (X) et (XI), et qu'on pose, pour simplifier

£=o.

u=u+u, v=v4+v, w=w-+w, §=6+6,
N=N,+N, T,=T.+ T, (i=1,2,3),
33..
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il viendra

(XII)

M. LEVY.
U, + 422, d_vg+k‘;—‘;";',
= — k8,z, 6'=0,,
=2K(lceo+d;;' k%—; ;) ‘
=2K(keo ‘;—‘y’ k%]ﬁ ;)
= K(%%—i—%—l—nk%%;),

N,=T,=T, =o0;

" oW, 24 +1 5 0A, W, 3F 4+ 2 0A,W, 23 N . mz
w=- (dz FrT & Tox )z+k+x Jx §+$sm;’
. IW,  2k-+1 , 0A,W, 3k-+2 00, W, 30 0%
"”__(oy Fr1 ¢ oy )“‘ Fra oy E_Es'“
w=W, + ,r t A,W.
LN W, 2k+1 , ', W,
;Ni_—aK[——- (/H—IA’W“ e S 0w )z
3k+2 *AW, 2 0y . w3
k+1 02 6+ oz dysnz]
. k FW, | ak+1 ,()A,W.
Nom ok (oo 4 B 2 2,
3k+2 O’A,W.i_ d’C in n3
F+r o 6 O.td_rs"; !
xm) (o _ x PW, 2kt a O8W
T, dzdy k+1 0z dy
6%+ 4 0°A, W, 2* rr o

»
N;=o,

T, =K[-

T'2=K[

k+1 Oxdy
ak+41 dA,W.<
F+1 oy
2k+1 OAW.(
F+1 o=

6

+

—z3) —

« TZ
-—‘5’—’ Sm;],

ar
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Sur la surface latérale, on aurait, en général,

N,cosa + T, sina = X, .
(20) Tscosa + Npsinag = Y,
\ T, cosa +~ T, sina =7,

X, Y, Z étant des fonctions données. Pour que le probléme puisse étre
résolu rigoureusement, il faut d’abord que X, Y, Z soient de la forme
des seconds membres de (g), complétés par trois termes de la forme
X, sin :—:, Y, sin :—:, zZ, cosg; et alors, en répétant la discussion de la
fin du § I, on verrait qu'on pourrait prendre ici arbitrairement cinq
des douze fonctions X;, Y;, Z; des deux variables ., y entrant dans
les expressions de X, Y, Z, a savoir : quatre de celles qui forment les
seconds membres de (g) et I'une de celles X',, Y, Z,,; on pourra, par
suite, étant donnés arbitrairement la résultante de translation et le
couple résultant des forces extérieures agissant sur chacune des
génératrices du cylindre, trouver un mode de répartition de ces forces
pour lequel le probléeme de l'équilibre élastique sera rigoureusement

résolu par les formules (X11) et (XIII).

Pour trouver les conditions 4 Ia surface qui régissent la résultante
de translation et le couple résultant, désignons par X,, Y,, Z, les
projections sur les axes de la résultante de ces forces, et par X,, Y, la
somme de leurs moments par rapport 4 deux axes paralléles aux x et
aux y menés par un point de la génératrice que 'on considére, en
sorte que

, “+ -+ —“+€
X, = Xdz, Y, = Ydz, Z,= Zdz,

— ¢ Aol 3 -

(XIV) +2 +e
X, =—f Yzdz, Y, = Xzdsz.

Les deux premiéres (20), multipliées par dz et intégrées enire — ¢
et + ¢, donnent, en remplagant les N; et T, par leurs valeurs (XII)
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et (X1I1),
au, d9%e, ¢
[25(1:9.,—%—0—‘) +k0.1:’ 3 cosa
Ju, ov, o8, X,
""[‘(o +dz) "o oy 3]5'“““5’
(XIV)
[ o + AL k—" ge, ¢ cosa
(a oz ) T X5z0r 3
av, de,¢71 . Y,
+ [u(keo dy>4 k— o 3] sina =

puis la troisiéme (20), multipliée par ¢z et les deux premiéres, mul-
tipliées par zdz et intégrées, donnent

! 2(2k +1) 5 08,W, 0F 2(2k+1) , 04, W, w®1.  —Z
[3(1[_“) € 5z 0]] cosa+[»——3‘+ €5 +(—);]sma.— Tk
['__ d W. 20 17k + 8 0?4, W, 2 X4 8
k4 Ya ) 3 k=4 9+t 15 dzdy ©° cosa
. W, 2¢¢ 174+ 8 0’AW, ¢ Y O\ 41 . Y,
XV) - [—_ dxoy 3~ k+1 dxoy 15 (dj d.t’) n ]sma 2K’
" PW, 2¢¢ 17k + 8 028, W, ¢ 0% 4#
- - — - cosa
dzdy 3 k+1 Odxdy 15 0y’ dx’) a? ]

3 k41 dy* 15  o0xdy =

1 3 3 H s 1 H —_
—%[ ( AW, + 0W,>2_:_171+80A,W. 2¢ P44 85]5. = 7F"
A+ 1 dr? 2K

En résumé, le probléme a résoudre consiste : 1° & déterminer les
trois fonctions U,, V,, 8, de fagon a satisfaire, en lous les points d’une
section droite du cylindre, aux équations A différences partielles (V1IL),
et, sur Je pourtour, aux deux conditions (XIV); 2° & déterminer les
deux fonctions W, et ¥, de maniere que la premiére satisfasse, dans
toute Pétendue de la section droite, a I'équation du quatriéme ordre

AZW, = g et la seconde i I'équation du deuxiéme ordre (1g), et que,
sur le pourtour, elles satisfassent aux trois conditions (XV).

On voit que le probléme se sépare en deux; la recherche des trois
fonctions U,, V,, 6, et celle des deux fonctions W, et § constituent
deux questions absolument indépendantes.

Si la résultante de translation des forces agissant sur l'une quel-
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conque des génératrices de la surface latérale est dirigée suivant cette
génératrice elle-méme, c’est-d-dire si X, = o, Y, = o, on voit qu'on
satisfait 4 toutes les conditions que doivent remplir les fonctions U,
Vo, 8, en faisant U, = 0, V, = 0, 8, = o, et, comme le probiéme de
la recherche de ces fonctions est déterminé, il s'ensuit qu’elles sont
effectivement nulles,

Iv.

Application des résultats qui precédent aux plagues minces.

Appliquons maintenant les résullats rigoureux qui précédent aux
plaques minces, c’est-a-dire au cas ou la hanteur 2¢ du cylindre con-
sidéré, et, par suite, la coordonnée z, deviennent extrémement
petites.

Les formules (XII) deviennent, en négligeant les quantités de
Pordre de z* ou ¢* devant celles ne contenant pas ces lettres,

u="U, V=V, w=-—kez, ¢=na8,,

’ au, - v,

N,:zx(keo+7,;), N2=2K(/‘eo+0}.),
oy, av,
T=K(G+ %)

D’ailleurs, les fonctions U,, V,, 8, doivent satisfaire aux équa-
tions (VIIT) qui ne changent pas et aux conditions 4 la surface (X1V)
qui se simplifient et deviennent

0 (1] vl) .
2 (keo + 90, ) cosq + (92 + ‘2_) sing = ——*,
bis) Oz dr Jx 2Ke
(22 o0, + 2 cos k8 W) sing — Yo,
9y 7 o= &+ o+ or T aKs

Ce premier probléme, consistant & chercher les trois fonetions U,,
Vo, 8, est tout & fait de méme nature que celui du plan élastique.
Les formules (XIII) donnent, en négligeant les termes de I'ordre
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de z* ou ¢ devant ceux du premier ordre en 2 ou ¢,

"o aw, 1114
( = —();z—i—;ysm—,

" oW, a% Tz

¢ = ‘0—15—6;5")2‘,

7 k P2

= Wo—FmAg 0;’

r_ [ k IFWN Y . w3
NI—QK‘ (A——_*_IA,WO-F-—O‘:—)-»—FW&H;]’

(23) RS N L IW, ’e ., ms

N, = 2K /:+1A2W°+ oz z—m;sm; ’

_ [ W, a%g ag\ . w2

'I';—— K_—ﬂw%-}-(w—-(;)ﬁlﬂ;]&
N;=o,

= [ 24—+ 1 AW, , , 2 w d% Tz
v= K[ SR e - SR l]
: _ 2k 41 0AW,, , s ® 0% %z
Ty= K| =57 o —z)+;.a;°°sz]'

D'ailleurs, les fonctions W, et § satisfont &

(24) A%WOZO
et ‘
(25) Az§—4z:‘,5=0.

et aux conditions i la surface (XV).

Dans les deux derniéres (XV), on peut négliger le terme en ¢° devant
celui en ¢*; il est d’aillears plus commode de remplacer les com-
posantes X,, Y, du couple résultant des forces extérieures paralléle-
ment aux axes de coordonnées par ses composantes & et ot suivant
la tangente et la normale 4 la section droite du cylindre. On aura

o= X,cosa-+ Y,sin«,

g€ =— X,sina+ Y, cosa.
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Par suite, les conditions 4 la surface deviendront

k ) .
[2(2 “+1) , 0A,W, a:‘]cosoz

3(k+1) ° 9z oy
2(24 1) , 04, W, It . __—Z
+['3("+')7£ PTe +a] sine = —~,
PW, ag a3 LAYL
dmoy 3 (07 — M) | €082
, N*w, W\ ¢ oLt 46 . XK
(26) -+ [( e + o >§ + ()'_—.cdy?] Sin2a = —»
1 k 28
(-2- Tk l) _3—A2W°
o'W, W, & a#r 8er .
+ dy' 0 )3 +dxdf nt cosaa,
} 2 2 2"
[ IWo2é (dc 0c>4EJsin2a= 5,

T 0zdr 3 a0z @ 2K
ou Z, peut étre appelé leffort tranchant, & le moment de flexion et x
le moment de torsion.

On voit, par les expressions &”, ¢, w”, qu’une ligne primitivement
droite et normale au plan moyen ne reste pas droite et normale A cette
surface déformée, mais se transforme en une ligne de forme sinusoide
coupant a angle droit les deux bases déformées de la plaque. Si I'on
faisait { =0, on retrouverait que ces lignes restent droites et normales
a la surface moyenne. _

Les équations (23) et (26) ne prennent un sens net que si I'on
connait les grandeurs relatives des fonctions W, et £. Les équations
indéfinies (24) et (25) auxquelles elles satisfont, si elles étaient seules,
n’apprendraient rien sur leurs grandeurs respectives; car ces équa-
tions ne changent pas si 'on multiplie chacune d’elles par une con-
stante quelconque. Mais de I’équation en ¢ on peut déduire des rela-
tions de grandeur entre cette fonction et ses dérivées de divers ordres.

Posons

r=—x, '-27’
¢ pl I =
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I'équation en §, qui est

se transforme en
g;__,i, + g)’?{; —&=o0.
Donc ¢ est une fonction de x’ et de y’, clest-a-dire de —et

ou, si I'on veut, de?et de%o De la, on conclut pour Pune de ses dé-

rivées premiéres, par exemple celle relative a x,

| &

l
L

Fl&
R

et, comme la dérivée%,est en général de méme ordre de grandeur

que la function elle-méme, il s’ensuit que i—i sera en général incompa-

rablement plus grand que §; de méme Jes dérivées secondes sont mul-
tipliées parsl,, et, par suite, sont, en général, incomparablement plus
grandes encore,

Cela posé, ce sont les conditions 2 la surface (26) qui indiquent les
grandeurs relalives des deux fouctions W, et §.

Observons que, d’apreés le théoréme de Poisson, c’est-a-dire si J'on
suppose les actions tangentielles développables suivant les puissances
de z, I'effort tranchant Z, doit étre de I'ordre de ¢ W,.

Carl'action verticale, par unité de surface, sur un élément superticiel
pris sur le cylindre terminant la plaque, s'annule pour z = ==¢; elle
contient donc le facteur (¢? — z?) et son intégrale prise de — ¢ +¢,
c’est-a-dire Z,, doit nécessairement contenir ¢! en facteur.

Mais, si I'on .n’admet pas a priori la possibilité du développement
dont il s'agit, il n’est plus évident ni certain que P'effort tranchant
ait ce degré de petitesse, et nous allons voir qu'il peut ne pas I'avoir.

Examinons directement, d’aprés nos équations, quel doit étre le
degré de grandeur de Jafonction §. D'abord, pour¢=o, on a, en vertu de
(25), £ =o0; par svite, a cause de la premiére (26), Z, = 0. Ainsi Z,
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est au moins de I’ordre de eW,5 o'il était de cet ordre, il en serait de
méme des dérivées %, :-: d’aprég la premiére (26); par suite, les
dérivées secondes de { seraient en général de I'ordre de W,, ce qui est
évidemment impossible; car, dans les deux derniéres (26), tous les
termes conlenant le factenr ¢ deviendraient négligeables, et ces deux
équations ne pourraient plus étre satisfaites en méme temps que
celle (25).

Donc la fonction Z, est au moins de 1'ordre de £W,; remarquons
d’ailleurs que, si elle est de cet ordre, il en sera.de méme des dérivées
ag dy
zl_z:, 2;7 a
de la fonction § seront en général de I'ordre de tW,, et, comme dans
les deux derniéres (26) elles sont multipliées par ¢*, elles fournissent
des termes comparables 4 ceux en ¢ qui entrent déja dans ces
équations.

Ainsi toutes les conditions du probléme peuvent parfaitement éire
remplies, Z, étant de I'ordre de ¢; il n'est pas nécessaire que cette
fonction soit de Pordre ¢*, comme on 'admet implicitement si on la
suppose développable suivant les puissances de z.

Si elle est de I'ordre de ¢2, les termes en W, peuvent, du moins
comme premiére approximation, étre négligés dans la premiére con-
dition 4 la surface, ce qui sépare la recherche de la fonction & de celle
de la fonction W, et simplifie beaucoup le probléme.

Les derniers termes de I'expression des déplacements ©” et v sont
alors aussi de l'ordre de ¢*; par conséquent, la forme sinusoidale qu’al-
fectent les petites lignes primitivement normales au plan moyen ont
une fléche extrémement petite et cependant cette légére courbure
donne lieu & un effort tranchant fort considérable. Cela tient a ce qu’il

cause de la premiére (26); par suite, les dérivées secondes

. . z .
entre dans nos expressions une fonction du rapport -, rapport fini,
£

quoique z et ¢ soient des quantités trés-petites.
Dans le cas particulier o1 Z, serait de 'ordre de & W, ou d’un ordre
plus élevé ou nul (c’est-a-dire siles pressions sur les surfaces latérales

ey s . ;oo .
etaient normales & cette surface), alors les dérivées ‘—[i, f—cseraxent,
dy

en vertu de la premiére (26), de I'ordre de &*W,; par suite, tous les
termes de la premiére condition 2 la surface devraient étre conservés;

34..
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mais dans les deux derniers on pourrait alors négliger les termes pro-
venant de la fonction &, ces termes étant en général de I'ordre de ¢'.

La recherche des deux fonctions W, et { se séparera donc encore; on
devra dans ce cas commencer par chercher la fonction W, de fagon
qu'elle satisfasse 4 1'équation A} W, = o, et aux deux derniéres condi-
tions (21) out 'on aura supprimé les termes contenant &. Ce probléme
est possible et déterminé; puis, la fonction W, connue, on en porlera
la valeur dans la premiére condition  la surface et I'on déterminera la
fonction ¢ de maniére & satisfaire a4 cette unique condition et a
I’équation (24).

V.

Ir:troduction des forces agissant sur la masse de la plaque.

Jusqu'ici nous avons négligé les forces telles que la pesanteur agis-
sant sur la masse entiére de la plaque. Pour les introduire sans recom-
mencer tous les calculs, nous emploierons une méthode qui est une
sorte de généralisation de la méthode de la varialion des constantes
arbitraires; reprenons un instant pour les composantes z, ¢, w des dé-

placements les expressions (X), en y adjoignant celles (17) ouF=¢ sin:—: ;

mais supposons que les fonctions U,, V,, 8,, W, £ soient entiérement
indélerminées (c’est-a-dire ne satisfassent plus aux équations qui les
régissaient quand on faisait abstraction des forces extérieures agissant
sur la masse de la plaque) et cherchons a déterminer, s’il est possible,
ces fonctions de maniére & satisfaire aux nouvelles équations d’e-
quilibre résultant de V'introduction des forces extérieures, sans cesser
de satisfaire 2 la condition que les pressiuns sur les deux bases
soient nulles.

On observera d’abord que des expressions (X) de u, v, w, 8, et en
vertu des formules(2), on déduit pourles pressions N,, N, N, ; T, T4, T,
les expressions (XI), quelles que soient les fonctions U,, V,, W, 8,,
quand bien méme elles ne satisfont plus aux équations i différences
partielles qui les régissaient avant 'introduction des forces propor-
tionnelles aux masses. Donc, quelles que soient ces fonctions, la pres-
sion N, sera nolle danstoutel’étendue de la plaque et, en particulier, sur
les deux bases, et les pressions T, et T, le seront également sur les bases.
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. . . . TE .
Maintenant des expressions (17) qui, pour F={ sin - » deviennent

R d, . wz d& . xz
(27; u=psins, ¢=— ‘=sin, w=.o, §=o,
on déduit parles formules (2), et cela quelle gue soit la fonction Z, pour
les forces élastiques les expressions

SR o . WZ
N, —::Kwsm;—‘,
_ % . wz
N, = — 2K oxdjsm 7o
e [T %\ . mz :
(28) T=K (51— 55 sin
T, =K—d—c- Z cos =2,
dxr 2¢ 23
: Ot Tz
Tg = E ;" cos 2—‘$

. Ny =o0;

i

en sorte que les trois derniéres s’annulent également sur les deux bases.

Ainsi, en prenant pour u, ¢, w la somme des expressions (X) et (27)
et laissant entiérement arbitraires toutes les fonctions qui y entrent,
on obtiendra pour les forces élastiques la somme des expressions (X1
et (28) et, par suite, on satisfera  la condition d’annuler les pressions
sur les deux bases. Reste donc seulement i trouver les nouvelles
équations aux dérivées partielles qui régissent les fonctions U,, V,,
W, 8, et & parsuite de lintroduction des actions telles que la pesanteur.
Les formules obtenues sont, aux quantités prés de 'ordre de ¢*,

) AW,
6?60-—/}_’_]7,,
2

,u:U,—%z—i—che'-z—-i—gtsin—a

861’3‘) ) dx dxr 2 y
(2 , oW, de, 22 _ % . =z
=V, - —z { == — -+ — $in —
dy dy 2 Oz 2

£ 3

=W, — K8,z + A__HA,W, 5

De ia on conclut, par les formules (2) et quelles que soient les fonc-
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tions indéterminées 8,,U,,V,, W,, &,

‘N, =K :"9-‘*'%%— (;—:—;—iA,W. +i;§')z+d;:%sin£],

N, = 2K [£o,+ Gt — (;—_f_—!A,W.+,d;—:Zf) 3= prpsm i
oy |22 K [ e () 5]

N, = o, ‘

‘T.l: K _——2—‘%0‘5:7' <e’—z’>+£gfcdsg]-

Observons qu’il y a entre u, v, w, § une relation que Vintroduction

des forces extérieures ne modifie pas : c’est celle § = 9u + % + 0_’
p
ax dr 0

qui définit la dilatation cubique. Pour qu'elle soit satisfaite par les
expressions (28), on vérifiera facilement qu'il faut et il suffit que

v, o

30) - (k4 1)Bg == %

Voila donc une premiére relation nécessaire entre les fonclions
indéterminées qui entrent dans les équations (28) et (29).
Maintenant les équations d’équilibre sont, en appelant X', Y',Z’ les
composantes, suivant les axes, dela force rapportée 2 I’unité de volume,
agissant en un point quelconque de la plaque,
oN, 0T, 4T, P
ey T A=Y
aT, ON,  OT, | o,
(31) F;+—()-_—7'-+—0?+Y—0’
; T aN ’
9T, | T, B 7 —o.
dr dy Gz
Soient A, B,, C, les projections de la résultante de translation des
forces aux composantes X', Y', Z', agissant sur les divers points d’une
petite ligne paralléle a I'axe des z, et A, B, les sommes des moments

de ces forces par rapport a des axes paralléles aux x et aux 7, menés
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par le milieu de cetle petite ligne, en sorte que
A, :f X'dz, B, =fY’n'z, C, :fZ’(Iz,
A =—fYzdz, B, =fX'zdz
les intégrales étant prises de —ea + e,
Par suite, si I'on mulnplle les trois éqnations ci-dessus par dz et

qu'on intégre de — ¢4 -+ ¢, en observant que Ny, T,, T, s'annulent
ponr z = == ¢, on obtient

[ 9fNids 0 T,de

(32)

oz o + A= 0,
lz dz
dfT;r (l& +B,=o,
oz ady
d: d.
dfd']: z+df'f. Z~+C° =o.
(33)
En multipliant ensuite les deux premiéres par sdz
ctintégrant entreles limites — ¢ et -5 :

zd: 3z d. .
i/_;N___j_'_d/‘TZ z'—frgdZ"i‘B|=0,

ox dr
4 fTyzd. 0 fN,zdz .
Atete  Offate 4

Les expressions (29) donnent d’ailleurs

SN dz = 4K: (l:e,, + 92)

a
S N.dz = 4Ke (/ce + ‘?’")
Jau, av,
[Tyds = 4Ke ( "‘o;)
pris
2; 16K 0°%
l()l{:’ 91z
fNr_;Zdz’— -— 2K( AoWg + 0 ) -5 = o 'm’
FW, 2¢ 8Ke g
JTizde = —~ [d.tdf + ( ]
. . 2k 4+ 1 08, W, 243 ()t;
f’l.dZ——2K l+l dy T Kd_a:,
2k -+ 1 04, W, 24 1/ /4

STyds-= — 2K == 2K

% +1 or 3 a5
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Si I'on porte ces valeurs dans les deux premiéres équations (33), il
vient

de, A,
(2k + 1) 32 + 8,0, + 5 =0,
de, B, __
(35) (2k+ I)o—f+A,vo+m—0,
A laquelle il faut joindre celle (30) :
au, IV,
| E-*——'F——(IG—F 1)6,.

Les trois fonctions U,, V,, 8, doivent satisfaire en tous les points
de la plaque 2 ces trois équations (qui se réduisent i celles précédem-
ment trouvées, lorsque A, = o, B, = 0), et en outre, sur le contour de la
plaque, aux deux conditions (XIV) qui ne changent pas, les expressions
des pressions N; et T; ayant conservé la méme forme qu’avant l'intro-
duction des forces extérieures.

Si I'on porte les intégrales ci-dessus dans la troisiéme €quation (33),
elle devient
3(k+1) 1
(36) AﬁW,:EK—((;A—_:)l—)‘—,C.,.

Enfin, si on les porte dans les deux derniéres, elles deviennent apres

réduction
59
AN Chvprib sy NESY
dy 8K ¢
(37) { -
’b (A’;—Eg) P
ox +§KFA':O

v

Pour que ces deux équations soient compatibles, il faut que les deux
fonctions données A, et B, satisfassent & la condition

_ 0B,  OA, _
(38) e Tj—; = 0.

Cetle restriction n’a aucun inconvénient au point de vue des appli-
cations; car A, et B, sont habituellement nuls; si on ne rencontre pas
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cetterestriction dansles théories existantes, ¢’est uniquement parce que
dans ces théories on ne satisfait pas a toutes les équations du probléme.
Si I'on pose

v __OF JOF

B,—b;i A’Z(TL:’

F étant une fonction donnée, les deux équations se réduisent a
\ el Pl
(391 A?C 4;2§+ SKst"—' 0.

Les deux fonctions W, et § doivent satisfaire en tous les points de
la plaque aux deux équations (36) et (3g), se réduisant a celles précé-
demment trouvées si I’on fait abstraction des forces extérieures, et, sur
le pourtour, aux conditions (XV) qui ne changent pas, les expressions
des pressions n’ayant pas changé de forme par suite de 'introduction
des forces extérieures.

Equations des mouvements vibratoires d’une plaque élastique.
9 P

Maintenant que nous avons les équations completes de Véquilibre,
le principe de d’Alembert permet d’en déduire les équations des mon-
vements vibratoires.

1l faut, dans les équations (34), remplacer respectivement X', Y', Z'
par

' v - 3 0%

otu
—— 4 — —
e’ or’ Z ‘6 ar’

X -2
d étant la densité de la matiére qui forme la plaque.
Par suite, les équations (32) montrent qu’on devra remplacer A,,
B,, C,, A,, B,, respectivement par

Lo 0? 0w
An—aj d—;dz, B,— ¢ d_;:dza Cl)——8 T)Fdz’
A+ afz%dz, B,—szgi—lft/z,

les [ étant toujours prisesde — ¢ & +¢.

35

Journ, de Math. (3¢ série), tome III. — Aour 1877.
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Or les expressions (a8) donnent
Judz = 3:U,, Jvdz = 2:V,, Swdz = 2eW,,

¢n négligeant, dans cetle derniére, le terme en ¢*.
Puis

osds = — Waze_ 8ed
s dr 3 x dr

. @ 0 .
Par suile, en observant que‘ﬁ—i—‘—zz d—t’f’ il faut remplacer A,

Co, Ay, B, par

a9*Uu a'v »rw
Ay —ade 01,', B, — 20e 5" C, — 28—
A 288 oW, 83 o
'3 gy T w daoe’
p, . 200 O 83 0
! 3 oxor w dyoe
Les équations (28) devienuent aiusi
{ Jde, | 30U, A,
@F+1) 5+ U — g G Yo, T
08, - PR B
: 198 _gvh -
o) (k1) 0r+A,V° Ko Tra=9
W, Ve .
0;'*’0—; = (k+ 1)8,,

1

a?

avec les conditions & la surface (XIV) et, en outre, les conditions

.. . Ju, av,
initiates consistant en ce que pour ¢ = o, U,, V, et -m—f £h
ctre égales & deg fonctions arbitrairement donnades de et de .

I es équations 343) deviennent

3641 1 W 3 A= l
[ W, 4 - - R -,
11 A ot 2K 24— 11 =0 ot qﬁi2ﬁ'+—l," 0

. —= daivent
ot
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Quant aux équations (37) elles deviennent, dans le cas du mou-
vement,

f,
2y e
0 (AC 4e’c> =L W, & 0% + =1 B =
Oy T 2K 0zo6 Kddi  BKao T %
J (A:C—'E;t) _ w?te Dzwn k) 07; 7'_’___I_A _
T T 2K 0yor K owar T SKa T O

toujours avec les trois conditions & la surface (XV) que les deux fonc-
tions W, et £ devront remplir; en outre, elles devront ici satisfaire aux
. - . oW
conditions initiales, consistant en ce que, pour t=0, W, et W“ sont des
fonctions données de @ et y dans toute P'étendue du plan moyen.
Je dis que les seconds et Iroisiémes termes des deux derniéres équa-
tions en { sont négligeables.

, .o, 0t @ .
En effet, nous avons vu que les dérivées 5.—2’ a—isonl au moins de

Vordre de ¢*W,: donc les troisiémes terdies sont négligeables devant
les seconds; mais ceux-ci sont eux-mémes négligeables devant les
10w,
K o
s2A2 W, on de 'ordre de 2 W, : donc les seconds termes des derniéres
équations sont de P'ordre de &2 W,. Or les dérivées %, g; étant, en
vertu de la premiere des conditions i la surface (XV), au plus de ce
méme ordre, les premiers termes des derniéres équations sont au plus
de 'ordre de ¢ W,

Ainsi on peut réduire ces deux équations 4 ce qu’elles sont dans
le cas de I'équilibre, en sorte que, la condition (38) étant supposée
remplie, la fonction § satisfait, dans le cas dn mouvement comme dans

celui de 'équilibre, & I'équation (39).

premiers : car, en vertu de I’équation (41), est de Pordre de

Transformation des équations en coordonndes curvilignes.

Pour compléter cette théorie et résumer les diverses équations ob-
tenues, transformons-les en coordonnées curvilignes, ce qui est utile

dans la plupart des applications: .
' 35..
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Soient p et p, les parameétres de deux systémes de cylindres ortho-
gonaux, dont les génératrices sont paralléles a V'axe des z, en sorte
gn'un point quelconque de la plaque soit défini par les trois coor-
données p, p,, 2; soit

: 1
(42) dst = '—;f; + ﬂl{,iz + dz?
le carré de I'élément linéaire dans l'espace exprimé au moyen de
ces coordonnées. Coupons ces cylindres par le plan moyen de Ia
plaque qui est le plan des xy et regardons p et p, comme les para-
métres des deusx systémes de courbes orthogonales contenus dans ce
plan.

Par un point quelconque A du plan moyen, menons les normales
AN, AN, a ces courbes et désignons maintenant par u, ¢ et w les pro-
jections du déplacement du point A sur les trois lignes AN, AN,, AZ,
cette derniére étant paralléle & I'axe des z; prenons pour un instant ces
trois lignes pour axes fixes de coordonnées. Alors les formules qui
précédent seront applicables.

Mais, F étant une fonction quelconque de x et y, si on la considére
comme exprimée en p el p,, 0N a, comme on sait, les formules de trans-
formation

9F __p9F

(k) = oF’

OF _p OF
dx e’ Or

o
Donc les formules (X) deviennent, en considérant 8,,U,, Vo, W, &
comme fonclions des coordonnées curvilignes p et p,

A:w._
u=U°—h(gl'z+Ich92-'z—’+h,£sinf—z,
(43) p Op 2 op: aE
v=V,—h mz+£‘h£‘£’£+h—qﬁsm—
- e ' 0p dp: 2 op ’

k 2?
| w =W, — k6,2 + = AW, 5

Ii faut seulement transformer en coordonnées curvilignes les
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équations a différences partielles auxquelles satisfont les cing fonc-
tions des variables p et p, qui entrent dans les expressions ci-dessus,
ainsi que les conditions a la surface et les expressions des forces élas-
tiques.

Les équations (40) sont exactement de méme forme que les équations
générales de 'élasticité, mais avec cette simplification qu’elles sont i
deux variables seulement. On les transformera donc facilement suivant
les procédés de Lamé ou celui que j’ai donné an Bulletin de M. Dar-
houx, ou lout autre. En introduisant, & titre d’'inconnue auxiliaire, le
double de la rotation moyenne

' iU, ov,
(k> Ty  or

=Q,
on a identiquement, en vertu de la derniére (40),

o
A2U0=()—J_+(/f+ I)—o—;s

o a6,
A Vo= — 5+ (k+ |)5;-,

par suite, les équations (40) donnent

3k + 2) de, ~ Ja A, 8§01,

9z Toy Tk X o8’

Qg, [i 23] B, § 0V,

Bk +2) 37 — o+ ik =K e
au, ov,
d_.z‘_[_ d—r-=(k‘|—l)9°,

A,, B, étant les projections sur les axes AN, AN, de la résultante de
translation des forces extérieures appliquées le long de la petite ligne
verticale passant par le point A.

Les deux premiéres se transforment immédiatement par la formule
(£); la derniére, ainsi que V’équation (#), se transforment sans diffi-



278 M. LEVY.

culié, et il vient

: 2e, 90 A, __ &,
(Bk+a)h 37 —higm+ T =K o
o de, 0 B, _ & 0V,
(j/ﬁ-}-ﬁ)’l,a-l-—h—o—é-f‘zl(—e—ﬁ—o‘—,,
44) ' ok 07;>
= hh‘ O—P;—‘()—P ’

au d")
% k
(k+ I)F)D :Ilh| <W ‘f-'l)—P' ]

/

définissant les quatre fonctions u,, v, 84, .
Quant aux deux fonctions W, et &, elles satisfont toujours aux équa-
tions {41) et (3q), soit

. 3(+1) v 38(k+1) 1 O'W,
(4t ; A ) B cola 1) LM
(45) 2. W, KA+ 1) e ° 2K(@k+a) e of O
w? L |
(46) Aa§=4—ﬂg+ﬁ§_f"—_—0,
en posant, comme précédemment,
JF JF

N _ 3 OF _p OF

(46 bis) A,=h 3 B, =1, o

C, désignant la composante paralléle & Paxe des z de la résultante
de translation des forces extérieures agissant aux divers poinis de
la petite ligne paraliéle 4 cet axe, passant par le point A et A,, B, les
somines des moments de ces mémes forces par rapport aux deux ligues
AN, AN,.

Pour se servir de ces équations, il sutfit de se rappeler qu'en coor-
données curvilignes p et p,, on a

Oh Jd h 0
Koo _*op
(47) A, =hh, "'dp—"" 1 )’

et que, d’ailleurs,
A2 =A,A,.
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Maintenant, connaissant les valeurs (43) des composantes u, v, w
du déplacement, les composantes des pressions N; et T, paralléles
aux axes AN,, AN,, AZ, ces pressions étant considérées comme des
fonctions des coordonneesp et p,, 3, sont, soit d’aprés les formules
générales de L.amé (Coordonne’es culwlrgnt’s, § CLII), soit en les cher-
chant directement, ce qui n’est pas difficile,

N,=aK [k, + 20" 2y,

%  h dp,
zf dh dW. 0k oW, 2 0*W, )
+(4+IAW /:()p. s h()ojp“—}l p,z
9k 0% ak'ﬁ—i— i sin”]
! dp: dp dp Ope Yopdp) T 2
oV, kO
N2= [Ife +/l, ()PI 7‘: -a;Uo
' Oh, OW, Ok, OW, ,_,o W,
+(:4+1AW /;.:); de I'dp. dp. +h )
(g Oh L g0k 0r ) ‘.].'r..
! ' 95, O % o 'o o) S
(48) / P PP
!
- av, h, 0h b ok,
1:,_1{[/ 75U E—();Vo
dlt ()\V ah, OW,
(/ Yop Up + ()p “dp, Ih' OpdA )z .
¢ 4
(M5 ""”'5@) e
/Pl N sin— |,
_ 2h 41, AW, 2 2 T, 0%
iT’—'K_[A-~&—x/l' ‘)P- (8 — %) 2sﬁ()p os——
_ 2441, AW, ., 0% T
TQ—K[—' ‘+lh~‘a—P——'(& —u)+ /Z,()PCOb ']7
\ N; = o.
Conditions aw pourtour.
v Plaque libre. — Snpposons que le pourtour soit une cuur!n-
355 gy el Solent by, oy, 7, les projections sur les axes AN, AN,

b oresulnnte de lr.um ation des pressions extérienres agissant sir l



280 M. LEVY,

génératrice du cylindre qui termine la plaque passant par le point A,
et © et 9% la somme des moments de ces pressions par rapport aux axes
AN et AN, ; on devra avoir les cinq conditions & la surface.

Pour p = po,
SN, dz = &, STydz =, [Tadz=1Z,
fNzdz=¢6, [Tydz=+ %,

ou bien
au, h, ok oloo
(4\ keo—kh'b?—z‘o—},‘l 0_4_]&:’
9) ou oVe ki Ok k Oh
. . 0 ¢ 1 _
‘ll,—d?—l—h‘a—*—?l‘opl 04'/“6;V—1ﬂ:,
2k 28 ldA,W,+ a _ Z,
k+1 3 op T 2K’
3 At ok W, oh IW, IW,\ 2¢
—_ A 4+t = 2 — h— B T RS il
A h 0p. dp dp dp g/ 3
8¢ ok 0% oh, 0% 0% €
8 (p, 0 % L pOM &g -—) ==
(50) + ( ' 9p, Op + op dp + A, dp0p, 2K’
ok W, Ok OW, FW,\ 4o
("*o—,,. o T ho o A aTop.) 5
li/4 ag
'_Ei’(bdhh.az—ﬁdlzh.gf;) x
\ e \ A dp. Ay dp K

En résumé, les fonctions U, V,, §,, Q@ doivent satisfaire aux quatre
équations a différences partielles (44) et aux conditions a la surface
(49); les deux fonctions W, et §, aux équations (45) et (46) etaux trois
conditions i la surface (50) (et en outre toutes ces fonctions satisfai-
sant 3 des conditions initiales dans le cas du mouvement).

Si la plaque n’est pas libre, si elle est appuyée sur tout son pour-
tour, la premiére des conditions (50) est remplacée par celle-ci :

(51) . W,= o,

et la premiére équation (50) détermine alors Veffort tranchant inconnu
Z, qui s’exerce sur le pourtour de la plaque.
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Si la plaque est encastrée, les deux premiéres conditions (50) sont

remplacées par celles-ci :

(52) W, = o, OTVZY:O,

et les deux premiéres équations (50) fourniront alors les valeurs du
moment fléchissant et de I'effort tranchant sur le pourtcur.

On voit que la derniére condition (50) subsiste dans tous les cas :
c’est celle relative au moment de la torsion. Poisson, dans ses ap-
plications, ne s’en occupait pas; ainsi, dans le cas de la plague encas-
trée, il se bornait a considérer pour toutes conditions i la surface
celles (52); c’est 1a ce qui fait qu'il ne s’est pas apercu de I'impossibi-
~ lité du probléme d’Analyse auquel il était arrivé.

VI.

Application a U'équilibre et au mouvement des plaques circulaires.

Nous allons appliquer la théorie générale qui précéde a I'équilibre
et ant mouvement d’une plaque circulaire,
Occupons-nous d’abord de I’équilibre.

1° Equilibre d'une plague libre. — Soit en premier lieu une plaque
entieremeut libre sur le pourtour de laquelle sont appliqués des cou-
ples situés dans les plans méridiens du cylindre qui termine la plaque:
ces couples varient d'ailleurs d’une maniere quelconque, coutinue ou

-discontinue, d'un plan méridien a autre, On fait abstraction des forces,
telles que la pesanteur, agissint sur la masse enticre de la plaque et 'on
demande de trouver la forme qu'elle prendraet les forces élastiques
qui se développeront en chaque point.

Prenons, pour définir les divers points de la plaque, un sysiéme de
coordonnées semi-polaires ayant pour axe I'axe de la plaque. Soient
1, o, z les coordonnées d’un point de la plaque, en sorte que le carré
de 'élément linéaire de Pespace sera

ds® = dr* + r*du® + dz?;

(&%)
[apd

Journ. de Math, (3¢ série), tome Ill. — Sppremsre 1857,
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par suite, si on fait p =r, p, = a, il vient
1
ll =1I, Ill = ;

Les cinq fonctions Ay, B,, Cy, A,, B, qui dépendent des forces agis-
sant sur la masse entiére de la plague, sont ici nulles; il en est de
wméme, des qualre fonctions &g, b, Zg, 0. Il ne reste que celle &, qui
ost une fonction donnée continue ou discontinue de a.

1l résulte de la qu'on satisfait 3 toutes les conditions (44) et (49),

en posant
Oy =Uy=V, =0 =0,

ce qui signifie que la tension du plan moyen de la plaque est nulle,
chose fucile & prévoir,

11 reste donc seulement a trouver les deux fonctions W, et §, qui
forment, en effet, les véritables inconnues de tout probleme sur les
plaques, les quatre autres fonctions donnant lien 4 une recherche sé-
parée qui appartienta I’étude de la membrane élastique.

On a ici

J
or —
. 1 ar 1 0
(53) <
Si donc.on pose
drdw,

. . v or 1 W,
(34) L Wo= g =y T 5 T =S
il viendra

’)r()S‘
. or 1 IS
(95) N

D'ailleurs la fonction £ doit satisfaire a

0%
or> 3 2
(56" ! _,(_)_’,L,’f__t'_fﬁrzo
\ ‘ rode | rtdat 417

Enfin les trois conditions a la surface sont, pour r == ry, la plaque
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étant libre et de rayon r = r,,

2k 4+ 1 26 OQ,W,. 1 J¢

TS e taa o
k W, — 36
(57) St T T e
1 oW, - W,
r a orde 0y

& étant nne fonction donnée de «, continne ou discontinne.

Dans les deux dernieres on a négligé les termes en & qui, en vertn
de la premicre, sont négligeables, comme il résulie de la discussion de
- lafindu §1V.

On satisfait a 'équation (55) en posant

(58) 8 = Ar*(Asinna + Bceosna),

n étant un nombre entier, A et B des constantes arbitraires; puis a Ié-
quation {54) en prenant

(59) W,= 471};3 re? o A’r"] sinne -+ [4—(7?_:5 Pt B’r”] cosna,

A’ et B’ étant deux nouvelles constantes arbitraires.
Enfin on satisfait & 'équation en & par la solution particuliére

(60) { =R(Csinna + Dcosna),

R étant une fonction de la seule variable r satisfaisant & l'équati'on
différentielle

(61) 0’R+1f’_ﬁ_(nj+i>R:O_

o r or

Lt sil’on pose

X = — I
28
v 7 'R 1 OR n?
(hl bis) 9z 7 oz <;‘, —l—l)R:O,

36..
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dont une solution particuliére est la fonction de Bessel d’ordre n,
qu’on peut représenter, soit sous la forme d’une intégrale définie, soit
sous la forme de la série

: x? x!
(62) R :T’;..."m[l + 2(2n+ 2) + 2.4 (2n+2) (27 +§) + .
ou
AR LA 7]
. . w\* r (;> ’ . <;-;) !
(62bis) RZ(;) 2.4...20 P 2(2n~+2) ' 2.4(2n-+3)(2n+§) +"'_ ’

Maintenant, la troisiéme des conditions & la surface donne, entre
les constantes qui entrent dans I'expression de W,, les relations

2
[

on
Arl , Brl

A,:——-— aB:-

f{n+71)

La premiére des conditions a la surface donne de méme, en dési-
gnaut par R, la valeur de la fonction R pour r= r,, les deux relations
2k 41 26 17

C= A‘—}—I_TR,B’ D=-45 3R,

par suite, les solutions particuliéres obtenues prennent la formé

s § = r*(Asinna + Bcosna),
rm r ry .
(63) ‘W,,:Z(n+l-—n—_fl>(Asmno¢+Bcosna),
2k+12¢ R .
( =5 TR, (Bsinna — Acosna).

Si 'on prend la somme de toutes les expressions répondant a tons
les nowbres entiers n, an aura encore une solution satisfaisant 4
toutes les conditions du probléme, sauf la seconde (57). On devra
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donc déterminer les constantes A et B, de fagon que cette condition
soit remplie, ce qui donne, aprés quelques réductions,

e _ 3(k+10)8B
2 ry (Asinna + Bcosna) = (3RS

n

Cette équation devant avoir lieu pour les valeurs de « comprises
entre zéro el 27, on en tire

i

A=_207F

1 o
— f Gsinnady,
o [+]

3
_ 3y 4 o
= 03k E ) Ke o : Gcosnuds,

(64)

. . . . T
en ayant soin, comme on sait, de multiplier par 5 la valeur donnée

par cette formule, pour B, dans le terme relatif & n — o,
Et I'on aura finalement

§ = Zr”(Asinna + Beosna),

2

(65) Wy = Eg(”—:—’ - ~5‘—> (Asinne + B cosno),

t—1

__ 2k 4+ 12¢
{ = A+1 3

R, .
2 ” R, (Bsinno — A cosna).
n
Si les couples sont symétriquement distribués par rapport au dia-

melre pris pour axe polaire, la fonction & aura la méme valeur pour
les valeurs « et 2 — a; par suite, on aura A = o.

/ _ 3(k+1) 1 k4
B = e A 6 cosnada,
S = ZB:"‘cosna,
(65 bis) . ” s :
W, = ZBZ (,T;"—__—l — n—i—l) cosno,

”

2k 4128 . R .
| ¢ = A.,;,I-?ZB‘/_OR—osuma.
i n
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Les formules (43) et (48) donnent d’ailleurs les déplacements et les
forces élastiques en tout point dela plaque, une fois connues les fonc-
tions W, et Z.

Les formules qui précédent paraissent au premier abord condunire a
une absardité. En effet, le terme des sommes X, répondant a == 1,
parait devoir rendre W, infini. Pour que cela n’ait pas lieu, il faut que
les valeurs des coefficients A et B répondant 2 n = 1 soient nulles. Or
Cest ce qui arrive nécessairement; car, pour n =1, les formules (64)
montrent que les coefficients A et B contiennent les facteurs

27T . 27T
f & sinada, f & cos odx.
[o)

v o

Or il faut que ces deux intégrales soient nulles pour que tous les
couples agissant sur le pourtour dela plaque se fassent équilibre; les
équations

2r . T
f gsinadx = o, f g coszda =0
[+ Q

sont précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour cet équi-
libre.

Supposons ces conditions remplies, en sorte que pourn =t les
coefficients A et B sont nuls; le terme en r**? == r* de I'expression de
W, sera donc lui-méme nul pourn = 1; mais le terme en r2 1" =r,r
ne le sera pas, puisqu’il contientn = 1 en dénominateur, en sorle que

A B s _
les rapports —— et ~—— demeurent indéterminés et ce terme de W,

sera
W', = r(A, sina + B, cosa),
A, ' B, étant deux constantes entiérement arbitraires.

1) est facile, en effet, de vérifier directement qu’en ajoutant un tel
terme a 'expression de W, quelles que soient les constantes A, et B,,
on ne cesscra de salisfaire ni a équation a différences partielles qui
régit cette fonction, ni aux trois couditions 2 la surface.

Celas’explique facilement en observant que, si 'on pose rcosa = x,



SUR LA THEORIE DES PLAQUES ELASTIQUES PLANES. 28~

rsina == y, I'équation ci-dessus est
W,=A'x+ By

W, est donc I'ordonnée d'un plan; donc, ajouter a la fonction W,
Pexpression W'y, cela équivaut a déplacer le plan moyen de la plaque
et, par suite, la plaque tout entiére dans I'espace, comme un systeme
invariable, ce qui ne développe pas de forces élastiques. On peut done
supposer A, == 0, B, = o, cest-a-dire qu'on peut supposer dans la sé-
rie qui exprime W, le terme relatifd n = 1 nul. Cela revient simple-
ment & définir la position de la plaque dans 'espace.

Supposons qu'il agisse sur la plaque deux couples seulement, égaux
et opposés, placés aux deux extrémités d’un diametre, et prenons
I'axe polaire a partir duquel est compté Fangle « perpendiculaire a
ce diametre,

Nous rentrons dans le cas de symétrie indiqué par les formules
(65 bis). La fonction & est, dans ce cas, telle, qu’elle s’annule pour

, T . .
toutes les valeurs de a autres que celles de = == - dailleurs si

2
lon pose/ €da == T, T étant une constante donnée, on aura, par
. o

suite,

3(k+1) 1 nw

B=, == .. " cos- .
(3h+1]Ke*m i 2

Donc B est nul pour n tmpair, et en posant 2 == 2/, on aura

B'_:(—--I‘)'.~3M+U T

(3Ah K mry

» 27 .
77-2(—1)' (~) cos 274,
7
. 3k L r\2 r” r:o0 .
“0: T TR (»_ I)L = 2i S cos 2te,
p 1) K T, 2i-+1 20i-—1

g = it} ( l)’r'“u sl 2ig
Ry WA o K, -

par suite
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En s’arrétant aux deux premiers termes de ces séries, on reconnai-
trait facilement les lois approchées du déplacement de la plaque, dans
ce cas particulier ; d'ou, par la superposition des effets des forces élas-
tiques, on passerait facilement & tous les cas cu les couples sont symé-

‘triguement répartis de part et d’autre de 'axe de la plaque.

Si I'on suppose que les couples sont uniformément répartis sur le
pourtour de la plaque, c’est-a-dire que & soit indépendant de «, il est
facile de voir qu’il en sera de méme de W, et de §; le probléme se ré-
sout en termes finis, ¢’est-a-dire qu’on eun aura la solution rigoureuse
en prenant dans les séries le senl terme répondant a n = o, ce qui
donue, en particulier pour g,

2k 41 26 R

S= T3l

Mais, en vertu de la formule (64), on a, pour n =0, A = o. Ainsi
donc, dans le cas de symétrie tout autour du centre, la fonction addi-
tionnelle disparait et I'on retrouve les formules données par Poisson,
lesquelles se trouvent dans ce cas particulier, le seul que Poisson ait
traité, satisfaire a toutes les conditions du probléme, bien que ses for-
mules générales n'y satisfassent pas.

Cela tient a ce que la troisiéme des conditions a la surface (57) se
trouve remplie d’elle-méme lorsque W, est indépendant de a et que
cette fonction n’a ainsi plus i satisfaire qu’a deux conditions, ce
qui est possible. En d’autres termes, nous avons dit que, pour que le
probleme d’Analyse auguel parvient Poisson soit possible, il faut
qu’entre les forces extérieures agissant sur la plaque il existe une cer-
taine condition. Le cas de la plaque circulaire uniformément chargée,
soit sur sa masse, soit sur son pourtour, est un de ceux ou cette
condition se trouve satisfaite; mais, dés que la charge devient dissy-
métrique, il n’en est plus ainsi, et notre fonction &, en général, s'in-
troduira.

Nous trouverons plus loin un cas beaucoup plus étendu ou cette
fonction n’apparait pas, ou, par suite, la théorie de Poisson ne se trouve
pas en défaut : c’est celui des plaques encastrées sur leur pourtour,
quelles que soient les charges.
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Equilibre de la plague circulaire appuyde sur son pourtour.

Supposons maintenant une plaque circulaire appuyéesurson contour
moyen ; supposons d’ailleurs qu’aucune force ne s’exerce sur sa surface
latérale et que sur sa masse entiére s’exercent, normalement au plan
moyen, des forces données, continues ou disconlinues.

Les équations indéfinies du probléme sont, dans ce cas,

3{k+1) G

T iRk e

. gﬁwo

[ 85~ Fz=0,

"C, étant une fonction arbitrairement donnée, continue on discontinue
des deux variables r et «; pour r=r,, on a la condition W, = o,
remplagant la premiére (50); les deux derniéres (50) deviennent, en

y faisant p = r, p,:a,b:r,lz,:%,

k 3w, 12 1 0% oo\
— (W )+ (AR L) =

1 OW, 1 W, 3 1 0% J% 1 d% o
(;?“a—a“ am)**‘(‘*——Jf‘—)—"'

2 2
: 2n2e \r ga? ” ry Or

(67)[

En posant, comme précédemment,

(68) Az WO = S,
on aura
(68 bis) AS 4 U G

41{(2"—4—- I) I
Posous, de plus,
3(k _
(69) ﬁ%;;__—:)l—) % = ZP,, cosna + Q, sinng,

=0

[E¥]
~

Journ. de Math. (3° série), tome 1], — SesvEMeRE 1877.
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P, et Q, étant des fonctions de r définies par les équations

(% 3(k
(70) Pa 4K—2:-+—lf Cocosnada, Q,= 41((2;:;f C,sinnada.

On satisfera 4 I’équation (68) en posant

S=R,_,+ 2 (R’ cosna + R”sinna),

pourvu que les fonctions R’ et R” satisfassent aux équations différen-
tielles

or IR’ dR'
1 or —?—’R'— o
r  or r T
(71) R”

Pour toutes les valeurs de n différentes de zéro, on conclut de la,
en posant, pour abréger,

S (aCor" "Rudr f P, r"*'dr)
an °

(72) . " Qudr
- a7 n 1
Q_——(nC,r" = r j; Q,r* dr),

an

(73) R=P+Ar, R'=Q +Bm

Pour n = o, on trouve facilement, A, étant une constante arbitraire,

(74, R =A,— fr Pr=s log; dr + log,: fr P.,rdr=R_,;
o L] . 0 .

par suite

75" S=R,_, -+ Z [(P'+ Ar™ cosng -+ Q'+ Br*) sinnal.

n=1
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En remplagant § par sa valeur dans I'équation (68 4is) et posant

C f —P—‘—lf — r“"frPr"*"dr,
o

Co'""f Qn_‘i" “”err'“"dl‘,
o T o

on peut vérifier qu’on satisfera i cette équation par I'expression

(76)

(79) SW = W°+2§[P” ’ Zirf_ +A’nJ cosnu

f + [Q”ﬂ—ll':_—l) “+ B’r"] sinna%,

ou A’ et B’ désignent deux nouvelles séries de constantes arbitraires, et

w, = A, :—;—%—j —_ % [r2 (1 - log;:)j: P, rdr— (1 —|—log£>
(78) X‘[:P,,:orsdr'ﬁ—ﬁj: P,,zorlogf“dr

+, ./D'rP,,:o r log;a dr]

étant uné nouvelle constante arbitraire qui représente la fléche que
prend la plaque, c’est-a-dire la valeur de la foncnon W, répondant 4
r=o. :

On satisfera & la condition W, = o sur le pourtour en exprimant
que, pour r = r,, chaque terme du second membre de (77) s’annule
séparément, ce qui donne d’abord

‘ A0%+f - % ("(2) fr Pn:o l'd" - fr Pn:O ’.3‘d.r
(79) o ) o . )
' + rgf Pt log ; dr +f P I log; d;> ==

37.
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Puis P, et Q, désignant les valeurs des fonctions P’ et Q" répondant a
r =Ty,

Ari+:
P, + +A'ry=o0,
(80) ) ( ’ 4(;:-) 0
Qo—f—“n;l)—i—B'r}',:o.

De la on déduit

f: % (Ao I'z —+ l'g j‘r. Pn:ordl' —_ fr. Pn=0'3dr
AY [1] [

(81) . .
\ +_rgfo Pnzl,rlog;r.dr—i-ﬁ P,,=or’log£dr),
w, = %[A.,(r’—r;) —r? (x — logf)fr Prdr+ (1 -+ log;r:)
(82) Xf p,adr_,af'Prlog dr
——f Pr’iog—dl + rochdr— j:rPr’dr],
(83) A’:-—“:_H) P,rpr, B = 4‘(’:“) Q,
(84) W, =w, +§{ [P”——— PLrot i+ 4(”_*-1 ——r”)] cosna

[Q” QLrotr + 4(n+] —r} }zsmna

Quant  la fonction £, on peut prendre, comme dans le précédent
probleme,

= EB (Deosna + Csinna),

Rdésignant la série (62 bis).

1l reste a satisfaire aux deux conditions (67).

On y satisfera évidemment si chacun des termes des deux séries W,
et § y satisfait, ce qui nous donnera d’abord, pour n=o0, les deux
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k , . W, N
(k+l Ry —5;“—)0_‘0’ -

i i 4 [ )4
or ror), =@
ou bien

< +A—-l;_|> A, +f P,,_ollog—dr

+}L/0‘ Pn:o"dl‘-i-f;,j; P,or*dr =o,
D, =o,

(85)

ou D, désigne la valeur du coefficient D répondant a n = o.
Puis, pour les valeurs de n, autres que #n = o,

— & 2R 4+ 1 12n [—R, 1 [OR

o [Is+x +2(n+1)]A+E[—r—:_+;.(5;)o]C

. P, P ,
-+ (—5;,—) +au(n—NP r;? =

(86)

nrvHt 3r,

— n? R
2{n—+1) + anie r’ R —( )

0,

or
—E(@) e+ (5), - =

— K an-+1 }- 12n R, 1 /OR
g Rl L R A TN b

rs ar
0, (0’0”) -
— =3} +r(n—1)Qrl=o,
(86 bis) A DN 07 /e
— nrott

Rr [—n R
2(n+|}B+m[_’—R°— (F)"

-3(3) ] ()~ -

ou I'indice zéro indique les valeurs des fonctions qw'il affecte, répon-
dantar =r,.

Les quatre derniéres équations donunent les valeurs des quatre séries
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de coefficients A, B, C, D, pour toutes les valeurs de n autres que
n=o.

Les deux précédentes donnent les valeurs de A, et de D, pour » = o,
en sorte que toutes les constantes sont déterminées. En éliminant A,
entre les équations (81) et (85), oo trouve la fleche

I

F+3 " T
s f= 8_(73_‘1_;)(~ f P, ridr+ r? j P,,=,,rdr>

®7 ( + }i (fr'P,,z.,r'log f.(lr).

Appliquons la formule qui donne la fléche, au cas d'une charge
isolée TI s'exercant sur le diameétre pris pour axe polaire, 4 une dis-
tance r = x, du centre de la plaque. Comme nous avons appelé C,
la charge par métre superficiel, on a

fm for' Cordrda =11 ou fr'rdrfMCo da =11,

. . - . g
et la fonction C, n’a ici de valeur sensible que pour r = x,, « = o.
Diailleurs les équations {70) donnent

p C3(k41) f C.das

n=o = 4K. 2k +1)
par suite

K24 +1)¢
II— 3\‘_*_1 fP,, ordr.

Or, de (87) on tire, en observant que P,_, n’a ici de valeur appré-
ciable que pour r = x,,

J= [%E{_%)(rg 2)—l— log Jf P,_,rdr,

ou

3k "k+3 ., . . .
— ]6K(2"+1}‘J [2(3A+l) (ro—xo)+ xo log-r:].
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Le fait, qu’on peut ainsi trouver la fleche au centre en termes finis,
quelle que soit la distribution des charges, est trés-intéressant.
Observons que P, = o ne dépend pas de toutes les charges C, , mais
seulement de I'expression
N
f G, du,
/]

comme le montrent les formules (70). Si donc on ne change pas cette
derniére intégrale, la fonction P,_, ne changera pas, ni, par suite, la
fléche f. Or, si nous considérons les charges C, agissant toutle long d’un
cylindre derayonr, concentrique 4 la plaque, I'intégrale ci-dessus expri-
mera leur résultante; cela signifie donc que, si I'on modifie, d’une ma-
niére quelconque, la distribution des charges sur la plaque, pourvu
que la résultante de toutes celles qui agissent 3 une méme distance - -
del’axe ne change pas, la fleche elle-méme ne changera pas. En d’autres
termes, on a ce théoréme : '

La fléche au centre d'une plaque circulaire appuyée sur son pourtour
ne change pas si 'on vient & modifier arbitrairement les charges que
supporte la plaque, pourvu qu'on conserve la résultante de toutes celles
qui agissent a égale distance de son centre.

En terminant, observons encore que, si la charge était symétrique-
ment distribuée autour du centre de la plaque, il est clair que le plan
moyen déformé deviendrait une surface de révolution. .

Pour déduire ce cas particulier traité par Poisson de nos formules,
il suffit de réduire chaque série 4 son premier terme, celui répondant
an=o. Et, comme on a D,= o, on voit que la fonction ¢ disparaitra
dans ce cas; en d’autres termes, on retrouve alors les formules de
Poisson, comme cela s’est produit aussi dans le cas analogue de la
plaque libre et pour les mémes raisons.

Equilibre d’une plaque circulaire encastrée.

Le cas de 'encastrement se traite exactement de la méme maniére,
L'expression (84) de W, convient ; elle satisfait & la condition que, sur
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1 W. = o. Mais ici il f t oW, :
tout le pourtour, W,=o. Maisict1 aut en outre que —~- = 0, ce qui

donne lés conditions nécessaires pour déterminer les constantes A, B
qui entrent dans I'expression de W,.

Cette nouvelle équation Mo remplace la premieére (61) du pro-

or
bléme précédent; la troisieme subsiste; mais, & cause de Wy=o et
oW, .
2 — o, on a aussi sur le pourtour
oar )

W, oW
dz ' Oroz !

par suite, la troisiéme-condition se réduit a

1 0 2 1 d
R
et 'on y satisfait, ainsi qu'a I’équation a différences partielles qui régit &,
par { = o. Ainsi cette fonction additionnelle disparait ici, et ce pro-
bléeme ne comporte qu'une seule inconnue et est, A ce point de vue,
plus simple que les précédents.

Comme dans le probléeme de la-plaque appuyée, on peut ici trouver
en termes finis la grandeur de la fleche au centre : elle ne dépend que
du premier terme de W, tous les autres disparaissant pour r = o.

Pour trouver la constante A, qui entre dans ce terme, nous écrirons

_ aw, .
que,pourr =ry, —— = 0, soit

A, r:+ i(r,,f P, rdr — ri.f "Pu_oridr
o o

+2rof'P,,=,rlogr£dr = 0.
o L[]

Par suite, 1’équation (87) doone la fleche. Supposons une charge
unique II 2 la distance r = &, du centre, en sorte que

re _ —3(k+nm
j; Poprdr = 4]&(2&—{—1):”

et que P, n'ait d’aillenrs de valeur sensible que pour x = x,.
q que p
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Alors I’équation ci-dessus devient

3+ [ z,
2 2 2 2 .
Agry = BR(2F = 1)% (o — 8+ arilog ro

D’autre part la formule (87) donue, en désignant ici la fleche f

par f/,

1 3(4-+im , N . r
S= = hert o+ it (rd — iy rilog T atlog 25

4 16K (24 +1)6
d’ou '
. 3(“+l)[l L N X
S = ke [; (ro — x3) + xjlog “]

Pour x, = o0, on voit que le rapport eutre les fleches f' et f ré-
pondant a 'encastrement et au simple appai est

S _ nk—+3

gk+3 j_'_’___ 13
F4Bk+1)

]
pour k= -, = —-
2 ra 20

Le théoréme établi relativement a la fleche d’une plaque appuyée
subsiste ici.

Pour calculer, soit dans ce probléme, soit dans le précédent, les
fonctions W, et § et par suite les.déplacements et les forces élastiques
en tout point de la plaque, dans le cas de la force isolée, lequel, en
vertu du principe de la superposition des effets des forces élastiques,
comprend tous.les autres, il faut se rappeler que, i étant un nombre
quelconque, on a, quel que soit r,

ra .
[ P.rfdr=o,
Jo

on

Iy ) Ty ) Ty 3(‘, 4 I\
P,.ridr= x““f P.rdr = x‘"'f P ordre= — —— 11
‘/; © e " ° Je 4K(2k 4-1)2 7

suivant que r est inférieur ou supérieur 2 x,.

Journ, de Math. (3¢ série), tome I1). — Sepremone 1877, 38
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Mouvements vibratoires d’une plaque circulaire libre.

Passons maintenant au mouvement d’une plaque circulaire.
Les équations du mouvement d'une plaque circulaire libre sont, en
posant, pour abréger,

2241 ;K
(88) 3Fr it =
(89 T @AW, = o,
(90) 42 pp—gi—o,

avec les conditions a la surface pareilles a celles (57) ol la pression
extérieure & est supposée nulle, soit, pour r = r,,

2k —+ 1 2¢* 0A, W, 10

TF5i3 o The @
k >W,
(9]) mA,Wo—Fw‘:O,
10W, | FW,
r, da drdx 0.
Enfin, pour ¢ = o,
aw,
(92) W, = F(r,a), o =f(ra).

Pour larecherche de W,, on peut procéder comme Ia fait Kirchhoff.
Cherchons d’abord une solution simple de W, qui satisfasse aux
deux derniéres conditions 4 la surface. Pour cela posons

(93) W, == R,,ncosna (Acosr*at -+ A'sind’at),

ol n est un nombre entier, A* un nombre indéterminé et R, ; une
fonction indéterminde de r contenant les deux constantes n et ).
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Nous tirons de i

. ()ZRn,l I an,\ n?
(94) aaWo = (5 =1 m)
> cosna(Acosilat -+ A'sin)2at).
Si 'on pose
PR,y . 1 OR,n n?

(95) or e p B = IRy,
{96) A*W, = dR,ycosna(Acosdiat + A'sind’at),
et

AZW, = &.0R,cosna(AcosAi’at + A'sin),at),

d’d'Z" = —A'a’R,cosna (Acositat + A’sinitas).

.

On satisfera donc a I'équation (89) si la fonction R, satisfait a
I'équation différentielle du quatriéme ordre

(97) 3.0R,;, — MR, = o.

/

Si I’'on pose
OR,) = A*S,

il vient
d§ =32 Rn,);

d’otl, en observant que le § d’'une somme est égal 4 la somme des ¢
de ses parlies,

(98)

Posons

B(Rn’)\—f‘S) = )\Q(Rn,l"}_’s)’
’ 6-(R71,) - S) =— A (B”,)\ - S)‘

' A Ar? UL i
= 2.4...2n1:I + 2 (274 2) -+ 2.4(on+2) (27 +4) -~ ]7
(99) W [I e Mpd J

- 2(an +2) + 2.4(2n+2)(2n +4) e
38..
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On satisfera aux deux équations différentielles ci-dessus, en faisant

R, -+ S =2B'R,
R, —S=aB'R’,

B’ et B” étant deux constanles indéterminées; d’ou
(ro00) R, =BR' + B'R’,

(100 bis) S =PBR — B"R" = X B‘R,, e

Maintenant les deux derniéres conditions 4 la surface deviennent,
si I'on remplace W, par su valeur (g3), pour 7= r,,

IR,y

i Rt G =0,
Ry, ()R,.d .

r 0 or T

ou bien
[ ()] [ - ()] -
(b B (e

Si I'on élimine le rapport

o ()
[t G B ()]

équation en ) dout les racines fournissent les valeurs qu’il faut adopter
pour cette quantité, pour chaque valeur de I'entier n. Ces racines
sont toutes réelles en vertu d’une formule bien connue que nous uti-
liserons plus loin.

DRTEREE
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La derniére équation donne ensuite

BI . _ ' B”
R R\ — T TR, R |
> (3;)., [77 +(%).]
Nous pouvons, sans diminuer la généralité de Pexpression de W,,
prendre ces deux rapports égaux  I'unité, en sorte que

L4 R”
B - B_" -+ (d_..> N
1

T ar

v 5 ()]
Te ar 0
et, par suite

R, OR” , R, IR’ ”
Ro=[5e G v =[5+ (B)] v

fonction complétement déterminée.

Nous satisfaisons encore aux deux derniéres conditions (g1) et a
I’équation différentielle (89) en prenant pour W, la sonme d’un nombre
infini de termes analogues au second membre de (g3) et se rapportant
a toutes les valeurs entiéres de 7 et 4 toutes les racines X de I'équation
{(ro1), soit

(102) W, = Z R, cosna (A cosk®at + A’sind’at).
nk

11 faut enfin satisfaire aux conditions initiales, ce qui denne

2 AR;, cosra == F(r,a),

A

E A2A’R, cosna = 2 fr,a),
nx

qui doivent avoir liendex =0 d «=2n et de r=0 a r=r,. On dé-
montre, d’aprés des formules connues, que, pour deux valeurs diffé-
rentes de X, on a

7’. .
f R, R,y rPdr=o.
[
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Par suite, on tire de ces équations pour les coefficients restant 2 dé-

terminer
ro prm
f f R..F{r,a) cosnardrd
A — (] 1]
= - ,
'n'f R, rdr
3 1 (4]
(103) y o
f f RS (ra)cosnardrda
¢ .1 o VI
A" = Mam e ’
Kf Raridr
! o

en sorte que W, est complétement déterminé.
En désignant, comme précédemment, par R la série (62 bis), on sa-
tisfera a 1'équatiori (go) en posant

(103bis) &= 2 MR sinna(A cosiat -+ A’sin)* at),
M

ouI’on Jdoit observer que R ne contient que la constante z et non celle}.
A et A’sont les constantes déBinjes par les équations (103) et M des
constantes indéterminées. La premiére condition (gr), la seule non
encore remplie, donnera pour définir le coefficient M .

rR, 24 +1 28
T M k+1 3 (&Rn,ﬂo 0,
ou, en vertu de (95),

2k 28 ¥y, 2R, R, . [OR” » [OR/
M=%77T 3k ['_r. + R, (7,7)0-*-30 (ar)o]'

Mouvements vibratoires dans une plaque appuyde sur son pourtour.

Les conditions a la surface sont ici

W,=o,
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et celles (67)

A 0'W, 12 {1 0% oty
) —<*—z-+,A2W°+ m»)ﬁ?:(?:& :,_o,-aa> =0,
(104) igW,,_l_ *W, 3 1 9% 0% I % .
r: 0z 1, 0rda onle \r! dal  Or r, dr) 0.

On peut toujours prendre pour W, I’expression (102), ot R.iala
forme (100), et pour valeur correspondante de ¢ le terme correspon-
dant de la série qui forme le second membre de (103 bis), soit

§=MRsinna(A cos)® at + A'sin)X*at).

SiT'on porte ces expressions dans les trois conditions 4 la surface,

elles deviennent
B'R, + B'B}, = o,

Fosgo PR o, Lk \aqe [OTR” ,
B [k'*“x R0+<0’J)0]B - k+ 1)\ Ro.( d’"’)o] _B
} +12n[——zﬂc+l_(ﬂ{_>]M:0’
e | 73 R \0r/,

")y (0)
ar OB/+ or |)B”+_3_[:_27£R0 _ (OZR)Q_‘_ T ((’R) ]M-—_—-‘O.
0.

arte | 7 or 7, \0r

7 Ty

Si, entre ces trois équations homogénes par rapport 2 B, B”, M, on
’ P s b, M,
élimine ces trois constantes, on obtiendra une équation en A* dont
les racines fourniront les valeurs adopter pour cette constante.
Les trois équations se vréduiront alors i deux, par exemple la pre-
wiére et la derniére; de la premiére on déduit
BI BII
2 =2
R, R,
et Pon peut prendre simplement
’ " "o ’
B'=R,, B'=_R,.

Par suite, la derniére donne la valeur de M; ces trois séries de con-

stantes sont ainsi entiérement détermindes.
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En prenant ensuite pour W, et ¢ les séries complétes, telles que
(102) et {103 bis), il ne restera plus que les constantes A et A’ a déter-
miner, ce qui e fera comme dans le cas précédent.

On voit que, pour n=o0, M = o, ce qui montre que g n’a pas de
terme correspondant & n=o0; et si Iétat initial de la plaque était sy-
wétrique tout autour du centre, c'est-a-dire indépendant de a, il en
serait de méme pendant toute la durée du mouvement; les séries se
réduiraient chacune au terme correspondant 4 n=o0; par suite, la
fonction ¢ ne-s'introduirait pas, et les formules données par Poisson,
dans ce cas particulier, le seul qu'il ait traité, se trouveraient étre
exactes. Cela tient aux mémes raisons que dans le cas de I'équilibre.

Cherchons la fléche fau centre. On I'obtiendra en faisaunt, dans l'ex-
pression de W,, r = o.

Mais, pour r = o, on a R, =0, pour foutes les valeurs de n autres
que n = o, comme cela résulie de Vexpression (100) de R, et de ce
que les fonctions R’ et R”, qui sont des séries (62 bis), s'annulent pour
r = o, sauf lorsque n=o.

Donc, dans la double somme z qui fournit la valeur générale W,,
A

tous les termes relatifs 4 n disparaissent, sauf ceux relatifs 2 n = o, et

P’expression de la fleche est fournie par une somme simple 2 relative

aux différentes valears de 1, a savoir :
f= Z Roa(A cos)*at + A'sinX’at),
s

ou

Ty T
[ f R, F(rya)rorda
A=l ,
rf Ri,rF0r
(]
r, ax
f f R, flr,a)rdrda
A’ — ,0(,,_9____, e e -

Ta
ﬂf R:_)‘r’dr
o
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Posons

2 F () de = B (1),

2% Jo
krd
=S rade =),

en sorte que ® et ¢ représentent respectivement les déplacements moyens
et les vitesses moyennes imprimés 4 Vinstant initial aux points du plan
moyen situés sur la circonférence de rayon r.

On aura alors ,
T
f Ry ®(7)rdr
[

A=2""

rﬂ

f R:ardr
[\
To

f Rig{r)rdr
4]

AI: 2— Y2
j Ry rdr
(4]

On voit que A et A’ et par suite la fléche f ne dépendent pas du
déplacement initial F (r,a) et de la vitesse initiale f'(r,z)de chaque
point de la plaque, mais seulement du déplacement initial moyen @(r)
et de la vitesse initiale moyenne g (r). Ainsi on a ce théoréme ana-
logue a celui trouvé dans le probléme de I'équilibre de la plaque
appuyée.

Lorsqu’une plaque circulaire appuyée sur son pourtour est en mou-~
vement vibratoire, le monvement de son centre ne dépend pas de la
position ct de la vitesse initiale de chacun de ses points, mais seulement
dles positions et vitcsses initiales moyennes des points placés sur chacun
des cylindres concentriques a la plaque.

Journ. de Matkh. (3¢ séric), tome IIl. — Scrressre 1877. 39
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Mouvements vibratoires de la plaque circulaire encastrée
surson pourtour.

Si la plaque est encastrée sur son pourtour, les trois conditions a la

surface sont
oW,

W,=o0, <55 =0

et la derniére (104) qui, en vertn des deux précédentes, se rédait 4

% %, 1% _

now T or traT

I résulte de 13 que la fonction § est ici nulle. On satisfait, en effet,
4 la derniére condition et 4 I'équation a différences partielles relative
agparf = o.

Le probléme ne comporte donc ici qu’une inconnue comme dans le
cas de 1a plague encastrée en équilibre..

En adoptant toujours pour W, I'expression simple (93) ou R, est
représenté par la somme (100), les deux conditions a remplir par la

fonction W, sont
B'R, + B'R, = o,

. fOR! v (RN .
B(?)O-FB (dr).—o’
d’ot, pour I'équation en 2%,
+ (OR” IR’
K, (57), = (5), =2

B =R, B'=-—R,,

on peut prendre

en sorte que Ry, sera entiérement déterminé. La recherche des coeffi-
cients A’ et A” se fera comme précédemment, et le théoreme que nous
avons établi sur le mouvement du centre de la plaque appuyée se
trouve également vrai ici.

et 0 G e e



