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Notes historiques, 1°. sur la locution : diviser une droite
en moyenne et extréme raison; 2°. sur la méthode des
polygones réguliers isopérimetres. Et observations sur
quelques théorémes de M. CrasLEs ;

Par M. 0. TERQUEM.

1. Euclide, au livre 1I, prop. 1, prob. 2, propose et résout Jepro-
bléme suivant, en ces termes. « Partager une droite de sorte que le
carré du grand segment soit équivalent au rectangle du petit segment
et de la ligne entiére » ; ce qui est fort clair. Mais au livre VII on
trouve cetle définition ; Cest la troisieme : axpoy xai uéTov Adyoy eferat
reuinrfas Aeyeta STay 7 ws # oAov Tpog To meilor TuN ML, 0UT® To
ueiloy 7rp5g Toy ¥Aasgoy; mot A mot : une droite est dite étre divisée
en extréme et moyenne raison, lorsque la (droite) entiére est aun
plus grand segment, comme ce plus grand segment est au plus petit.
Dans le méme livre, Euclide résout de nouveau le probleme cité
(prop. 30, prob. 10), mais en se servant des termes employés dans
la définition. Tl est évident que notre locution francaise est une tra-
duction littérale de la locution grecque; mais est-ce une traduction
fidéle? 11 est permis d’en douter, puisqu’elle ne présente aucun sens
intelligible, méme en ometiant, comme fait M. Vincent, le mot
raison. Zamberti le Vénitien, dans son interprétation latine d'Eu-
clide (réimprimée avec Youvrage d’Orontius Finaeus, en 1544),
donne cette explication : per extremam et mediam rationem, hoc est,
per extremos et medios terminos, rationum similitudinem constituentes,
ce qui est déja plus clair. Mais le vrai sens me parait avoir été donné
par Lorentz, qui a publi¢, en 1781, une excellente traduction alle-
mande d’Euclide. Voici comment il traduit la troisitme définition du
VI® livre : Eine gerade linie ist nach stetiger proportion geschnitten ,
wenn die ganze linie, etc.; c'est-a-dire une droite est divisée en pro-
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portion continue , lorsque la ligne entiere est au grand segment, etc.
Cette version rend fidélement 1idée du géométre grec, et Clest ainsi
que le probléeme devrait étre énoncé dans nos traités élémentaires.
Comme le principal emploi de ce probléme consiste i trouver le ¢oté
du décagone régalier ayant un rayon donné, on pourrait aussi se servir
de cette expression : diviser une droite décagonalement ; ce qui pré-
sente un avanlage mnémonique. Cette facon de parler est méme ad-
missible pour tous les polygones réguliers.

II. J. Schwab, mort 2 Nancy en 1813, a publié dans la méme an-
uce et dansla méme ville, des éléments de géométrie avec un nouveau
moyen d’approcher plus promptement du rapport de la circonférence
au diametre. Ce moyen esl fort ingénieux, et repose sur,le théoreme
suivant tres facile & démontrer. R et r étant le rayon et l'apothéme
d’un polygone régulier, R’ et r' les mémes lignes dans le polygone
régulier isopérimetre d'un nombre de cdtés double, on a ces deux
relations

2 = R 4+ r, R* = Rr';

pour avoir 7 et R’, il suffit donc dc prendre une moyenne arith--
métique et une moyenne gdométrique; cette derniére opération
revient sensiblement 4 la premiére, lorsque Jes deux quantités diffe-
reat peu. On a donc ici le moyen d’obtenir des polygones isopérimé-
tres,, dont les rayons et les apothemes s'appprochent indéfiniment du
- rayon de la circonférence isopérimetre. Mais en 1813, ce moyen n’était
plus nouveaw; car il appartient a Descartes, ainsi qu'on peut s'en
assurer en consultant un mémoire d’Euler, inséré dans les Novi comm.
Petrop. , tom. VIII, p. 157. Ce mémoire débate ainsi :
« In excerptis ex manuscriptis Cartesii paucis quidem verbis re-
. fertur constructio queedam geometrica promptissime ad circuli
» veram dimensionem appropinquans, sed quie sive Cartesius ipse
» eam invenerit, sive ab alio habuerit communicatam, accutissimuni
» inventoris ingenium , illo proesertim tempore, luculenta declarat.
» Qui deinceps hoc idem argumentum pertractarunt, quantum qui-
» dem memini, nullam hujus eximiz constructionis mentionem
» faciunt, ut periculum sit ne tandem penitus oblivione obruatur. »
(¥ . aussi les OEuvres de Descartes publ.par Vict. Cousin, t. X1, p. 442).
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Malgré cet avertissement d’Euler, donné en 1763, la belle construc-
tion a été si complétement oubliée que Schwab a dli 1a retrouver en1813.
Le moyen de Descartes consiste précisément i calculer les apothémes
d’une suite de polygones réguliers isopérimétres, et dont le nombre de
cOtés croit en raison double. La démonstration n’est pas jointe a la
construction ; mais Euler y supplée facilement, et, selon sa maniére,
1l déduit analytiquement de cette construction des séries irigonomé-
triques qui n'ont plus un grand intérét. Le mémoire est terminé
par cet ingénieux scolie. Si 'on porte sur une méme droite les lon-
gueurs AB; AC, AD, AE, etc , apothémes de polygones réguliers
isopérimetres de 4, 8, 16, 32 cOtés, etc.... et qu'en B, C, D, E. ..
on éleve des perpendiculaires Bb, Cc, Dd, Ee. .. égales aux demi-
cotés de ces polygones, les points &, ¢, d, e... appartiennent
4 une méme quadratrice dont I'intersection avec la ligne des apo-
themes détermine le rayon d’une circonférence égale au périmétre
donné. On sait que les ancieus se sont servis de la quadratrice pour
carrer le cercle et par conséquent aussi pour rectifier la circonfé-
rence.

HI. La jolie démonstration géométrique que M. Chasles donne d’unc
intégrale définie, dans le n° de janvier 1838 de ce Journal, parait
susceptible d’'une abréviation, i partir de cette équation

d
b -£dro=2i—:dw= i = pde (page 12).

Il est évident que = pdw est le triple du volume de I'ellipsoide; on a
donc de suite

p 1—"; do = 47 Vu* — b*. Vu* — -

L’auteur parvient a la méme conclusion (page 13).

En considérant sur une sphére le lieu géométrique du point dont
la somme ou la différence des distances 3 deux foyers pris sur la
sphere soit constante, les distances étant mesurées par des arcs de
grand cercle , on obtient une courbe elliptico-sphérique, ou hyper-
holico-sphérique, et il est évident quesiles deux courbes sont confoca-

les, elles se coupent orthogonalement. ( Fuss. novi comm. Petrop. t. XI1,
13
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ann. 1774, page 196.) Les rayons de la sphére, qui passent par les
foyers, sont les lignes focales des cines du second degré dont parle
M. Chasles & la page 15 du n® cité.

Les courbes sphériques joumissent de propriétés remarquables.
Soit une corde inscrite dans une surface du second degré, et O
un point fixe pris sur cette corde et quila divise en deux segments
additifs ou soustractifs. Soit m* le produit des deux segments:
par le point O passent une infinité de cordes, pour lesquelles m
est une quantité constante. Le systtme de ces cordes forme un cone
du second degré, rencontrant la surface suivant une courbe sphé-
rique. Le centre de la sphére et le point O sont sur une droite
perpendiculaire au plan polaire du point O. Si par un point I pris sur
la surface, on mene un cone parallele au précédent, il coupera la
surface aussi suivant une courbe sphérique, dont le centre est sur la
normale au point I. Menons un plan conjugué au point 1, cest-a-
dire, un plan paraliéle 4 celul qui est tangent en I; ce plan conjugué
coupera la surface suivant une conique; prenons le point fixe O
sur un axe principal de cette conique et pour m* le rectangle des seg-
ments de cet axe; alors le cone y relatif, devient évidemment tangent
au plan conjugué, ct si par le point I on concoit un cone paralléle, il
aura méme plan tangent que la surface, qu’il rencontre suivant une
courbe sphérique dont le centre est le centre de courbure dela surface
au point 1. Comme la conique dont il a été question a deux axes prin-
cipaux, on aura aussi au point I deux centres de courbures. Les paral-
leles A ces axes principaux menées par le point I donnent les directions
des deux lignes de courbures, comme I'a déja fait voir M. Dupin dans
ses excellents Développements de Géométrie auxquels on doil tant de
découvertes qui ont été faites depuis, dans la science de I'espace en
général, et dans celle des surfaces du second degré en particulier.

IV. M. Chasles, qui culiive avec tant de succes cette derniere partie,
vient d’'introduire dans la théorie des coniques la considération des
axes conjugués relatifs a un point fixe (oct. 1837, tome II, p. 3go).
Il déduit cette théorie, de celle de la perspective; ce qui la rend in-
tuitive, but principal de lauteur; toutefois, il est facile d’établir
cette théorie sur des principes purement analytiques. En effet, soit
Véquation générale i six termes d'une conique & axes quelconques:
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A_y‘—l—Bx)’—l—Cx’—l—D]‘—i—Ex—}-F:o:

¥y =px, y=qx étant les équations des deux droites passant par
Vorigine,, pour que ces droites soient conjuguées relativement a cette
origine, on doit avoir la relation

Ipg+n(p+q)=41U =0; ou [ =D"— 4AF,
! = E* — 4CF,
n = DE— »BF.

Si les axes des coordonnées sont conjugueés relativement a Forigine,
on a n=o0 et vice versa. Si l'ona =1 et n=1[cosy, 5 étant
Pangle des axes, alors l'origine est un foyer; et la relation ci-dessus
montre que dans ce cas tous les axes conjugués au foyer sont reclangu-
laires, propriété connue; pour que deux diametres soient conjugueés
relativement au centre, l'on doit avoir D=E =0 el n=o0, donc
B =o0; par conséquent, les diameélres sont conjugués aussi dans le
sens ordinaire de ce mot. Ainsi les diameétres conjugués ordinaires
sont un cas particulier des axes conjugués en général. Il est facile de
trausformer et de généraliser analytiquement les propriétés connues
du cas ordinaire pour les adapter au cas général. Je supprime cette
généralisation, dans la crainte de dépasser I'espace que 'on peut mac-
corder dans ce Journal.




