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INTEGRALES D'UN SYSTEME DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 423

Ltude sur les intégrales d’un systeme des équations différentielles

aux dérivées particlles de plusicurs fonctions inconnues ;

Par M. N. SALTYROW.

1. Soient 3, 35 ..., 5, des fonctions de variables indépendantes
Lyy Lyy voey Lpprpe

Le systtme d'équations différentielles que je veux étudier ici cst de
la forme

‘ Js m+p y
hid Th Ovv  Nhe
(|) { d-l'/,+ 2 Xkd.l—‘/,- .\ =0

=m<+1

k
((/z:l,:,...,m.; O=1,2,...,N1),

X}, X* étant des fonctions de toutes les variables x et 3. L'indice p
est un nombre entier (uelconque. Si p = o nous y comprendrons le
cas ol1 toutes les fonctions X} s’annulent, le systéme (1) étant

Js o ,
ax—:‘—-x. =0 (_/l,=l,2,...,ln,v:=l,2,,_,,n).

Il est ais¢ d'intégrer ce dernier systéme si les fonctions X* satisfont
a certaines conditions. Mais nous ne nous y arrétcrons pas, car ce
systtme sera compris dans nos recherches sur les ¢quations ().

Un second cas particulier du systéme (1), correspondant & la valeur



424 N. SALTYKOW,

m =1, a été intégré par Jacobi ('). Mais Pillustre géométre n'a pas
examiné le caractére des intégrales qu'il avait obtenues.

‘nfin, si n =1, les équations (1) présentent un systéme bien connu
des équations linéaires aux dérivées particlles d’une seule fonction in-
ronnue.

2. Supposons que lc systéme de n équations distinctes par rapport
aux variables 5

(2) Si(® Ty ooy Bgapy 549 Bgy e yZn) =0  (I==1,2,...,n),

soit une solution des ¢quations (1). Les équations (2), dérivées par
rapport aux variables x, donneront

o,  dfi 9. _
(3) b—d—‘/-, -+ : -a—‘_; oz, =0,
, o Nt 950 _
4) ors T 20z, 0z = O
v=1

I'indice A prenant toutes les valeurs de 1 & m, & les valeurs de ne + 1
am-p.

Multiplions I'égalité ({) par X} ct sommons le résultat par rapport
aI'indice k. En y ajoutant I’égalité (3), il viendra

’I!+’) l’l+,’
= - Of i ds, 2930 \9fi __
() 0.1,,+ 2 X o P 2‘(().1!/, Z \wu)ow

k=m+1 k=m+1

Commec en verlu des équations (2) on a identiquement

m4p

03;: hddo —= he
().’l‘/, Z X X )

A= +1

(") G. W., B.1V, S.5.9. Depuis, M. Hamburger est revenu deux fois aux
mémes équations (Journ. Crelle, B.100, S.404; B.110, S.171).
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les égalités (5) deviennent

of, A d/ I
(6) oz:.”‘ 2 Xi oz, "‘Exh 25, =

k=m+1 =1

(h=1,2y...,m; i=1,2,...,n).

Ainsi, pour que les valeurs des fonctions 3 tirées de (2 ) satisfassent
aux équations (1), il est nécessaire que les équations (6) soient des
conséquences de (2).

3. Prenons done le systéme de m équations aux dérivées partielles
du premier ordre d’une seule fonction f par rapport aux variables .
et s

m-p n
(3) 3‘ X:;Z }:X”"%:o (h=1,2,...,m).
k= m-o-l v=1

Supposons que ce systéme ait 7 intégrales distinctes /,, £, ..., fo-

Nous allons montrer que les équations

(8) fi=o (i=1,2,...,n)

Sfournissent une solution des équations (1).

En cffct, on a

m+p mp
dfl h dfl ()vv /, l)e,. df, _
oy + 2 X‘ dry 2 (dx/. 2 kdx, ] ds. 0.

k=m+1 k=m+1

Les fonctions f; étant des intégrales des équations (9), on aura de
mé¢me
9 m+p 9 0
i Z X" )fi +2x/w it _ .

d\l'lo
k=m<+1t
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Il viendra donc

n m-+p N

J d:, % 03, :

7){7/, 7 E Xi 95, oy x/w) =0  (i=1,2y...,1).
v=1 =m +1

Le déterminant fonctionnel des fonctions f; par rapport aux va-
riables 5 ne s'annulant pas, il s'ensuit (ue pour les valcurs des fonc-
tions 3 tirées des équations (8), on a les identités

III+I!
‘):v Igddv -
e Z \ —\"=o P=1,2 e dts h=1,2,...,m).
dar/, . Ad ,‘ ( L | 9 b = ] )
= S

&. Supposons (uc les fonctions X2, X* sont telles que les m équa-
tions (7) forment un systtme jacobien. Soit f,, f,, ..., fp+s uUn sys-
téme d'intégrales distinctes des équations (7), %y, %y, ..., T, Ctant
des fonctions arbitraires distinctes de ces intégrales. D’apres le théo-
réme démontré au numéro précédent, les équations

zi(fnf-.n“"fpm)=0 (i='12»”'7”)

fournissent une solution des équations (1).

1l est aisé de démontrer que les équations (g) présentent la solu-
tion la plus générale des équations (1). C’est-a-dire que chague solu-
lion
(10) 5o =Y%(B1y Lay e e ey Linap) (v =1,y2y..0,10)

des équations (1) est contenue dans les formules (q), @ condition
que, pour toutes les valeurs de variables x et s satisfaisant aw.c re-
lations (10), les fonctions X}, X* sont holomorphes.

En cffet, pour chaque valeur de l'indice %, nous avons le systéme
des identités suivanles :

m+p

‘)v du -
0;a+ E X4 {" \*=o (r=1,2,..,n),

k=m+1

-+ ’P

Jdfs Jdfs )
L S XL S (mnnpen)
k=m+1 p=1
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ol les fonctions 3 sont remplacées par leurs valeurs (10). En ¢élimi-
nant les » valeurs X*, o =1, 3, ..., n, il viendra

m+p

() Dayfi+ Y XiDzf,=o0, s=1,2..,p+n,

=m+1
1) 9
ot l'on a

: ),
Dz, /= 5‘%‘” + 9fs 9

d3y 024,
v=1

Cela posé, éliminons les p valeurs X}, k=m+1, ..., m+p,
entre les équations (11). Leur nombre étant p + n, nous obticndrons
n identités nouvelles indépendantes de X%. On voit aisément qu’elles
sont de la forme suivante :

Ais=0, S=p+Lp+2,..,p+ N,

les A4, ¢tant des déterminants fonctionnels de f, f,, ..., fp fo par
rapport & Tp, Ly +++y Lmepy €N y considérant 3, 3,, ..., 3, comme
des fonctions (10) de x, ), «..y Ty p:

Devfi Dayfi oo Daw,f,

.........

Dz, f, D-L'mu./:u coo Dappfo |
D.’L‘,,fa D.I,‘,,H_.fc oo D-”m»p,/;

I.es identites
dpe=0 (h=1,2,...,m)

montrent que ces valeurs des fonctions f,, f,, ..., f,, fs sont liées par
une relation. L'indice o prenant n valeurs, on en conclut que toutes
les intégrales (10) sont telles que, si on les substitue dans f,, f,, ...,
[ p+ns les fonctions ainsi obtenues sont liées par n relations. Toutes ces
intégrales sont donc fournies par les relations (10).

La démonstration que je viens d’exposer ici revient & celle qui m'a
é¢té indiquée par M. Liapounow dans le cas d'unc seule équation
linéaire aux dérivées partielles d'une seule fonction inconnue. It est
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¢vident que les considérations citées ne sont permises que si, pour
toutes les valeurs de variables « et 5 satisfaisant aux relations (10), les
coefficicnts X3, X* sont holomorphes. En effet, si ce n’éLait pas le cas,
il pourrait arriver cue les fonctions f, ainsi que leurs dérivées par-
tielles par rapport aux variables z et z, ne soient plus holomorphes
pour les mémes valeurs des variables. C'est alors que nous serions en
état de dire @ priori qu'un ou plusicurs déterminants A,, pourraient
devenir infinis ou indéterminés. De pareilles intégrales (10) ne seront
donc pas contenues dans les formules (¢).
_Soit, par exemple,

03 Js

'o:;{=1+v-a|—w’ '()5”—-(:;;—:[)/)\/0.—.”,

5 I H

d,;= , ;)'!=-’3+(~;—$y)(‘”—"\’*u—‘”)

un systtme de la forme (1). D'aprés la théorie exposce, la solution
géncrale de ces ¢quations est

si=x + [0 — C tang (C,y + C,)]?,
sy=ay —2(7séc? (C,y + C,),

C,, C, étant des constantes arbitraires. Evidemment, elle ne contient
pas la solution
=&, 5=y,

les cocfficients des équations proposées n'étant plus holomorplies au
voisinage de toutes les valeurs des variables « et 5 qui satisfont & ces
derniéres relations.

Les ¢quations (1), dont la théorie vient d'dtre développée dans cet
article, sont susceptibles de beaucoup d’applications dans I'Analyse
math¢ématique. Nous en donnerons bientot quelques exemples.



