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QUELQUES PROPRIÉTÉS l)ES SURFACES MOULURES. / " JO) 

Quelques propriétés des surfaces moulures; 

PAR M. GEMIXIAXO PIRONDIKI, 

à Parut». 

1. 

Lorsqu'on «loil considérer une ligne quelconque L, on désignera 
par 

(cos*, cos β, cosy), (cos λ, cost/., cos ν), (cos/, cos w, cos η), ρ, /*, .ν 

les cosinus directeurs de la tangente, de la normale principale, de la 
binormalc, le rayon de courbure, celui de torsion et Tare. 

Les surfaces que l'illustre Monge a nommées moulures sont engen-
drées par une ligne plane Λ (profil) dont le plan roule, sans glisser, 
sur line surface dévcloppable quelconque Σ(dévcloppablc directrice). 
Voici une autre génération remarquable de ces surfaces. 

Que l'on prenne sur chaque plan rectifiant d'une ligne arbitraire L 
1111 point M (ξ, rj, ζ) et soient 

Λ le lieu de M, 
Λ (.r, y, ζ) un point quelconque de L, 
/ la distance AM, 
0 l'inclinaison de ΛΜ sur la tangente de L. 

On a évidemment 

\ — r -h /(cosO cos* -h si η 0 cos/), ..., 
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d'où 

^ ̂  = (i 4- /' cosO — /sinO0') cosa -+· f4- —îj cosA 

■+· (/'sinO -H /cosOO )cos/, ..., 

σ étant Tare de Α. Λ l'aide de ces formule» on trouve que les condi-
tions 

Si—-* ςϊ«*=«. 

exprimant que A est une trajectoire orthogonale des plans rectifiants 
de L, deviennent 

(/coe0)' + i = o, (/ sinO)' = <>, 

d'où, par intégration, 

( ι ) / cos 0 = a — .ν, / sin 0 = //, 

a et b étant des constantes. 
Si l'on porte les plans rectifiants de L et les points M qu'ils con-

tiennent sur le plan rectifiant initial (le plan rectifiant en Λ), les points 
M vont se ranger, sur ce plan, suivant une ligne L„ dont l'équation en 
coordonnées polaires /, θ est 

/ sinO = b. 

Cette ligne L
0
 est donc une droite parallèle à la tangente de L en Λ. 

Et puisque, en désignant par ds
0
 la distance de deux points consé-

cutifs de L
0

, on a, en vertu des égalités (ι), 

(SHa-' (S)--. 
on déduit 

c/.ç,, = ds. 
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Le résultat nous donne la generation suivante : 

Soient C une ligne quelconque tracée sur un plan Ρ, H une droite 
de Ρ et A un point de H. Que Von déplace le plan Ρ de façon qu'il 
soit toujours le plan rectifiant d'une ligne arbilra'we L, tandis que 
le point A glisse sur la ligne L et la droite 11 demeure tangente à 
cette courbe. 

Si, pendant le mouvement du plan P, on fait glisser la courbe < 1 
sur ce plan, parallèlement à la droite R, avec une vitesse égale à 
celle du point A, la courbe C engendre une surface moulure dont 
elle est le profil. 

Si le plan Ρ est assujetti à la condition de rester, pendant le mou-
vement, le plan normal ou bien le plan osculateur d'une ligne L, 011 a, 
dans le premier cas, la génération que j'ai étudiée dans une autre 
occasion (1 ), et, dans le deuxième cas, on trouve que le problème csl 
réduit à l'intégration des équations suivantes : 

(/cosOV— -(/sinO) H-1 =0, (/sinQ)'-t- -(tcosG) = o. 

Sur une surface moulure on ne peut avoir qu'une seule trajec-
toire orthogonale des profils qui soit à courbure constante, ou bien 
à torsion constante. 

i° Si, en effet, Τ et Τ, sont deux trajectoires à courbure constante, 
les lignes /, lieux des centres de courbure de Τ et Τ,, sont aussi à 
courbure constante et, conséqucmment, elles coïncident avec l'arête 
de rebroussement de la développable directrice Σ ; ce qui ne peut pas 
arriver. 

2° Supposons que les trajectoires Τ, T, soient à torsion constante 
I I 
m η 

On a évidemment 

(ta ds. ds ds, ,, , η . η , — — —? — — — > d ou Pi = — P, ds. — — ds. 

(' ) Voir Suite superjicie modanate {Journal de M. BaUaglini. 1892). 
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Et puisque, en désignant par p0
 le rayon de courbure de l'arête do 

rebroussement de Σ, on a 

t-=t + rm\rà) = ?>+r'*\r'i;)· 
il suit 

? + "Ύ=£(? + »'"?")· 

On a donc /// = «, et conséqucmmcnt 

/·, = /·=/«, p
(
 = ρ, rfs{ = //.v, 

ce qui démontre l'identité des lignes Τ, T,. 
Des considérations géométriques assez simples démontrent que ce 

résultat est absurde. 
Les propriétés qu'on vient d'énoncer sont donc démontrées. 

II. 

Soient ξ, ζ les coordonnées d'un point quelconque du profil par 
rapport à un système d'axes coordonnés Ω(ξ, ζ). Dans le roulement 
du plan de Λ sur la surface dévcloppablc Σ, l'axe Ωξ enveloppe, sur 
cette surface, une ligne geodésique L. En désignant par j·, y, ζ les 
coordonnées d'un point quelconque de L, et par \, Y, Ζ celles d'un 
point de la surface engendrée S, on a 

Y = χ — (ξ -hsi)cosa h- ζ cos/, 

(ι) - Y =/ — (ξ H-si)cos|S -f-ieos///, 
f Ζ = Ζ — (ξ -+-*ΐ)θΟβγ -h ζ cos//. 

Si donc la surface moulure S doit passer par la ligne 

■*, = *,(/)» /.=/»(')· -. = -.(0 
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(/ paramètre quelconque), on doit avoir 

j ξ = — Σ(·τ, — .r)cosa — *, η = 2 cos/, 2(χ·, — ./,·) cos λ = ο. 

Et puisque, à l'aide de la troisième équation (3), ou peut éliminer 
un dos paramètres /, s, il suit quo : 

Si Γ on donne une surface dëveloppable quelconque Σ et une ligne 
à double courbure L,, on peut, en général, conduire par cette ligne 
une seule surface moulure ayant Σ pour dëveloppable directrice, 
ou bien un nombre fini de ces surfaces. 

Lorsque la développable Σ se réduit à un cylindre, oïl peut prendre 
une de ses sections droites pour ligne géodesique L. Si donc les géné-
ratrices du cylindre sont parallèles à Taxe des z

y
 il suffît de faire dans 

les formules précédentes 

eos / = o, cos m = o, cos η = ι ; cosy = ο; 

cosX = — cos(ï, cos ρ = cos oc, cosv = o; ζ = ο. 

EXEMPLES : 

ι° Faire passer une surface moulure par une droite, la déve-
loppable directrice étant quelconque. 

Kn supposant la droite parallèle au planu; = o et inclinée de l'angle 0 
sur l'axe des z, on a 

0,·, = «, y
t
 = /sinO, *, = / cos6, 

et la troisième équation (3) donne 

(j; — a) cos λ cos μ -he cos ν sin θ οοβμ-Η cos θ cos ν 
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Pour définir le profil A, on a donc les équations 

; = (χ — ο) cos α -+» iy — f £ sinOicosS 

■+■ ( Ζ — T-tjr f r COsO ) COSY — », 

η = —(.τ —aicosr — (y — 2 Î-4 s sin 0) cos//ι 

— (ζ — - r^ £ cos 0 cos//. 

La courbe Λ déterminée, le problème est à considérer comme ré-
solu. 

a° Faire passer une surface moulure, dont la dèveloppable. di-
rectrice Σ est à cône directeur de révolution, par une ligne quel-
conque placée sur un plan parallèle à l'axe du cône. 

I/tiréte de rebroussement de Σ est une hélice que nous supposons 
tracée sur un cylindre dont les génératrices son t parallèles à la xc des ζ ; 
supposons la ligne L, dans le pian coordonné y = ο cl soit 

*.=/(« l) 

son équation. Puisque y
K
 = o, cosv = o, la troisième équation (3) 

donne 
a-cosA-t-ycosj* COS A 

el les équations qui délinissent le profil Λ deviennent 

; cos λ cos u cosx r -t- L1 -cosh/ ycosu\ )\ cosv - ·'■ 

*= —!—co7}. r-p-/(—isrr—L)Jcos«. 

Cela suffit à la solution du problème. 
Le problème de construire une surface moulure passant par une 
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ligne connue L, lorsqu'on donne les normales de la surface le long de 
cette ligne, est indéterminé, si on laisse tout à fait arbitraire la deve-
loppable directrice Σ. L'indétermination peut disparaître, en posant 
des conditions pour cette développable. 

Supposons que la développable Σ soit, par exemple, un cylindre ( non 
donné a priori) et que les normales à la surface le long de la ligne 
L, (a:,, y

n
;,) soient définies par leurs cosinus directeurs cos A, cos 11, 

cosC. 
Sur ces droites prenons, à partir de L,, des distances H et soit 

L„(x
0

, 50) Ie lieu des extrémités. On a 

.r
0
= x

%
 -+- H cos A, y

9
=y

t
 -+-HcosB, s

0
 = 3, -4- H cosC, 

et, puisque les cosinus directeurs des normales au cylindre Σ, pro-
jetant L

0
 sur le plan 5 = 0, sont proportionnels aux quantités 

cosp, -+- H'COSBH-H(COSB)', — [cosa, H-H'COSA -T-H(cosA)'J, O, 

la condition pour que le cylindre Σ soit tangent à la surface lieu des 
normales données est exprimée par l'équation 

[cos(i, h- H'cosB + «( cosB)'] cosA 
— [cosa, 4- H'cosA 4- H(cosA)']cosB = o, 

d'où l'on déduit 

cos a, cos Β — cos β, cos A cosAcos(B)'—cosB(cosA)' 

La distance H connue, on peut construire la ligne Lu et conséqnom-
ment le cylindre Σ ; après cela, rien ne s'oppose à la solution complète 
du problème. 

Supposons que la ligne L, soil une géodésiquc de la surface. — 
Dans ce cas, les normales de la surface le long de L, coïncident avec 
les normales principales de L,. On a donc 

cosA = cosX,, cosB = cosp,, cosC = cosv, 
Journ. de Math. (5· série), tome III. — Fasc. IV. 1897. 53 
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et 

pj COS/»! I Ï — COS /I, COSY( Pi r\ 

Supposons que la ligne L, soit une asymptotique de la surface. 
— Les normales de la surface le long de L, doivent coïncider avec les 
hinormales de L,. On a donc 

cos Λ = cos cos Β = cos//?,, cos Ο = cos//, 

el 

H = - /', COS'/, ^ cos y1 

III. 

Si Ton désigne par άΔ la distance entre deux points in li ni men I 
rapprochés d'une surface moulure, on déduit des équations (2) 

άΔ* = d** + (fca· 

La courbure géodésique des trajectoires orthogonales des profils 
( τ = const.) est donc donnée par la formule 

Ci) p "" r · L 1 ί±£_5 Ρ '· 

A partir d'un point quelconque A de la surface, menons la perpen-
diculaire ΛΒ sur l'axe instantané de rotation MN et la normale AC 
de la surface. Puisque la droite MN coupe la ligne L sous un angle 

dont la tangente trigonométrique est^> car elle est la droite rectifiante 
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de L, on a pour rayon de courbure pa de la trajectoire 

Ρ,=ΑΒ = -μ=±. Ltf-5 VFi 

Cette formule et l'autre ( 4) donnent 

cost = cos AC Β = ρ. -—· Ï.-1 V1 p2 + 1 r2 

Si donc Κ* et R, sont les rayons de courbure principaux de la sur-
face moulure, on trouve 

υ Ρ* _P Ί d \/1 — É'* ΙΧη~~ sins ~~ C V ' ζ" ~~ 5" 

Lorsque la développablc directrice est un cylindre, on a £ = ο el 
conséquemment 

(".) κ.=nr> r,=|· 

Il suit que la courbure Κ de la surface est donnée de la manière 
suivante 

κ=Λ· 

Si, par exemple, la courbure de la surface est proportionnelle à la 

courbure des trajectoires orthogonales des profils, on doit avoir 

ξ" = α, d'où il suit 

/I-b* a b , ?/' - y τσ~σ ' 

On voit d'ici que : Le profil est une cycloïde dont la base est pa-
rallèle aux génératrices du cylindre directeur. 
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Si l'on remarque que la courbure géodésique Kt des trajectoires 
orthogonales des profils est, à cause de l'égalité (4), 

Kt = E' E + s , 

on a 

Κ V ΪΓ,^ξ'· 

Le rapport ne dépend donc nullement de la nature du cylindre 

directeur. Si donc on rappelle que sur la pseudo-sphère la courbure 
totale et la courbure géodésique des parallèles sont des constantes, on 
déduit : 

Dans la surface moulure à développablc directrice cylindrique 
dont le profil est une tractrice ayant l'asymptote parallèle aux gé-
nératrices du cylindre, le rapport de la courbure de la surface à 
la courbure géodésique des trajectoires orthogonales des profils est 
une constante. 

Le théorème subsiste aussi lorsque la surface moulure se réduit à 
une surface de révolution. 

Soit L une ligne quelconque tracée sur une surface moulure à dé-
vcloppable directrice cylindrique, dont le profil n'est pas circulaire. 

Tout le long de cette ligne L il subsiste une certaine relation entre 
les quantités s, σ, R

n
 R, et les dérivées de R„ R„ par rapport à s et n. 

Mais puisque, en vertu des équations (J), on a 

R. =/(»)> R« = ?(») + *'K»)> 

/(σ), γ(σ) et ψ(σ) étant des fonctions de σ, on trouve que les déri-
vées deR, et Indifférentes de zéro et les arcs a, σ sont exprimables par 
des fonctions en termes finis des rayons R

i?
 R

c
. 

Cela conduit au théorème remarquable suivant : 

Quelle que soit la ligne qu'on trace sur une surface moulure à 
développable directrice cylindrique et à profil non circulaire, les 



QUELQUES PROPRIÉTÉS DES SURFACES MOULURES. 415 

rayons de courbure principaux de la surface vérifient, tout le long 
de celle ligne, une même relation finie. 

Remarque. — Lorsque le profil est circulaire, toute relation en 
termes finis entre R, et R

0
 revient à la relation unique R

3
 = const. 

IV. 

11 n'y a aucune surface moulure dans laquelle les rayons de cour-
bure principaux soient liés par une môme relation finie, dans toute 
l'étendue de la surface. Une telle relation ne peut donc être vérifiée 
que dans une suite de points constituant une ligne. 

Supposons que le profil de la surface moulure soit la ligne 

<6> ξ=/(ζ) 

et que la section droite du cylindre directeur soit représentée par les 
équations 

.r = ç(.ç), ^=ψ0) 

ou bien par l'équation 

<:) R=R(S), 

en coordonnées R, s. 
Puisque des équations (5) on déduit 

,=/(!)<-1. 

on voit que la ligne L de la surface, le long de laquelle les rayons de 
courbure sont liés par la relation 

(8) R,=/( ΗΛ 



41 β G. PIRONDINI. 

est définie par les équations suivantes 

X »[c/(f)-ï]-r/(f)f[w©-(]. 

v-»[c/(f)-ï]-r/(f)f[w©-(]. 

(Z = C. 

Que l'on fasse tourner cette ligne autour de 1'ax.e des ζ, et l'on en-
gendre une surface de révolution S ayant pour ligne méridienne la 
courbe 

(9) *. = νΜ
ζ

'/(ρΗ]
+,?,

'
,

(ρ>
 ;

"
 = ζ

· 

hn remarquant que 

1 _ [ι + λ"(ζ)ΐ* r>-Q — = 1 Γ "" λ'(ζ) ' ^ (i<J sJdp + fK* Ν/,4-λ'«(ζ): 

on obtient 

x0 = (R2 1V1 + h2(zo) 3 2 - h (zo) 
(10) 

ι aJI+X'WIV ,+λ'«(50)/ L λ"(ν„) \) 

Après avoir posé 

(il) *^'o — Ψ(-Λ)» 

l'équation (10) donne 

y2(zo) = R2 1 V1+h2(zo) f 1+ h2(zo) h(zo) - h(zo) 
(12) 

( .+λ"(=,.)/ L >·"(».) J' 
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D'ailleurs on η 

u _ ri-t-x"(0]f _ [ι+λ"(Α,)]} n*~ i'(o - x'(s.) 

et, conséquemment, 

/ · Q \ 1J I 1 "+" ^'(-o)]* ■ (zo)}. 

On peut donc énoncer le théorème : 

Si le profil de la surface moulure et la section droite du cylindre 
directeur sont représentés par les équations (G), (7) : 

i° La ligne L le long de laquelle les rayons de courbure princi-
paux vérifient la relation (8) s'obtient en coupant la surface don-
née par la surface de révolution S dont la ligne méridienne est la 
courbe (10). 

20 La surface de révolution S dont la ligne méridienne est la 
courbe (11) coupe la surface suivant une ligne L, le long de la-
quelle les rayons R„ R

e
 vérifient la relation finie qu'on obtient en 

éliminant j
0
 entre les équations (12), (r3). 

EXEMPLES : 

i° En supposant que le profil de la surface moulure soit un cercle 
de rayon /w, que le long de la ligne L soit vérifiée la relation R, — k 
et que la section droite du cylindre directeur soit une spirale loga-
rithmique (R = as) ou bien un cercle (R = a), on trouve que la 
courbe L s'obtient en coupant la surface par les ellipsoïdes ayant 
pour lignes méridiennes respectivement les ellipses 

ZS. μ = t 0 1 — , . a*(k—MI)* 4-A* MI* ' M*-μ A* MI* 

2° Supposons que le profil de la surface moulure soit une parabole 

Mo-S]. 
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que la section droite du cylindre directeur soit une spirale logarith-
mique ( R = s cos ι), et que la surface de révolution S coupant la surface 
moulure soit une sphère [#

0
 = ψ(^

0
) = \Jm* — sj]. 

L'équation (ι3), résolue par rapport à (z
0
), donne 

zo = a 2 V 2R2 a 3 2 - 1, 

et conséquent ment, le long de la ligne d'intersection L, les rayons de 
courbure principaux vérifient la relation 

m2 a2 4 "'-iK-R3 a 2 R3 1 3 r)-cos2i1]-1 (^V 

L'équation (12), résolue par rapport à R, donne 

(,/,) Η=[

[Ι +

Λ
.

Λ

(

;

(

Ο

;·

)]

'] ■ 

et, dans ce cas, on a 

•=/(p)c-5, 
c'est-à-dire 

s w „ 1 /· [* ~t~ λ'* («ο)]* Ί / - \ ( ΓΛ ) s — =z f ρ V1 λ'*() λ t-o; 

D'ailleurs l'équation (11), en vertu des égalités (9), peut s'écrire 

(,<>) ^/R
j

 [*·'/(!) ~ >]
 +

 V'f (ρ)
 =

 Ψ(ί.'· 

On a donc le théorème : 

Si en coupant une surface moulure par la surface de révolution S 
dont la ligne méridienne est la courbe (11), on obtient une ligne L 
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le long de laquelle les rayons de courbur e R„ R

ff
 vérifient la rela-

tion ( 8) : 
i° Lorsque le profil de la surface est la courbe (G), la section 

droite du cylindre directeur est représentée (en coordonnées H, s) 
par l'équation qu'on obtient en éliminant sc

 entre les équations 
OiM15)· 

20 Lorsque la section droite du cylindre directeur est la courbe 
(-), le profil de la surf ace moulure est représenté par l'équation 
différentielle ( 1 G). 

KxEMPLES : 

i° Supposons que le profil de la surface moulure soit circulaire 

[ξ = λ(ζ) = ν'/»3-Ρ], 

que la surface de révolution S coupant la surface moulure soit du 
deuxième ordre [χ = ψ(^#) = ν/α~ί ■+■ β]) ct (jue loul 1° l°n£ de l" 
ligne d'intersection L soit vérifiée la relation R

e
 = k. 

On trouve que la section droite du cylindre directeur est la courbe 
représentée par l'équation 

R = Vam2 + B - am2 + k2 (k - m)2 s2. 

La surface du deuxième ordre se réduit à un cylindre ou bien à un 
cone lorsqu'on a respectivement 

α = ο, β — «2 ; α = Ι/2, β = ο, 

a et b étant des constantes. Dans ces cas, on a 

R=y/"' - '*» R=s/1'' ~ w=Ss% 

Journ. de Math. (5* série), tome III. — Fasc. IV, 189-. 54 
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et conséquemmcnt le cylindre directeur a pour section droite une épi-
cycloldc ( ' ). 

2° Supposons que le cylindre directeur soit circulaire (Il = a), que 
la surface de révolution s soit une hyperboloïde à une nappe 

|-c»='Ks.)= β"* I 

et que tout le long de la ligne d'intersection L soit vérifiée la relation 
Ησ= k. 

On trouve que le profil de la surface moulure est la courbe définie 
par l'équation 

S = 1 2cx ( c2 cak + (a2 - B2)e-a k o 

r étant une constante arbitraire. 
Pour β8 = a*, on obtient 

S = c 2x eka 

équation qui représente une trac trice dont l'asymptote est perpendi-
culaire aux génératrices du cylindre directeur. 

V. 

Je vais démontrer une propriété remarquable des surfaces moulures 
à développable directrice cylindrique. 

Soit L une ligne à double courbure, représentée par les équations 

(i-) x = llcosf/, / = llsinM, z = Γ 

(Il et U étant des fonctions de M); Λ la projection de L sur le plan 
s = ο et M la ligne méridienne de la surface de révolution engendrée 
par la courbe L tournant autour de l'axe des z. 

(') Voir Sur les lignes sphériques, § 6 (J ornai de se ce η ci as mathematicas e 
astronomicas ; 1889). 
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Soient ι et ω les inclinaisons de L sur la méridienne M et sur l'axe 
de la surface de révolution, ô l'inclinaison de Λ sur les rayons vec-
teurs Κ issus de l'origine et σ l'arc de A. 

On a 

U)+R U)='» 
et puisque 

d\\ a. du du ds du ι du C0S ' di ds dv ds sin to* 

il résulte 

(18) -- sinOsino. 

Or, les équations (17) donnent 

£ = vie +R2 + U2 ; 

011 a donc 

Sini = -_=7= It -7- · y/lp+R't+L'» ds 

Cette équation et (18) donnent 

up) sin/ — sin 0 sin ω. 

Kn remarquant qu'une surface moulure, dont la développablc 
directrice est un cylindre, peut être considérée comme l'ensemble 
d'une inimité de bandes infiniment petites de surfaces de révolution 
ayant pour ligne méridienne le profil et pour axes les génératrices du 
cylindre, l'équation (19) donne lieu au théorème suivant : 

Si sur une surface moulure, dont la développable directrice est 
un cylindre K, on trace une ligne quelconque L, entre les angles i 
et ω que L forme avec le profil et les génératrices du cylindre K, 
et l'angle 0 que la projection A de L sur le plan d'une section 
droite du cylindre forme avec les tangentes de cette section, a lieu 
la relation (u))· 
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Ce théorème pourrait être le point de départ pour une construction 
géométrique simple d'une loxodromic de la surface moulure. En re-
marquant que les conditions ω = const., i = const, entraînent l'autre 
0 = const., on a 

ηy a seulement un ras dans lequel la ligne d'intersection d'une 
surface de révolution avec un cylindre y dont les génératrices sont 
parallèles à l'axe, est une hélice du cylindre et une loxodromie de 
la surface; c'est le cas de l'hélice cylindro-conique ordinaire. 


