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QUELQUES PROPRIETES DES SURFACES MOULURES. ho)

Quelques propriétés des surfaces moulures;

Par M. Gemisiavxo PIRONDINI,

W Parme.

L

Lorsqu’on doit considérer une ligne queleonque 1., on désignera
par
(cosa, cosfB, cosy), (cosh,cosw, cosv), (cosl,cosm,cosn), g, r, s
les cosinus dirccteurs de la tangente, de la normale principale, de la
binormale, lc rayon de courbure, celui de torsion ct I'arc.

Les surfaces qque I'illustre Monge a nommées moulures sont engen-
drées par unc ligne plane A (profil) dont le plan roule, sans glisser,
sur une surface développable quelconque E (déceloppable directrice).
Voici une autre génération remarquable de ces surfaces.

Que I'on prenne sur chaque plan rectifiant d’une ligne arbitraire L
un point M (%, v, {) ct soient

Ale lieude M,

A(.e, ¥, 3) un point quelconque de 1.,

¢ la distance AM,

O 'inclinaison de AM sur la tangente de L.

On a ¢videmment

£=.r+ (coshcosa + sinl cosl), oo
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d'our

.\

o% de .« 0 ‘cos0 | sin .
—— = / ) — —— —— :
5 75 = (14 ¢ cos) tsmﬂf))cosa-i-t( — )co.s/‘

+ (¢sinf) 4+ tcos00) cosl, ...,

¢ étant I'arc de A. A TI'aide de ces formules on trouve. que les condi-
tions

J% 3
Z-{i_cosa: 0, 253“’51:‘:”’

exprimant que A est une trajectoire orthogonale des plans rectifiants
de L, deviennent

(tcoshy +1=0, (L(sindY=o,
d’oli, par intégration,
(1) leosh=a—s, Isinlh=0,

a ct b étant des constanles.

Si P'on porte les plans rectifiants de L ct les points M qu'ils con-
tiennent sur le plan rectifiant initial (le plan rectifiant en A), les points
M vont se ranger, sur ce plan, suivant une ligne L, dont I'équation en
coordonnées polaires ¢, § st

(sin)=b.

Cette ligne L, est donc unc droite parallele a la tangente de L en A,
Et puisque, cn désignant par ds, la distance de deux points conse-
cutifs de L,, on a, en vertu des égalités (1),

dsy\*__ [deNt |, (dO'__
(7&) = («:s) +! (;,,—,) =1

ds, = ds.

on déduit
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Ce résultat nous donne la génération suivante :

Soient C une ligne quelconque tracée sur unplanl’, R une droite
de P et A un point de R. Que Uon déplace le plan P de fagon qu’rl
soit toujours le plan rectifiant d’une ligne arbitraue 1., landis que
le point A glisse sur la ligne L et la droite R demeure tangente a
celle courbe.

Si, pendant le mouvement du plan P, on fait glisser la courbe: C.
sur ce plan, parallélement a la droite R, avec une vitesse égale
celle du point A, la courbe C engendre une surface moulure dont
elle est le profil.

Si le plan P est assujetti @ la condition de rester, pendant le mou-
vement, le plan normal ou bicn le plan osculateur d’uneligne L, on a,
dans le premicr cas, la génération que j'ai étudice dans une autre
occasion ('), et, dans le deuxiéme cas, on trouve que le probléme est
réduit a Pintégration des équations suivantes :

(tcosh) — %(lsiuﬁ) +1=o0, (sind)—+ -;-(tcosf)) =o.

Sur une surface moulure on ne peut avoir qu’une scule trajec-
loire orthogonale des profils qui soit & courbure constante, ou hicn
a torsion constanlte.

1° Si, en cffet, T ct T, sont deux trajectoires & courbure constante,
les lignes ¢, ¢,, licux des centres de courbure de T et T, sont aussi a
courburc constante ct, cons¢quemment, elles ceincident avec l'aréte
de rchroussement de la développable directrice 25 ce qui ne peut pas
arriver.

2° Supposons (ue les trajectoires T, T, soient & torsion conslante
1 1
m’ n

On a ¢videmment

L) n
= _—_ A= — 8, = —ds.
m n 5 d'ot D ) ds, m ds

i

(I_s _ ﬁ !I_\ ds, n
g

-~
-~

() Voir Sulle superficie modanate (Journal de M. Battaglini, 1892).
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IEt puisque, en désignant par p, lc rayon de courbure de l'ardte de
rchroussement de £, on a

d [ d. d d>
Po=p+ T (I' di) =8l ("’ ds—:‘)’
il suit

v 2
A+ mip = —(p + np")

On a done m = n, ct conséquemment
r=1r=um, fr=p dds, = ds,

ce (qui démontre I'identité des lignes T, T,.
Des considérations géométriques asscz simples démontrent que ce
résultat est absurde.

Les propridtés qu'on vient d'énoncer sont done démontrées,

I1.

Soicnt £, { les coordonnées d’un point quelconque du profil par
rapport & un systéme d’axes coordonnés Q(%, 7). Dans le roulement
du plan de A sur la surface développable £, Paxe Q5 enveloppe, sur

cette surface, une ligne géodésique L. En désignant par o, y, 5 les
coordonnées d’un point quelconque de L., et par \, Y, Z celles d'un
point de la surface engendrée S, ona

\ \ =u—(§ +s1)cosx +Z cosl,
(2) Y =y —(E+s1)cos3 + {cosm,

' 7. =35 — (5 +s1)cosy + Jcosn.
Si donc la surface moulure S doit passer par Ia ligne

e, =x,(1), Y= (s 5=3,(0)
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(¢ paramétre quelconque), on doit avoir
E=—X(r, — x)cosa — s, n=X(«&,—x)cosl,

(&)

(&, — x)cosh = o,

Kt puisque, & aide de la troisiéme équation (3), on peut éliminer
un des paramétres ¢, s, il suit que :

Silon donne une surface développable quelconque X et une ligne
a@ double courburel.,, on peut, en général, conduire par cette ligne
une seule surface moulure ayant X pour déceloppable directrice,
ou bien un nombre fini de ces serfaces.

Lorsque la développable S se réduit & un cylindre, on peut prendre
une de ses sections droites pour ligne géodésique L. Si donc les génc-
ralrices du cylindre sont paralléles & I'axe des 3, il suffit de faire dans
les formules précédentes

cosl=o, cosm = o, cosn =1; COSY = 0;

cosA = — cosf, COSW = COS%,  COSY=10; 3I=0,
CXEMPLES :

1" Faire passer une surface moulure par une droite, la déve-
loppable directrice étant quelconque.

Iin supposant la droite paralléle au plan & = o et inclinée de 'angle 0
sur 'axe des 3, on a

€y=a, y,=Isinl, 3, == L cosh,
ct la troisiéne ¢quation (3) donne

(& — a) cos) + ¥ cos . +- 5 cosv
sin 0 cos '+ cos0 cosy

{ =
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Pour définir le profil A, on a donc les équations

= (r—a)cosa+ (y

+(s -

n=—(r—a)cosl — (y -

(x—a)cosd+ ycosp+ 5 cosy sin
81n 6 cos . + cos cosy

)cosﬁ
(z—a)cosl-{-ycosp.-&-zcosv ,)

v —-—
8in0 cosp + cos® cosv cos %
{rx—a)cosd + y cos 43 cosy

sin® cos . + cosb cos v sin0 ) cosm

(z—a)cos) +y cosp—+ 5 cosy

cos 0) cosn.

_<,-,_

La courbe A déterminée, le probléme est & considérer comme ré-
solu.

8in0 cosp -+ cos0 cosy

2* Faire passer une surface moulure, dont la développable di-
rectrice I est & céne directeur de révolution, par une ligne qurl-
ronque placée sur un plan paralléle a Ua.ce du céne.

L'arcte de rebroussement de I est une hélice que nous supposons
tracée sur un cylindre dont les génératrices sont paralléles a l'axe des 35
supposons la ligne L., dans le plan coordonné y' = o el soit

5=f(=)

son ¢quation. Puisque y, =0, cosv =o, la lroisitme équation (3)
donne

"
'-|-—-

& 00sh +ycosp
cosA

¢t les équations (ui définissent le profil \ deviennent

y _ cospcosx— coshcosp - X COSA =+ y COS o -
T cos2 y+ ["’ f( cosX COSY = %,

v cos . cosl — cos A cosm
: cos ).

- Z COSA 4 y cos
y— [. —f(————a;a—-—-——)] cosn.

Cela suffit a la solution du problé¢me.
Le probléme de constraire une surface moulure passant par une
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ligne connue L, lorsqu’on donne les normales de la surface le long de
cette ligne, est indétermind, si on laisse tout & fait arbitraire la déve-
loppable directrice . L’indétermination peut disparaitre, en posant
des conditions pour cette développable.

Supposons que la développable Z soit, par exemple, un cylindre (non
donn¢ e priori) et que les normales & la surface le long de la ligne

L,(z,, y:,5,) soient définies par leurs cosinus directeurs cosA, cosB,
cos C.

Sur ces droites prenons, & partir de L,, des distances H et soit
Lo(@4y ¥a» 30) le lieu des extrémités. On a

ro=x,+ HcosA,  y,=y,+HecosB, 5,= 3, + HcosC,

et, puisque les cosinus directcurs des normales au cylindre 2, pro-
jetant L sur le plan 5 = o, sont proportionnels aux quantités

cos@, + Il'cosB+H(cosB), —[cosa,+H'cosA+H(cosA)]|, o,

la condition pour que le cylindre I soit tangent & la surface lieu des
normales données est exprimée parI’équation

[cosB, + H' cosB + H(cosB)]cosA
— [cosz, + H'cos A + H(cosA )] cosB = o,
d’ot I'on déduit

__ cosz;cosB — cosf; cosA
™ cosAcos(BY — cosB (cosA)

La distance H connue, on peut construire la ligne L, et conséquem-

ment le cylindre Z; aprés cela, rien ne s'oppose 4 la solution compléte
du probl¢me.

Supposons que la ligne L, soit une géodésique de la surface. —
Dans ce cas, les normales de la surface le long de L, coincident avec
les normales principales de L,. On a donc

cosA = cos},, cosB = cosp.,, cosC = cosv,
Journ. de Math. (5° série), tome I}, — Fasc. IV, 1897, 53
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et

H= cosn, )

1 1
— COoSny— = CO8 Y,
f1 r

Supposons que la ligne L, soit une asymptotique de la surface.
— Les normales de la surface le long de L, doivent coincider avec les
hinormales de 1.,. On a donc

cos A = cos/,, cosB = cosm,, cos(: = cosn,
el
____ Ihcosy
H= cos Y,
I11.

Si I'on désigne par dA la distance entre deux points infiniment
rapprochés d’une surface moulure, on déduit des équations (2)

d\* = (S - -E—:'f)’ds* + da*.

r

La courbure géodésique des trajectoires orthogonales des prolfils
(5 = const.) est donc donnée par la formule

Flo i
St

©
DY
~ [

A partir d'un point quelconque A de la surface, menons la perpen-
diculaire AB sur I'axe instantané de rotation MN ect la normale AC
de la surface. Puisque la droite MN coupe la ligne L sous un angle

dont la tangente trigonométrique est f, car clle estla droite rectifiante
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de L, on a pour rayon de courbure g, de la trajectoire

f+s L
co=AB=—F___",
va l l
P
Cette formule et 'autre (4) donnent
144 C'

AY
cose = cosACB =

Si donc R, ct R, sont les rayons de courbure principaux de la sur-
face moulure, on trouve

Ry= o= £ 7 Sy
T sine ¢ &
F T

=L,
- F

Lorsque la développable directrice est un cylindre, on a -,'- =0 el
conséquemment

(3) R=2%  R=§

Il suit que la courbure K de la surface est donnée de la maniére
suivante

Si, par exemple, la courbure de la surface est proportionnelle & la
courbure E+"'l—s des trajectoires orthogonales des profils, on doit avoir

£ = a, d'on il suit

On voit d'ici que : Le profil est une cyclotde dont la base est pa-
ralléle aux génératrices du cylindre directeur.
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Si 'on remarque que la courbure géodésique K, des trajectoires
orthogonales des profils cst, & cause de D'égalité (4),

K‘=T+_s’
on a

K_¥

K=

Le rapport]—l:'—’ ne dépend donc nullement de la nature du cylindre

directeur. Si donc on rappelle que sur la pseudo-sphére la courbure

totale ct la courbure géodésique des paralléles sont des constantes, on
déduit :

Dans la surface moulure a développable directrice cylindrigue
dont le profil est une tractrice ayant I’asymptote paralléle aux gi-
nératrices du cylindre, le rapport de la courbure de la surface ¢
la courbure géodésique des trajectoires orthogonales des profils est
une constante.

Le théoréme subsiste aussi lorsque la surface moulure se réduit a
une surface de révolution.

Soit L une ligne quelconque tracée sur une surface moulure i dé-
veloppable directrice cylindrique, dont le profil n'est pas circulaire.

Tout lc long de cette ligne L il subsiste une certaine relation entre
les quantités s, o, R;, R, ct les dérivées de R,, R, par rapport i s et 5.
Mais puisque, en vertu des équations (5), on a

R=f(s), Ro=5(s)+s(o),

f(3), 3(5) ¢t Y(o) étant des fonctions de g, on trouve que les déri-
vées de R, ct R, différentes de zéro ct les arcs s, o'sont exprimables par
des fonctions cn termes finis des rayons R,, R,.

Cela conduit au théoréme remarquable suivant:

Quelle que soit la ligne qu’on irace sur une surface moulure a
développable directrice cylindrigue et & profil non circulaire, les
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rayons de courbure principauz de la surface vérifient, tout le long
de cetle ligne, une méme relation finie.

Remarque. — Lorsque le profil est circulaire, toute relation en
termes finis entre R, ct R, revient a la relation unigue R, = const.

V.

Il 0’y a aucunc surfacc moulure dans laquelle les rayons de cour-
bure principaux soient liés par une méme relation finie, dans toute
I'étenduc de la surface. Une telle relation ne peut donc étre vérifiée
que dans une suite de points constituant une ligne.

Supposons que le profil de la surface moulure soit la ligne

(6) §=/(0)

et que la section droite du cylindre directeur soit représentée par les
¢équations

v=9(s) y=H4(
ou bien par I'équation
(7) R = R(s),

en coordonncées R}, s.
Puisque des équations (5) on déduit

on voit que la ligne L de la surface, le long de laquelle les rayons de
courhure sont liés par la relation

(8) R, = f(R),
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est définie par les équations suivantes

IO RZOHICRY
=)0 @ ()1

7=

Que I'on fasse tourner cette ligne autour de I'axe des 3, ct l'on en-
gendre une surface de révolution S ayant pour ligne méridienne la
courbe

(9) "«J"\/R2 ltf ]+Z"f’(5,), S, =20.

En remarquant que

y! - ey ;‘
R l'+>‘ (‘)] :/

_— dz ] ! )
Ve d Ji+)1(3)

M

A U (S

on obtient

_1n2 1 [l + )\’*(s',)%.l e ‘
To = [R 3\/! +)"’(So)',‘ 1"(30) . A(zo)
3 ]
I N IERS (:‘.){n"
+ |+>.'*(:o)f) [ TEN)

(10)

Aprés avoir posé
(”) J’o=4'(30)7

I’équation (10) donne

V(z..)=R’W¢7,—(‘—f['“’(“°)’] 8

) 1 o | 14 N2(350)2
- '+x"<:o>f’[ UES) ]

(12)
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D’ailleurs on a

R DN [y
TR T V(%)

ct, conséquemment,

{ 2i(s, 2'0
(13) “«=fa"—’—*p—(:—ﬂ)”—e-

On peut donc énoncer le théoréme :

Si le profil de la surface moulure et la section droite du cylindre
directeur sont représentés par les équations (6), (7):

1° La ligne L le long de laquclle les rayons de courbure prinei-
pauzx vérifient la relation (8) s’obtient en coupant la surface don-
née par la surface de révolution S dont la ligne méridienne est la
courbe (10).

2° La surface de révolution S dont la ligne méridienne est lu
courbe (11) coupe la surface suivant une ligne L, le long de la-
quelle les rayons R,, R, vérifient la relation finie qu’'on obtient cn
éliminant 3, entre les équations (12), (13).

EXEMPLES :

1° En supposant que le profil de la surface moulure soit un cercle
de rayon m, que le long de la ligne L soit vérifiée la relation R, = &
et que la section droite du cylindre directeur soit une spirale logi-
rithmique (R = as) ou bien un cercle (R =a), on trouve que la
courbe L s'obtient en coupant la surface par les cllipsoides avant
pour lignes méridiennes respectivement les cllipses

D11

r3 £ PH 3
4 2=
a*(hk—m)ht 7 m? ? a4kt omr
-3 (@4 4%)

2° Supposons que le profil de la surface moulure soit une parabole

[f=r0=%]
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que la section droite du cylindre directeur soit une spirale logarith-
mique (R = s cosi), et que la surface de révolution S coupant la surface

moulure soit une sphére [z, = $(3,) = Vm? — 51 ].

[.’équation (13), résolue par rapport 4 (z,), donne

S
a aR,\?
) A

¢t conséquemment, le long de la ligne d'intersection L, les rayons de
courbure principaux vérifient la relation

I S () S
= - 3 .
(QR, 3
77)

I.’équation (12), résolue par rapport & R, donne

)\'i N ]
(14)  R= \/wo) ,H,,(-)/*[‘rﬁ]
et, dans ce cas, on a ,
sz:f(é'fr)?"‘&y

3
- N RN RS
(.I.)) S = \/l—}-)\"( f’ )\”(50) } )\(ﬂo).

—1I

2
(X2
]
=%,
ﬁ
~~~
)
al:
N
w

¢'est-d-dire

D'ailleurs I’équation (11), en vertu des égalités (9), peut s’écrire

w  RTIH
On a donc le théoréme:

Si en coupant une surface moulure par la surface de récolution S
dont la ligne méridienne est la courbe (11), on obtient une ligne 1.
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le long de laquelle les rayons de courbure R,, R, vérifient la rela-
tion (8):

1© Lorsque le profil de la surface est la courbe (6), la section
droite du cylindre directeur est représentée (en coordonnées R, s)
par Uéquation qu'on oblient en éliminant 3, entie les équations
(14), (15).

2° Lorsque la section droite du cylindre directeur est la courbe

(3), le profil de la surface moulure est représenté par Uéquation
différentielle (16).

CXEMPLES ¢

1° Supposons que le profil de la surface moulure soit circulaire
=NQ) =vm*= (],

que la surface de révolution S coupant la surface moulure soit du
deuxi¢me ordre [« = §(5,) = yaz: + B}, ct que tout le long de L
ligne d'intersection L soit vérifiée la relation R, = A.

On trouve que la section droite du cylindre directeur est la courbe
représentée par I'équation

_ 3 _ami R,
ll—\/am +8 Ty

La surface du deuxiéme ordre se réduit & un cylindre ou bien & un
cone lorsqu’on a respectivement

®=o0, B =ea?; a =03 B=o,

a ct b étant des constantes. Dans ces cas, on a

k? b’ A®
Rz\/a’—- ms’, R_-\/b mt— L —;') $*,

Journ. de Math. (5* série), tome I1I. — Fasc. IV, 1897, 5-’!
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ct conséquemment le cylindre directeur a pour section droite une épi-
eveloide (').

2° Supposons que le cylindre directeur soit circulaire (R = a), que
la surface de révolution s soit une hyperboloide & une nappe

[ 2= 4(3,) = vaizs + B |

ct que tout le long de la ligne d’intersection L soit vérifi¢e la relation
Re=k.
On trouve que le profil de la surface moulure est la courhe définic
par I'équation
(=" i 1 gey, F7
_m[ce + (a*— B*)e )

¢ ¢tant unc constante arbitraire.
Pour 32 = a?, on obtient

L]
[

— L oF
C=e,
¢quation qui représente une tractrice dont l'asymptote est perpendi-
culaire aux génératrices du cylindre directeur.

V.

Je vais démontrer une propriété remarquable des surfaces moulures
& développable directrice cylindrique.
Soit L. une ligne & double courbure, représentée par les équations

(17) £ =Recosw, y=Rsinu, s=0U

(R et U étant des fonctions de u); .\ la projection de L sur le plan
s = o ct M la ligne méridienne de la surface de révolution engendrée
par la courbe L tournant autour de I'axe des 5.

(') Voir Sur les lignes sphériques, § 8 (Jornal de sciencias mathematicas ¢
astronomicas. 188g).
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Soient 7 et & les inclinaisons de L sur la méridienne M et sur l'axe
de la surface de révolution, 0 I'inclinaison de \ sur les rayons vec-
teurs R issus de l'origine et ¢ 'arc de A.

Ona
(?{I}) R? (du> =1,

et puisque

dR 0: de _duds _du 1
d = E T & & T & sne’
il résulte
(18) R% — sinfsine
‘ A .

Or, les équations (7) donnent

—‘{‘i =R+ R+ U
on a done
R du

RV ooy ey (A

Cette équation et (18) donnent
(1g) sin{ = sinfsin w.

En remarquant qu’une surface moulure, dont la développable
direetrice est un cylindre, peut étre considérée comme I'ensemble
d’unc infinit¢ de bandes infiniment petites de surfaces de révolution
ayant pour ligne méridienne le profil et pour axes les génératrices du
cylindre, I'équation (19) donne lieu au théoréme suivant :

Si sur une surface moulure, dont la déceloppable directrice est
un cylindre R, on trace une ligne quelconque L, entre les angles i
et w que L for 'me avec le profil et les génératrices du cylmdrc K,
et L'angle O que la projection A de L. sur le plan d’une section

droite du cylindre forme acec les tangentes de cetie section, a licu
la relation (19).
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Ce théoréme pourrait &tre le point de départ pour une construction
géométrique simple d’une loxodromic de la surface moulure. En re-
marquant que les conditions w = const., i = const. entrainent I'autre
0 = const., ona

Iy a seulement un cas dans lequel la ligne d’intersection d’une
surface de récolution avec un cylindre, dont les génératrices sont
paralléles ¢ Uaxe, est une hélice du cylindre et une loxodromie de
la surface; c’est le cas de Uhélice cylindro-conique ordinaire.



