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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur les équations de U’Hydrodynamique et lo théoric
des tourbillons;

Par M. P. APPELL.

1. On sait (ue la théoric des mouvements tourbillonnaires repose
sur un théoréme énoncé par llelmholtz. Des démonstrations nouvelles
de ce théoréme fondamental ont ¢té dounées par M. Kirchhoff, par
Sir W. Thomson et par M. Poincaré.

M. Maurice Lévy a remarqué () que des ¢quations (ui renferment
tous les ¢léments de la théorie des tourbillons ct (ui sont analogues,
parfois méme identiques, & celles de Kirchhofl' se trouvent dans un
Mémoire de Cauchy, présenté & PAcadémic des Sciences de Paris
en 1815 ctimprimé dans le Recueil des Savants étrangers en 1827
ce Mémoire, intitulé : Théorie de la propagation des ondes a la sur-
Sface d’un fluide pesant d’une profondeur indéfinie est reproduil

(') Voyez unimportant article de M. Maurice Lévy : L'/ydrodynamiyue mo-
derne et I'hypothése des actions a distance (Revue générale des Sciences pures
¢t appliquées, 15 décembre 189go).

Voyez également un excellent Travail historique de M. Brillouin, publi¢ dans
les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse en 1885,
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dans le premier Volume (17 série ) des GE uvres complétes de Cauchy,
imprimé chez Gauthier-Villars en 1882, ct les équations dont il est
(uestion se trouvent dans la deuxié¢me Partie, section premiére.

'n me placant surtout au point de vue de I'enseignement, je me
propose d’indiquer une interprétation simple et immédiate des équa-
tions de Cauchy, donnant les théorémes fondamentaux de la théorie
des tourbillons ct conduisant en méme temps aux équations de Weber.

2. lmaginons un fluide soumis & des forces dérivant d’un potentiel
et dont la densité est fonction de la pression.

Cauchy supposc la densité constante; mais, et c’cst la une remarque
(qui a déja été faite souvent, son calcul s’applique identiquement au
cas plus général ot la densité est fonction de la pression.

Pour bien préciser les notations, nous reprendrons ici ce calcul.

Appelons avee Lagrange a, b, ¢ les coordonnées d’une molécule du
fluide a Pinstant initial ¢ = o, et u,, ¢y, %, les projections de la vitesse
initiale de cette molécule sur les axes; appelons de méme «, y, s les
coordonnées de cette molécule a I'instant ¢ et u, ¢, w les projections
de sa vilesse; supposons enfin que les forces agissant sur le fluide
dérivent d'un potentiel U.

Les coordonnées «, y, 5 d’une molécule au temps £sont évidemment
des fonctions des coordonnées initiales a, b, ¢ de cette moléeunle et du
temps

c=f (a,b,et),
)'=fo(aa b, c, ),

s=fy(a,b,c,t);
dr ) 4 dJs

= — = W= —
! 4", % l)l’ ¥ ()l’

en ooutre

de sorte que w, v, w sont fonctions des mémes variables @, b, ¢, (.
Les équations du mouvement sont alors
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p désignant la pression et w la densité. Comme w est fonction de p
par hypothése, on peut poser

-t

() du_ 0% ¢ _ oy odw _ dy
{ T3 ‘T e 0TI

et écrire

Dans ces équations, ¢ est regardé comme fonction de «, y, 3, (;
mais z, y, 5 sont fonctions de a, b, ¢, ¢: ona donc

9 _ 4 odr o0y dy 0403
da~ dr da " dyda ' 0s da’
ou, d’aprés (1),

‘. d Judr  dvdy  dwds
(2) o= dida "ot da % da

On trouve de méme

dv dy . ow Js

. 0y _ du gz
(3) 3 96+ 9t 96

o0

IXliminant ¢ entre ces deux ¢quations & I'aide de la relation

w(3) = (3)
ab\oda) ~ 9a\db )’

on a I'équation

[ 0%u da:__ d_"u___d_a_:_'_ d%v .d__)_'_ dty ﬂ)l
) sdt b da dtdae db 0tdb da  dtda db
( 0w 0ds w 05
* 9t0b 9a " dtoa b = "

Si, maintenant, on a égard aux formules
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on reconnait sans peine que le premier membre de (4) est la dérivée
particlle, par rapport a ¢, de la quantité

dudr OQudx  dedy dvdy  dwds Ow ds

amtm e . —— — —— —— o

96 0a " 0adb T dbde 9adb T 96 da " Ja db
Cette quantité est donc indépendante du temps ¢ : clle st égale,
pendant toute la durée du mouvement, & sa valeur initiale; or, i
I’époque ¢ = 0, on a

U= u,, V= 0y, W= w,, £ = d, y=0b, s=c,

et, par suite, toujours pour ¢ = o,

9 _ 92 _ o W _ r_,.
=" BE" =" #TH

la valeur initiale de la quantité considérée est done

dity _ 0¥,
ab da

On en conclut I'éguation

—— e - e— —— —_— e — —— Y — ——— — — —

(3) dudr dudr | dv dy dv dy + dwds  Jdwds __ du, dv,
?) b da " 0adb T dbde Jdadb T hdn dadb oh  da

et deux ¢quations analogues obtenues en permutant a, b, ¢ @, y, 3;
u, ¢, w,

Telles sont les trois relations établies par Cauchy et dénotées (1)
dans la deuxitme Partie de son Mémoire.

3. Voici maintenant 'interprétation u’on peut en donner. Consi-
dérons I'expression différentielle

(6) wde +cdy +wds — (uyda + vy db + wyde),

ou fesl 1egardé comme une conslante, el x, y, 5 comme des fonctions
de a, b, ¢, t correspondant au mouvement du fluide. Les équations
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de Cauchy telles que (5) signifient que, pour chague valeur de t,
I'cxpression (6) est une différentielle totale cxacte.
En cffet, ¢ étant regardé comme une constante, on a

__Ox dx Jx
dzx = -dzda+ azdl)-l- b—;dc,
_ % dy dy
dy = - da + spdb + 5 de,
. _ 0z ds az
ds = %da+ bzdb-l— d—cdc'

L'expression (6) s’écrit alors

du d ds dx d ds
(u% —+—v‘7+cvd uo)da-f-( ¢)b+pd{+wdb vo)clb,
+< 9x - + 0%% +wg~3 -w,,)dc,
expression de la forme
Ada + Bdb + Cde;

ct les relations Llelles que (5) signifient, comme on le vérifie immd-
diatement,

© 9B _OA L JC_oB  OA_dC
a " 9b’ 96 9’ 9~ da’

la quantité considérée est donc bien une différentielle exacte d’une

fonction

F(a, b, ¢, 1)

¢t 'on a, pendant tout le mouvement,

()x d_y JF

Usa T P9¢ T+ W()a U =5z’

\ () 0y ds oF
(?7) “or 7006 TWap — =g
dx J ds JF

'4
()c+" +W Wo"—“'

de oc’
Journ. de Math. (5 série), tome I11. — Fasc. I, 18¢7. 2
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équations que Pon peut résumer dans I'équation unique
(8) udr + edy + wds —(u,da + ¢,db + w,dc) = dF-.

JI gF oF
da’ 9’ ¢
pour £ = o, car u, v, w prennent alors les valeurs u,, vq, w,ct e, 3, 5
les valeurs a, b, ¢. Donc, pour ¢ = o, F se réduit & une constante indeé-
pendante de a, b, c.

D'aprés ces équations (7), les trois dérivées sannulent

4. Dans cette maniére d'interpréter le calcul de Cauchy, le théo-
reme de Lagrange sur le potentiel des vitesses devient évident. Ce
théoréme consiste en ce que si

uyda + vydb + w de
est une différentielle totale exacte d’une fonction g(a, b, ¢),
nde + cdy + wds
est également une différentielle exacte. On a en effet

ude +vdy +wds = u,da + vodb + wode + d1°:
si done
uyda + ¢odb + w,de = d3,
on a
udr + ¢dy + wds = d(3 + F),

ct le théoréme de Lagrange est démontré,

8. Le théoréme exprimé par identité (8) permet d'établir im-
médiatement le théoréme de Helmhollz sous la forme donnée par Siv
W. Thomson ct adoptée par M. Poincaré dans ses Lecons (*).

Soient C, une courbe fermée prise dans le fluide a Pinstant 1 = o, ¢l
C la courbe fermdée suivant laquelle sont disposées a I'instant ¢ les

(') Poixcart. Lecons sur la théorie des tourbillons; Carré, 1893,
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molécules qui étaient primitivement sur C,. On a, quel que soit /,
(9) f(ud.c + ody +wdz) = f(uoda + vodb + wydc),
8 Je,

la premiére intégrale élant prise le long de C et la deuxiéme le long
de (.

En effet, d’aprés l'identité (8), la différence des deuy intégrales ()
esl

fdl"(a, b, ¢, 1),

e,

¢'est-i-dire o, puisque la courbe C, est fermée. Réciproquement, eu
partant de cette propriét¢, on remonte immédiatement & l'identité (8)
cl, par suite, aux équations de Cauchy. Car, si la différence

f (ude +cdy + wd3s) — [ (ugda + ¢,db + w,de)
G Ca

est nulle quelle que soit la courbe C,, 'expression
ude + ¢dy + wds — (u,da + ¢, db + w,dc),

considérée comme fonclion des variables indépendantes a, b, ¢, est une
différentielle totale exacte.

6. Au sujet de la fonction I qui s’introduit ainsi dans la théorie du
mouvement des fluides, nous ferons les remarques suivantes :

Soit T, un arc de courbe non fermé, d’extrémités M, et M,, pris
dans le fluide a U'instant initial ; & Uinstant 7, les molécules, primitive-
ment situées sur Iy, sc trouvent sur une courbe I' d'extrémités P, et
P,. Appclons a,, b,, ¢, ct a;, by, ¢, les coordonnées des points M, et

M,; Y0y 35 €Ly, ¥y, 5, celles des points Py et P, Evaluons l'inté-
grale

' P
(10) : / ude + vdy + wds,

Py

prise sur I'arc I'. Les coordonnées x, y, z d’un point P de cet arc sont
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fonctions des coordonnées a, b, ¢ d’un point Mde T', et de ¢,

x=f(a,b,c,t),
(i }’zfc(a)b’C, 2),
é s = fy(a, b, c, l).

(Quand lc point géométrique M décerit I'arc I'y de M, en M, le point P
décrit T'de P, en P,. En faisant, dans I'intégrale (10), le changement
de variables exprimé par les formules (11), o1 a une valeur constante,
on lrouve

(LY
[ udr + vdy + wds
LA

= f‘““ /“gf"‘"dy-*-wg da+(u'1‘3 + )dlm- W Vde
._.”“.,‘( da Jda Ja a5 T T ) -,

ou encore, d’apreés les relations (7),

(LA 1 N
f udz + vdy + wdsz = f uyda + v db + w,de + dF,
[{ 9] ‘“uo‘
ot en tl‘ansposam

Py My

f udz + vdy + wds — f u,da + vodb + w, dc

Py My
(M, )
== f dF =F(a,, b,, ¢, 1) — F(a,, b, ¢,y 1),
<My

relation qui pourrait servir a définir géométriquement la fonction’l.
car les intégrales du premicr membre ont des significations simples.

7. Reprenons les équations du mouvement (1) et les relations (5)

du %
ot — da’
de __ 9%
ot — dy’
dw 4_)__@

9t ~ o5
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dz dy s __ JF
o +v()a+w-d_l;—u°+ ()a’
or dy ():.__, JF
“obtYos tWai ="t gp
dx dy oF
u;)—-+vd +(Vd —-Wo-*-a'z"o

ol .z, y, 3, 4,9, w, I sont des fonctions dc a, b, ¢, (5 uy, ¢,, w, des
fonctions de a, b, ¢; $ unc fonction de x, y, 3, 1.

Différentions la premiére équation du deuxiéme groupe par rapport
aly il vient

dudr  dv dy  dw ds3 Jdr iy iz &
2oa T aioa T ot9a T Yoaot T ot T Wiaor = daov
mais on a
dr . Pxr  Jdu . du 4)9 .
=% ganT e U T 9’ ’

on peut donc éerive

d dr Y dy | dY ds du Jv ()w 9*F

drda " dyda " 9:9a %0 T3t Voa T vavi
[ . v . . . ) d¢ v )
La premiére ligne de cette équation estidentique & 55 car ¢ dépend

de a, b, ¢ par I'intermédiaire de x, y, 3 : on peut donc écrire I'égua-
tion

m[*"*’ (0?4 ¢+ ot )—"—I-:J 0.
On trouverait de méme

J 1, 4 2 " JF]

az[qa-f-a(u + et W) - o | =o,

J Y4 ot 2 9F] _

%[gp-*-;(u + 4w )—-7)7]—0.

La fonction entre crochels est donc indépendante de a, b, ¢ et ne
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dépend plus que de ¢. Done
b+ - (u’-+—v’+w’)—— = =y ().

Comme jusqu'ici la fonction F a simplement été définie par la con-
dition que ses dérivées particlles par rapport a @, b, ¢ aient des
valeurs données, elle n'est déterminée qu’a une fonction de 7 préset 'on

peut faire rentrer f'/_(l)dt dans F; on a donc enfin

£V . o __ dF(a,b,c,0)

Y+ ()= 5 ,

ott la fonction I sl maintenant complétement déterminée i une con-
stante additive prés. On peut convenir de déterminer celle constante
de fagon que F s'annule avec ¢, car, pour { = o, ¥ est indépendant de
a, b, e (n®3). Ces équations reviennent a celles de Weber.

8. En adoptant les notations habituelles, désignons par %, . { les
projections du vecteur tourbillon

0 v
25:;);—:——1.;’
-—-g_lf aw
M=79: ~ o’
dv du
=5~

oll u, ¢, w sont supposés exprimes en fonctions de.r, y, 3, 1. Appelons
en outre £y, 1, {, les valeurs de %, v, {a linstant ¢ = o,

__Odwo I
YT 96 T o’

du dw
Me= co -(—)_a_o’
0w, du,
20=3 " @
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Cauchy établit entre ces quantités les relations suivantes | équa-
tions (16), seconde Parlic)

1 dr a.r d.lf’-
‘ D% = ;)—”‘Eo"“‘(j[,"foo + %Coy

dy dy dy
(_l'-’-) ‘ D"az,)%zo'*'j(‘,'ﬂo‘*‘jgzo’
03 J3 03
r=%§o+ 55'60'*‘&(01
ol D désigne le déterminant
dr dr dx
da db Jdc
=% % )
D= da db dc
95 95 03
da db dc

Ces équations de Cauchy permetient de veérifier facilement cette
conséquence du théoréme de Helmholtz, que les lignes de tourbillon
se conservent. Clest ce qu’on voit en ecmployant I'analyse de Kirchhofl
dans ses Vorlesungen aber mathematische Plysik, p. 165. On
appelle lignes de tourbillon les lignes qui, a l'instant ¢, admettent
pour tangentes en chacun de leurs points le vecteur de projections
(%) My £). Ces lignes ont done pour équations différenticlles

de __d ds
T e W=
1) 3 Y 4
A l'instant initial ¢ = o, les lignes de tourbillon ont pour équations
différenticlles

B me G

(vlwo) iﬂ _ db - dc

Il faut montrer que les moléeules qui, 4 L'instant initial, sont sur
une ligne de tourbillon T, sont & I'instant ¢ sur unc ligne de tourhil-
lon T. La molécule qui, a I'instant £ = o, a pour coordonnées «, b, ¢,
posside au temps ¢ les coordonnées z, y, s lides & a, b, ¢ par les rela-
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tions de la forme

x=f (a,b,c,t),
y =/Ji(a,b,¢t),
3= fy(a,b,c,t).

Quand le point géométrique a, b, ¢ se déplace sur T, de da, db, dc,
le point x, y, 5 subit un déplacement géométrique correspondant

| die = ')rda-i— lb+ !lc,
(13) tdy =3 9 dy + 2 (1[)+‘)y(/c,

’mu?w+ @+*w

Le point a, b, ¢ sc déplacant sur Ty, da, db, dec vérifient les vela-
tions (T,) et'on a, en appelant A un facteur de proportionnalité,
’

da=2nE,, db = Ay, de = 2\,.

Alors, d'aprés (12) et (13),

dz ——)\(‘)'.,o+ 3, T+ 'l);"”Z ):: %5,
0, P
(ly = 7\(-—{; fo-i— - ’)c Zo) p W
Jds 2
de —-)\( Eo ()b nu “)z"to) = BC’

relations qui montrent (ue di, dy, dz sont proportionncls & §, v, ¢,
c'est-a-dire que le point z, y, 5 décerit une ligne de tourbillon T.

Le méme fait de la conservation a licu pour les lignes définies par les
équations (To) et (T) en prenant pour &, ¥, {, des fonctions arbi-
traires de a, b, ¢, pourvu que§, ¥, { soient donnés par les formules (12)
de Cauchy, dans lesquelles D est un facteur quelconque de propor-
tionnalité,



