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ATTRACTION D’UN ELLIPSOIDE HOMOGENE. 305

Expression des composantes de Uattraction d’un ellipsoide

homogéne sur wun point extérieur, au moyen des fonctions

bet;

Par M. E. MATHY.

I. — Expression par les fonctions 6.

1. Soient a, b, ¢ les demi-axes de I'ellipsoide et m le point extérieur.

Cet ellipsoide se décompose en couches infiniment minces & surfaces
homothétiques a I'ellipsoide extérieur; désignons par a, f, y les demi-
axes d’une quelconque de ces couches.

Par m, faisons passer une couche homofocale & chacune des précé-
dentes; soient &' §'y" les demi-axes; mn = e I'épaisseur de cette couche
en m et OQ = P’ la distance du centre O de Vellipsoide au plan tan-
gent en m, i le point d’intersection du rayon O m avec la surface inté-
rieure de la couche passant par m.

Les deux triangles min et OQm donnent

0Q.mi _ P'dy
=

e= —
Om Y

Prenant % = u comme variable et désignant par X, Y, Z les com-

posantes de I'attraction, on sait qu’on peut leur donner la forme sui-
Journ. de Math. (5 série), tome Il. — Fasc. TII, 18g6. 4o
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vante (') :

. T 2
X:-—31\’Inz-‘§5f wde
O (1 Bur) (1 + )

(1) {Y=—3Mmf wdu ,

0 (l+l’u’) (1 + % )

5 “F w?du
Z=— 3Mm§]

¢ (1 l’uf)%(l -+ 20t )%

1

Ces formules se réduisent &

N=—3MmE &, Y=—3Mni U Z—_3MmF,

¥ représentant Pintégrale

¢

¥ = g wida
= ; ;-
.

O (14 Lu?) (1 + I2uB)?

Je me propose de rechercher la valeur de F. A cet effet, je posc

lu=1,
d’otl
! b — ¢t

1
du_—_-ﬁdl, lu—l,l— -,

{=ht;
h est réel et plus petit que 1, car dans T'ellipsoide, on peut toujours

supposer a > b > c.
Cettc variable auxiliaire transforme 1'expression de I qui devient

V=2

3) ¥ = 'j | ot '
(9, IE V(I + 2) (1 + h2ez)

(") Voir, par exemple, M. H. Resai, Meécanique céleste, ¢ édition, p. 1g8.
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Je fais la substitution

) (=20 0),

d’oll

g = MR =B g w0) W) £ ROVE) g v(0) g

() w(¢) #t(v)
Comme (4) conduit & w?*(¢) = T+ elv(e)= 1%:{/:", il vient
dt=J(1 + ) +k*)de ou do= de

\/(l+t’)(1+k'2t9).

En comparant cette formule & (3), je rem'quue qu’on obtient, pour

le module complémentaire, &'= A =\/= / 1’2”' _; k vau \/ — b°

L'intégrale (3) prend la forme

. . < e
(3) 1<=7f§[ P_(")dv.

a2
La fonction ———= = ( a pour périodes w et «’ et posséde, dans le parallé-

logramme dcs dcml—penodes, un seul pdle double v = :; la formule
connue de M. Hermite ‘

() 1[0 e :
R [0»..() D*log®, (‘)]

A2
p
. ve - « e .
(A étant égal T) permet d’éerire, aprés intégration,

o1 [04(0)
(6) F = [6;@70 - Dlogﬂg(v)].

La composante Z est donc déterminéc en fonction de 0,.

(1) Les notations X, p, v; 8, 8, 0,, 0, sont celles de Briot et Bouquet.
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Pour obtenir Y, il faut dériver le produit /F par rapport & I, avec
cette remarque que ¢ est indépendant de Z puisque % =lu.
Quant & X, comme F est symétrique en et /, je suivrai la méme

régle pour déterminer sa valeur; 4 la limite supérieure, on aura

A(0) \/b’—c’_

*(v) ¢
1 1
En remplacant / et I’ par (bz_ccz)z et 2=, ] vient les formules
suivantes :
)\(V\_ b — ¢t
. 3Mma [03(0) . ]N")_ <
= (a*— c’)(bﬂ_ce)% b,(o) v — Dlogt,(¢) v=0 ’
7.(v;_\/:l_’:-_d';
- _ 3Mmy 705 (0) ponT
D= [~ Dlostu(0)].
' Moy yar—ed
. 3Mms [0, (0) ) =
4=- (a8 — )i (bt — gty LO:(0) a Dloge’(v)]m

2. Il est évident qu’on peut obtenir directement X et Y. Si I'on re-

prend la formule que suppose le calcul précédent ¢ = ng ‘et qu’au
m

!

. . oy« Pdy . . Plda
licu d’égaler cette quantité e a ‘{'{ > on l'égale a —Ta‘, alors, en pre-

. 3 \ .
nant comme variable - = u,, des calculs semblables & ceux qui ont

fourni Z (') conduisent &

(8)  X=—3MnZ [ u; dus
0

T T
at— b2 . 2 a® — ¢t . 2
I I — ——75 5

(1) Resal, déja cité, p. 196.
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En vue de I'intégration, soit

:__pr L PO L I
du3= ——a——Tdta, @—b u;=a l;:k’t“'
(a’—-c’)? —¢

A ayant la méme valeur que précédemment.
En ayant égard a ces valeurs, je puis écrire (8) sous la forme

(9) X=—3Mm 3f ) ‘.M’ o
(a*—c*)? (1— ) (1 — k*ed)?

Si £, = A(v,), cette expression devient

(10) X—Mf INCHY 28

(a*—c%)?

Or, dans le parallélogramme des demi-périodes, la fonction double-

. b o b A wl L]
ment périodique A*(¢;) posséde un pole double —; en vertu du théo-
réme de M. Hermite, on a

0
2 (o) = 5 [—0% - D’logﬁ(v)].

I} . 13 9 L
Conséquemment, en intégrant et remplacant k* par Z

?

P e
() X=-—34e___[20), _p loge<v3>]m=w+‘
(ar— ¥ (at— o) L2
Pour calculer Y, je choisis comme variable —g— = U, ; ainsi

(12) Y — 3Mmyf' ul du,

N
!l)(l—- 7 ug)
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: a*—c? . .
Posons encore ————u} = £;; il en résulte

du, = —‘b—“t‘dl:‘v
(az_ cz)i'

1, 2o p2 .
R = L

2
br—c® , 2—ct , /o
3 u”:mtz:]f't:,
d’oil
Jat =3
: . v s
(‘lgl) \.-_: —31\[”2{ L dlg .
(a’—c’)_f 0 (r+4 A* t’)’(l k'2e3)?

N . A
“n faisant ¢, = (( )) » par des calculs analogues & ccux qui ont servi

dans la recherche de Z, on obtient

dt,

de, = — T
(1 k2222 (1 —k"*ed)?
‘/;’————-l‘_‘
) T yage
Y — SMm_ynf )\a(")d&‘z-
(az_cz)i 0 vi(9s)

La decomposmon de - (( 3)) se fait en remarquant que le pole double
vy

el, que, par suite,

est =

At(0g) _ 1 [95(0) .
(o) A*T"[o (o) — D*logh (v, )]
d’ot
Moy _ yai=c

r 3.Mmy(a2-—-c’)';" 6 (o) N
('3) Y - (a"—b2) (1)2——03) [0 (0) Dlogo (‘2)]

Les variables ¢,, ¢,, ¢, sont égales aux limites d'intégration; aux
limites inférieures, elles sont nulles toutes trois; aux limites supé-
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ricures, on a
\/az e

7»("3) = —-—a,—)

.A((’g) _ Va’— c:’

‘I(C’g) - I3
M) _ @,
0 e

et cos trois formules se raménent aux trois suivantes :

- \/H’_——c \/m -~/ a*— ¢t
A((:‘):: -—?—) )\(".-,) = -\—;——/_—_Tz—ﬁt ,\(‘)— ~—.~—-)

(qui sont ¢gales & cause de la relation
a*—at=0?—DP=c"— .

On peut rapprocher ces nouvelles formes de X et Y de celle de Z et
les éerire comme suil :

- IMmax V(o) 3 - — . R hv= S

.\—(ai__c:)(az__[):’) [—' 0(0) vya —¢ +\/a -— C ])lOgO(t )-I":o .
Dy = 3Mmy 000 T @D logl. (o = 8
) - (b?._a!)(/)'-’_c‘l) —.03(0) Y —C +\(l — C Ob 3(‘)]‘,="

o 3Mms 0;(0) = X =3 5 . . ).w]:_':_—

["“(cﬁ—a'l)(c'-‘—b'-') [_ 62(0)0\'01 — A yat—c Dlogo._.(()]“:“

II. — Intégration par les signes p et 1.

Dans le calcul suivant, les fonclions de M. Welerstrass ont été uti-
lisées pour exprimer la valeur des intégrales précédentes.
Partant de

”

. 3IM m;r/'" wdu
0

— pr
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je pose
w1
@ pr—e
d’ou
1 ap'vdy
du= — ; 3!
. (pv—e3)?
ce qui donne
v __ 3M * e "ode
- aranxf" ‘,iex . A| X apcd«i
o P 3 ('_a’-—-b’ z l_a’-—-c’)’ a(pv —e;)?
PV —e, pv— e
__ 3Mmz f"l' 1 pede
= 1 1 3’
2 o (pv—es—a+b)? (pv— e+ ct—a?)? (pr—e;)?

La théorie de p conduit & poser

. e,+at—ct=e,, e,+ a*— b*=e,,
punsque
ey +e+e, =0, e, =30+ c*— 2a*).

En remarquant que p'o=—2y(pv—e)(pv—e,)(po—e,),
X deviendra

(15) X =— 3mef —

_e3

Cette expression s'intégre en appliquant la formule

(e3—e)) (63— ey)

p(v+o)—e,=

pv—e; ’
alors
. SMmz -
X=— (es—e() (es— ez)[ [p(o+ o) — es]de,
ou
- 3IMnx
(6) ¢ A= ey e () Tt el
ou encore
X — 3SMmx

@ =) (@i— &) [C(e + @3) — s+ €50]

(v est défini par py — e, = d?).
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w?
Y ct Z prennent des formes analogues, en posant ;5 = pour

py—¢€a

- .’ .
le calcul de Y, ct %— = — pour celui de Z.
1

pr—e
L’expression (16) de X ainsi que celles de Y ¢t Z concordent avec

celles que jc déduis d’une formule donnée par Halphen (*).

P désignant le potenticl d'un ellipsoide homogéne sur un point ex-
térieur; a@,, a,, a, les carrés des demi-axes de cllipsoide; «, 3, v I'un
des trois nombres 1, 2, 3, on a

) P=orvz a.a. id: ' _, !
(17) P=2znye, ayay 1 +§(a,—ap)(“az——a.{) [C(e+0y) — n.+e,u];,

la transcendante u est définie par

pu=i(a,+a,+a,)—r,

L 3
o

r,étantlar

]
Je dérive (17) par rapport & x, ct j"obticns

[ dP { du 27y . .
(18) iy = 2N, 03)(«.’5—f'y)[<("+°’°‘) ~ Ta+ e,
l 9
du Ty '
+an ;((‘z' «s) (az— a,)'[’"J)(“ + 0g) + e,

—

Cette valeur se simplifie, car, en remplacant p(u + v,) — ¢, par
(ex—eg) (ex—ey)
pu—ey

il vient

dans la troisitme partic de la somme entre accolades,

du
B dxzz (ex— en(e:—e j(Plu+0.) —ed]

— ﬂz__-va = du

duy kud pt — e, dxy

puisque Z :‘;u—m__’i?; =1 ¢t que (a,— ag) (az— ay) = (€, — eg) (ea — ¢y).
x

(') UWsceney, Traité des fonctions elliptigues, 2 Partie, p. 492.
Journ. de Math. (5¢ série), tome II. — Fasc. IlI, 18g6. At
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Cette valeur étant reportée dans (18), on conclut

‘ —— — .{'ﬁ\/(ll(lga;‘ ‘-K(u + ® ) —_— + 2 lt]
(“)) dry (a2— as) (ag— ay) ¢ 2T e
) IM.r,

= (aa—. as) (ax— a\,) [C(u + (’)a) - .’]g’*‘ Cy Itl.

M cst la masse de Iellipsoide.

Note. — P a été obtenu par la considération de ’équation des potentiels avec
les arguments elliptiques ; je vais établir directement cette question.
On sait que, si 2, est une coordonnée rectiligne, T = f(x,) satisfait a I'équa-

. . . da:T . \ .
tion des potentiels, si —— = 0. Mais, ., étant fonction des arguments «, ¢,
dz} ° ?

s, cette égalité se transforme en

d’T(du ’+2 d*T du dv dT d*u _'_
™ 2 du® \d, duds drg drg T de dei T T
x

de\* du de d*u
Zi: ’Z;;dx, dz ,, s’appuyant sur

1l faut calculer séparément (
(pu—ex) (pe — ex) (pw — c,).

(2) = (ex—eg)(ex—ey)

T}

Comme la quantité 2 —
(pu
x

) entre dans ces expressions, j’en cherche la
— e )’

valeur. De (2), je tire

2 O (ex—pe) (ex— pw) < 1
S (Pll“‘ez o (ex—eg) (ex—ey) = pu—ey
_ (pu — pe) (par — psw) A (pu—pe )(‘pu —pe)
T (pu—ex)(pu—es) (pu—ey)

» pu
~ J.!
L'équation Z 2_ —1, dérivée par rapport a x4, donne
P" — €y
-3
R &1 Z
2
3 =0
(3 pu—ex dL; (pu—e,l)z
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qui s’écrit, en vertu de (3),

) du zpe

dzg  2(pt — eg) (pu— pv) (Pt — pw)

2 (:.zl;) 2 (pu — ea) re

4(pe—pv) (pu —pw)

A cause de (3), il vient

. N [/ de \? i
®) 2 (%) =gy

Je reprends la formule (4) pour la multiplier par la valeur analogue

dv el
dry’

j'étends le produit aux z,.

du dv

du _ 2 pup'v
dry dzy (pu— eu) (pv —ey) 4(

pu -—pv) (pu —pw) (pw — p¢ )

. 3 .
Mais g P —en) (pr—e) =o; donc

dn dv _
dzry dxy

(6)

3

Je dérive I’équation (3') une seconde fois par rapport a iy, et j'obtiens
2 hxep'u de P ( du
pu—ey (pu—eq): doy dzy 2 (pu — em)2
+2p u ( ) E(pu—ea)’

, diu
R T N pu—ea) *eu)

Dans la somme relative a ry, le premier et le troisiéme terme s’annuleront; en

YA 4
o . ay i . . e A . u
eflet, le troisiéme terme, déduit des valeurs précédentes, est égal a — "'p_, ; le

ple

. bp"u
premier lerme vaul + ——

,!
pu

» car

P'U =4 (pu—es) (pu—ep) (pu—ey)
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et
Plu=2[(pu—eq)(pu—eg)=+...].

Le deuxiéme et le quatriéme terme se réduisent & o également; en eflet, si je

. . du , . .
substitue a Tz 5 valeur donnée par (4), le deuxiéme terme devient
a

_ _bzap'w de 223 0
(pu—eq)? drg  (pte— ex)* (pue—po)(pte—ypw)’

¢t en sommant, on obtient

—ap'u?

(pu —pv) (pu—pw) E (pu — eu)’

—ap'u 2<dxa) 2 (pu —0a)"

qui est bien égal et de signe contraire au quatriéme terme qui figurera dans la
somme. .

et a cause de (5)

Finalement, e
d*u o DR 2
dur - st\ ' ’/o

" x ;' = iy ‘»\‘ -
et (1) se transforme en T -
\ - ’
aT 4T e
Py (pr —pw) + 7o (pw — pu) + a ,(pu——j)k) o, » >

ui est ’équation des potentiels.
q €q P



