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’

Sur l’cmploi des équations de Lagrange dans la théorie

du choc et des percussions;

Par M. Paur APPELL.

1. Dans le Messenger of Mathematics (t. TV, 1867), M. Niven
a montré comment les équations de Lagrange peuvent étre employées
utilement pour I'étude des percussions : la méme (uestion a éL¢ traitée
par M. Routh (Rigid Dynamics, 1 Volume). Mais la méthode
Suivie par ces auteurs peut étre perfectionnée, car les équations qu'ils
donnent conticnnent cncore des percussions de liaison provenant
des liaisons nouvelles introduites brusquement au moment du choc.
Ces équations ne r tpondent donc pas entiérement au but poursuivi
par Lagrange, qui cst d'obtenir des ¢quations ne contenant pas les
forces de liaison. Nous allons montrer comment on peul atteindre ce
but, en suivant une méthode (uc nous avons indiquée sommairement

dans les C omplesrendus (1. CXVI, 1893, p. 1483).
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2. Imaginons un systéme en mouvement dans lequel les liaisons
ont lieu sans frottement. La mani¢re la plus générale de concevoir
un choc ou une percussion sur ce systéme parait étre la suivante : & un
instant donné ¢,, on introduit brusquement de nouvelles liaisons dans
le systéme et, en méme temps, on supprime brusquement certaines
liaisons anciennes. Le mouvement du systéme cst alors troublé; il se
produit des percussions entre ses différentes parties, et, dans un inter-
valle de temps trés court ¢, — ¢,, les vitesses des différents points
du systéme subissent des variations finies, sans que le systéme change
sensiblement de position; en outre, I'action des forces ordinaires
telles que la pesanteur peut étre regardée comme négligeable pendant
intervalle de temps ¢, — ¢,, de sorte que les changements brusques
de vitesses survenus dans cet intervalle sont dus uniquement aux per-
cussions qui se produisent sur les différentes parties du systéme, en
vertu des liaisons imposées a ces partics.

Nous ne nous occuperons ici que de la premiére approximation qui
consiste & regarder le systéme comme immobile pendant le temps
res court £, — ¢, et & regarder comme nulles les actions des forces
ordinaires, autres que celles qui produisent les percussions.

Tout d’abord nous ferons une classification des liaisons qui exis-
tent au moment ot le choc se produit, ¢’est-d-dire i I'instant 7,. 11 est
entendu que le choc est terminé ct a produit tous ses effets a I'in-
stant ¢,, extrémement rapproché de ¢,.

3. Les liaisons qui existent au moment du choc peuvent étre de
deux espeéces : les unes sont persistantes, les autres ne le sont pas.
Nous appellerons persistantes les liaisons qui, cxistant au moment du
choe, existent encore apres, de telle sorte que le déplacement réel
(ui suit immédiatement le choc soit compatible avec ces liaisons. Au
contraire, les liaisons non persistantes sont celles qui, existant au
moment du choe, n'existent pas apres; le déplacement réel qui suit
immédiatement le choc n’est pas compatible avec ces liaisons.

D aprés cela, les liaisons existant au moment du choc peuvent étre
classées dans les catégories suivantes, qui s'excluent :

1° Liaisons existant avant, pendant et aprés le choc;

»* Liaisons existant pendant et aprés, mais non avant;
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3¢ Liaisons existant avant et pendant, mais non aprés;

" 4° Liaisons existant sculement pendant le choc, mais n’existant ni
avant ni aprés.

Les deux premiéres catégories contiennent des liaisons persistantes,
les deux autres des liaisons non persistantes.

Par exemple, dans le pendule balistique, le pendule est mobile
autour d’un axe fixe; cette liaison cxiste avant, pendant et aprés la
percussion; le boulet, primitivement indépendant du pendule, vient
brusquement faire corps avec lui; on a ainsi unc nouvelle liaison dont
la brusque réalisation produit le choc et qui existe pendant et aprés le
choc, mais non avant. Quand deux corps élastiques se choquent, une
liaison est brusquement introduite dans le systéme des deux corps, car
leurs surfaces sont venues cn contact; les deux corps se séparent cn-
suite; on a ainsi une liaison existant pendant la percussion, mais
n’existant ni avant, ni aprés. Enfin imaginons deux points reliés par un
fil inextensible etlancés en I'air. Supposons qu’on saisisse brusquement
I'un des deux points ct qu'a ce moment le fil se rompe, alors on voit
qu’une liaison a été brusquement introduite d’une facon persistante,
car un des points devient et reste fixe; en méme temps une liaison,
existant avant le choc, n’existe plus aprés, car le fil s'est rompu; cette
liaison rentre dans la troisi¢me catégoric.

4. Occupons-nous maintenant des cxpressions analyliques de ces
diverses liaisons.

1° Liaisons de la premiére catégorie. — Envisageons d’abord les
liaisons qui existent avant, pendant et aprés; en vertu de ces hiaisons,
la configuration du syst¢me dépend de & paramétres, géométrique-
ment indépendants, ¢,, ¢,, ..., g et la demi-force vive T est une
fonction du second degré des dérivées ¢, 4., ..., ) par rapport au
temps. Dans l'intervalle de temps trés court ¢, — ¢,, que dure le choc,
les quantités ¢, ¢, ..., g}, qui définissent I'état des vitesses, passent
brusquement des valears connues (¢, )oy (42 )0) « - +» (§3)os quelles pos-
stdent au moment ot le choc se produit, & d’autres valeurs (g, ),,
(22015 -+, (941, tandis que les paramétres q,, ¢a, - ., g, qui défi-
nissent la position, ne changent pas sensiblement de valeurs. Comme
nous I'avons dit, nous ne cherchons que la premiére approximation,
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qui consiste & regarder l'intervalle ¢, — ¢, comme négligeable et &
supposer que les ¢, changent subitement de valeurs sans que les ¢,
changent. '

2¢ Liaisons des deuxiéme, troisiéme, quatriéme catégories. —
Passons maintenant aux liaisons des trois autres catégorics qui vien-
nent s'ajouter & celles que nous venons de considérer.

Nous pouvons toujours supposer que les liaisons de la deuxiéme
catégorie (liaisons ayant lieu pendant et aprés, mais non avant la per-
cussion ) sont exprimées par les relations

7, =0, g:= 0, ceey 9a=0 (a< k);

celles de la troisiéme (existant avant et pendant et non aprés), par les
relations

Gor1 = O, Ga+2 = 0, veey go=0 (b<k)1

enfin celles de la quatriéme (existant pendant, mais n’existant ni
avant, ni aprés) par les relations

96+ = 0Oy b2 =0, cee ge=0 (C<Ii‘).

En cffet, des liaisons quelconques, imposées au systéme dont la con-
figuration est définie par les k paramétres ¢,, q., ..., gx, s'cxpriment
toujours par des relations

?4(?u G2y <oy Qk)=0a
92015 G2y -+ qx) =0,
9%(q0s @y - i) =0 (n< k).

Si'on fait un changement de variables en prenant pour nouveaux
paramétres, a la place de ¢,, 4., ..., ¢,, les quantités

D= ?i(?n ' ETIERY 91:)7
P2= ?2(947 29 o0y 91:),

Pn= ?n(?n 9'2a ceey Qk)’
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les nouvelles liaisons imposécs au systéme s’exprimeront évidemment

pal‘
Pv= 0, P: =0, SARY) Pu= 0.

C'est ce choix de variables que nous supposons qu’on ait réalisé.

Il va de soi que si les liaisons d’une catégorie, par exemple de la
quatriéme, n’existent pas, le nombre entier appelé ¢ est égal & & si
celles dc la troisiéme n’existent pas, b = a.

D’aprés la définition méme des catégories de liaisons, les variables
g1s @2 -+, Qa sont différentes de zéro avant le choc, ainsi que leurs
dérivées (4 )ay (g2)os -+ > (g4)s» Mais ces variables étant assujetties
ensuite a rester nulles pendant et aprés le choc, les valeurs finales
(g )05 (g2 )1y -+, (§) sont nulles.

Dc méme les variables g,.,, ..., g; sont nullesavant et pendant, non
apres : les valeurs initiales de leurs dérivées (g, ,),, ..., (¢} )o sont
donc nulles, tandis que les valeurs finales (¢..,),, ..., (g;), ne le
sont pas.

Enfin, comme ¢;.,, ..., g, ne sont assujelties a ¢tre nulles ni avant
ni aprés, leurs dérivées ¢5,,, 44,0y -+, ¢, ne sont nulles ni avant, ni
apres le choc.

Voici comment on peut former des équations entre ces différentes
grandeurs, par la méthode de Lagrange.

Pendant I'espace de temps ¢, — ¢,, nous pouvons regarder les
liaisons des trois derniéres catégories comme n’existant pas, & condi-
tion d’appliquer au systeme les forces provenant de ces liaisons. Les
équations du mouvement sont alors, d'aprés le principe de d’Alembert
ct la transformation de Lagrange, résumées par la formule

>

v=

g 3 [4(2) - on=S 0,

St les qu sont arbitraires, le second membre contient les travaux
virtuels des forces provenant des liaisons des trois derniéres catégories
qui toutes existent pendant le temps ¢, — ¢,. Mais nous élimincrons
ces derniéres forces de liaison en supposant que le déplacement

Journ. de Math. (5* série), tomeIl. — Fasc. I, 18g6. 2
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virtuel 8q,, 8¢,, ..., 6g; est compatible avec toutes les liaisons ayant
lieu au moment du choc, c'est-3-dire en supposant 3q,, 8q,, ..., 8¢,, ..

o~ . . N PYPoRN
8¢s, - - -» ¢, nuls, les variations 8q..,, gy, - - -, 04 étant seules diffé-
rentes de zéro et arbitraires. L’équation (1) se décompose alors en les
k — ¢ suivantes :

(2) 1(711(3’% ‘tT‘—Qaa (z=c+1,c+2,..,0)
ol ne figure plus aucune force de linison.

Comme les variations brusques de vilesses sont produites par les
seules forces de liaison, qui sont devenues trés grandes pendant le
lemps trés court /, — ¢,, les quantités Q..(, Qupsy -+., Qs qui pro-
viennent uniquement des forces ordinaires directement appliquées
telles que la pesanteur, restent finies pendant la durée ¢, — ¢, du choe;

cs 0T , . .
les quantités gq— restent également finies, car les variables ¢ conservent
o

des valcurs déterminées et les ¢’ des valeurs finies. Si donc on multi-
plie les deux membres de chaque relation (2) par d¢, et si ’'on intégrc
dans l'intervalle trés petit ¢, — ¢, les intégrales provenant de et Q.
sont négligeables, et 'on obticnt les équations

) <i)'—r— (T = (x=c+1,c+2 )
: d9a /s 04,;)0 ‘ oo

La notation (;)T> deésigne la valeur que prcnd a7 aprcs le choc,
x/1

ct < o7 ) la valeur que possede cette dérivéc avant. Dans ces deux
%/ 0

valeurs, q,, 43, ..., ¢4 sont les mémes, car le syst¢éme est regard¢
comme immobile pendant la durée ¢, — ¢, du choc; de sorte que

JT JT < oy v oo
<3_§;>1 et (371;)« ne différent que par les valeurs Qe G\s Gy oo ey Qi qui
passent des déterminations (¢, )ey (¢ )ay - - -5 (% )e aux déterminations
(g )0 (g0 -5 (4 ) N

Comme T est du second degr¢ par rapport aux ¢', les équations (3)
sont linéaires et homogénes par rapport aux & différences

(q;)| - (q;)o
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Dans ces équations, ¢,, ¢,, - .., ¢x ont les valeurs qui correspondent
4 la position du systéme au moment du choc, de sorte que g¢,, ¢, ...,
Gas Qasrs »++y Goy Posry + - -y gc SODL NULS, Geryy .-y g4 ayant des valeurs
connues. Les quantités (g, )y, (§.)es -++» (7)o sont connues; parmi
elles, (.. )or (Guea)os -+ (g,)o sont nulles. Les quantités (q),.
(q2)4s ++1 (), sont les inconnues; parmi elles, (¢\),, (g)is -+
(q,)s sont nulles, car les liaisons ¢, =o0, ¢,=o0, ..., ¢,=o0 sont
persistantes.

il reste donc, en définitive, (kK — @) inconnues (¢, )iy (§aia)iy -+ »
(¢:).,etl’on a, entre ces inconnues, les (i — ¢) équations linéaires (3)
(¢Za).

Le nombre des inconnues est donc en général supérieur a celui des
¢quations. Pour achever de déterminer le probléme, il faut faire des
hypothéses particuliéres, tirées de considérations d’élasticité par
cxemple, sur ce qui se passe aprés le choc. On a de ce fait un exemple
¢lémentaire en prenant le choc direct de deux corps sphériques et en
¢cartant le cas ol les corps sont parfaitement mous; alors la liaison
brusquement introduite ne persiste pas apres le choc, car les deux
sphéres sc séparent. La Mécanique rationnelle fournit, entre les
vitesses des deux sphéres apres le choc, une seule équation expri-
mant que la vitesse du centre de gravité commun n’a pas changé. On
obtient la scconde équation par des considérations d’¢lasticité : ainsi,
en supposant les sphéres parfaitement élastiques, on écrit que la force
vive totale est la méme aprés ct avant le choc. Nous allons traiter
(uelques exemples par notre méthode, en remarquant que le probléme
est completement résolu par les équations (3) toutes les fois que ¢ = a,
¢'est-a-dire que les liaisons des troisitme el quatrieme catégories
n'existent pas, ou, ce qui revient au méme, toutes les fois que les
liaisons existant au moment du choc sont toutes persistantes.

6. Régle. — On peut résumer les équations (3) en disant qu’elles
expriment la propriété suivante :

Les dericées partielles de T, par rapport auz déricées de ceux des
paraméires qui ne sont pas assujellis & s‘annuler au moment
du choc, ont les mémes valeurs avant et aprés le choc.
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7. Exemple I. — Choc direct de deux sphéres. — Soient deux
sphéres de rayons R, et R, et de masses m, et m, dont les centres se
meuvent sur une droite fixe Ox. Les deux sphéres sont supposées
animées de mouvements de translation. Appelons z, et x, les abscisses
des centres des deux sphéres; la position du systéme dépend des deux
parameétres x, et x,; au moment du choe, une nouvelle liaison est
brusquement introduite : cette liaison s’exprime par I'équation

z,—x,—R,— R;=o,

qui signifie que la distance des centres égale la somme des rayons.
Pour définir la position du syst¢me, nous prendrons les deux para-
métres

gy =X, Qz——'xz“‘xc“ﬁa"‘ﬂzy

de maniére que la liaison brusquement introdtite s’exprime par
g2= 0. On a alors

T={(mx}+maz?)=1 [m, g +m,(q, + q.)*]

La théorie précédente fournit alors I'équation unique

(o), = (). =
a7, )~ \ogi )= ™

car ¢, ne s'annule pas au moment du choc, tandis que la variable ¢,
est assujeltie a s’annuler. On a, en faisant le calcul,

m, ()= (g )] +m (7)) + (g2) = (7))o — (g.)e] = 0.

C’est la I'équation unique fournie par la théorie. Elle exprime
que la somme des projections des quantités de mouvement sur O.r
n'a pas varié. Pour achever de déterminer (g, ), et (¢,),, il faut faire
des hypothéses.

Si les corps sont parfaitement mous, ils restent au contact. La
liaison brusquement introduite est permanente. La variable ¢, reste
nulle aprés le choc; donc, sa dérivée (¢, ), aprés le choc est nulle.
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Alors ‘
(my+my) ()i =m, (g )+ ma[(¢,)o+ (4.)o],

c’est-a-dire, en revenant aux z, et z,,

(x') . m:(‘”'a)o+mt(x'z)o.
(EAR my+ m,

8. Exemple I1. — Pendule balistique. — Considérons le plan ver-
tical dans lequel se meut le boulet d'un mouvement de translation, et
prenons pour origine la trace de I'axe de suspension sur ce plan.
Soient et a les coordonnées polaires du boulet, 6 I'angle d’écart du
pendule avec la verticale. La position du systéme dépend des trois
paramétres r, & et . Au moment du choc, le boulet fait corps avec le
pendule et ne peut plus que tourner avec lui. Donc r devient une
constante a et o devient égal a 0.

Nous prendrons comme nouveaux parameétres

g.="9, q:=r—a, g, =09 —a,

de facon que les liaisons brusquement introduites s’expriment par les
équations

g2=0, gy=o.
On a actuellement, pour la demi-force vive totale du systéme,

T =;[10%+ m(r*+ ria?)]
=3{lg} +mg} +m(g,+ a) (¢, - ¢,)*},

ou [ est le moment d'inertie du pendule par rapport & 'axe de sus-
pension et par suite 10 la force vive du pendule.

Les liaisons introduites s’exprimant par ¢, = o, g, = o, il ¥y a unc
seule équation  écrire, celle qui se rapporte 4 la variable g¢,, qui n’est
pas assujettie & s’annuler au moment du choc,

()~ -
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Cette équation est

H(g\ ) — (g1 )] +m(q2+a) (g — (g5) — () )e+ (g5 )e] = 0.

Mais comme les liaisons introduites sont persistantes, g, et ¢, sont

ct restent nuls, et 'on a (q,),= o, (¢,),= o; le pendule partant du
repos, 0, c'est-a-dire (¢ ),, est nul aussi. On a donc

(I + ma")(q',), + mat (q:;)o: 0.
Revenant aux variables 0 et «, on a
(I+ma*)(0),— ma*(2'),= o,

¢quation qui donne la vitesse angulaire finale (0'), du pendule, la
quantité a(a’), étant connue : c’est la composante de la vitesse du
boulet i perpendiculaire au rayon O m au moment du choc.

Exemple 111. — Un disque circulairc homogéne de masse M ct de
ravon R se meut dans un plan vertical Oy ; 4 un instant ¢, il heurte
Iaxe fixe Oz ct nc peut plus que rouler sur cet axe. Déterminer sa
vitesse aprés le choc.

La position du systéme avant le choc dépend de trois parametres,
les coordonnées x et ¥ du centre du disque et Pangle 0 dont il a
tourné dans le sens négatif de Oy vers Ox. Au moment du choc,
deux liaisons nouvelles sont introduites :

t® Le disque reste en contact avec O, donc on a

y=~R

2° 1l roule sur Oz, donc on ax = R, en choisissant convenable-
ment la position de I'origine. Nous prendrons comme paramétres

q,=r, .=y —R, qs =2 — R,

de sorte que les liaisons introduites s’expriment par ¢, =0, ¢; = o.
Ona

T=2(er w2 ry),
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Mk? désignant le moment d’inertie du disque par rapport au centre.
Avec les nouveaux paramétres

T — “_:[k (7, ;zq;)’ P q'.f]-

Le seul paramétre que les liaisons nouvelles n’assujettissent pas &
étre nul est ¢, ; on a donc P'équation unique

()~ (),
99, /4 (01/'. o

A=) = @+ (@)e] + (g0 — (g.) =o0.

ou

Mais ¢, reste nul, (¢;), est donc nul et ’'on a, en revenant aux an-
ciennes variables z, y, § et distinguant par les indices o et 1 les va-
leurs initiales et finales de 2, ', 0,

k’ ’ 1 ' ’
i (2, —RO)+ o) — =z, =0,
. Rz, 4+ IRE,

TETTRETR

Cette formule donne la vitesse finale du centre dans le mouve-
ment de roulement.
Par exemple si le mouvement au moment du choc est tel que

R, + k20 = o,
le disque s’arréte.

9. Théoréme de Carnot. — Depuis plusieurs années j'ai adopté,
dans mon enseignement & la Faculté des Sciences, I'énoncé suivant du
théoréme de Carnot envisagé dans sa plus grande généralité (*).

St dans un systéme dont les liaisons sont réalisées sans frotle-

(') Voir les feuilles de mon Cours de Mécanique rationnelle, rédigé par;

MM. Abraham et Delassus, 1888 (Hermann), p. 423 et suiv., ou mon Traité de
Mécanique.
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ment, on introduit brusquement de nouvelles liaisons PERSISTANTES,
la force vive perdue est égale a la force vive qui serail due aux
vitesses perdues.

Je me propose de tirer ce théoréme des équations générales établies
plus haut.

Supposons, comme plus haut, que la configuration du systéme deé-
pend des k paramétres ¢,,¢,, ..., ;. A l'instant ¢, on introduit des
liaisons nouvelles

g,=o, q.=o, ceny g.=0 (a<k),

toutes persistantes. Alors les deux derniéres catégories de liaisons
n’existent pas; les nombres appelés b et ¢ sont égaux a a.
Les équations (3) deviennent

aT aT
4 —_—) —[==) =
“) (o).~ ()=
(x=a+1,a+2,...,k).
La force vive 2T est une forme quadratique de ¢,, 4., .- -, ¢;,

2T =9(q0 ¢ - @4) = Zai;4,9;-

La force vive perdue est

2(T° - T‘) = ?[(9'« )0’ (q:z)oa ey (9;)«»]
= %1(g)0 (g2)0s -5 (g ]-

D’autre part, la force vive qui serait due aux vitesses perdues est
2T =9(pyy Par -+ -, Px) = Za;; pipjs
en faisant pour abréger
P=(q) — (g.)s (v=m1,2,..,k).

C’est ce qu'on voit en partant des expressions des coordonnées
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d’un point du systéme en fonction de ¢,, g5 <5 Gus

xzf(QU 23 o0y QI:)’
}":"l’(q“ Q29 -y Qk)y
5=7,(qn 23 ooy Gk)e

Les projections &, y', 5° de la vitesse du point étant

d/ ’ d , d" g , d/
_"37;‘9« 97z 9' +. Y = 0<] q9,+ dq 9a

ona
2T =Zm(«?+ y*+ 37).

Les projections z, ¥, 5, de la vitesse ¢, avant le choc s’obtiennent
cn donnant aux ¢, les valeurs (g,),; les projections x', ¥\, 5\ dela
vitesse o, aprés le choc, s'obtiennent en donnant aux ¢, les valeurs
(4.). : les projections de la vitesse perdue w sont donc

_ 9 of

IRl Ty Sl

Ty

a9
Ye™ X, =Iﬁp'+

. __ oy
'oo"" 0ql p. +ua--
La force vive qui serait due aux vitesses perducs
2T =Zm[(&, — 2, ) + (¥, — ¥\ +(5,— 5, )]

sc déduit donc de l'expression générale 2T de la force vive en y rem-
placant ¢\, ¢., ..., qx Par Piy Pas -y Pr-

L'expression de 27T étant ainsi trouvée, remarquons, en vue de la
suite, que I'on a identiquement
‘= aT’ JT Jar
LIEANE)
Py TIv/0 Tv/r
cela résulte immédiatement de ce que les dérivées figurant dans cetle

Journ. de Math. (3* série), tome II. — Fasc. I, 18g6. 3
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relation sont linéaires; en effet,

JT’

‘J[—';=av1P4+av2p2+"'

= aw(Q'. )o+ avi(q;)o"" A a’“(q'i)l - aﬂ(q:z)' -

ce qui est précisément l'identité (3).
Ceci posé, et en vertu du théoréme des fonctions homogenes, on a

v=Fk v=k
Y ' JaT N L
(T =T = 3 (6 (37), - 2@ (i),
ou cncore, en ajoutant et retranchant la somme,

(e (337).

v=k

|2(T=To= Bl =1 (35),
©

| - S [(8) ()}

v

Pour snmphher celte expression remarquons que la premitre somme,
(ui peut s’écrire

Zp’(tiqv)o

est, d’aprés une propriété bien connue des formes quadratiques, symé-

trique par rapport aux variables p,, p., ..., pi €t (€))ar (§)os - -
(¢4 )o- On peut donc I'écrire

v=k
. dT
vzzl(qvf)o ()_[,;
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La deuxi¢me somme figurant dans (6) est évidemment, d'aprés
Iidentité (H),

v=k
-3

v=1

. a1’ g
Mais dans ees sommes tous les termes o dont D'indice v surpasse a
v

sont nuls d’aprés les équations du probléme (4). On a donc enfin,
pour la force vive perdue, I'expression

¢ V=« v=n

N 0T o,y o1
( ) 3(T0“T|)=2(q‘a)o()—p:+ (9\;)u()‘—l):'

~1

Quant i la force vive 2 T" due aux vitesses perdues, elle peuts'écrire,
en vertu du théoreme des fonctions homogénes,

vw=k
Y
2T = 2P g
v=1

()Tl \ ’ M L
Dans cette somme les termes o ou v cst supérieur a @ sont nuls;
v

on a donc, en remplacant p, par sa valeur (¢.), —(g).,
' ! —-‘J:a I ()T’ v=a I dT’
&8) 2T “"E(%’)” 5} —‘gl(qv)i d—[;

On voit que la quantité 2(T,— T,) est en général différente de
2'T’; mais si, comme nous le supposons, les liaisons introduites brus-
(uement au moment du choc sont toutes persistantes, les paramétres
q1» G2y - - > 4o Testent nuls aprés le choc, leurs dérivées

(‘I'.)n (g2)09 -+ (g
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sont nulles et dans chacune des expressions (7) ct (8) la derniére
somme est nulle.
On a donc alors

2(T,—T,)= 2T,

ce qui démontre le théoréme de Carnot sous sa forme générale.



