VSB TECHNICKA | FAKULTA
” ” UNIVERZITA | ELEKTROTECHNIKY
OSTRAVA A INFORMATIKY

Metody konstrukci magickych ohodnoceni grafi

Methods for constructing magic graph labelings

Bc. Sarka Parmova

Vedouci prace: doc. Mgr. Petr Kovar, Ph.D.

Ostrava, 2023



VSB TECHNICKA

C.j.VSB/22/080009

vsboee220265

]| UNzVvERZLTA R RO

OSTRAVA

Z.adani diplomove prace

Student: Bc. Sarka Parmova

Studijni program: NO0541A170007 Vypocetni a aplikovana matematika
Specializace: S01 Aplikovana matematika

Tema: Metody konstrukci magickych ohodnoceni graft

Methods for constructing magic graph labelings

Jazyk vypracovani: CeStina

Zésady pro vypracovani:

Ohodnoceni grafi patii mezi klasicka témata teorie grafl. Existuje bezpocet aplikaci grafovych
ohodnoceni. DtileZitou kapitolu tvoii tzv. magicka ohodnoceni, ktera maji pevné stanovené parametry:

mnozinu hodnot, mnoZinu vah, vztah vah a dalSich parametrti grafu.
Prace bude rozdélena do nékolika Casti:

- vybér nékolika typt magickych ohodnoceni,

- studium a zpracovani prehledu znamych vysledkad,

- rozbor podobnych a odliSnych vlastnosti jednotlivych ohodnoceni,
- rozbor analogii znamych metod konstrukce,

- rozSifeni ¢i navrh vlastni konstrukce nebo algoritmu,

- diikazy spravnosti, pfipadné implementace.

Tato prace miZe byt zaméfena teoreticky s diirazem na rozbor analogii znamych metod konstrukci
ohodnoceni, ale i prakticky s diirazem na vlastni vysledky a nadvrh novych metod konstrukce vcetné dikazt

jejich spravnosti.

Seznam doporucené odborné literatury:
- W. Wallis: Magic graphs, Birkhauser 2000.

- M. Baca, M. Miller: Super Edge-Antimagic Graphs, Brown, Walkers Press, 2008.

- J.A. Gallian, A dynamic survey of graph labeling, The Electronic Journal of Combinatorics, DS 6 (2011).

- odborné Clanky a texty podle pokynt vedouciho

Formalni naleZitosti a rozsah diplomové prace stanovi pokyny pro vypracovani zvefejnéné na webovych

strankach fakulty.

Vedouci diplomové prace: doc. Mgr. Petr Kovar, Ph.D.

Datum zadani: 01.09.2022
Datum odevzdani: 30.04.2023

Garant studijniho programu: prof. RNDr. Jifi Bouchala, Ph.D.

V IS EDISON zadano: 12.11.2022 09:58:38

IC: 61989100
DIC: CZ61989100

17. listopadu 2172/15 spojovatelka: +420 597 321 111
708 00 Ostrava-Poruba epodatelna: epodatelna@vsb.cz
Ceska republika ID datové schranky: d3kj88v

email: studijni.fei@vsb.cz
www.fei.vsh.cz



Abstrakt

V této diplomové praci se zamérujeme na distancné magické ohodnoceni, handicapové ohodnoceni,
k-handicapové ohodnoceni, distan¢né antimagické ohodnoceni a supermagické ohodnoceni grafu.
Je zde zpracovan prehled znamych vysledki a nutné podminky existence pro kazdé ze zminénych
ohodnoceni. Na zékladé znamych vysledka bylo cilem navrhnout analogické postupy i pro dalsi
typy ohodnoceni. Navic jsme se pokusili postupy aplikovat. V préaci zkousime kombinovat grafy
s riznymi ohodnocenimi tak, aby mél vysledny graf jedno z danych ohodnoceni. Hleddme podobné
a odlisné vlastnosti ohodnoceni, které mohou byt faktorem existence ohodnoceni vysledného grafu.
Pro supermagické ohodnoceni jsme uvedli tzv. spektrum magické konstanty, kde pro jeden pravi-
delny graf mtizeme zvétsenim vsech labelt grafu o stejnou hodnotu ziskat nekoneé¢né mnoho novych
supermagickych ohodnoceni. U k-handicapového ohodnoceni jsme ukazali tvrzeni, diky kterého mi-
zeme pomoci k-dimenziondlni magické krychle odvodit (—k)-handicapové ohodnoceni grafu. Dalsim
vysledkem dosazenym v této praci je konstrukce supermagického ohodnoceni pro graf, ktery byl
vytvoren sjednocenim dvou supermagickych grafii, pomoci ,posunuti“ ptivodnich ohodnoceni sjed-
nocovanych grafii. Na konci prace je uvedeno shrnuti, kde zkoumame vsechny pouzité konstrukce

a pro jaky druh ohodnoceni a typ grafu lze tato konstrukce pouzit.

Klicova slova

graf; ohodnoceni grafu; magickd ohodnoceni; distanéné magické ohodnoceni; handicapové ohod-
noceni; k-handicapové ohodnoceni; distan¢né antimagické ohodnoceni; supermagické ohodnoceni;

sjednoceni grafu

Abstract

In this master thesis we focus on distance magic labeling, handicap labeling, k-handicap labeling,
distance antimagic labeling and supermagic labeling. The known results and necessary conditions for
existence of these labelings are compiled. Based on the known results, the goal was to come up with
similar approaches for other labelings as well. We try to combine graphs with different labelings
so that the resulting graph has one of the given labelings. We are looking for similar and different
properties of the labelings, that could be a reason for existence of the labelings of the resulting
graph. For supermagic labeling, we introduced the so-called spectrum of the magic constant, where

we can increase all labels by the same value to get an infinite number of new supermagic labelings for



one regular graph. We also came up with a proposition that allows us to use a k-dimensional magic
cube as a (—k)-handicap labeling of a graph. Another outcome of this thesis is the construction
of supermagic labeling of a graph, that was created by union of two supermagic graphs, by ,,shifting“
the original labeling of the unified graphs. A summary is given at the end of the thesis, where
we examine all the constructions used and for what kind of labeling and type of graphs these

constructions can be used.
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Kapitola 1
Uvod

Cilem této diplomové prace bylo zpracovat prehled znamych vysledku vybranych druht ohodnoceni
grafl, porovnat znamé metody konstrukce téchto ohodnoceni, srovnat podobné a odlisné vlastnosti
jednotlivych ohodnoceni a pripadny navrh vlastnich konstrukei.

V teorii graft je zkoumano mnoho riznych ohodnoceni grafii. Tato price je zaméfena na cel-
kem pét riznych ohodnoceni. Ctyfi ohodnoceni vrcholova — distanéné magické, handicapové, k-
handicapové, distanéné antimagické ohodnoceni a jedno ohodnoceni hranové — supermagické ohod-
noceni. Pro kazdé z vyjmenovanych ohodnoceni je uveden souhrn znamych nutnych podminek exis-
tence. Tzn. vlastnosti grafti, které jsou nutné aby graf mohl takové ohodnoceni mit.

Dale byly zkoumany rtizné moznosti konstrukei téchto ohodnoceni. Jednou z nejpouzivanéjsich
metod v této praci je sjednoceni dvou grafii se stejnou mnozinou vrcholtl a s disjunktnimi mnozinami
hran. V tomto pripadé mé kazdy z grafi néjaké vrcholové ohodnoceni a tkolem je zjistit, zda-
li ohodnoceni grafu vytvoreného sjednocenim piivodnich grafi odpovida nékterému z vybranych
ohodnoceni. Napf. sjednocenim distancéné magického grafu a handicapového grafu ziskame novy graf
s handicapovym ohodnocenim. Timto zpisobem miizeme sklddat grafy se skoro vSemi vrcholovymi
ohodnocenimi z této prace.

V dalsich typech konstrukci byly vyuzity kopie pravidelnych graft. U distan¢né magického ohod-
noceni bylo zjisténo, ze tento postup casto neni nijak systematicky a existence, nebo neexistence
je spise ndhodou. U supermagického ohodnoceni bylo jiz drive dokazano, ze pokud supermagicky
graf spliuje urcité podminky, je supermagicky i graf, ktery je tvoren jeho kopiemi. Pro superma-
gické ohodnoceni pravidelnych grafii také plati, ze labely vrcholta pro toto ohodnoceni nemusi nutné
zaCinat jednickou. Pokud tedy existuje supermagické ohodnoceni pravidelného grafu, pri¢tenim jed-
nicky ke kazdému labelu ziskdme nové supermagické ohodnoceni s magickou konstantou zvétsenou
o stupen vrcholu grafu. Jelikoz labely tohoto ohodnoceni mohou za¢inat libovolnym prirozenym Cis-
lem, mtzeme posunout interval labeli dvou supermagickych grafa tak, ze na sebe budou hodnoty
labeld navazovat. Takto ,,posunuté“ supermagické pravidelné grafy lze pak jiz za jistych podminek

jednoduse sjednotit tak, aby vysledny graf byl supermagicky.
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Princip posledni metody pouzité ke konstrukci ohodnoceni byl jiz znam, v této praci ho bylo ale
nove vyuzito. Principem této metody je zjisténi, ze k-dimenziondlni magické hyperkrychle odpovida
(—k)-handicapovému ohodnoceni grafu. Pokud tedy takovd hyperkrychle existuje, existuje i graf,
ktery ma odpovidajici (—k)-handicapové ohodnoceni. Doplitkem tohoto grafu pak ziskdme graf,
ktery je (k — 1)-handicapovy.

Kromé tvodu a zavéru je prace rozdélena do Sesti kapitol. Kazd4 z prvnich péti kapitol od-
povida kazdému ze zvolenych ohodnoceni. U kazdého ohodnoceni je uvedena jeho definice, nutné
podminky pro existenci tohoto ohodnoceni a také vSechny vyse zminéné konstrukce, které je pro toto
ohodnoceni mozné pouzit. Posledni kapitolou (kapitolou 7) pred zévérem je kapitola pojmenovand
»ohrnuti“, kde jsou zrekapitulovany pouzité metody a také to, co maji jednotlivé metody spolecné.
Napr. obé metody pro konstrukci supermagického ohodnoceni, tzn. znamé metoda posunuté ma-
gické konstanty a vlastni metoda sjednoceni dvou grafii s posunutym ohodnocenim, vyuzivaji faktu,

ze labely supermagického ohodnoceni mohou zacinat libovolnym prirozenym c¢islem.
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Kapitola 2

Distancné magické ohodnoceni

Jako prvni ohodnoceni uvedme distanéné magické ohodnoceni. Magi¢nost spo¢iva v tom, ze kazdy

vrchol grafu mé stejnou vahu. Definice zni nésledovné:

Definice 1 Necht je G jednoduchy graf a f bijektivni zobrazeni f : V(G) — {1,2,...,|[V(G)|}.
Distancné magické ohodnocent grafu G je zobrazeni f, pro které plati, Ze vaha kazZdého vrcholu

grafu je rovna magické konstante, tedy

Poznamka 1 Distan¢né magické ohodnoceni budeme v textu oznacovat zkratkou DM.

2.1 Nutné podminky existence DM ohodnoceni

Zde predstavime znamé vysledky pro podminky existence DM ohodnoceni (vztah 2.1, Véta 1, Véta
2 a tabulka 2.1). Pro zjisténi nutnych podminek nejprve nalezneme vztah pro vypocet magické
konstanty DM ohodnoceni r-pravidelného grafu.

Vime, ze pokud sec¢teme vahy vSech vrcholid grafu, ziskdme n-nasobek magické konstanty. Plati tedy:
n
w(i) =n-k.
i=1
Jelikoz je graf r-pravidelny, label jednoho vrcholu se¢teme vzdy r-krat. Plati tedy:

e (3]

i=1



r(n+1)
—

k= (2.1)

Vztah pro magickou konstantu je k = T(”TH) 7 néj mizeme nyni najit nékteré podminky exis-

tence DM ohodnoceni.

Véta 1 [1] Necht je G r-pravidelny graf. Pokud je r liché, graf nemd distancné magické ohodnocend.

Diukaz Postupujeme sporem. Pokud je r liché, tak vime, ze z principu sudosti mize mit graf pouze
sudy pocet vrcholi n. Polozme tedy » = 2h + 1 a n = 2l. Dosadme do vztahu pro magickou
konstantu.
J— (2h+1)(20+1)
= 5 .

Po nasobeni dvou lichych ¢isel dostavame v citateli znovu liché ¢islo. Po déleni dvéma nedosta-

vame celé Cislo. Magickd konstanta vSsak mize byt jen ¢islo celé. Timto dostavame spor, a vime,

ze distancné magické ohodnoceni nemuze existovat. |

Véta 2 [2] Necht je G r-pravidelny graf s n vrcholy. Pokud je r = 2 (mod 4) a n = 2 (mod 4),

distancné magické ohodnoceni grafu G nemize existovat.

Dikaz Polozme 7 = 2 4+ 4t a n = 2 + 4s. Dosadme do vztahu pro magickou konstantu.

. (2+4t)(22—|— 4s+1) _ 2(1 +2t;(48+3) — (14 26)(4s + 3).

Nésobenim dvou lichych ¢isel ziskavame znovu liché cislo. Labely distanéné magického ohodno-
ceni jsou z mnoziny {1,2,...,n}. Uvazujme indukovany podgraf pouze s vrcholy s lichym labelem.
Aby magickd konstanta mohla byt liché ¢islo, musela by byt vaha kazdého vrcholu v tomto pod-
grafu liché ¢islo jako soucet lichého poctu sousedi. Indukovany podgraf I by mél lichy pocet vrchola
lichého stupné, coz je spor s principem sudosti. Graf s 7 =2 (mod 4) an =2 (mod 4) tedy nemuze

byt distanéné magicky. |

Pokud je graf r-pravidelny, kde r je sudé a n je liché, zatim nezname zpisob, jakym popsat
existenci distan¢né magického ohodnoceni pro vSechny pripustné hodnoty parametrt n a r. Vysledky
muzeme najit napf. v [3]. Zndmé vysledky jsou shrnuty v tabulce 2.1. Navic pro mensi hodnoty

n je hrubou vypocetni silou ukazano, ze DM ohodnoceni neexistuje.
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r=2 4

r = n>17

r= n=9vn>13

r=28,10,12 | n > 15

r=14 n > 19

Tabulka 2.1: Znamé vysledky DM ohodnoceni.

2.2 Skladani dvou grafad s DM ohodnocenim

Pokud existuji dva distancné magické grafy, které maji stejnou mnozinu vrcholti a rtizné mnoziny
hran, mizeme je tzv. ,skladat® a ziskat tak novy graf s distanéné magickym ohodnocenim. Tento
postup byl jiz pouzit v [4]. Stejny postup se také pokusime pouzit v nasledujicich kapitolach pro

jind ohodnoceni. Vice nam fekne nésledujici tvrzeni.

Véta 3 Necht jsou G1 = (V1, E1) a Go = (Va, E3) grafy, kde Vi = Vo a E1 N Ey = (). Necht je f
distancné magické ohodnoceni grafu G a soucasné distancné magické ohodnoceni grafu Gs.
Potom md graf G1 U Go = (Vi, E1 U Es) distancné magické ohodnoceni f.

Diukaz Abychom ukézali, ze G1 UG ma DM ohodnoceni, musime ukazat, ze vSechny vrcholy maji
stejnou vahu.

Ohodnoceni f je bijekce, protoze f je DM ohodnoceni grafu G7. Muzeme tedy predpokliadat, Ze
1) = .

Véha kazdého vrcholu i € V(G UG2) (soucet label jeho sousednich vrcholi) grafu v G U G2 bude

wi@)= ) flu)= > flw= > flw+ > flu)=

wEN (4) u€Ng, (i)UNg, (3) u€Ng, (i) u€NG, (i)
=we, (i) + we, () =ki +ka =k, kel

Graf G1 U Gy ma DM ohodnoceni s magickou konstantou k1 + ko = k. [

Priklad 1

Na obrazku 2.1 mizeme vidét dva grafy na osmi vrcholech, které jsou hranové disjunktni. Oba grafy
maji magickou konstantu k£ = 9. Graf G; U G2 ma také DM ohodnoceni s magickou konstantou
k = k1 4+ ko = 18. Jak vypada graf G; U Go miizeme vidét na obrazku 2.2.
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Obrazek 2.1: Graf Gy (Cerveny) a graf Gy (modry).

Obrazek 2.2: Graf G; U Gy s DM ohodnocenim a magickou konstantou k& = 18.

Mizeme si v§imnout, ze DM ohodnoceni existuje pro kazdy graf tCy, Vt € N.

Véta 4 [5] Kazdy graf tCy, kde t € N, md DM ohodnoceni.

Dikaz Dikaz bude konstruktivni. Ohodnoceni jednotlivych cykla sestrojime nasledovné. Dva sou-

sedni vrcholy ¢, 7 ohodnotime

Zbyvajici soused vrcholu ¢ bude mit label n+1—j a zbyvajici soused vrcholu j bude mit label n+1—1.

(n+1—j) (n+1—1) (n+1—p) (n+1—m)

i j m p
Obréazek 2.3: Ukazka ohodnoceni grafu KCjy.
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Vime, 7Ze magicka konstanta DM ohodnoceni je k = T(”TH) Pro cyklus Cy je tedy &k = n + 1.

Zkontrolujme nyni vahy vsech vrcholi cyklu.
wii)=nm+1—-7)+j=n+1,

w(=Mnm+1—-0)+i=n+1,
wn+1l—i)=n+1-j)+j=n+1,
wn+l—j)=Mn+1—-i)+i=n+1.

Vidime, ze vdha kazdého vrcholu cyklu je roven magické konstanté DM ohodnoceni. Toto bude

platit pro vSechny cykly grafu tC4. DM ohodnoceni tedy existuje pro kazdy graf tCy. ]

Z Véty 4 a jejiho dikazu vyplyva existence silnéjsiho tvrzeni. Toto tvrzeni bylo bez dikazu uvedeno
v [6].

Véta 5 (Silnéjsi tvrzeni Véty 4) Pokud md 2-pravidelny graf G distancné magické ohodnocent,
potom je G graf tCy, t € N.

Dikaz Jelikoz zname pravidelnost tohoto grafu, mtizeme ze vztahu 2.1 vypocitat magickou kon-
stantu.

2(n+1)

k= =n+ 1.

Nyni se podivejme na graf G. Jelikoz vime, ze je 2-pravidelny, mtazeme tvrdit, ze kazdy jeho vrchol
ma praveé dva sousedy. Pokud si tedy vezmeme napr. vrchol s labelem ¢, vime, Ze soucet labeld jeho
sousedui bude pravé k = n + 1. Pokud si polozime label jednoho ze sousedu vrcholu 7 jako j, label

zbyvajicitho souseda musi byt n + 1 — j. Tento krok je na obrazku 2.4 vlevo.

Posunime se nyni k dalsimu vrcholu. Vaha vrcholu (n 4+ 1 — j) musi byt také rovna n + 1. Tedy
w(n 41— j) =n+ 1. Jelikoz tento vrchol jiz jednoho souseda m4, a to vrchol i, label zbyvajiciho

souseda musi byt (n 4+ 1 —4). Tento krok je na obrazku 2.4 uprostted.

Nyni se podivejme na zbyvajictho souseda vrcholu (n+ 1 —4). Aby byly splnény podminky DM
ohodnoceni, musi byt jeho vdha n+ 1. Jelikoz ale jeden z jeho sousedti ma label (n+1—j), jeho dalsi
soused musi mit label j. Tento label je ale jiz v grafu pouzit a nesmi byt pouzit znovu. Zbyvajicim
sousedem vrcholu (n + 1 — ) musi byt pravé vrchol j. Zbyva zkontrolovat, ze vaha vrcholu j je
rovna magické konstanté. Na obrazku 2.4 vpravo muzeme vidét, Ze opravdu w(j) =i+ (n+1—1) =
n + 1. Vidime, Ze pro DM ohodnoceni 2-pravidelného grafu neexistuje jind moznost, nez ze kazda

komponenta grafu G je pravé Cy.
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(n+1-4) (n+1-j) (n+1-1) (n+1-j) (n+1-14)

Obrazek 2.4: Postup pro ditkaz Véty 5

Ukazme si nyni postup, jakym jde k distancné magickému grafu sestrojit graf hranové disjunktni

tak, aby jejich sjednoceni mélo distanéné magické ohodnoceni. Tento postup byl jiz pouzit v [4].

8 7 6 5

Obrazek 2.5: DM ohodnoceni grafu 2C}.

Ke grafu G na obrazku 2.5 vytvorime tzv. graf se zakdzanymi hranami Z. Do jeho vrchold
yvlozime® vzdy po dvou vrcholech i a n+ 1 —i. Tzn. V(Z) = {{1,8},{2,7},{3,6},{4,5}}. Hranu
pak do E(Z) ddme vzdy, pokud v puvodnim grafu mezi vrcholy {u,v} a {x,y} existuje alespon

jedna z hran ux, uy, vx nebo vy.

{1,8} {3,6}

{2,7} {4,5}

Obréazek 2.6: Graf se zakdzanymi hranami Z.

K poslednimu grafu nakreslime jeho doplnék, ve kterém budeme hledat pravidelny faktor.
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{1,8} {3,6}

{2,7} {4,5}

Obrézek 2.7: Graf Z a jeho doplnék.

Kazd4 barevna tiida v grafu na obrazku 2.7 reprezentuje jeden z grafi 2Cy (na obrazku 2.8),

které mtuzeme do puvodniho grafu pridat tak, aby mél DM ohodnoceni.
1 4 2 3
8 5 7 6
1 3 2 4
8 6 7 5
Obrazek 2.8: Grafy 2Cy odpovidajici barevnym hranam grafu na obrazku 2.7.

Tyto cykly jiz mizeme pridat do grafu na obrazku 2.8 a ziskdvame novy graf s DM ohodnocenim.

Ziskavame tedy graf 4-pravidelny graf s DM ohodnocenim, ktery mizeme vidét na obrazku 2.9.

Obrazek 2.9: DM ohodnoceni grafu 4C}y.
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Kapitola 3

Handicapové ohodnoceni

Dalsi ohodnoceni, se kterym budeme v tomto textu pracovat, je handicapové ohodnoceni (éteno
yhendikepové“). Tentokrat budou mit vahy vrcholu grafu rizné hodnoty tvorici aritmetickou po-

sloupnost.

Definice 2 Necht je G jednoduchy graf a f bijektivni zobrazeni f : V(G) — {1,2,...,|[V(G)|}.
Handicapové ohodnoceni grafu G je zobrazeni f, pro které plati, Ze existuje celé cislo | takové,

ze pro kazdy vrchol v € V(G) plati

w)= Y flu) =1+ f(v).

u€N (v)

Déle uvaddime zndmé vysledky (Lemma 1 a Véty 6, 7, 8, 9, 10 a 11). Metodu, kterou jsme pouzili
jiz v kapitole 2.2, pouzijeme také nyni, kdy budeme skladat grafy s DM a handicapovym ohod-
nocenim. Vlastnim vysledkem této kapitoly je metoda, pomoci které ziskavime nepravidelné grafy

v podkapitole 3.2.

3.1 Nutné podminky existence handicapového ohodnoceni

Abychom mohli grafy s handicapovym ohodnocenim sestrojit, potfebujeme védét, pro jaké grafy

toto ohodnoceni muze existovat. To se dozvime v této kapitole.

Lemma 1 [/ V r-pravidelném handicapovém grafu s n vrcholy je viha kazdého vrcholu rovna

ww) =1+ f) = TZUIED g,

Véta 6 [4] Neexistuje Zadny netrivialni r-pravidelny handicapovy graf, kder =1, r =2, r=n—1,
r=n-—2t kdet€[l,|n/2]].
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Véta 7 [4] Handicapové ohodnoceni r-pravidelného grafu s n vrcholy neexistuje, pokud
e n ar jsou obé lichd cisla.
e n ar jsou obe sudd cisla.
e n=2 (mod 4) a zdrovenr r =1 (mod 4).

Dikaz

e Diky principu sudosti vime, Ze handicapovy graf nemuize mit zaroven lichy pocet vrcholi,

a lichou pravidelnost.

o Pokud bychom dosadili do vztahu pro vahu vrcholu v Lemma 1 pro n a r sudé (n = 2k
a r = 2h), museli bychom délit liché ¢islo dvéma. Coz je ve sporu s tim, ze vdha vrcholu

v handicapovém ohodnoceni je celé ¢islo.

e Postupujme sporem. Jelikoz mé graf n = 4k 4 2 vrchold, graf ma 2k + 1 vrchola se sudym
labelem a 2k + 1 vrcholu s lichym labelem (nazvéme je sudé a liché vrcholy). Jelikoz ma graf
pravidelnost » = 4t + 1, ¢islo [ ze vztahu 1 je sudé. Vaha lichého vrcholu je tak liché ¢islo —
to znamend, ze lichy vrchol mé lichy pocet lichych sousedti. Pokud nyni udélame indukovany
podgraf na vrcholech s lichymi labely, zjistime, ze tento podgraf ma lichy pocet vrchola lichého
stupné. Tento podgraf tak porusuje princip sudosti a nemuze existovat. Neexistuje tak ani graf
sn=2 (mod4)ar=1 (mod 4).

Byla dokazana nasledujici tvrzeni.
Véta 8 [4] Pro 3-pravidelny graf s n vrcholy existuje handicapové ohodnoceni, pokud je n > 28.
Véta 9 [4] Pro 5-pravidelny graf s n vrcholy existuje handicapové ohodnocent, pokud je n > 12.

Véta 10 [4] Pro n sudé a r liché existuje r-pravidelny handicapovy graf, kde 3 < r < n — 11 pro
vechny pripustné hodnoty n a r. (Vyhovuji podminkim Veéty 6.)

Véta 11 [7] Handicapovy r-pravidelny graf na n vrcholech existuje, pokud je n > 8 a
e n=0 (mod 4) pouze tehdy, kdyz3 <r <n—>5 ar je liché,
o n =2 (mod 4) pouze tehdy, kdyz3 <r <n—7 ar =3 (mod 4)

kromé k=3 an € {10,12,14,18,22,26}.

22



3.2 Skladani DM a handicapového ohodnoceni

Stejné jako dva distanéné magické grafy, muzeme skladat dva grafy s riaznymi ohodnocenimi. V této
kapitole si ukdzeme, jak sklddat grafy s DM a handicapovym ohodnoceni. Také uvidime, pro které

grafy toto skladani nevede k magickému nebo handicapovému ohodnoceni.

Poznamka 2 Vahy vrcholi v € V(G) grafu G s handicapovym ohodnocenim tvoii aritmetickou

posloupnost s diferenci 1. Navic ¢im vétsi label vrchol mé, tim vétsi je jeho vaha.

Véta 12 Necht jsou G1 = (Vi, E1) a Gy = (Va, Es) grafy, kde Vi = Vo a E1 N Ey = (). Necht je
f distancné magické ohodnoceni grafu G1 a soucasné handicapové ohodnoceni grafu Go. Potom md
graf G1 UGy = (V, E1 U E3) handicapové ohodnocent f.

Dikaz Vaha vrcholu DM ohodnoceni grafu G; je w(i) = k, kde k£ € N, a vdha vrcholu handica-
pového ohodnoceni grafu Go je w(i) = 1 + f(i), kde | € Z. Véha kazdého vrcholu i € V(G U Ga)
grafu G U G2 bude

wi@)= ) flu)= > fw= > flw+ > flu)=

uEN(7) uENG, (i)UNG2 (2) u€Ng, (7) ueNgG, ()

=wg, (1) +wg, (1) =k+1+ f(@) = (k+1)+ f(i) = h+ f(i), h € Z.

Graf G1 UG2 mé handicapové ohodnoceni, jelikoZ pro kazdy vrchol plati w(i) = h+ f(i), kde h € Z.

Abychom nasli piiklad, kdy 1ze Véta 12 pouzit, hledame takovou dvojici grafi G a Go, kde

Oba grafy maji stejny pocet vrchola,

grafy G a G2 jsou hranové disjunktni,

graf G; méd DM ohodnocenti,

graf G2 mé handicapové ohodnoceni.

Nyni se podivejme, kdy pro graf G existuje DM ohodnoceni. Pro grafy na lichém poc¢tu vrcholi
zatim nezname obecny zpusob, jak DM ohodnoceni najit. Na druhou stranu ale vime, ze DM ohod-
noceni grafu nemuze existovat, pokud je r liché, nebo jsou n a r zaroven kongruentni 2 (mod 4).
Kdy bude existovat handicapové ohodnoceni grafu G2? U handicapového ohodnoceni pravidel-
ného grafu vime, Ze neexistuje, pokud se parita po¢tu vrcholi a parita jeho pravidelnosti rovna.
Tzn. u grafu G mizeme uvazovat budto sudy pocet vrcholil a lichou pravidelnost, nebo lichy pocet
vrchol a sudou pravidelnost. Vime ale také, ze r-pravidelny handicapovy graf na sudém poctu

vrchollt nemtize existovat. Shrime si tyto vysledky do tabulky:
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n sudé n liché

G1\G2 | 19 sudé | ro liché G1\G2 ro sudé ro liché
r1 sudé | Véta 6 r1 sudé ? Princip sudosti
ry liché | Véta 1 | Véta 1 ry liché | Princip sudosti | Princip sudosti

Tabulka 3.1: Moznosti existence DM ohodnoceni grafu G; a handicapového ohodnoceni grafu Gs.

V tabulce 3.1 vlevo miuzeme vidét, ze pokud je n sudé, ma smysl hledat G; U G2 pouze pro
(G1 se sudou pravidelnosti a Go s lichou pravidelnosti. Pokud je n liché, hledat G; U G2 mé smysl
pouze tehdy, kdyz maji oba grafy G1 i G2 sudou pravidelnost. V tomto pripadé vime, ze priklady
existuji, ale nezname jejich obecnou konstrukci. Tento pripad je v tabulce oznacen otaznikem. Pro
jiné hodnoty graf G1 U G3 s lichym poc¢tem vrcholti nemize existovat.

Vidime, Ze moc moznosti pro pravidelné grafy nezbyva. Muzeme zacit premyslet nad témito
ohodnocenimi pro nepravidelné grafy, nebo zjistit, jak nalézt DM ohodnoceni graft s lichym poctem

vrcholt. Tyto pripady muzeme vidét v prikladech 2 a 3.

Priklad 2

Nyni ukézeme, ze pro grafy, které patii do jediného prazdného pole v tabulce 3.1, plati Véta 12.
Priklad pro DM a handicapové ohodnoceni muzeme nalézt pomoci tzv. grafu se ,zakazanymi“
hranami. Zacnéme nejprve se dvémi kopiemi grafu hyperkrychle ()5 s handicapovym ohodnocenim.

Tento graf oznacime Gbs.

1 3 5 7
Q 0O Q 0O

13 15 9 11

14 16 10 12

O O O O
2 4 6 8

Obrézek 3.1: Graf 2Q)5 s handicapovym ohodnocenim.

Nyni z tohoto grafu vytvoiime graf Z se zakdzanymi hranami na § vrcholech. Do kazdého
vrcholu ddme dva vrcholy z grafu na obrazku 3.1. Graf tedy bude mit mnozinu vrcholu {{1,16},
{2,15}, {3,14}, {4,13}, {5,12}, {6,11}, {7,10}, {8,9}}. Hranu do tohoto grafu zakreslime vzdy,

kdyz bude existovat alespon jedna hrana v pavodnim grafu.
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{1,16} {5,12}

{2,15} {6,11}

{3,14} {7,10}

ZaN

{4,13} {8,9}

Obréazek 3.2: Graf se slou¢enymi vrcholy.

Nyni do grafu mizeme pridat hrany, které budou reprezentovat cykly C4. V tomto prikladu jsou

4 moznosti, jak cykly zapsat. V grafu na obrazku 3.3 je zvyraznime barevné.

{1,16} {5,12}

2,15} {6,11}

{3,14}

(7,10}

&

{4,13} {8,9}

Obrazek 3.3: Doplnék grafu se zakdzanymi hranami.

Podivejme se nyni, co ony barevné hrany reprezentuji. Hrany kazdé barvy v grafu Z odpovidaji

¢tyfem cyklim Cjy.
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1 5 2 6 3 74 8
O o O o O o O O
O o O o O o O O
16 12 15 11 14 10 13 9
1 6 2 5 3 8 4 7

16 11 15 12 14 19 13 10
1 702 8 3 5 4 6

16 10 15 9 14 12 13 11
1 8 2 73 6 4 5

16 9 15 10 14 11 13 12

Obrazek 3.4: Grafy 4CYy, které miizeme doplnit do grafu 2Q)s.

Cykly stejné barevné tiidy pak miizeme pfidat do grafu na obrazku 3.1. Vyberme si napriklad
cervené oznacené cykly Cy. Tyto ¢tyri kopie grafu Cy s DM ohodnocenim oznacime jako G1. Vidime,
ze mame dva grafy. Graf G; s DM ohodnocenim a graf G2 s handicapovym ohodnocenim na stejném
poctu vrcholi. Mizeme tedy uplatnit Vétu 12. Pokud tyto dva grafy sjednotime, dostaneme graf

(1 U G4 s handicapovym ohodnocenim, ktery je na obrazku 3.5.
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Obrazek 3.5: Graf 2Q3 s doplnénymi ¢tyimi cykly Cy s handicapovym ohodnocenim.

Na poslednim obrazku muzeme vidét findlni graf s handicapovym ohodnocenim, ktery je vytvo-

fen sjednocenim dvou grafti s DM a handicapovym ohodnocenim. ]

Vyse v textu jsme zminovali, Zze nezname zpusob, jakym sestavit DM ohodnoceni grafu na li-
chém poctu vrcholi. Muzeme pouzit stejny postup jako v minulém piipadé, ale za pritomnosti
triku. Zacneme opét u grafu se sudym poctem vrchol. Vezméme si znovu dvé kopie grafu @3, kde
od kazdého labelu vrcholu odecteme jednicku. Ziskame tim graf, u kterého bude mit jeden vrchol

label ,,0“. Tento graf si ozna¢me Gbs.

C O
5 7

1

Obrazek 3.6: Graf 2Q)3 s handicapovym ohodnocenim.
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3-12 7-8

Obrézek 3.7: Doplnék grafu se zakdzanymi hranami.

Vrchol s labelem 0 mtzeme ignorovat. Jako v predchozim pripadé vytvorime graf Z se zaka-
zanymi hranami, a nasledné ziskdme jeho parovani. Tento krok se od predchoziho prikladu nelisi,
barevné hrany opét predstavuji cykly C4, které muzeme podle barev doplnit do piuvodniho grafu.
Akorat nebudeme pridavat hrany, které by vedly do vrcholu 0. Tyto cykly Cy tvoti graf G;. Slou-
¢enim handicapového grafu G s distanéné magickym grafem Gp ziskavame podle Véty 12 graf

s handicapovym ohodnocenim, ktery je na obrizku 3.8.

Obréazek 3.8: Graf G1 U G2 s handicapovym ohodnocenim.
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Priklad 3
Jako dalsi priklad ukdzeme pravidelny handicapovy graf na lichém poc¢tu vrcholt, ke kterému pri-
dame nepravidelny graf s DM ohodnocenim. Na obrazku 3.9 mtizeme vidét handicapovy graf na 19

vrcholech, ktery byl nalezen pomoci pocitace.

Obréazek 3.9: 4-pravidelny graf Go na 19 vrcholech s handicapovym ohodnocenim.

Podobnym zpiisobem jako v prikladu 2 ziskdme DM graf na 19 vrcholech. Ke grafu G5 sestavime
distan¢né magicky graf se stejnymi vrcholy a s riznymi hranami nasledujicim zptsobem. Z ptvod-
niho grafu na 19 vrcholech vytvoiime graf se zakdzanymi hranami s 10 vrcholy, ktery je zobrazen
na obrézku 3.10. Tento graf doplnime o nové (zluté oznacené) hrany, kde kazda hrana znazornuje
graf Cy. Pravé tyto cykly Cy tvori distancné magicky graf ze kterého ,uméle“, odectenim jednicky
od kazdého labelu a naslednym odebranim vrcholu s labelem 0, vytvorime nepravidelny distancné
magicky graf G; na 19 vrcholech. Ten je zobrazen na obrazku 3.11. Kdyz grafy G a G sjednotime,

ziskdme handicapovy graf na obrazku 3.12.
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{1,20} {10,11}

>///7\

{3,18} {8,13}

{5,16} {6,15}

Obréazek 3.10: Graf se zakdzanymi hranami na 10 vrcholech.

0 8 1 9 2 5 3 6 4 7
@] o O O O O O O O O
O o O o O o O o O O
19 11 18 10 17 14 16 13 15 12

Obrazek 3.11: Nepravidelny graf G = 5CY4, ktery mtiizeme sjednotit s handicapovym grafem Gs.
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Obrazek 3.12: Sjednoceny graf G = GG1 U G5 s handicapovym ohodnocenim.

Priklad 4

Jako dalsi z prikladi ukédzeme sjednoceni nepravidelného handicapového grafu a pravidelného
distancné magického grafu na 20 vrcholech. Za¢neme s handicapovym grafem na 21 vrcholech,
ktery jsme ziskali hrubou vypocetni silou. V tomto grafu od kazdého labelu vrcholu odecteme 1.
Vrchol s labelem 0 miizeme opét ignorovat. Timto ziskdme nepravidelny handicapovy graf G2 na 20

vrcholech, ktery mtzeme vidét na obrazku 3.13.
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Obrézek 3.13: Nepravidelny handicapovy graf G na 20 vrcholech.

7 tohoto grafu pak vytvorime graf se zakdzanymi hranami, do kterého priddme hrany odpovi-

dajici cyklim Cy. Tento krok muzeme vidét na obrazku 3.14.

{1,20} {10,11}

{3,18} {8,13}

{5,16} {6,15}

Obrézek 3.14: Graf se zakdzanymi hranami a parovanim (zluté) na 10 vrcholech.

Na obrazku 3.14 vidime graf se zakdzanymi hranami doplnény o zluté hrany (tzv. parovani).
Jak vidime na obrazku 3.15, kazd4 tato zlutd hrana predstavuje cyklus C4. Seskupeni téchto cykla

tvori distanéné magicky graf G; (Obrézek 3.15), ktery muzeme sjednotit s grafem Gs.
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Obréazek 3.15: 4-pravidelny graf Gy = 5C}y, ktery mizeme sjednotit s handicapovym grafem Gb.

Poslednim krokem tohoto piikladu je sjednoceni grafi G; a Gs. To miizeme vidét na obrazku

3.16. Timto jsme ziskali graf G; U Ga, ktery je, podle Véty 12, handicapovy.

Obrazek 3.16: Sjednoceny graf G; U G2 s handicapovym ohodnocenim.

Priklad 5

V predchozich prikladech jsme pracovali vzdy alespon s jednim pravidelnym grafem. V tomto pti-
kladé si ukazeme skladani dvou nepravidelnych grafii. Handicapovym grafem je nyni nepravidelny
graf na 11 vrcholech, ktery jsme ziskali upravenim 5-pravidelného grafu na 12 vrcholech. Od kazdého

labelu jsme odecetli 1 a odebrali vrchol s labelem 0. Vidét ho mtzeme na obrazku 3.17.
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7 6

Obréazek 3.17: Handicapovy nepravidelny graf GGo na 11 vrcholech.

7 tohoto grafu jsme opét udélali graf se zakdzanymi hranami a k nému pridali tzv. parovani.
Diky tomu jsme, stejné jako v prikladu 3 a obrizku 3.11 vytvorili nepravidelny distanéné magicky
graf G, ktery je znazornén na obrazku 3.18.

4 1 5 2 3
o O o O O
O o O o O O
11 7 10 6 9 8

Obrazek 3.18: Nepravidelny distanéné magicky graf G; na 11 vrcholech

Jejich sjednocenim ziskame handicapovy graf na 11 vrcholech, ktery je zndzornény na obrazku
3.19 nize.
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Obréazek 3.19: Handicapovy graf G7 U Gbs.

Postup pro ziskani nepravidelnych grafi nebyl doposud zminén v zadné publikaci. Lze jej proto

povazovat za vlastni prinos.
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Kapitola 4

K-handicapové ohodnoceni

MiZeme si vsimnout, ze ohodnoceni, kde vahy vrcholu budou tvorit aritmetickou posloupnost s di-

ferenci k, mizeme nazvat k-handicapovym ohodnocenim.

Poznamka 3 [8] Handicapové ohodnoceni je specialni pfipad obecnéjsiho k-handicapového ohod-

noceni. U tohoto ohodnoceni pro vahy vrcholt plati

wi)= Y flu)=1+k-f(i), keZ.

u€N (u)

Nejprve predstavme znamé vysledky (Véty 13 az 21). Tyto vysledky jsou citovany z [9, 10, 11,
12]. Metodu pouzitou v diivéjsich kapitoldch nyni pouzijeme pro konstrukei dalsich ohodnoceni
v podkapitolach 4.4 a 4.5. Existenci vice dimenzionalni magické hyperkrychle vyuzijeme pro novou

alternativni konstrukei k-handicapového ohodnoceni v podkapitole 4.2.

4.1 Podminky existence k-handicapového ohodnoceni

4.1.1 Nutné podminky

Ozna¢me H (n,r, k) r-pravidelny, k-handicapovy graf G na n vrcholech. Nutné podminky existence

H(n,r, k) byly nalezeny v [9].
Véta 13 [9] Pokud existuje H(n,r k), pak plati:
1. w(f(v) =k- fv)+ Wénﬂ), pro vsechny v € V(G).
2. Pokud je n sudé, pak r =k (mod 2).
3. Pokud je n liché, pak r =0 (mod 2).
4. n >4k + 4.
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5 k+2<r<n-—k-—4.

4.1.2 Postacujici podminky

Prvni, kdo uvazoval nad k-handicapovymi grafy pro k = 1 byl Froncek [10]. Véta 14 byla dokazdna

v [10]. Postacujici podminky se ovéri zpravidla konstrukei grafu s danymi parametry.

Véta 14 [10] Pokud je n = 0 (mod 16), pak H(n,r,2) existuje prdvé tehdy, kdyz je r sudé a 4 <
r<n-—6.

Véta 15 [11] Pokud je n = 8 (mod 16) a zdrovern n > 56, pak existuje H(n,r,2) existuje pokud je
r sudé a 6 > k > n — 50.

Véta 16 [9] Pro kazdé liché k existuje H(n,r, k) pro kazdé liché r takové, ze 2k +1 < r < mn —
(2k + 3), pokud plati jedna z nasledujicich podminek:

1. n=0 (mod 4k +4),n>(k+1)(k+3) ad=1 (mod 4),
2.n=0 (mod 4k+4),n > (k+1)(k+5) a d=3 (mod 4),

3. n=2k+2 (mod 4k+4),n> (k+1)(k+3) a d=3 (mod 4).

Véta 17 [9] Bud 'k > 2 a t,v > k + 2 vsechna sudd ¢isla a bud n = vt. Pokud je k = 0 (mod 4)
nebo v =t =0 (mod 4), pak ezistuje H(n,r, k) pro vsechna sudd r takovd, zZe 2k < r < n+ 2k + 2.

V ¢lanku [12] byla uvedena konstrukce k-handicapovych grafu z grafu (k — 1)-handicapovych.
Véta 18 [12] Pokud existuje H(n,k + 2, k), tak existuje H(2n,k + 3,k + 1).

Pokud zac¢neme s 1-handicapovymi grafy z Véty 11, opakovanim Véty 18 ziskdme k-handicapovy

graf se sudym poctem vrcholti a nejmensi moznou pravidelnosti.

Véta 19 [12] Necht je m > 4 a m ¢ {5,6,7,9,11,13}. Pak H(2"m,k + 2,k) existuje pro kazdé
k>1.

Pokud si prejeme do k-handicapového grafu pridat vrcholy bez zmény & a r, mizeme toho dosdhnout

pfidanim 2%+2 vrchola:
Véta 20 [12] Pokud existuje H(n,k +2,k) a k > 2, pak existuje H(n + 252 k 4+ 2.k).

Véta 21 [12] Bud k > 1 ddno a budn = 0 (mod 2¥+2). Pak H(n,r, k) eristuje pouze tehdy, kdyz
E+2<r<n—k—4ar=k (mod 2).
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4.2 Konstrukce k-handicapového ohodnoceni pomoci magické hyper-

krychle

Ukazme alternativni konstrukci k-handicapového grafu. Predstavme si k-dimenzionalni magickou
hyperkrychli o rozméru n. Touto hyperkrychli rozumime k-dimenziondlni matici
MFE = [m(iy, i, ... ig) 1 1 <iy,... 0 < 0]

k rozmisténd tak, Ze soudet ¢isel v Fadku kazdého sméru

obsahujici vSechna pfirozena ¢isla 1,...,n
a soucet ¢isel na kazdé hlavni diagonale je stejny. Rédkem hyperkrychle M/f rozumime n-tici prvka
m(i1, ..., i) které maji identické souradnice na k—1 mistech. Napf. 1-dimenzionalni magické hyper-
krychle M} o rozméru n je dana libovolnou permutaci éisel 1,...,n. Magicky ¢tverec je specidlnim
pripadem 2-dimenzionalni magické krychle. Existence magickych hyperkrychli je popsana v ¢lanku

13].

Véta 22 [13] Magickd k-dimenziondlni krychle MF o rozméru n existuje prdavé tehdy, kdy? k > 2
ans#2nebok=1.

Vime tedy, ze soucet ¢isel v fadku kazdého sméru je stejny. Tomuto ¢islu fikejme magické konstanta
a ozna¢me ho [. Nynf si pod magickou hyperkrychli pfedstavme ohodnoceni grafu G, kde jednotlivé
prvky hyperkrychle jsou labely vrchold. Tyto vrcholy jsou vzdy sousedni s vrcholy, jejichz labely

jsou ve stejném sloupci, fadku, a pripadné dalsich smérech (téchto sméru je celkem k).

Véta 23 Bud G graf s ohodnocenim f, které odpovidd k-dimenziondlni magické krychli o rozmeéru n.

Ohodnoceni f je pak (—k)-handicapové a graf G je (—k)-handicapovy.

Dikaz
Pokud pro néjaky vrchol v € V(G) secteme hodnotu jeho labelu a labely sousednich vrcholu

ve vSech k smérech, ziskdme k-nésobek magické konstanty [. Tzn.
k
DACY S+ f) =k fo)+ Y flu)=k-L (4.1)
=1 weN(v) uEN (v)
Véhu vrcholu v € V(G) ziskame tak, ze od ¢isla k - [ odec¢teme k-krat label vrcholu v, protoze jsme
ho k magické konstanté pricetli v 4.1 v kazdém sméru — tj. k-krat. Tzn.

ww)=k-l—k- f(v).

Diky tomu, Ze prvky magické krychle tvoif aritmetickou posloupnost s diferenci 1 (éfsla 1,2, ..., n*),
budou vahy vrcholu tvorit aritmetickou posloupnost s diferenci k, protoze s rostoucim labelem vr-

cholu odecteme od ¢isla k - | vzdy o k vétsi ¢islo. Tj. vahy
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w(v) =k-1—k- f(v) proi=1,2,...,n" (4.2)

tvori aritmetickou posloupnost s diferenci k. To by mohlo naznacovat, ze graf G je k-handicapovy.
Jelikoz ale od magické konstanty odecitdme pokazdé vétsi ¢islo, vahy vrchold nerostou zaroven
s labelem, tak jak to u k-handicapového ohodnoceni mé byt. To znamena, ze ¢im vyssi label vrcholu
je, tim nizsi je jeho vaha. Pokud se znovu podivame na vztah 4.2 pro vahu vrcholu, zjistime, Ze k ¢islu

k-1 ,pricitdme* (—k)-nasobek labelu vrcholu, a graf G je tak (—k)-handicapovy. [

Priklad 6

Ukazme si tento princip na piikladu pro 3-dimenzionalni krychle o rozméru 3. Ta vypada nasledovné

8 |15 |19 2411 | 17 10126 | 6
12 125 | 5 711421 23| 3 | 16
22| 2 | 18 11 |27 4 9 | 13|20

Tabulka 4.1: TTi fezy magické krychle

Cisla této magické krychle jsou labely jednotlivych vrcholi. V grafu jsou tyto vrcholy sousedni
se vsemi vrcholy s labely ve stejném radku, sloupci a fezu. V tabulce 4.2 jsou cCervené zvyraznény

vsechny sousedni vrcholy vrcholu s labelem 8.

8 [ 15| 19 2411 | 17 10 [ 26 | 6
12125 | 5 7|14 ] 21 23| 3 | 16
221 2 |18 11 | 27 | 4 9 |13 20

Tabulka 4.2: Sousedni vrcholy vrcholu s labelem 8

Jelikoz ma magické krychle stejny soucet na fadcich, sloupcich a fezech (v tomto piipadé 42),
tak pro véahy vSech vrcholi v € V(G) bude platit

w(v) =3-42 -3 f(v),

kde 3 je dimenze magické krychle. Tzn. ze od ¢isla 3 - 42 = 126 se bude vzdy odecitat trojnasobek

labelu vrcholu. Graf G mé tak (—3)-handicapové ohodnoceni. [
Vsimnéme si, ze udélame-li doplnék (—k)-handicapového grafu, ziskdme graf (k — 1)-handicapovy:

Disledek 1.1 Dopinek G, kde G je (—k)-handicapovy graf, je (k — 1)-handicapovs.
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Diikaz Sjednocenim grafu G a jeho doplitku G ziskdme kompletni graf K,,, kde n je podet vrcholt

grafu G. Vaha vSech vrcholi v kompletnim grafu je rozdil souctu ¢isel {1, ..., n} alabelu konkrétniho
vrcholu. ( 0
n(n +
Wk, (v) = 9 f(v).

Jelikoz m4 G vSechny hrany, které nemd graf G, vaha vrcholii v doplitku G je rozdil vah vrcholil
grafu K, a grafu G. Jelikoz je graf G (—k)-handicapovy, vahy jeho vrcholu jsou wg =1 — k- f(v).
Vahy vrcholii doplitku G jsou

wglv) = wie, (0) ~ we(w) = Y — p0) — = k- g@) = (L ) - )50
Graf G méa tak (k — 1)-handicapové ohodnocen. ]

Priklad 7

Sestrojme si graf G, jehoz ohodnocen{ odpovidd magickému ¢tverci M3, ktery je zndzornén v tabulce
4.3. Graf G je na Obréazku 4.1. Pokud nyni sestrojime doplnék grafu G, zjistime, ze kazdy vrchol ma
vahu wg(v) = %ﬂ) — f(v) —wg(v) =45— f(v) — (30 —2f(v)) = 15+ f(v) a ma tak 1-handicapové

ohodnoceni. Muzeme ho vidét na Obrazku 4.2.

8|11|6
3195 |7
4192

Tabulka 4.3: Magicky ¢tverec odpovidajici ohodnoceni grafu G.

Obrézek 4.1: Graf G, ktery je (—2)-handicapovy.
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Obrézek 4.2: Doplnék G, ktery je 1-handicapovy.

Vsimnéme si, ze pokud budeme chtit nalézt primo graf s k-handicapovym ohodnocenim, staci zacit
magickou hyperkrychli dimenze k+ 1. Doplnék grafu, jehoz ohodnoceni odpovida této hyperkrychli,
je k+1—1= k-handicapovy.

4.3 Skladani dvou handicapovych grafi

Stejné jako jsme skladali dva DM grafy, mtzeme skladat i dva grafy handicapové. Oproti DM ohod-
noceni, kde jsme slozenim dvou DM grafu ziskali novy DM graf, sjednocenim dvou handicapovych

neziskame novy handicapovy graf, ale graf 2-handicapovy.

Véta 24 Necht jsou G1 = (Vi,E1) a Gy = (Va, Es) grafy, kde Vi = Vo a Ey N Ey = (. Necht je
f handicapové ohodnoceni grafu G1 a soucasné handicapové ohodnoceni grafu Ga. Potom md graf
G1 UGy = (V, E1 U Ey) 2-handicapové ohodnocend f.

Dikaz Pro 2-handicapové ohodnoceni grafu plati
Vo € V(G) :w(v) =14 2f(v).
Véha kazdého vrcholu i € V(G U G2) grafu G a G2 bude

wa, (1) =l + f(i),  we,(i) =2+ f(0),
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kde lq,ls € Z. Vaha vrcholu grafu G; U G4 bude tedy

wi)= ) flu)= > flw= > flw+ Y flu)=

u€N (i) u€Ng, (1)UNg, (i) uENG, (1) uENG, (1)

=wg, (1) +wae, (@) =l + f@)+lo+ f(0) =1+ 1) +2f(@) =1+ 2f(1), leN.

Graf G1 U G2 ma tedy 2-handicapové ohodnoceni f, jelikoz pro kazdy vrchol plati w(i) =1+ 2f(4).

Priklad skladéani dvou handicapovych grafii se nam zatim nepodarilo nalézt.

Poznamka 4 Fair ohodnocenim nazyvame specialni pripad k-handicapového ohodnoceni, kde k = —1.
Tzn. pro vSechny vrcholy plati
w(v) =1— f(v), leZ.

Priklad 8

Na obrazku 4.3 mtzeme vidét ukéazku fair ohodnoceni kompletniho grafu Kg. Vahy vsech vrchold
odpovidaji posloupnosti {28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35} a vdha kazdého vrcholu je rovna w(i) = 36 — .
Vsechny kompletni grafy maji fair ohodnoceni s konstantou [ = (";1) Ohodnoceni se 1ika fair
pravé proto, ze grafy s timto ohodnocenim odpovidaji tzv. férovym turnajum, kdy kazdy tym hraje

s kazdym tymem.

Obrézek 4.3: Kompletni graf Kg s fair ohodnocenim, kde w(i) = 36 — i.

4.4 Skladani k-handicapového a distancné magického grafu

Jako dalsi ukazka skladani grafii je sklddani k-handicapového a distanéné magického grafu. Nésle-

dujici véta 1ika, co se stane pri slozeni grafi s fair a DM ohodnocenim.
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Véta 25 Necht jsou G1 = (Vi,Ey) a Gy = (Va, E3) grafy, kde Vi = Vo a Ey N Ey = (. Necht
je f fair ohodnoceni grafu G1 a soucasné distancné magické ohodnoceni grafu Gs. Potom md graf
G1 UGy = (V,E1 U Es) fair ohodnoceni f.

Dikaz Vahy vrcholit ohodnoceni grafi G; a G2 budou

wa, (Z) =h - f(z)v wGQ(i) =k,

kde Iy, k € Z. Vaha kazdého vrcholu i € V(G U G2) grafu G U G2 bude tedy

w@)= Y flu)= > fw= > fl+ > flu)=

UGN(’L) ueNgl (i)UNG2 (7,) ueNGl (Z) ’LLENG2 (Z)

=we, (i) +we, (i) =l — f(Q) + k= +k) - f()=1-f@), el

Muzeme videét, ze vahy vSech vrcholi odpovidaji w(i) =1 — f(i). Graf G U G2 ma fair ohodnoceni.

Priklad 9
Na obrazku 4.4 nize mizeme vidét graf Kg—2C} s fair ohodnocenim a graf 2Cy s DM ohodnocenim.
Pokud tyto dva grafy sjednotime, dostaneme graf Kg, ktery méa fair ohodnoceni. Ten mtizeme vidét

vyse na obrazku 4.3.

Obrézek 4.4: Graf G; = Kg — 2Cy (Cerveny) s fair ohodnocenim a graf Go = 2Cy (modry) s DM
ohodnocenim.

Na obréazku 4.5 nize mizeme vidét dalsi priklad, kdy jeden graf mé fair ohodnoceni, druhy graf
ma& ohodnoceni distan¢né magické, a jejich sjednoceni je graf s fair ohodnocenim. Tentokrat jsme
z kompletniho grafu Kg odebrali 4 cykly Cy a zpét pridali dva z nich s DM ohodnocenim. Vysledny

graf miizeme vidét na obrazku 4.6.
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Obrazek 4.6: Graf G U Gy s fair ohodnocenim.

4.5 Skladani dvou k-handicapovych grafii

Nasledujici moznosti skladani grafi je sjednoceni grafu s k-handicapovym ohodnocenim a grafu

s fair ohodnocenim. O tomto pojednava Véta 26 nize.

Véta 26 Necht jsou G1 = (V1, E1) a Go = (Va, Es) grafy, kde Vi = Vo a E1 N Ey = (. Necht je f
k-handicapové ohodnocent grafu G a soucasné fair ohodnocent grafu Gs.
Potom md graf G1 U G2 = (V, E1 U E3) (k — 1)-handicapové ohodnocend.

Diukaz Vahy vrcholu s k-handicapovym ohodnocenim jsou rovny w(i) = I3 + k- f(i) a vahy vrcholu

grafu G s fair ohodnocenim jsou rovny w(i) = la — f(i).
Véha kazdého vrcholu i € V(G U Gg) grafu G; U Gy bude

wii)= ) flu)= > fw= > flw+ > flu)

u€EN(7) u€Ng, (1)UNg, (i) u€Ng, (7) uENg, (%)
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=wa, () +we, (i) =l + kf(@)) +l2— f(i) = (L + L)+ (k=1)f(0) =1+ (k-1)f(i), [€Z

Vidime, ze vahy vrchola grafu G; UG5 odpovidaji (k—1)-handicapovému ohodnoceni, jelikoz vSechny
vrcholy maji vahu [+ (K — 1) f(i), kde l =11 + 12 € Z. ]

Tato varianta lze jesté zobecnit sjednocenim grafi s k-handicapovym a m-handicapovym ohodno-
cenim. Ta je ukazana ve Vété 27. Specidlnim pripadem této Véty by byly 2 k-handicapové grafy.
Vysledny graf by byl 2k-handicapovy.

Véta 27 . Necht jsou G1 = (V1, E1) a Gy = (Va, Es) grafy, kde Vi = Vo a Eqx N Ea = 0. Necht je f
k-handicapové ohodnoceni grafu G1 a soucasné m-handicapové ohodnoceni grafu Gs.
Potom md graf Gy UGa = (V, E1 U E3) (k + m)-handicapové ohodnocend.

Diukaz Vahy vrcholu s k-handicapovym ohodnocenim jsou rovny w(i) = I3 + k- f(i) a vahy vrcholu

grafu Gy s m-handicapovym ohodnocenim jsou rovny w(i) = la +m - f(3).
Véaha kazdého vrcholu i € V(G1 U G) grafu G; U G2 bude

wi@)= ) flu)= > fwy = > fl+ > [

UGN(Z) uENGl (i)UNG2 (7,) ueNG1 (Z) UENG2 (7,)

=wa (1) +we, (1) =L +kf(i)+la+mf(i) =1 +1)+(k+m)f(i) =14+ (k+m)f(7), leZ.

Vidime, ze vahy vrcholu grafu G U Gy odpovidaji (k + m)-handicapovému ohodnoceni, jelikoz
vSechny vrcholy maji véhu [ + (k +m)f(i), kde l =11 + 1o € Z. ]

Stejné jako u Véty 24 se priklad nepodarilo nalézt.
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Kapitola 5

Distancné antimagické ohodnoceni

Jako ¢étvrté ohodnoceni uvedeme distanéné antimagické ohodnoceni. Tohoto ohodnoceni existuje
vice typu. V této praci si podrobnéji ukazeme distanéné antimagické ohodnoceni a (a, d)-distanéné
antimagické ohodnoceni. Oproti handicapovému ohodnoceni, kde vahy vrcholi rostou s jejich la-
belem, u (a, d)-distanéné antimagického ohodnoceni na poradi vah nezélezi. Distanéné antimagické
ohodnoceni ma pro vahy vrchol pouze jednu podminku, vidhy vsech vrchold musi byt od sebe na-
vzajem riizné. Jako prvni si ukazme definici distanéné antimagického ohodnoceni. Definici a nutné

podminky pro existenci distanéné antimagického ohodnoceni nalezneme v [14].

Definice 3 [14] Graf G s n vrcholy md distancné antimagické ohodnocent, pokud existuje bi-

jektivni zobrazend f : V(G) — {1,2,...,n} takové, Ze vihy vsech vrcholi grafu G jsou navzdjem

riznd ¢isla. Vahu vrcholu v spocitame jako w(v) = 3 ,cng () (W)

Obréazek 5.1: Graf se Sesti vrcholy s distanéné antimagickym ohodnocenim. Vahy vrcholi jsou vy-
znaceny cervene.
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Definice (a, d)-distanéné antimagického ohodnoceni zni néasledovné. Definici a nutné podminky

existence (a, d)-distan¢né antimagického ohodnoceni nalezneme v [15].

Definice 4 [15] Graf G s n vrcholy md (a, d)-distancéné antimagické ohodnocent, pokud existuje
bijektivni zobrazeni f : V(G) — {1,2,...,n} takové, Ze mnoZina vah vsech vrcholi je {a,a +

d,a+2d,...,a+ (n—1)d} pro a,d € Z. Vihu vrcholu v spocitime jako w(v) =3, cn () f(u)-

1

4 3

Obrézek 5.2: Graf se Sesti vrcholy s (10, 1)-distan¢né antimagickym ohodnocenim.

MiuzZeme si vS§imnout, ze k-handicapové ohodnoceni mizeme povazovat za specidlni pripad (a, d)-
distan¢né antimagického ohodnoceni. Zde vahy vrcholt tvori aritmetickou posloupnost a navic ros-

tou zaroven s labelem vrcholu.

Poznamka 5 Distan¢né antimagické ohodnoceni budeme v textu oznacovat zkratkou DAM a (a, d)-
distan¢né antimagické ohodnoceni budeme oznacovat zkratkou (a,d)-DAM. DM ohodnoceni je spe-

cidlni pfipad (a,d)-DAM ohodnoceni pro d = 0.

Nutné podminky pro existenci distan¢né antimagického a (a, d)-distanéné antimagického ohodnoceni
byly ¢erpany z [14, 15, 16]. To zahrnuje Lemma 2, Disledky 2.1,2.2 a Véty 28 az 33. Sklddani hranové
disjunktnich grafi zde znovu pouzivime v podkapitolach 5.3 a 5.4. Jelikoz jsou DAM a (a,d)-DAM
ohodnoceni moc obecnd na to, abychom je mohli spolu sklddat (viz podkapitoly 5.5-5.7), v kapitole

5.8 zavadime ,rostouci distancné antimagické ohodnoceni®, které jiz skladat lze.

5.1 Nutné podminky existence distanéné antimagického ohodnoceni

Z ¢lanku [14] vime, ze pokud maji jakékoliv dva vrcholy v grafu stejnou mnozinu sousednich vrchold,

graf neméa DAM ohodnoceni.
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Lemma 2 [1}] Pokud je graf distancné antimagicky, pak pro kazZdé dva vrcholy u,v € V(G) plati
N(u) # N(v).

Jelikoz ale u kompletnich bipartitnich graft plati, ze vrcholy stejné partity sousedi se stejnymi

vrcholy, z Lemma 2 vyplyva:

Dausledek 2.1 [14] Kompletni bipartitni graf G je distancné antimagicky prdavé tehdy, kdyz G =
Ky =K.

Pro stromy plati, ze pokud by mél libovolny vrchol vice nez jeden list, tak by tyto listy sdilely stejné

sousedy, a tak

Dausledek 2.2 [14] Pokud je strom T distancéné antimagicky, pak kazdy nelistovy vrchol sousedi

s pravé jednim listem.

Kazdy graf, ktery je (a,d)-DAM s d > 0 je také DAM. Naopak ale toto tvrzeni neplati. Napf. cesta
Py je DAM, ale neni (a,d)-DAM. Pokud je n sudé, cyklus C), neni (a,d)-DAM, ale je DAM. Dikazy

Vét 28, 29, 30, 31 a zaroven konstrukce ohodnoceni pro tyto grafy nalezneme v [14].
Véta 28 [14] Cyklus C,, je distanéné antimagicky pro kazdé n > 4.

Véta 29 [14] Kolo W), je distancné antimagické pro kaZdé n > 4.

Véta 30 [14] Cesta P, je distancné antimagickd pro vsechna n € N.

Véta 31 [14] Graf G =1 - Ky + K je distancné antimagicky.

5.2 Nutné podminky existence (a, d)—distancné antimagického ohodno-
ceni

Lemma 3 [15] Pokud je graf G s poctem vrcholi n, nejmensim stupném 6 a nejvétsim stupném A

(a,d)-distancné antimagicky, tak plati

A — AA 1) —5(5+1)
s @n 1 1)

(5.1)

Disledek 3.1 [15] Pokud je r-pravidelny graf G (a,d)-distanéné antimagicky s poctem vrcholi n
a plati r > 2, tak d < r.

Disledek 3.2 [16] Pokud je graf G r-pravidelny (a,d)-distanéné antimagicky s poctem vrcholi n
a platir > 5, tak d < 5.
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Véta 32 [15] Pokud je graf G 3-pravidelny (a,d)-distancné antimagicky graf s poc¢tem vrcholi n,
poka=n+2ad=1.

Véta 33 [15] Pokud je graf G 2-pravidelny (a,d)-distancéné antimagicky graf s poctem vrcholi n,
paka=n+3 ad=1.

5.3 Skladani DM a (a,d)-DAM ohodnoceni

Jako v predchozich kapitolach, nyni budeme grafy s riznymi ohodnocenimi skladat. Nyni se podi-
vejme na to, jaky vysledek dostaneme pii slozeni distanc¢né magického a (a, d)-distanéné antimagic-

kého ohodnoceni.

Véta 34 Necht jsou G1 = (V1, E1) a Go = (Va, Es) grafy, kde Vi = Vo a E1 N Ey = (. Necht je f
distancné magické ohodnoceni grafu Gi a soucasné (a,d)-distancné antimagické ohodnoceni grafu
Go. Potom md graf G1 UGy = (V, E1 U Es) (a + k, d)-distancéné antimagické ohodnoceni f.

Dikaz Aby mél graf G1 UG; (a, d)-distanéné antimagické ohodnoceni, musi byt vahy vsech vrcholu
v € V(G1 UGy) navzdjem ruzné a dohromady tvorit aritmetickou posloupnost s diferenci d.

Postupujme neprimo. Predpokladdme tedy, ze graf G1UG32 (a, d)-DAM ohodnoceni nem4 a proto
existuji alespori dva vrcholy u,v € V(G U G3), pro které plati

WG1UGs (u) = WG1UG, (U)

Vime, ze v grafu G U G2 muzeme secist vahy vrcholu zvlast z DM ohodnoceni grafu Gi a z (a, d)-

DAM ohodnoceni grafu Gs, proto
we, (1) + wa, (u) = wa, (v) + wa, (v).
Vahy vsech vrcholi DM grafu G maji stejnou hodnotu k, k£ € N.
k+wg,(u) =k +wg,(v),

WG, (u) = Wa, (U)

Jelikoz m4 graf G (a,d)-DAM ohodnoceni, dva libovolné vrcholy maji rizné vahy. Pokud se v grafu

G4 rovnaji vahy dvou vrcholl, musi se rovnat i vrcholy samotné. Tedy

Pokud maji dva vrcholy stejnou vadhu, musi se jednat o stejny vrchol. VSechny vrcholy grafu

G1 U G2 maji tedy navzajem ruzné vahy. Tim, ze k vahdm vrcholu grafu Go, ktery ma (a,d)-DAM
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vevs

grafu G1 U G4 stale tvori aritmetickou posloupnost s diferenci d. Tato posloupnost tentokrat zac¢ina
hodnotou a + k. Graf G; U G2 ma tak (a + k,d)-DAM ohodnoceni. ]

Priklad 10
Na obréazku 5.3 vidime DM graf G; s magickou konstantou 9 a (1,1)-DAM graf. Pokud tyto grafy
slozime, tak ziskdme graf G1 U G2 s (10,1)-DAM ohodnocenim. Pfesné tak, jak rika Véta 34.

Obrazek 5.3: DM graf G (Cerveny) a (1,1)-DAM graf Go (modry). Cervené jsou vyznaceny vahy
vrcholt.

8 5

Obrézek 5.4: (10,1)-DAM graf G U Go. Cervené jsou vyznaceny vahy vrcholi.

5.4 Skladani DM a DAM ohodnoceni

Stejné jako v kapitole 5.3, DM ohodnoceni miizeme skladat i s ,,oby¢ejnym“ DAM ohodnocenim.

Véta 35 Necht jsou G1 = (Vi,E1) a Go = (Va, Es) grafy, kde Vi = Vo a E1 N Ey = (). Necht je
f distancné magické ohodnoceni grafu G1 a soucasné distancné antimagické ohodnoceni grafu Go.
Potom md graf G1 UGe = (V, E1 U Ey) distancné antimagické ohodnocend f.
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Diukaz Aby mél graf G; U Go DAM ohodnoceni, musi byt vdhy vSech vrcholu v € V(G; U Ga)

navzajem ruzné.

Postupujme opét nepiimo. Predpokldddame tedy, Ze existuji alespon dva vrcholy u,v € V(G U
G3), pro které plati

WGELUG, (u) = WGE1UG, (U) .

Vime, ze v grafu G1 UG5 séitame vahy vrcholu zvlast z DM ohodnoceni grafu G; a DAM ohodnoceni
grafu Gs.

waG, (u) + wa, (u) = wa, (U) + wa, (U)

Graf G1 ma DM ohodnoceni a vahy vsech vrcholii maji stejnou hodnotu k € N.
k+wg, (u) =k + W, (v),

wa, (u) = wa, (U)

Jelikoz méa graf Go DAM ohodnoceni, musi mit libovolné dva vrcholy rizné vahy. Pokud se tedy

v grafu G9 rovnaji vahy dvou vrcholii, musi se rovnat i vrcholy samotné. Tedy

Pokud maji dva vrcholy stejnou vahu, musi se jednat o stejny vrchol. VSechny vrcholy grafu

G1 U G2 maji tedy navzajem rizné vahy a graf G; U G2 méa tak DAM ohodnoceni. ]

Priklad 11
Na obrazku 5.5 nize vidime graf G; s DM ohodnocenim a graf Go s DAM ohodnocenim. Pokud tyto
dva grafy slozime, ziskdme novy graf Gi U Gy (obrézek 5.6), ktery ma DAM ohodnoceni.

Obrézek 5.5: DM graf G (¢erveny) a DAM graf G5 (modry). Cervené jsou vyznaceny vahy vrcholi.
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5

Obréazek 5.6: DAM graf G; U Gy. Cervené jsou vyznaceny vahy vrcholi.

5.5 Skladani dvou DAM ohodnoceni

V této kapitole se podivame na to, Ze ne vsechna ohodnoceni lze vzdy tspésné sklddat. U predchozich
ohodnoceni jsou jejich ,vlastnosti“ natolik jasné, ze lze grafy hranové skladat. DAM ohodnoceni
ma ale pouze jednu vlastnost — raznost vah vsech vrcholi. Pokud tedy budeme chtit slozit dva grafy
s DAM ohodnocenim, miize nastat situace, ze budou mit dva vrcholy sjednoceného grafu stejnou

vahu.

Podivame-li se na grafy na obrazku 5.7, vidime, ze ackoliv maji oba grafy G; a Go DAM ohod-
noceni, jejich sjednoceni G; U Go DAM ohodnoceni nemé. Vahu 12 totiz sdileji hned 3 vrcholy.
Ptesnéji vrcholy s labely 1, 5 a 3.
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Obrazek 5.7: Graf G; s DAM ohodnocenim (vlevo), graf G2 s DAM ohodnocenim (vpravo) a graf
G'1 U Gy (dole). Cervené jsou vyznaceny vahy vrcholi.

5.6 Skladani DAM a (a,d)-DAM ohodnoceni

Stejné jako v predchozi kapitole se presvédcime, ze tak, jako jsme slozenim dvou grafi s DAM
ohodnocenim ziskali graf, ktery zadné ,pékné“ ohodnoceni nemél, slozenim grafi s DAM a (a, d)-
DAM ohodnocenim muzeme ziskdme graf, ktery zadné ,pékné* ohodnoceni nemé. Na obrazku 5.8
muzeme vidét, ze ackoliv ma graf G; DAM ohodnoceni a graf Go ma (1,1)-DAM ohodnoceni, f
neni antimagické ohodnoceni grafu G; UGs. Dva jeho vrcholy sdileji vahu 9 a dalsi dva vrcholy vahu

12. Tato dvé ohodnoceni jsou tedy stale prilis obecnd na to, abychom je mohli obecné skladat.
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Obrazek 5.8: Graf G; s DAM ohodnocenim (vlevo), graf Gy s (1,1)-DAM ohodnocenim (vpravo)
a graf G1 U G5 (dole). Cervené jsou vyznaceny vahy vrcholi.

Ohodnoceni f grafu G; U G2 nemusi byt antimagické. To ale neznamend, zZe graf G; U G2 nema
zadné ohodnoceni. Na obrazku 5.9 muzeme vidét graf G; U G2, ktery ma jiné ohodnoceni nez je f

a je distan¢né antimagické.

Obréazek 5.9: Graf G U G4 s jinym distanéné antimagickym ohodnocenim.
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5.7 Skladani dvou (a,d)—ohodnoceni

Jak jsme mohli tusit, ani dvé (a,d)-DAM ohodnoceni ndm ve sjednoceném grafu nezajisti automa-
ticky DAM nebo (a,d)-DAM ohodnoceni. V nékterych piipadech se mizou ve sjednoceném grafu
ocitnout soucty vah vrcholtl, které daji stejné cislo a porusi tak antimagi¢nost.

Na obrézku 5.10 mtuzeme vidét dva hranové disjunktni grafy s (a, d)-DAM ohodnocenim. Muzeme
si vSimnout, ze kdyz tyto dva grafy sjednotime, ziskame graf s ohodnocenim, pro které maji vSechny
vrcholy stejnou vdhu. Neobjevily se zde napt. pouze dva nebo tti vrcholy se stejnou vahou, jak tomu
bylo v minulych dvou kapitolach. Muzeme dokonce Fict, Ze tento graf mé (ndhodou) DM ohodnoceni.
Ohodnoceni sjednoceného grafu nemusi byt obecné ani DM, DAM nebo (a,d)-DAM.

4 4

6

Obrazek 5.10: Graf G (vlevo) s (8,1)-DAM ohodnocenim, graf Gy (vpravo) s (1,1)-DAM ohodno-
cenim a graf G U G2 s DM ohodnocenim (dole). Cervené jsou vyznaceny vahy vrcholt.

Mizeme si vsimnout, ze jestlize ma graf G s DM ohodnocenim podgraf H s (a, d)-ohodnocenim,
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tak graf G — H je také (a, d)-distan¢né antimagicky. Na obrazku 5.10 je grafem G distanéné magicky
graf dole, podgrafem H je graf vlevo nahote s (8,1)-DAM ohodnocenim a grafem G — H je graf

vpravo nahote s (1,1)-DAM ohodnocenim.

5.8 Skladani specialnich ohodnoceni

Sklddanim dvou DAM ohodnoceni, dvou (a,d)-DAM ohodnoceni nebo DAM a (a,d)-DAM ohod-
noceni nemusime docilit jistych vysledka. Muze se stat, ze nékteré vrcholy slozeného grafu budou
mit stejnou vahu. Mtzeme se tak pokusit o skladani specidlniho pripadu DAM ohodnoceni, které
nam zajisti, ze slozeny graf néjaké nami znamé ohodnoceni bude mit.

Jak specialni pripad DAM ohodnoceni vypada? Vime, ze vahy vrcholt grafu s DAM ohodnoce-
nim jsou navzijem riizna cisla. Toto ohodnoceni méa svij specialni piripad, ktery nazveme ,rostouci*
DAM ohodnoceni. Vahy vrcholi jsou navzajem rizné ¢isla, kterd musi rust zaroven s labelem vr-
cholii. Priklad tohoto ohodnoceni mizeme vidét na obrazku 5.11. Skladani DM ohodnoceni a ros-
touctho DAM ohodnoceni nebude tak prfisné jako sklddani DM a (a,d)-DAM, ale zase obsahuje
dostatek podminek na to, aby se ve sjednoceném grafu neocitly vrcholy stejné vahy. Toto skladani
je také specidlnim piipadem sklddéani DM a DAM ohodnoceni (Véta 35) — je jeho ,,prisnéjsi* verzi.

To miizeme presnéji vidét u Véty 36 a jejiho dikazu.

1
6

4

Obrazek 5.11: Graf se Sesti vrcholy s ,rostoucim® distanéné antimagickym ohodnocenim. Vahy
vrcholi jsou vyznaceny Cerveneé.

Jelikoz je rostouci DAM ohodnoceni specidlnim ptripadem DAM ohodnoceni, Véta 36 je speci-

alnim pripadem Véty 35, kde skldddame graf s DM ohodnocenim a graf s DAM ohodnocenim.

Véta 36 Necht jsou G1 = (V1,E1) a Go = (Va, Es) grafy, kde Vi = Vo a E1 N Ey = 0. Necht je f
distancne magické ohodnoceni grafu G1 a soucasné rostouci distancné antimagické ohodnocent grafu

Ga. Potom md graf G1 U Gy = (V, E1 U Ey) rostouci distancné antimagické ohodnoceni f.
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Dikaz Jelikoz ma graf Gy DM ohodnoceni a graf Gy rostouci DAM ohodnoceni, vime, Ze pro
vSechny vrcholy u,v € V(G) takové, ze f(u) < f(v), plati

waG, (u) = wa, (’U) a W@, (u) < WG, (U)

Jelikoz

WG1UG (u) = wa, (u) + wa, (u)

WGELUG2 (U) = wWe (U) + wa, (U),

muzeme napsat, ze

waG, (u) + wa, (’LL) < wg, (U) T WG, (U)

Jelikoz ma graf G; DM ohodnoceni, tak vahy vsech vrcholt jsou stejné. Pii¢tenim konstanty bude

nerovnost zachovana a vahy vsech vrcholt porostou s jejich labely. Mtzeme napsat, ze

WG1UG, (u) < WEUGs (v) .

Jestlize rostou vahy vrchola v grafu Gs, prictenim konstanty ke kazdé vaze tuto vlastnost neporusi

a graf G1 U G2 ma rostouci DAM ohodnoceni. [

Priklad 12

Jako graf Ga s rostoucim DAM ohodnocenim si zvolme graf na dvanacti vrcholech z obrazku 5.12.
Abychom ziskali hranové disjunktni graf s distanc¢né magickym ohodnocenim, pouZijeme stejny
postup jaky jsme pouzili u prikladu 2. Vytvorime tedy graf se zakdzanymi hranami Z a do tohoto
grafu Z pridame hrany, které reprezentuji cykly C4. Tyto cykly maji distanéné magické ohodnoceni
a odpovidaji nasim pozadavkim pro graf G;. Ten vidime na obrazku 5.13. Po sjednoceni téchto
dvou hranové disjunktnich grafii ziskdme graf G; U G2, ktery mé rostouci distanéné antimagické
ohodnoceni a je zobrazen na obrazku 5.14. Vsechny tyto grafy (Obrézky 5.12, 5.13 a 5.14) maji

cervené vyznaceny vahy vrcholt.
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Obrazek 5.12: Graf G5 s rostoucim DAM ohodnocenim.

o o T

Obrazek 5.13: Graf (G; s DM ohodnocenim.

Obréazek 5.14: Graf G1 UG s rostoucim DAM ohodnocenim. Zluté jsou vyznaceny hrany grafu Gj.
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Sklddat muzeme také grafy, které oba maji rostouci DAM ohodnoceni.

Véta 37 Necht jsou G1 = (V1,E1) a Gy = (Va, E3) grafy, kde Vi = Vo a E1 N Ey = (. Necht
je [ rostouci distancné antimagické ohodnoceni grafu G1 a soucasné rostouci distancné antima-
gické ohodnoceni grafu Go. Potom md graf G1 U Go = (V, E1 U Es) rostouct distancéné antimagické

ohodnocent f.
Dikaz Jelikoz maji grafy G; a G2 rostouci DAM ohodnoceni, pro vSechny vrcholy u,v € V(G)
takové, ze f(u) < f(v), plati

wea, (u) < wa, (v) a wa, (1) < wea, (V). (5.2)
Véahy vrcholt grafu G; U Gy vypocteme seCtenim vah vrcholu v grafech G; a Ga, tedy

W6, UG, (U) = we, (u) + we, (u),

WGE1UG, (’U) = wag, (U) + wa, (’U)

Jelikoz mezi stranami v nerovnicich 5.2 plati stejny vztah, mizeme napsat

we, (u) +we, (u) < we, (v) + we, (v)
a z toho
WGE1UG, (u) < WGLUGs (U)

Vidime tedy, ze maji-li oba grafy G a Gg rostouci DAM ohodnoceni (vahy vrcholi jsou rizné

a rostou s labelem vrcholu), ma i graf G; U G rostouci DAM ohodnoceni. [

Piiklad pro uziti Véty 37 se ndm nepodafil nalézt. Cekdme, ze hranové disjunktni grafy s rostoucim
DAM ohodnocenim budou existovat pro vétsi pocet vrchold. Pro ,maly“ pocet vrcholu je obtizné

nalézt dva grafy s rostoucim DAM ohodnocenim takové, aby nesdilely Zddnou hranu.
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Kapitola 6

Supermagické ohodnoceni

V této kapitole se zamérime na supermagické ohodnoceni. Oproti predchozim ohodnocenim, ktera
byla vrcholova, supermagické ohodnoceni je hranové ohodnoceni. Labely jsou prifazovany hranam.

Piiklad supermagického ohodnoceni grafu M3 mizeme vidét na obrazku 6.1.

Definice 5 [17] Graf G s n vrcholy md supermagické ohodnoceni, pokud existuje bijektivni
zobrazeni f : E(G) = {a,a+1,a+2,...,a+|E(G)|—1} takové, Ze pro kazZdy vrchol v € V(QG)

plati
w(v) = Z fluw) =k, ke N.

u€eN (v)

Tzn., Ze vaha vsech vrcholi grafu G s ohodnocenim f je stejné cislo k, které nazyvdme magickd

konstanta.

Poznamka 6 Nékdy je za supermagické ohodnoceni povazovano zobrazeni
[+ E(G) —{1,2,...,|E(G)|}. To je ale pouze specidlnim pfipadem vyse definovaného supermagic-
kého ohodnoceni pro a = 1. U pravidelnych grafa lze a = 1 zajistit vzdy, viz podkapitola 6.4.1.

Obréazek 6.1: Supermagické ohodnoceni Mobiova zebitku Ms. Cervené jsou vyznacéeny vahy vrcholi.
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Znamé vysledky predstavujeme v podkapitoldch 6.1 a 6.2 (Véty 38 az 42 z ¢lanku [17] a [18]).
V podkapitole 6.4 jsme ke konstrukci novych SPM ohodnoceni pouzili zvyseni vSech labeli vrchola.
Novym vysledkem je podkapitola 6.3, kde ,,posunujeme® ohodnoceni dvou rtizné pravidelnych grafa

tak, abychom je mohli skladat.

6.1 Nutné podminky existence SPM ohodnoceni

V roce 1966 zavedl B. M. Stewart ve ¢lanku ,,Magic graphs“[17] pojem supermagického ohodnoceni.

Tam se také nachéazi vztah pro vypocet magické konstanty. Zavedme si nejprve oznaceni
E(G)=e,  [V(G)]=v.

Jelikoz labely na hranach nabyvaji hodnot a,a+1,...,a+ e — 1, jejich soucet bude e-nasobek ¢isla

a dohromady se souctem hodnot 1,2,...,e — 1.

S fay) = <e ‘ot de‘”) (6.1)

zeV(G) 2

Jelikoz je vaha vSech vrcholu stejnd (magickd konstanta k), soucet 6.1 se soucasné rovna v-
nasobku magické konstanty. Jelikoz ale labely vSech hran zapocitavime dvakrat — jednou pro oba

s ni incidentni vrcholy, musime vztah 6.1 vynasobit dvéma.

v-k=2 Z f(a:y):2(e-a+e<e_1)> (6.2)

zeV(Q) 2

Magicka konstanta je proto pro supermagicky graf urcena jednoznacné.

Véta 38 [17] Pokud je graf G supermagicky a labely jeho hran jsou {a,a+1,...,a+e—1}, pak je
pro vsechny vrcholy x € V(G) magickd konstanta k € N rovna

k:% 3 f(a:y):ie(a—i—e;l). (6.3)

z€V(Q)

7 principu sudosti vime, ze plati

zeV(G)
Pro r-pravidelné grafy pak navic
v - deg(z) = 2e,
v-r =2e
ver
‘=3



Pro r-pravidelné grafy je vzorec pro magickou konstantu nasledujici.

Véta 39 Pokud je r-pravidelny graf G supermagicky a labely jeho hran jsou {a,a+1,...,a+e—1},
pak je pro vsechny vrcholy x € V(G) magickd konstanta k € N rovna

k:% Z f(l’y)zr'<a+v‘7ﬂ4_2>.

z€V(Q)

Pro r-pravidelné grafy také plati nasledujici tvrzeni.

Véta 40 [18] Necht je r-pravidelny graf G supermagicky. Pokud jer = 1 (mod 2), tak pocet vrcholi
must byt n =2 (mod 4).

Napt. aby byl 3-pravidelny graf supermagicky, nemtze mit 8 vrcholi.

6.2 SPM ohodnoceni kopii grafi

Jednou z mozmnosti, jak zkonstruovat supermagické ohodnoceni grafu mG (n € N) je vyuziti su-
permagického ohodnoceni grafu GG k sestrojeni supermagického ohodnoceni grafu mG, kde m € N.
To ovSem nelze pouzit pro vsechny grafy. Existence ohodnoceni kopii supermagického grafu bude
pravdépodobnéjsi, pokud je graf G pravidelny a tiidy I (hrany lze obarvit A(G) barvami).
Oznafme G mnozinu vSech supermagickych pravidelnych grafii a G(r) mnozinu vsech superma-
gickych r-pravidelnych grafi. Také ozna¢me F(k), pro k > 2, mnozinu vsech pravidelnych grafi,
které lze rozlozit na k navzajem hranové disjunktnich d-faktori — tzn. § pravidelnych faktort. Ivanco

et al ukdzal v [18] nésledujici Véty.

Véta 41 [18] Necht G € G N F(k). Pak plati ndsledujici tvrzeni:
(i) Pokud je k sudé, pak m -G € G pro kazdé m € N,
(ii) pokud je k liché, pak m -G € G pro kazdé liché m € N.

Kompletni k-partitni graf je graf, jehoz vrcholy jsou rozdéleny do k > 2 disjunktnich mnozin
(partit) Vi,..., Vi takovych, ze dva vrcholy jsou sousedni pouze tehdy, kdyz nélezi do ruznych
partit. Jestlize |V;| = n, pro Vi = 1,2,...,k, pak je graf r-pravidelny, kde » = (k — 1)n a znaci
se Kyn)-

Véta 42 [18] Graf m - Kyjn) € G prave tehdy, kdyz je splnéna jedna z ndsledujicich podminek:
(i) n=1, k=2, m=1,
(it) n=1, k=5 m>2,
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(iii) n=1,5<k=1 (mod 4), m > 1,

(iv) n=1,6<k=2 (mod 4), m=1 (mod 2),
(v) n=1,7<k=3 (mod 4), m=1 (mod 2),
(vi) n=2,k>3,m>1,

(vii) 3<n=1 (mod 2), 2 <k

1 (mod 4), m>1,

(viii) 3<n=1 (mod 2), 2 <k

)
)
)
)

IN

2 (mod 4), m =1 (mod 2),

IN

k

(ir) 3<n=1 (mod 2), 2 3 (mod 4), m =1 (mod 2),

(z) 4<n=0 (mod 2), k>2, m>1.

6.3 Sjednoceni SPM grafi

U vsech nami vybranych vrcholovych ohodnoceni jsme skladali grafy se stejnou mnozinou vrchola
a s disjunktnimi mnozinami hran. Jelikoz u vrcholového ohodnoceni jsou prifazeny labely vrcholim
a sjednocované grafy maji disjunktni pouze mnoziny hran, sjednoceny graf ma spravnou mnozinu
labelu (tzn. 1,...,n, kde n je pocet vrchola grafu). Pokud se tento postup rozhodneme opakovat
i u supermagického ohodnoceni, narazime na problém. Jelikoz je supermagické ohodnoceni hranové,
sjednocenim dvou grafi s riznymi mnozinami hran ziskdme graf, ktery mtze mit vice stejnych la-
beltl, a tak nemtze byt supermagicky. Jelikoz labely supermagického ohodnoceni mohou zacit libo-
volnym prirozenym ¢islem, pokusime se ohodnoceni obou grafu (pokud jsou pravidelné) ,posunout*
tak, aby se zadny label ve sjednoceném grafu neopakoval, a zaroven, aby labely obou grafi na sebe

navazovaly. Nésledujici ¢ast je vlastnim prispévkem autora.

6.3.1 Pokud G a H jsou pravidelné grafy

Uvazujme dva supermagické grafy G' a H. Sjednocenim téchto grafti neziskdme supermagicky graf.
Pokud ale hodnoty labeli ohodnoceni grafi G a H zvétsime tak, aby se magické konstanty téchto
ohodnoceni rovnaly a intervaly posunutych labelti na sebe navazovaly, tak G U H supermagicky

bude.

Véta 43 Bud G r-pravidelny graf se supermagickym ohodnocenim f s magickou konstantou k a la-
bely {a,a + 1,...,a + |E(G)| — 1} a bud H s-pravidelny graf se supermagickym ohodnocenim g
s magickou konstantou | a labely {b,b+1,...,b+|E(H)|— 1}, kde r # s. Pak existuji supermagickd
ohodnoceni s magickou konstantou k' a labely {a +c,a+c+1,a+c+2,...,a+c+ |E(G)| -1}
a g s magickou konstantou I’ a labely {b+d,b+d+1,...,b+d+ |E(H)| — 1}, kde

s(a+ |E(G)|—b)+1—k _r(a+|EG)|—-b)+1—k

€= (r—s) ¢ = (r—s) ’
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takovd, Ze k' =1" a graf GU H je supermagicky s magickou konstantou k' = 1" a labely

{a+c,at+c+1,...,a+c+|EG)|-1b+db+d+1,....b0+d+|EH)| —1}.

Dikaz Predpoklddejme, Ze pro grafy G a H plati V(G) NV (H) = () a proto plati soucasné E(G)N

E(H) = 0.

Snazime se ,posunout® supermagickd ohodnoceni grafi G a H tak, aby jejich sjednoceni bylo

supermagické. K hodnotam labelt grafi G a H pricteme dva ruzné nasobky ¢isel ¢ a d tak, aby

se ,posunuté“ magické konstanty ' = k+r-cal’ =1+ s-d rovnaly a mnoziny labelt grafi G a H

na sebe navazovaly.

Vzdy chceme, aby labely mensiho grafu navazovaly na labely vétsiho grafu. Buano predpokla-
dejme, ze |[E(G)| > |E(H)|. V opa¢ném piipadé grafy G a H pfeznacime tak, aby |E(G)| > |E(H)|
platilo. Chceme, aby labely grafu H navazovaly na labely grafu G. Tzn. ze graf G U H bude mit

mnozinu labeld
{a+c,atec+1,...;a+c+|EG)|-1Lb+db+d+1,....b+d+|E(H)| —1}.
Resime tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamyrch ¢ a d

k+r-c=l+s-d
a+c+|E(G)|=b+d,

Z rovnice 6.5 vyjadiime d:
d=a+c+ |E(G)| -

a dosadime do 6.4 a vyjadiime c.
k+r-c=1l+s(a+c+|E(G)|—Db),

r-c—s-c=l—k+s(a+|E(G)|-D),
_ s(a+|EG)|—b)+1—k
B (r—s) '

Dosazenim do 6.6 ziskdme po tpravé vztah pro d:

r(a+|EG)| —b)+1—k
(r—s) ‘

V odvozeni vztahi pro ¢ a d jsme predpokladali r # s, coz je dle predpokladi véty splnéno.

d=

Cisla ¢ a d pfi¢teme k labeltim grafi G a H, tzn.

at+c,at+c+l,a+c+2,...;a+c+|E(G)| -1,
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b+db+d+1,b+d+2,... b+d+|EH) —1. (6.8)

Timto ziskdme dvé novd ohodnoceni f’ a ¢’. Supermagické ohodnoceni f’ grafu G s magickou
konstantou &’ a labely 6.7 a supermagické ohodnoceni ¢’ grafu H s magickou konstantou I’ a labely

6.8, pricemz k' = I/

Sjednocenim téchto graft ziskdme novy graf G U H, ktery ma supermagické ohodnoceni s ma-

gickou konstantou k' a labely

{a+ca+c+1,...;a+c+ |EG)|-1,b+d,b+d+1,....,b+d+ |E(H)| —1}.

Ukazme si tuto myslenku na piikladu.

Priklad 13
Megjme 4-pravidelny graf G na obrazku 6.2 a 3-pravidelny graf H na obrazku 6.3. Graf G je superma-
gicky s ohodnocenim f, magickou konstantou k = 34 a labely 1,2,3,...,16 a graf H je supermagicky

s ohodnocenim g, magickou konstantou [ = 15 a labely 1,2,3,...,9.

Obrézek 6.3: Graf H = K33 se supermagickym ohodnocenim.
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Resime soustavu rovnic

34+4c=15+4+3d

c+17=1+d
d=16+c

34+ 4c =15+ 3(16 + ¢)
c=29
d=164+c=45

K labeltm grafi G a H pricteme ¢isla ¢ = 29 a d = 45. Ziskdme supermagické ohodnoceni f’

a g’ grafu G a H. Pokud tyto grafy slou¢ime, graf G U H je také supermagicky.

Obrazek 6.4: Graf G U H se supermagickym ohodnocenim.

6.3.2 Pokud G a H nejsou pravidelné grafy

Pokusme se nyni pouzit postup z kapitoly 6.3.1 u alespon jednoho nepravidelného grafu. Vezméme

si naptiklad dvojici grafti z obrazku 6.5.
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Obrazek 6.5: Supermagické grafy G a H.

Pokud se pokusime ,,posunout“ ohodnoceni grafi G a H stejné jako v predchozi kapitole, nara-

zime na problém. Reknéme napiiklad, Ze v grafu G budeme muset ke kazdému labelu pficist ¢slo
12. Vznikne graf na obrazku 6.6.

Obréazek 6.6: Supermagické grafy G a H.

Pokud se podivame na viahy vrchola tohoto grafu, zjistime, Ze jeden vrchol nemé stejnou vahu

jako ostatni, a graf G tak neni supermagicky. Tento problém nastane u kazdého nepravidelného

Vv

a tak vrcholy, které maji jiny pocet sousedil, nebudou mit stejnou vahu. Posunuté ohodnoceni grafa

G a H tedy obecné nemiizeme sjednotit, protoze by vysledny graf nebyl supermagicky.
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6.4 Spektrum magické konstanty

V kapitole 6.1 jsme z Vét 38 a 39 zjistili, ze pokud je pevné zvoleno a, magickd konstanta je pro

supermagicky graf G urcena jednoznacné.

6.4.1 Pro pravidelné grafy

Jak miizeme na obrazku 6.7 vidét, pokud existuje SPM ohodnoceni r-pravidelného grafu pro a =1,
existuje SPM ohodnoceni stejného grafu pro a = 1+1, kde i € N. To znamen4, ze pri¢tenim jednicky
ke vSem labeliim hran zvysime véahy vrcholi vzdy o stupen vrcholu, wy (v) = wy(v)+r-i, kde i € N.

U grafu K33 zvySenim hodnoty a o jednicku zvysime magickou konstantu o ¢islo 3.

Obrézek 6.7: Tti riznd SPM ohodnoceni grafu K33 proa=1,k=15,a =2,k =18aa =3,k = 21.

6.4.2 Pro nepravidelné grafy

Nyni se podivejme, plati-li pozorovani z kapitoly 6.4.1 také pro nepravidelné grafy. Vezméme nyni

graf na obrazku 6.8 a ke kazdému labelu pfi¢teme jednicku. Takto upraveny graf je na obrazku 6.9.

Obrazek 6.8: Nepravidelny graf se supermagickym ohodnocenim
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Obrazek 6.9: Nepravidelny graf z obrazku 6.8 se zvétsenymi labely.

Jak muzeme vidét, tak graf s posunutymi labely supermagické ohodnoceni nema. Vrcholy, které
maji stejny pocet sousedi maji stejnou vahu. Jakmile méa ale vrchol jiny pocet sousedu, jeho vaha
se lisi pravé o rozdil mezi stupni vrcholii. V nasem piipadé vrcholy se tfemi sousedy maji vahu 17,

ale vaha vrcholu, ktery ma stupen jen dva, se o jednicku lisi.
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Kapitola 7

Shrnuti

V této kapitole shrneme druhy konstrukci ohodnoceni, které jsme v této praci pouzili. Také se

podivame, pro jakd ohodnoceni lze pouzit dany typ konstrukce.

7.1 Vrcholova ohodnoceni

Zde uvedeme postupy, které lze pouzit pouze pro vrcholovid ohodnoceni.

7.1.1 Sjednoceni hranové disjunktnich grafa

P1i sjednoceni hranové disjunktnich grafi vyuzivame faktu, ze dva grafy maji stejnou mnozinu vr-
choli, ale nesdileji zddnou hranu. Vahy vrcholi se pro sjednoceny graf sectou a zachovaji si tak
vlastnosti kazdého z ohodnoceni. Tento typ konstrukce je v této praci nejcastéji vyuzivan pro rtzné
typy vrcholovych ohodnoceni. Konstrukce muze byt vSak pouzita pouze pro vrcholova ohodnoceni,
grafy maji stejnou mnozinu vrchold a tak si sjednoceny graf zachovava ,spravnou“ mnozinu labela
{1,...,n}. Kdybychom se timto zptusobem snazili sjednotit grafy s hranovym ohodnocenim, sjed-
noceny graf by obsahoval vice hran se stejnym labelem — coz u ohodnoceni neni mozné. Diky této

konstrukci mizeme napriklad sjednotit dva grafy s
o DM a DM ohodnocenim (Véta 3),
e DM a handicapovym ohodnocenim (Véta 12),
o handicapovym a handicapovym ohodnocenim (Véta 24),
o DM a fair ohodnocenim (Véta 25),
o k-handicapovym a fair ohodnocenim (Véta 26),
o k-handicapovym a k-handicapovym ohodnocenim (Véta 27,
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« DM a (a,d)-DAM ohodnocenim (Véta 34),

DM a DAM ohodnocenim (Véta 35),
e DM a rostoucim DAM ohodnocenim (Véta 36),
o dvéma rostoucimi DAM ohodnocenimi (Véta 37).

P¥i sjednoceni dvou DAM grafti, dvou (a, d)-DAM grafi nebo grafii s DM a (a, d)-DAM ohodnocenim
jsme zjistili, Ze tato ohodnoceni jsou prilis obecna na to, aby sla obecné sklddat. V tomto ptipadé
se muze stat, ze sjednoceny graf bude mit vice vrcholu stejné vahy. Zkusili jsme proto v sekci 5.8
ohodnoceni upfesnit pomoci podminky, ze vaha vrcholu musi rist zaroven s jeho labelem. Toto
specidlni ,rostouci“ DAM ohodnoceni jiz lze bez problému skladat, jak jsme ukazali ve Vétach 36
a 37.

7.1.2 Konstrukce k-handicapového ohodnoceni pomoci magické hyperkrychle

V kapitole 4.2 jsme zpozorovali, Ze k-dimenzionalni magicka hyperkrychle odpovidéd (—k)-handicapovému
ohodnoceni. V k-dimenzionalni hyperkrychli jsou obsazena vsechna ¢&fsla 1,...,n*. Prvky hyper-
krychle povazujeme za labely vrcholi grafu, ve kterém jsou sousedni vSechny vrcholy s labely
ve stejném sloupci, fadku a pripadné vSech ostatnich smérech dimenze k. Vime, ze vihy vrchola
k-handicapového grafu tvori aritmetickou posloupnost s diferenci k. Pro vahy vrcholi grafu, jehoz
ohodnoceni odpovidd magické hyperkrychli, plati, ze pokud secteme labely vSech sousedii daného
vrcholu (v hyperkrychli to znamend vSechny ¢isla v fadcich vSech dimenzi), ziskdme rozdil k-ndsobku
magické konstanty hyperkrychle a k-nédsobku labelu daného vrcholu. Jelikoz labely k-handicapového
ohodnoceni jsou postupné vsechna &sla 1,...,n*, od k-nidsobku magické konstanty hyperkrychle
postupné odecitame vzdy o k vétsi ¢islo, a vahy vrcholta grafu tvori aritmetickou posloupnost s di-
ferenci k. Zaroven to také znamena, ze ¢im vysSsi je label vrcholu, tim nizsi je jeho vaha. Graf

s ohodnocenim, které odpovida k-dimenzionalni hyperkrychli, je tak (—k)-handicapovy.

7.2 Hranova a vrcholova ohodnoceni — ochodnoceni kopii grafii

V kapitole 2.2, konkrétnéji ve Vétach 4 a 5, ukazujeme, zZe jakykoliv pocet kopii grafu Cy ma DM
ohodnoceni. Tato existence vsak neni nijak systematicka a je spise nahodou, Ze vSechny 2-pravidelné
DM grafy jsou kopie grafu Cy, ktery je distanéné magicky.

Nésledné pak v kapitole 6.2 o supermagickém ohodnoceni jsou citovany Véty 41 a 42, které
pojednavaji o existenci SPM ohodnoceni pro kopie grafii. V tomto pripadé jiz obecné vyuzivame

kopie hranové ohodnocenych grafii pro konstrukci nového ohodnoceni.
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7.3 Hranova ohodnoceni — posunuti magické konstanty

V kapitole 6 vyuzivame, ze u nékterych ohodnoceni miize magicka konstanta nabyvat pro stejny graf
riznych hodnot. Napiiklad SPM ohodnoceni pravidelnych grafti miize obsahovat labely zacinajici
jakymkoliv pfirozenym c¢islem, a tak muzeme k labelim ohodnoceni pfi¢ist libovolné ¢islo, ¢imz
vznikne ,nové“ SPM ohodnoceni grafu s ,posunutou® magickou konstantou. Detailnéji je tento

postup popsan v kapitole 6.4. Podarilo se najit SPM ohodnoceni pro sjednoceni grafti s riznou

pravidelnosti.
o . . , v <1 . v _ r(n+1)
U DM grafti je pro r-pravidelné grafy uréend magickéd konstanta jednoznacné jako k = —=
([5]). Také labely tohoto ohodnoceni musi z definice nabyvat hodnot 1,2,...,n. NemtZzeme tedy

pric¢itat k labeliim grafu ¢isla, a tim tak ,,posouvat® magickou konstantu a vytvaret tim nové DM
ohodnoceni stejného grafu. Posunuti magické konstanty lze pouzit pouze pro supermagické ohod-

noceni, které je hranové.
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Kapitola 8
Zaveér

Tato prace je zamérena na zpracovani znamych vysledkt vybranych ohodnoceni, rozbor vlastnosti,
které muzou ohodnoceni sdilet, nebo se jimi naopak mohou odliSovat, rozbor zndmych metod kon-
strukci, které mohou analogicky fungovat pro vice ohodnoceni a také pripadné na vlastni navrh
konstrukce ohodnoceni.

Pro tuto diplomovou praci jsme zvolili celkem Sest druht ohodnoceni — distanéné magické,
handicapové, které je specidlnim ptripadem k-handicapového ohodnoceni, distanéné antimagické,
(a, d)-distan¢éné antimagické a supermagické ohodnoceni.

Nejpouzivanéjsi metodou konstrukce ohodnoceni v této préaci je sjednoceni dvou graft, které
maji stejnou mnozinu vrcholl a disjunktni mnoziny hran. V tomto pfipadé rozebirdme, jestli vy-
sledny graf mé néjaké ohodnoceni, a jaky vliv na to maji ohodnoceni sjednocovanych grafi. Sjed-
nocenim dvou distancéné magickych graft ziskdme novy graf s distanéné magickym ohodnocenim,
sjednocenim distan¢né magického grafu a handicapového grafu ziskdme handicapovy graf. Sjedno-
cenim dvou handicapovych grafu ziskdme 2-handicapovy graf (kde si jen nejsme jisti, zda existuje
priklad), pro distan¢éné magicky graf a graf s fair ohodnocenim (tzn. (—1)-handicapovy graf) mé
sjednoceny graf opét fair ohodnoceni. Fair graf dohromady s k-handicapovym grafem dava graf
s (k — 1)-handicapovym ohodnocenim, distanéné magicky graf a (a,d)-distan¢né antimagicky graf
dava graf (a+k, d)-distancné antimagicky a naposledy sjednocenim distan¢né magického a distan¢né
antimagického grafu ziskavame graf distancné antimagicky.

Pii sjednocovani dvou distan¢né antimagickych grafi, dvou (a, d)-distanéné antimagickych grafa
a jednoho distanéné antimagického a jednoho (a,d)-distanc¢né antimagického grafu jsme zjistili, Ze
tato ohodnoceni jsou prilis obecnd na to, aby sjednoceny graf nabyval néjakého ,,pékného“ ohodno-
ceni. V tomto pripadé zavedeme nové ,specidlni“ ohodnoceni — u distan¢né antimagického ohodno-
ceni, jehoz jedinou podminkou je ruznost vah vrchold, pfiddme podminku, Ze tyto vihy musi rist
soucasné s labelem vrcholu. Toto ohodnoceni je jiz dost ,prisné“ na to, aby jsme ho mohli sklddat
s jinym ohodnocenim. Sjednocenim distanéné magického grafu a grafu s rostoucim distancéné anti-

magickym ohodnocenim ziskame graf s rostoucim distan¢né antimagickym ohodnocenim a sjedno-

73



cenim dvou grafu s rostoucim distanéné antimagickym ohodnocenim ziskdme novy graf s rostoucim
distan¢né antimagickym ohodnocenim.

Sjednoceni dvou hranové disjunktnich grafti mizeme pouzit ale pouze pro vrcholova ohodnoceni.
Jelikoz skladdme dva grafy se stejnymi vrcholy, sjednoceny graf si zachova ,spravnou mnozinu la-
beli. Pokud bychom tedy skladali dva supermagické grafy se stejnou mnozinou vrcholi a disjunkt-
nimi mnozinami hran, mohlo by se stat, ze sjednoceny graf bude mit vice stejnych labeli, a zadné
ohodnoceni pro néj neexistuje.

Pro konstrukei supermagického ohodnoceni vyuzivame faktu, ze jeho labely nemusi zac¢inat jed-
nickou, ale jakymkoliv prirozenym c¢islem. To znamena, ze existuje-li jakykoliv supermagicky graf,
pri¢tenim jednicky ke kazdému labelu miizeme opakované ziskavat nova a nova supermagickéa ohod-
noceni. Této vlastnosti vyuzivame i u vlastni konstrukce supermagického ohodnoceni. Dokazujeme,
ze supermagické ohodnoceni dvou rtizné pravidelnych grafii miazeme ,posunout® tak, ze labely jed-
notlivych grafi na sebe navazuji, a oba grafy maji stejnou magickou konstantu. Pokud tedy mame
r-pravidelny supermagicky graf G s magickou konstantou k a labely {a,a +1,...,a + |E(G)| — 1}
a s-pravidelny graf H s magickou konstantou [ a labely {b,b+ 1,...,b+ |E(H)| — 1}, sjednoceny
graf G U H ma supermagické ohodnoceni s labely {a + c,a+c+1l,a+c+2,...,a+c+ |E(G)| —

Lb+db+d+1,b+d+2,...,b+d+ |E(H)| — 1} a magickou konstantou k +r-¢c =1+ s-d,
kde ¢ — s(a+|E(G)|fb)+lfk‘ ad=— r(a+|E(G)\f)b)+lfk

T—S rT—S

. Pokud je to znamy vysledek, tak jsme na néj
ve znamé literatuie nenarazili.

V kapitole o k-handicapovém ohodnoceni jsme dokézali, ze (—k)-handicapové ohodnoceni odpo-
vida k-dimenzionalni magické hyperkrychli. Touto hyperkrychli o rozméru n rozumime k-dimenzionalni

k rozmisténd tak, Ze soucet &isel v Fadku kazdého sméru

matici, ktera obsahuje vSechna ¢isla 1,...,n
je stejny — tento soucet se nazyva magickd konstanta. Pod touto hyperkrychli si nyni predstavme
ohodnoceni grafu. Prvky hyperkrychle jsou labely vrcholt grafu. Tyto vrcholy jsou sousedni vzdy
s vrcholy, jejichz labely jsou ve stejném radku, sloupci a ve vSech ostatnich dimenzich. Aby bylo
toto ohodnoceni k-handicapové, vahy vrcholti musi tvorit aritmetickou posloupnost s diferenci k. To
je zajisténo tim, ze pokud se¢teme u vrcholu jeho label a labely vrcholu ve vSech smérech, ziskdme
k-nasobek magické konstanty hyperkrychle, a jelikoz labely hyperkrychle jsou po sobé jdouci ¢isla,
od k-nésobku magické konstanty pro kazdy vrchol vzdy odecitdme o k vétsi ¢islo — tzn., ze ¢im vyssi
a graf je tak (—k)-handicapovy. Doplitkem tohoto grafu je pak graf, ktery je (k — 1)-handicapovy.
Mezi nasledujici sméry vyzkumu bychom mohli zaradit dalsi konstrukce vybranych ohodnoceni.
Také bychom se mohli zamérit na jiz pouzité konstrukce a pokusit se je analogicky pouzit i na dalsi

typy ohodnoceni.
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