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“A persisténcia é o caminho do éxito.”

(Charles Chaplin)



RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar o Lema de Titu, uma poderosa ferra-
menta na resolucao de problemas envolvendo desigualdades em olimpiadas de matematica.
Para isso realizamos uma revisao de literatura sobre espago vetorial e produto interno, com
maior destaque a Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz (CBS) e demonstramos
o Lema de Titu, sendo este um caso particular da Desigualdade CBS. Como resultado do

trabalho trazemos a aplicacao do Lema de Titu na resolucao de problemas olimpicos.

Palavras-chave: Lema de Titu. Desigualdade CBS. Desigualdades. Olimpiada. Mate-

matica.



ABSTRACT

The present work aims to present Titu’s Lemma, a powerful tool in solving problems in-
volving inequalities in mathematics olympiads. For this, we performed a literature review
on vector space and inner product, with greater emphasis on the Cauchy-Bunyakovskii-
Schwarz Inequality (CBS) and demonstrated Titu’s Lemma, which is a particular case of
the CBS Inequality. As a result of the work we bring the application of Titu’s Lemma in

the resolution of olympic problems.

Keywords: Titu’s Lemma. CBS inequality. Inequalities. Olympics. Mathematics.
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1 INTRODUCAO

O estudo da histéria do desenvolvimento da algebra, aliado a uma analise das concep-
coes de dlgebra e de educagdo algébrica (FIORENTINI; FERNANDES; CRISTOVAO,
2005), indica que as concepgoes vigentes, relacionadas ao ensino da édlgebra, primam por
duas caracteristicas basicas: ressaltam o desenvolvimento da linguagem algébrica em de-
trimento do pensamento ou enfatizam o ensino de uma linguagem ja constituida mediante
a apropriagao das manipulagoes algébricas. Segundo LINS (1997), os trabalhos desenvol-
vidos a partir da abordagem dos campos conceituais enquadram-se nestas caracteristicas.

As atividades e os problemas sugeridos pelos pesquisadores tentam romper com a
énfase dada a assimilagao da transformacao algébrica. No entanto, consideram os movi-
mentos regulares como inicio e fim do processo de ensino da algebra, criando assim um
ciclo fechado. Estes movimentos sao modelados objetivando a elaboragao de generaliza-
¢oes que possibilitem a compreensao dos conceitos desejados. Porém, estas propostas sao
insuficientes para levar os estudantes a uma compreensao de nexos conceituais algébricos
que superem a formagao de um pensamento empirico-discursivo (DAVYDOV, 1978), pois
“a realidade nao é composta apenas por movimentos regulares”.

Porém, este carater geral da equacao dissipa-se quando estamos interessados em de-
terminar um valor numérico para a variavel. Em uma situacao especifica dentro do movi-
mento de variagao quantitativa sempre é possivel determinar um momento particular e,
dentro de um grupo de variaveis, podemos sempre determinar um valor numérico especi-
fico. Percebemos entdo que, se a variavel constitui uma linguagem para os movimentos
quantitativos gerais, as equagoes, por sua vez, representam a particularidade e, portanto,
constituem uma linguagem particular, especifica, um estado dos movimentos de controle
das quantidades.

Apresentamos neste trabalho o Lema de Titu, que é uma desigualdade muito ttil que
aparece em varios contextos diferentes, tais como em analise, aplicando-se a séries infini-
tas e integracao de produtos, e na teoria de probabilidades aplicando-se as varidncias e
covariancias. Essa desigualdade para somas foi publicada por Augustin Cauchy (1821), en-
quanto a correspondente desigualdade para integrais foi primeiro estabelecida por Viktor
Yakovlevich Bunyakovsky (1859) e redescoberta por Hermann Amandus Schwarz (1888)

(as vezes chamado erroneamente de “Schwartz”).
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2 CONCEITOS BASE

2.1 ESPACO VETORIAL

Um espago vetorial real (sobre o conjunto R) é um conjunto nao vazio V' com duas

operacoes, a adicao e a multiplicagdo por escalar, definidas por:

1. Adi¢do: a cada par u,v € V corresponde um vetor u 4+ v € V;

2. Multiplicagao por Escalar: a cada par « € Reu € V, corresponde um vetor au € V.
As operagoes de adi¢ao e multiplicacao por escalar satisfazem os seguinte axiomas:

a) u+rv=v+u, VuveV

b) u+ (v+w)=(u+v)+w, Vuv,weV

c¢) Existe em V um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que u+ 0 = u,
VuelV.

d) A cada vetor u € V existe um vetor em V', denominado oposto de u e denotado por
—u, tal que u + (—u) = 0.

e) (af)u=ca(fu),Va,feReVuecV.
f) lu=wu,Vu eV (onde 1 é denominado elemento identidade de R)
g) alut+v)=au+av,VaeReVuveV

h) (a+Blu=au+pu,Va,feReVueV

Os espacos vetoriais V' assim definidos sdo chamados espagos vetoriais reais e os seus

elementos sao chamados de vetores. Apresentamos a seguir alguns exemplos.
Exemplo 2.1.1. O conjunto dos niumeros reais R é um espago vetorial sobre si mesmo.

Exemplo 2.1.2. O conjunto R? = {(z,y)| =,y € R} € um espaco vetorial com as opera-
coes de adicao e multiplicacao por um escalar real assim definidas:
(T1,91) + (T2, 92) = (21 + T2, 41 + ¥2)

a(zy,y) = (axy,ay)

Exemplo 2.1.3. O conjunto R?* = {(z,y,2)| z,y,2 € R} € um espago vetorial com as

operacoes de adi¢ao e multiplicacao por um escalar real assim definidas:

(1,91, 21) + (T2, 92, 22) = (21 + T2, 91 + Yo, 21 + 22)

a(ry,y1,21) = (ar,ay,az)
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Podemos generalizar os exemplos anteriores para uma quantidade finita de entradas.
Apresentamos no préximo exemplo essa generalizacao ela é chamada de Espacgo das n-

uplas ou Espaco R”.

Exemplo 2.1.4. Para cada n > 1, o conjunto R" = {(a1,as,...,a,)| a; € R,i =

L,...,n} é um espago vetorial com as operagées definidas por:

(a17a27"'7an)+(b17b27"'7b'n) = (al+b17a’2+b27"'7a’n+bn)

alay, as, ... a,) = (qay,aas,...,qa,)

2.2 PRODUTO INTERNO

Seja V' um espaco vetorial real, um produto interno em V' é uma funcao que associa
a cada par de vetores u e v de V um ntumero real denotado por (u,v), que satisfaz os

seguintes axiomas:
L. (u,v) = (v,u), Vu,v eV
2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w), Vu,v,weV
3. (au,v) = afu,v), Vu,v e VeVaeR
4. (u,u)y >0,VueV, e (uu) =0 se, e somente se, u =0

Um espago vetorial real com um produto interno é chamado de espacgo euclidiano.

Apresentamos a seguir alguns exemplos de produto interno.

Exemplo 2.2.1. Considere o espago vetorial R? e u = (x1,41),v = (29,92) em R% A
funcao definida por

(u,v) = 1172 + Y192
é um produto interno em R2.
Exemplo 2.2.2. Considere o espago vetorial R? e u = (x1,y1,21),v = (21,,%2,22) em
R3. A funcdio definida por

(u,v) = T30 + Y192 + 2129

é um produto interno em R3.

Podemos mais uma vez generalizar.
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Exemplo 2.2.3. Sejam R" e u = (x1,...,2,),v = (y1,...,yn) em R", a funcao definida
por

(u,v) = T1Yy1 + -+ + Tpyn

‘¢ um produto interno em R™.

Os trés tltimos exemplos sdo chamados de produto interno canoénico sobre R?, R3
e R", respectivamente. H& infinitos produtos internos diferentes dos produtos internos
canodnicos. A seguir apresentamos dois exemplos de produto interno diferentes do produto

interno canonico.

Exemplo 2.2.4. Considere o espago vetorial R? e u = (z1,y1),v = (x9,y2) em R A
funcdo definida por
(u,v) = 2x129 + Y192

é um produto interno em R2.

Exemplo 2.2.5. Dado o espago vetorial R? e u = (z1,y1),v = (22, 72) em R% A funcdo
definida por
(u,v) = 3z129 — T1Y2 — Tt + TY1Y2

é um produto interno em R2.

2.2.1 Norma

Seja V um espago euclidiano, chama-se norma de um v em V, e denota-se por ||v|, o

numero real definido por

[o]] = /{v, v)

Observe que a norma estd bem definida, pois para todo v temos (v,v) > 0. Essa é a
norma proveniente do produto interno. O exemplo a seguir apresenta a norma proveniente

do produto interno canénico em R? e R3.

Exemplo 2.2.6. Considere R? ¢ R® com produto interno candénico. Entdo, a norma é

(2, 9)]| = /22 +y> , v=(zy) €R?
I(z,y,2)|| = /22 +y>+ 22 , v=(zy,2) €R’

Esta norma € chamada de norma euclidiana.

dada por
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Uma interpretacao geométrica para a norma euclidiana em R? e R? é dada na Figura

Figura 1 — Norma euclidiana em R? e R?.

A

O préximo exemplo apresenta o calculo de da norma de alguns vetores.

Exemplo 2.2.7. Considerando o espaco euclidiano R? com a norma euclidiana, temos:

1(3,4)] = V32 +42 =9+ 16 =V25=5

l(=2, =Dl = /(=2 + (-1)2 = vVI+ T =5

2.2.2 Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz (CBS)

A desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz, também conhecida como desigual-
dade de Cauchy-Schwarz, desigualdade de Schwarz ou desigualdade de Cauchy, ¢ uma
desigualdade muito 1til que aparece em varios contextos diferentes, tais como em ana-
lise, aplicando-se a séries infinitas e integracao de produtos, e na teoria de probabilidades
aplicando-se as variancias e covariancias. A seguir iremos enunciar a Desigualdade CBS

e demonstra-la.

Teorema 2.2.1 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz (CBS)). Seja V' um es-

pago euclidiano, entdo para todo u,v € V' tem-se
[{u, v)| < Jlul[|v]]
A igualdade vale se, e somente se, {u,v} € linearmente dependente.

Demonstragcio. Se uw =0 ou v = 0, o resultado é imediato. De fato, digamos v = 0, entao
(u,v) = (u,0) = 0 e |[u|l||v|| = [Jul[]|0]] = |[u]] - 0 = 0. Portanto, neste caso, tem-se a

igualdade.
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Suponhamos u # 0 e v # 0. Logo, para todo a € R, vale a desigualdade ||u+av||* > 0.
Dai,

0<||u+av|]]®* = (u+av,u+ av)

(u,u) + (u, av) + (av,u) + (av, av)
(u, u) + alu, v) + afv, u) + (v, v)
lvll?e® +2(u, v)a + [Jul?

Obtivemos assim um polinémio quadratico (pois ||v|| # 0) ndo negativo na incognita c.

Esta desigualdade implica que o polinémio
[v][?a® + 2(u, v)ar + [|ul|®

nao tem raiz real ou tem raiz real dupla.

Portanto, seu discriminante deve ser menor ou igual a zero. Dali,

20w, o) = AolF[lul® < 0 =
Au,v)* < Aol =

(w,0)* < ul*llv]”

Considerando agora a raiz quadrada positiva em ambos os membros da ultima desigual-
dade, tem-se que
[{w, 0} < [Jul||v]]

para u,v € V.
Mostremos que |[(u,v)| = ||ul|||v]|| se, e somente se, {u,v} é linearmente dependente.
Se u =0 ou v = 0, entdo {u,v} é linearmente dependente. Suponhamos u # 0 e v # 0,

entao
{u o) =llullllvll <= (wo)* = ulfllv]* <= 4u,v)* = 4ful*[lv]* =0
Mas, 4(u,v)? — 4||u||?||v]]* é o discriminante do trindmio em «
lvl*a® = 2(u, v)a + [Jul®

que, por sua vez, é igual a (u — av,u — av). Sendo o discriminante igual a zero, segue

b
que o trinémio possui uma raiz real dupla a = o0
a
: : (u,v) L
Considerando a raiz a = ———- (dupla) do trinémio, temos

gl

(u—av,u—av) =0

o que equivale a u — av = 0, e daf u = aw. Portanto, {u,v} é linearmente dependente.
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Por outro lado, se {u, v} é linearmente dependente, entao um dos vetores é combinagao

linear do outro. Seja u = awv, para algum a € R. Entao

[(u,v)| = [{av,v)| = |a(v,v)] = |al|[(v,v)] = |a[|v]?
e
Julllloll = lav|llv]l = lall[vllllo] = lellv]?
Portanto, |(u,v)| = [|ul|||v]]- O

Considerando os espacos euclidianos R? e R?, a Desigualdade CBS ¢ escrita como:

Seja R? o espago euclidiano, entao para todo (a,b), (z,y) € R? tem-se
laz + by| < Va? 4+ b2\/22 4+ y?

. a
A igualdade ocorre se, e somente se, — = —.
r oy

Seja R? o espago euclidiano, entao para todo (a, b, c), (z,y,2) € R? tem-se
lax + by + cz| < Va? + b2+ 22?2 +y? 4 22

_ a c
A igualdade ocorre se, e somente se, — = —.
x z

b
y
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3 UMA FERRAMENTA PODEROSA

3.1 LEMA DE TITU

O Lema de Titu é também conhecido como desigualdade de Sedrakyan, desigualdade
de Bergstrom ou forma de Engel, é uma consequéncia direta da Desigualdade de CBS.

Nairi Sedrayan, nascido em 1961 em Ninotsminda, antiga Unido Soviética é o mate-
matico arménio vencedor do Prémio Erdos 2022, envolvido em Olimpiadas nacionais e
internacionais, incluindo American Mathematics Competitions (EUA) e IMO, tendo sido
presidente das Olimpiadas de Matematica da Arménia, Lider da Equipe Arménia da IMO,
membro do juri e membro do comité de selecao de problemas da Olimpiada Internaci-
onal de Matematica, membro do jari e membro do comité de selecao de problemas da
Zhautykov International Mathematical Olympiad (IZhO), membro do juri e membro do
comité de selecao de problemas da Olimpiada Internacional das Metropoles, presidente
e organizador da Olimpiada Internacional de Matematica das Cidades na Republica da
Arménia (1986-2013). No livro seu livro Desigualdades Algébricas sao fornecidas varias
generalizagoes da desigualdade que recebe seu nome.

Arthur Engel (12 de janeiro de 1928 - 11 de novembro de 2022) foi um professor
de matematica alemao, pedagogo e autor prolifico. Sua obra foi traduzida para varios
idiomas. Ele participava de competicoes matematicas nacionais e internacionais desde
1970. Engel foi um dos primeiros a reconhecer o impacto das calculadoras eletronicas e
dos computadores no ensino da matematica. Ele viu que o foco deveria mudar de aprender
como aplicar algoritmos, que agora poderiam ser feitos pela maquina, para aprender como
construir e testar algoritmos. Ele também percebeu cedo o valor do uso de computadores
para atrair o interesse e a compreensao dos alunos pela matematica.

Em seu artigo de 1970, The Teaching of Probability in the Intermediate Grades, Engel
descreveu uma atividade na qual os alunos primeiro usariam um dispositivo giratério para
gerar uma série aleatéria de nimeros e, em seguida, usariam dispositivos para criar uma
série em que os spins nao fossem independentes, simulando um Processo de Markov . Um
professor australiano desenvolveu isso para apresentar aos alunos um modelo simples do
clima.

Titu Andreescu, nascido em 19 de agosto de 1956, na cidade romena de Timisoara,
¢ professor associado de matemaética na Universidade do Texas em Dallas. Ele esta fir-
memente envolvido em concursos e olimpiadas de matematica, tendo sido o Diretor das
Competigdes de Matemdtica Americanas (conforme indicado pela Mathematical Associa-
tion of America ), Diretor do Programa de Olimpiadas de Matemética, Treinador Principal
da Equipe da Olimpiada Internacional de Matematica dos Estados Unidos, e Presidente

da Olimpiada de Matematica dos Estados Unidos da América. Ele também é autor de um
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grande numero de livros sobre resolucao de problemas e matematica de estilo olimpico.
Desde muito jovem, o interesse pela matematica de nivel superior foi incentivado por
seu pai e por seu tio Andrew, que era professor universitario aposentado. Como estudante
do ensino médio, ele se destacou em matematica e, em 1973, 1974 e 1975, venceu os
concursos nacionais romenos de resolugao de problemas organizados pela revista Gazeta
Matematica.
Passemos agora a enunciar a Lema de Titu (AGARWAL, 2020) e para demonstré-la

usaremos a Desigualdade CBS.

Lema 3.1.1 (Lema de Titu). Se a e b sao nimeros reais, e x e y sio niumeros reais

positivos, entao
a? b S (a + b)?

y  rty

Demonstragio. Sejam u = (a,b),v = (z,y) € R?, com z e y positivos, da Desigualdade
CBS temos

lax + by| < Va? +b2\Jx2 +y? <~
(Jax + by|)* < (\/m)Q (\/372 + y2>2 =
a’z® + 2abry + by < (a® + %) (2® +¢°) =
a’z? 4 2abxy + by < a’2? + a*y? + b2t + by =
a’y? — 2abry + b2 >0 <—
como x >0 ey >0, temos zy(z +y) > 0, dai

a’y? — 2abxy + b*a?

>0 <=
zy(z +y)
2 2,,2 bQQbQ(—Q —2ab _b2
a‘xy + a*y* + 0°x +0"ry—a‘ry abxy xyzo —
zy(z +y)
2 2 o 29 2
a?y(r +y) + b°x(r +y) xy(a—i—ab-l—b)zo PN
zy(z +y)
2 2 _ 2
a*y(z +y) +b°zx(x +y) — zyla+0b) 50 e
zy(z +y)
2 b2 b2
a’y(z+y)  bax+y) wxyla+bd) 50 e
y(z+y)  aylr+y)  zylz+y)
2 2 2
r oy (z+y)
@ B (atb)
oy (z+y)
A igualdade ocorre quando % = g; O
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Assim como a Desigualdade CBS, o Lema de Titu pode ser generalizado para um

nimero finito de varidveis. Para R?, temos

Se a, b e ¢ sdo nimeros reais, e T, y e z sa40 nimeros reais positivos, entao

at ¥ A (a+b+c)?
T z

v

y (+y+2)
De fato,
a_z_i_b_Q_'_c_Q2 (a+b>2+£2 [(a+b)+c* _(a+b+0)?
r oy oz r+y 2 (x+y)+=2 (x+y+ 2)
. b ¢
A igualdade ocorre quando — = — = —
y oz

3.2 APLICACOES EM PROBLEMA OLIMPICOS

Nesta secao apresentamos o uso do Lema de Titu na resolucao de problemas de olim-

piadas de matemaética envolvendo desigualdades.

Problema 3.2.1 (RMO, 2014). Sejam x, y e z nimeros reais positivos. Mostre que

2 2 2 2 2 2
+z ¢+ xr” 4+
S + 24

>2x+y+2)
x Yy z
De fato,
2 .2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
+ z 2+ <+ z z z T
Y + + Y =<y—+—+—>+<—+——|—y—>
x Y z T Y z x Y z
Aplicando o Lema de Titu, temos
2 .2 2 2 2 .2 2 2 2 2 2 2
+ z s e+ z x z x
Y + + v (y—+—+—>+<—+—+y—>
x Y z r oy z x y z
L Wzt tzty)”
T o rtyt+z rT+y+=z
2@ty t2)’
rt+y+z
= 2(@+y+2)

Problema 3.2.2 (Assam Maths Olympiad, 2014). Sejam x, y e z niimeros reais positivos
satisfazendo x +y+ z = 1. Mostre que

zy(r +y)? +yz(y + 2)° + za(z + 2)* > dayz

De fato, dividindo ambos os membros da desigualdade por xyz, que é positivo por

hipétese, temos

(ﬂchzJ)2Jr (y+2)2+(2+$)2
z T Y

>4
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Logo, mostrar a desigualdade proposta é equivalente a mostrar a desigualdade obtida a

partir da divisdo. Dali, aplicando o Lema de Titu, temos

(x+y)2+(y+z)2+(z+x)2 (z+y+y+z+z+ax)?
z x Y r+y+=z
2(z +y + 2)]?
rT+y+=z
Yo +y+2)?
rT+y+=z
= 4d(z+y+=2)

= 4.1
4

Problema 3.2.3 (South Africa, 1995). Para nimeros reais positivos a, b, ¢ e d, mostre

que
1 1 4 16> 64

bt e T d T atbretrd

De fato,
1 1 4 16 1 1 22 4

b R S
a C

b ¢ d a b d
Aplicando o Lema de Titu, temos
1 1 4 16 11 22 42
PR i I S
- (1+1+2+4)>
- a+b+c+d

64
a+b+c+d
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve como interesse promover uma analise mais aprofundado sobre
o Lema de Titu, uma consequéncia direta da Desigualdade CBS. Destacamos que em um
primeiro curso de Algebra Linear, a partir de uma abordagem axiomética, muitas vezes
se caracteriza como a introducao dos estudantes na argumentacao légico-dedutiva. A
aplicagao dos conceitos e resultados nesse primeiro curso acaba nao sendo estudado pelos
alunos. Nesse trabalho tivemos a oportunidade de aplicar uma das mais importantes
desigualdades da matemética, a Desigualdade CBS, estudada na disciplina de Algebra
Linear, na demonstracao de um resultado importante e contemporaneo para olimpiadas
de matematica, o Lema de Titu, e utilizar esse lema na resolugdo de alguns problemas
olimpicos.

Com o Lema de Titu, demostrado neste trabalho, buscamos explorar desde a sua
funcionalidade até a possibilidade de um melhor aproveitamento do tema, pois pode-se
ser usado diretamente no ensino fundamental e médio, agregando ao aprendizado. Esse
direcionamento para a educacao basica e sua introducao na sala de aula fica como sugestao

para trabalhos futuros.
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