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ERRATA:
page 7: changer les G en g .

i Au bas de la page supprimer la phrase commengantid :™ Etant donné que H...

et finissant & Z[G] modules.”

page B8: dans le théordme 1 lire 0'-modules au lieu de O-modules.

page 9t dans la démonstration du théordme 2 la référence est; (:7] page 38 at
non [6]page 38,

page 15: dans 1'8noncé de la proposition 5 remplacer:

EeBst une unité de O par £ appartient & ON .
P
page 23: deux lignes avant la fin de la page
a-1 g~-1
remplacer 2" par TIi .
i=] i=]l
page 24: dans la derniare ligne remplacer g-1 par t-1 . N -1

page 25: dans 1'énoncé de la proposition 11 au 32 remplacer @ par &
i=1 i=1

Un certain nombre de fois des O' ont été remplacés par des 0, le lecteur
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Une propriété de l'anneau des entiers des extensions
g galoisiennes non abéliennes de degré pq
{

des rationnels.

par Jean COUGNARD

1
‘ntroduction.
e —————————————

Soit N/O une extension galoisienne de groupe de Galois G ,
Oy la cloture intégrale deZ dans N et O un ordre maximal de Q[G] conte-
nant Z[G] . Construisons le O-module OON ; dans le cas ou N/@ est mo -
dérément ramifiée , A. Frohlich a démontré que OOy est O-stablement libre
(5] , ce qui r"evient a dire que la classe de OON dans le groupe des classes
projectives de O est 1'élément neutre . Ce résultat est encore valable, sans
hypothése de ramification , si on suppose que G estun p-groupe [3] . Le
théoréme de Frohlich ne peut toutefois se généraliser sous cette forme puis-
que l'on peut construire des extensions non abéliennes de degré pq du corps
des rationnels telles que OOy ne soit pas stablement libre ([4]) .

On peut néanmoins remarquer que dans le cas modérément rami-
fié OON est O-isomorphe & O®Z[G] ON . On peut donc se proposer d'étu -
dier le O-module O ®Z[G] ON dans les extensions sauvagement ramifiées.
Ce O-module n'a plus de raison d'etre localement libre , il suffit pour s'en
convaincre de considérer une extension quadratique de @ ( cf. une lettre de
J. Martinet & JsP. Serre) . Il faut donc étudier son image dans le groupe
de Grothendieck G(O) des O-modules de type fini ; c'est ce que nous nous
proposons de faire dans le cas des extensions non abéliennes de degré pq

qui ont servi au contre-exemple de [4] .

Nous démontrons que O@Z[G]ON est isomorphe & une somme
directe DON 8 T ou T est un O-module fini. Dans le cas ol G est un
groupe non abélien d'ordre pg,on montre que la classe de T dans G,(0)
est l'opposée de celle de OON ce qui montre gus l'image dg OI@Z[G’]ON

dans G,(0) est 1'élément neutre.




Nous mentrons que cette propridté est encore vérifide
lorsqus G sst un p-groupe. La rdsultat est encore valable lorsqus

G sst abélien (t}ll),ceci est une conséquence das travaux de Léopoldt,

51, Produits tensoriels - Localisation .

r
L'algebre Q(G] est semi-simple @[G]= II A, olt les A,
i=1

sont des algébres simples : A, = e al(G] , e, désignant des idempotents du

centre orthogonaux deux & deux . Un ordre maximal O de Q[G] peut s'écrire
r

O = 1l Oi ou Oi = eiO est un ordre maximal de Ai ; de 1'inclusion
i=1

O 5 zZ[G] on déduit e;O > e; Z {G] donc pour tout x appartenant & O et
tout \ appartenant a Z[{G) on a
Cejx)h = Ceyjx ) Cegn)

ce qui munit Oi d'une structure de Z[G]J]-module ; le produit direct
T

O =~ [l Oi est un produit direct de Z[G]J-modules . On peut donc écrire
i=1

r r
O®c1%% ~ (El o, ) ®z161 On ~ iI;Il ©i %7167 On

r

comme G(O) = Tl Q,(Oi) on est ramené & 1'étude de ce qui se passe dans
i=1

chaque facteur simple .

Proposition 1 . Le Oi-module Oi ®Z[G] ON est isomorphe & Oi ON® Ti ou

Ti est un groupe fini .

démonstration

considérons 1'application biadditive f de OiXON dans O, ON
définie par f(u,x) = ux . Elle vérifie f(ug,x) = f(u, gx ) quel que soit g

appartenant & G ; l'application f se factorise par O, ®, [G) ON en une
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application [ telle que f(u ex)=f(u, x)=ux . Lesu ®x (resp. ux)
étant des générateurs de Oi ®Z[G] ON ( resp. C)i ON) l'application [ est
surjective . Le Oi—module Oi ON est projectif puisque sans torsion , il

existe donc un Oi-module Mi' tel que
Oi ®Z[G] ON = Oi ON® Mi

comparons les dimensions de @®, (O, ®70G] Oy’ et @ 8 (O, Oy@M, )

N

ae, (O ®z[GJ ON) = Ai®Q[G]N:~ Aia-AiNm@@Z O, Ox

d'olu 1'on déduit que @ e, M, = 0 ce qui montre que M, estun groupe de

torsion ; comme il est de type fini la proposition est démontrée .

On peut trouver un Q‘:-module libre E et un sous-module E' de

E tels que l'on ait une suite exacte

0—>E'—E — Oi®z[GDDN—*>O

Or, on peut déduire du théoréme I-2 de [[€) que la classe de E dans

Go(Oi) gst 1'élément neutre. On a donc:

n
cl( Oy ®70G] Oy?)=-cl(EY) or E'=0; @1 ou I estunidéal & gauche
de O, , la classe de E' est égale & celle de 1, laquelle est déterminée par
sa norme réduite ; ceci justifie 1'étude par des méthodes locales , Pour tout

O,-module M et toute place p de Z on a

2,2,(0; 85O = (Z,8 O,)8;757 Oy =~ (Z2,8,2(C) ®,:5 0P & Oy
= (2pLG1®21619 7% 1q) On B O7161(Oi®z(¢) ON
" (2,060 82067 00 @7 161 (2p0C) 2716y Oy

'=>-(zp®Z Oi)®zp[G] (Zp®z ON)

Proposition 2 . Les facteurs premiers de l'ordre de Ti sont des places sauva-

gement ramifiées ,

démonstration :

d'aprés la remarque précédente et la proposition 1 on a les iso-




morphismes :

ZP®Z<01®Z[G] ON)m(ZpQ@Z OiON)@(zpca Ti)

Z
=(zp @z Oi)®zp[G] (zp ®, Oy
or si p est modérément ramifié dans N/Q , Zp ®Z ON est Zp[ G]-libre de

rang 1 donc Zp ® T, = O si p est modérément ramifié ,

i Corollaire 1 . Si G estun p-groupe , l'image de O®Z[G] ON dans C%(O)

est 1'élément neutre .

démonstration :

~Ona d(oi®Z[G] Oy =cl(Q ON)+C1(T1> , or d'aprés
(31 O O, est stablement libre donc cl ( O, ®Z[G] ON) = cl(Ti) . On

peut trouver un entier r 2 1 et un idéal fractionnaire a gauche 1 de Oi tels
que l'on ait une suite exacte

r-1
O—~Oi

®1-0 ~T. -0

i i
d'ol 1'on déduit cl( Oi ®Z[G] ON) = c1(1) . Comme Ti est un p-groupe ,
la norme réduite de I ne fait apparaitre que la composante au-dessus de p
dans le centre du facteur simple ; G étant un p-groupe , la norme réduite

de 1 est un idéal principal ( principal totalement positif le cas échéant ) ce

qui démontre le résultat .

Intéressons nous maintenant aux groupes non abéliens d'ordre

pq . L'algébre Q[ G) comporte trois facteurs ([4)) et on doit étudier
(w racine primitive q-iéme de l'unité ) et O5 un ordre maximal de M (K)
1

ot K est le sous-corps dd p-iéme corps cyclotomiques de degré p-2
q

Il est clair que O1 ®Z[G] ON ne pose pas de probleme . Pour 03 ®Z[G] ON’

appliquons la méthode précédente .

Corollaire 2 . Si 03 est un ordre maximal de Mq(K) contenant la projection

de Z2[(G] , la classe de 03 ®Z[G] ON dans GOCOS) est 1'élément neutre.
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démonstration :

Soit A la projection de Z[G] sur Mq(K) . On peut montrer
que A contient la cl3ture intégrale de Z dans K et que le conducteur de 03

dans A est une puissance de l'idéal premier principal de K au-dessus de p

({2)) . On a donc pour toute place & premiére a p

%8203 ~ /\2
ce quil donne:
~Z, ®,( 05 Oy)
ce qui montre que l'ordre de T3 est une puissance de p . On peut conclure

comme dans le corollaire 1 . Car OBON est stablement libre( cela se

deduit des calculs da[Q.]).

Dans le cas des groupes non abéliens d'ordre pq , il reste a

étudier O, ®Z[G] Oy - Le facteur simple O, estassocié aux caractéres ¥

de degré 1 de G non triviaux .

Quelques remarques sur un caractére non fidele .

On est dans la situation suivante : Soient k/@ une extension
galoisienne de groupe de Galois g et O' un ordre maximal d'un facteur sim-
ple de Q[g] , contenant Z{g] . On considére N/O une extension galoisienne
de groupe de Galois G telle que N contienne k . On s'intéresse au O'-mo-

dule O ®Z[G] ON . Notons H = Gal ( N/k) .

On a un isomorphisme de O'-modules fourni par les propriétés

élémentaires du produit tensoriel

On est donc conduit & étudier en premier lieu Z{g] ®Z[G] Oy -
Il v a une surjection de Z[g] ®, Oy — Z(q] ®Z[g] Oy dont le noyau est
le sous-Z-module engendré par les éléments de la forme ( Tgex ) - ( Twgx ).

On peut toujours trouver g' tel que 7 = 1.g' d'ou




Proposition 3 . Il y aun isomorphisme de Z[g)-modules entrez[g] ®

Tex = 1. gex - 1wgx + 1 @gx

ce qui montre que tout élément de Z(g] ®Z[G] Oy Peut s'écrire sous la

forme 1®x . Avec les notations précédentes,on peut énoncer:

: 2(G1 ON
ou I, estl'idéal de Z[H] engendré par les éléments (h-1)

et O
Bl N
/IH ON

(h € H) . L'isomorphisme est défini de la fagon suivante : pour 1'élément

Tox , il existe g tel que 1 =1.g ; l'image de T@x par l'isomorphisme est

la classe de gx dans O
N o
H™N

démonstration :

Considérons l'application p : Z[G] x Oy défi-

— 0
N
/IH Oy

nie de la fagon suivante : pour 7 € g , il existe g€ G tel que 7 = l.g

posons p(7,x)=gx . Sionremplace g par gy ona ggil €H d'ou
g=hgy et gx - gyx= (h-l)glx € 14Oy ce qui montre que 1'application p
est bien définie . Remarquons que par construction , quel que soit g'€G

ona p(rg',x)=p(T,8'x ) . On en déduit 1'existence d'un homomorphisme p de

Z{g) -modulesde Z(g] ® @) dans Oy . L'application p étant sur-
Z[G] N /14Oy

jective , il en est de meéme de —1; . Montrons que cet homomorphisme est in-
jectif :
plrex) = P(lgwx) = p(legx)=p(l,gx)=7gx ;

si @x = 0 c'est que gx € I;; Oy donc peut s'écrire gx = L (h;~ Dx; d'ol
i

T® X =§ 1c9(hi—l)xi =§ hi®x - 1 wx, = 0

On est donc amené a étudier le O-module O'® O
2led "Ny oy

Revenons au cas qui nous intéresse : H est cyclique d'ordre une puissance

de p , g estcyclique d'ordre q avec q # p . Le module Oy inter-
/1, Ox

vient dans la suite exacte de Z[g]-module
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o
(1) 0—s fert— o N 1 (Oy) —> 0
L, Oy I, O k

ou Ker T désigne le noyau de la trace dans l'extension N/k restreinte a

ON . De (1) on déduit la suite exacte

2(G] Ker T
(2) Tor; (O, Ty (Oy) —> O'@ fer L —
/k Z[G) 1,0y
On
..—>0'8 S > 0'e Ty, (Oy) —> 0.
2(G} 140y Z{G] /k

La suite (2) reste exacte si on lui applique ZL ®Z , ce qui donne , compte-
tenu du calcul qui précéede la proposition 2
Z(G]

(3 z, ®, T'orl (O',TN/k(ON)) ——)(ZL@Z O')®z&[G£Z{®

KerT>

—> (Z ®ZO>®Z [G](Z ® J/N\ —_—
H

“—><Z/L®Z O')'S'Z&[G] (Z{ o, TN/ (ON)) —> 0

Mais Ty (Oy) estunidéal de Q , si L#q Q,®

B @k est une algébre de
/k

Galois modérément ramifiée donc Z L ®7 TN/}\ Oy est Z{[ﬁ ]-projectif.

Cela se déduit du théoreme I de [9). On en déduit que la suite exacte

de Z [ 3] modules:

— J/ —> 2,8, Ty, (Oy)—>0
(4) 0—-—>Z ® 1/-E/- >Z ® I Z N/k N
HON HON

est scindée .Etant donné gque H opaire trivialement sur ces modules,

-

la suite est une suite exacte scindée de Z[G]modules.

Elle le reste quand on lui applique (Z{ ®Z o") ®ZL[G]

Ker T

Pour £ = q , —— & pour ordre une puissance de p , par conséquent
I, ©
H N
ona Z ® w = 0 . On en déduit que la L-composante de l'image de
O
I ON



B 1, s A

2(G]
Tor (o, T (O ) dans O'® }% est nulle quel que soit 1,
H N
soit
Théoréme 1 . La suite de O- modules
O

Ker T ' y ' —_
A S O'® —> 0'® T, (O,)—>0
0= 0"%714] '1{ z{g] 71 o Z(g) "Ny N
H-N
est exacte .

Par définition des groupes de Grothendieck , 1'image de

. . . Ker T
0" ®Z[G] ON est égale & la somme de celles de O ®Z[g] I/QN/ et

O'® (ON) . Nous allons faire les calculs lorsque l'ordre de H

20a] "N

est égal a p . Auparavant rappelons des résultats de Shankar Sen ([7])

qui nous seront utiles ,

§ 3. Rappels des résultats de S. Sen .

Rappelons quelques notations : K et F désignent des corps lo-
caux tels que K soit une extension cyclique de F de degré pn , A désigne
l'anneau de valuation de K , B celui de F (on suppose K/F totalement ra-
mifide); soient g un générateur de Gal( K/F ), m(resp. ) une uniformi-
sante de F (resp. K ) (pour faciliter les calculs on choisira ultérieure -

ment ces uniformisantes ) .

r
On note i(r) = VK<-<—9—I'I'—1—-M-> et i = i(p°) .

Lﬂ@e 1. ([#]lemme 1) . Quel que soit u €2 , il existe XH tel que VK(X“> =W

-1 .
et v({(g-1) xu)=u+i(u) (on choisit X"l:igo ol(H)> .
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,ame 2 . ( (7] lemme 2) . Tout élément x de K peut &tre écrit comme somme
i.e -
[+ 2]
d'une série X= L x , les x vérifiant les conditions du
—_— U = VK(X) M H

lemme 1 .

e e et

Lemme 3 ( [7] lemme 3) . Soit s tel que is_1<m ; si quel que soit j, O<j<s

a—

on.a ij-l = ij mod pJ alors les entiers u + i(u) avec v@(u) < s sont tous

distincts et distincts de i

s-1"°

On déduit de ces lemmes

Théoreme 2 . ( [2] Th. 1) . Pour 1< r <n la congruence ir-l =i, mod pr est

vérifide .

Ces résultats permettent de déterminer la structure du groupe

Ker TK7 de la fagon suivante . Pour p tel que 1sp < pn-l choisis-
(1-0) A

sons des X, dans K vérifiant les conditions du lemme 1 . Les Xl-l et 1 for-
ment une B-base de A ; posons yu = (o-1) xu~ , du théoréme et du lemme 3
on déduit que les Yy ont des valuations distinctes et méme que les entiers
VK(y“) sont distincts modulo p" ( [6] p. 38)) donc les A forment une B-
base de (1-0)A . 1l en résulte que les Y, forment une F-base de (1l-0)X .

Soit z € A tel que TK/F(Z) = 0 ; cet élément appartienta (1-0)K N A |

n
p -1

il s'écritdonc z= L b, y, avec vg(z) 20, VK(bu) =0 (p") ;les
M=1

VK(yu) étant deux a deux distincts modulo p' on voit que

VK(Z) = inf Vi ( bu yu) par conséquent , quel que soit 4 on a

P“vF(b“)+u+i(u)zO ce qui équivaut & vF(bu)z_[LH;(u) J

P
Y . u+ 1)
Une B-base de Ker T est donc formée des —=— ol (u) = [—————-—J
K n
/F ﬁ<u> P
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Etude de O'®

—-\O-

est le plus grand entier inférieur ou égal a —“i-lﬁ(—ul
P
Revenons & la situation du § 2 : N est une extension non abé -

lienne de degré pq ; son groupe de Galois G est engendré par deux élé-

p=’1‘q=1 1

ments g et T tels que ¢ ;ToT =08 our:l(p), d=1(p)

ce qui implique p=1 (q) . On note H le sous-groupe distingué engendré
par ¢ , k le sous-corps de N formé des éléments invariants par H et

Ker T

. . , ) Ker T
g=0G . Nous voulons étudier O'® = 0%
/H Z[B] L,O

ou O' est isomorphe 4 Z{w] (w racine primitive q-ieme de 1'unité ) .

Ker
2] 5 oy

On sait que }Sr/L’ est un p-groupe , On a donc
(0-1) Oy
w =~ Z ®Z EE}.’I" ; or on a la suite exacte de Z-modules
(6-1)0 P (g-1)0
N N
Ker T
0—>(0-D0Oy —>Ker T—> —"7" — 0
(o-l)ON

qui reste exacte quand on la tensorise par Zp ce qui donne

Ker T __ Ker T

(5) 0 —>(0-1)Z2,®, Oy —> z,%, Oy —> 0
(0-1) Oy
Zp®z Ok
) . cor . Ker T
On sait que si N/k est non ramifié¢een p, _~——" =0
(0-1)0y

Nous ne nous intéressons donc qu'aux cas ol N/k est ramifiée
en p . Soient p; les idéaux de Ok au-dessus de p , B désigne 1'idéal de

Oy au-dessus de p, . Dans ces conditions , on a

(6 Ker T g Ker T,
(c-1)0y i, (o-1) Oy

St
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ol Nr‘Bi ( resp. kpi ) désigne le complété de N (resp. k ) pour la valuation

associde a B ( resp. pi) , Oy estla cldture intégrale de Zp dans N

D, %
et Ker Ti le noyau de 1'application trace dans N‘13 /k restreinte & ON .
by 1,
L . . Cos -
extension N/k étant ramifiée en p, ona Gal <N‘Di/k >= H
Py
ce qui justifie l'écriture au second membre de (6) , Déterminons les grou-
Ker T.
pes //F,J-/" . D'aprés la discussion de la findu § 3, on a
']31-
Ker T p-1 Okp
(9-1) Oy el 6

11 faut calculer (u) et pour cela connaftre i(u) . Mais , par définition des
groupes de ramification , M € Hu o i(u) =u ; or la longueur de la suite
des groupes de ramification est bornée de la fagon suivante : Soit t telque

H, £{1} , Ht+1 = {1} , l'extension N/k étant sauvagement ramifide, on a

lsts[

donc deux possibilités suivant que e= 1 oue=q . Pour e=1,onat=1,

pe

J ou e est l'indice de ramification de p dans k/@ . On a
|%

1

donc pour 1 spu<p-1,i(u) =1 etl'indice (u) est égal & [:LHl ] , ilest
p

doncnulsaufpoﬁrp=p-l ouil vaut 1 , Pour e=q ,onalsts __P_Q_J
p-1

On peut alors montrer par des considérations sur le groupe des commuta -
teurs de G ( méme raisonnement que dans [6]) quesi p#3 lst<gq ,

sip=3t=1o0ut=3.

Etudions les différents cas

]

= 1, p décomposé dans k/@ .

D'apres (6) et (7) on a ,u ~

Vi , chacun des Vi
(0-100 i
N

i ®.0

1
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dtant isomorphe a TFP et g opérant transitivement sur les V. . On en dé -
i

A K
duit que y)/ est un TFP[SJ—module qui donne la représentation ré-
(g-1)0
N

guliére or

Ker T

/
0®
Z(g] (5-1) Oy

~ Z[Q]__,/—-/'i ®Z[g] Ker T =
T+ 474" (g_l)QN (1+T +ot Tq_l)

ce qui revient a retrancher la représentation triviale de la représentation

réguliére , soit

(8) O ® Ker T- . Z{u]

2(s] (6-1) 0y  (p)

ol w désigne pour toute la suite une racine primitive q-ieme de l'unité qui

sera précisée ultérieurement .

cas : e =1, p inerte dans k/Q

Soit un relévement de g dans Gal( N/@) ( ce groupe est en
effet produit semi-direct de H par g ) et X son corps des invariants . On
note [l une uniformisante pour la place au-dessus de p dans K ; c'est éga-
lement une uniformisante dans N .

Puisque K/@ est totalement ramifiée en p , choisissons pour

uniformisante dans @Pl'élément NK () = a . Construisons les x

f/a H
P
(1su<p-1) comme dans le lemme 1 , on a donc x 1° a ,
-1
o gﬂ)
-1 y -
y 1=(G~1)X 1=X 1 (G .___}_)__11. etposonsv: p_]- = g _({I)"H
° . P I a Do~ (M)

Soit f 1'application de ON(D/‘D dans ON‘D qui donne le systéme

de représentants multiplicatifs de ON /D ; ce systéme est également le sys-
D

teme de représentants multiplicatifs de Ok /o Le groupe g opére a la fois
p

e
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sur Qkp/p et sur Okp , l'unicité du systéme de représentants implique

f(r8)=10(g) . On sait que Ker T admet pour O, -base les dléments
Yooq P

vy = (o-1) X (1sisp-2)et v=—P"" | d'autre part (g-1) ON admet
a 3

pour Oy -base les y, (1<is<p-1). Tout élément de Ker T peut etre

p (0-1)ON
représentd par un élément de la forme bv avec b = L f(En) a" donc
n=0

bv = f(Bo) v+< Zlf(Bn) an'l>yp_1 . On peut donc choisir dans ON
n= 7

des représentants des éléments de ‘_K’er/L sous la forme f(g)v

(c—l)ON

~ . K T - . ~
Pour connaltre l'action de sur o -— il suffit de connaitre 7(v) .
g

(0-1) 0y
Posons o~ (1) =1 + f(a) 1%+ ... Les conditions de ramification imposent
t=1donc v(o ' (m)-0)=2 soit @ #0 . On a donc
v=rl(a)+ L f(un)ﬂn et 1(v)= f(7(a))+ L f(T(un)) o
n=1 n=1

Comme v appartient & Ker T , il en est de méme de 7 (v) qui s'écrit par

p-2
conséquent sous la forme : 7(v)= L bi y; + bp 1V et dont l'image dans
i=1 b
E_QLI— admet un représentant de la forme f(8)v . On sait que la va-
(O-I)ON

luation de T(v) est égale a celle de v , que les valuations des y; et de v
sont deux & deux distinctes modulo p et que celles des b, sont congrues a
zéro mod p . On en déduit que f(B) est le représentant tel que 7(v) - f(g)v

ait une valuation distincte de celle de v ; la comparaison des développements

de v ¢t T(v) montre que f(B)=M =f<ici->-> .
fla) a

Considérons l'application de Ker T a valeurs dans Ok /p définie par

(U-l)ON

p(f(gldv)=8a .

B‘oposition 4 . 1.'application ¢ est un homomorphisme de Z[g]-modules.
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démonstration :

Montrons tout d'abord que ¢ est un homomorphisme de groupes.

Solent 84 et B, deux éléments de O /o calculons cp(f(Bl)v+f(52)v)

=Cp((f(51)+f(32))v) or f(el)+f(82)=f(sl+ 82)+ua ol u est une

unité de Okp donc (f(Bl) +f(82)) v = f(81+82)v+u Yp.1 PAT conséquent

(f(Bl)+ f(82)> v = f(81+ﬁ2> v d'ou CP(f<ﬁl)V+f(82)V) = Bla+ 82(1 .

Montrons maintenant que ¢ commute avec l'action de g

p(r(F(BIv) =(f(r (BN 1(v)) = o(f(r (8D f(Taa> dv) = cp(f(T(BOQ)V)

a

=71(g)t(a)=T1(f(g)v) ; ce qui démontre la proposition .

On constate immédiatement que ¢ est un isomorphisme d'ou

0
o Keel - Zel— L9 Ep/&Z[g]/ g Fol®

2(g] (0-1) Oy LT+, 4797 Tors ... +ra-1  Zlg)
p
eme .
3 cas : e =q

On désigne par p l'idéal premier de k au-dessus de p , par P
1'idéal premier de N au-dessus de p et par pi' les idéaux premiers de
Z{w] au-dessus de (p) . On localise en p et on choisit des uniformisantes

de la fagon suivante : dans kp on choisit m tel que nd e Qp ; on choisit en-

. el
suite une uniformisante HK dans K, Qp , 1'"élément I = HK 9 ¢ estune
uniformisante de B . Pour le générateur 71 de g , 1'élément () G
11 I

est une racine primitive q-iéme de l'unité . Les résultats précédents qui
faisaient appel & une racine primitive q-i2me de 1'unité ne changent pas si
on lda remplace par une de ses conjuguées . Il n'yadonc pas d'inconvénient

7 (m)

m

a écrire

=w , cet élément étant dans Qp .

Soit t la longueur de la suite des groupes de ramification en
numérotation inférieure , o € Hu © i(u)2u donc ici pour w ¥ 0 (p)

ona i(u)=1t , d'ol



-1§5-

0 si 1spsp-t-1
Gy =[22] -
p 1 si p-tspusp-1

sauf si p=t=3 auquel cas on a toujours [y} =1
on a dans tous les cas p+t-1< 2p

Soit f l'application de ONcD/'D dans ONq} qui donne le systéme

de représentants multiplicatifs de ON /B ; ce systéme est le méme que celui

P

de Zp , ses éléments sont invariants par G .
/(p)

vl
De la relation i(u) = V((o__—_l)_[}) = t , on déduit l'existence
it

d'un dlémenta # 0 tel que o(M) - M = £Ca) N1 (mod nt*2)

e

Proposition 5 . Avec les notations précédentes et celles du § 3 on a les rela -

tions

yLl =u f(a) H"Ht + e Hu+t+1 ol ¢ estune unité de ON et 1su <p-1
P
' j(uet)
TJ(YH)E f(a) uw”“ ™ ( mod H“+t+l) i lsusp-1
i
lLemme 1 . Pour 1<y < p-1 onag—(u = uf(a)mt (Ht+l)
I

démonstration

On a o(ll) - = f(a)nt+1 (n“?‘)'
d'ol o2(N) - o(M) = £Ca) (M + FCo) OtHEY L (g2
= () nttl (ntt?)

on en déduit :  oM(m) - P lcm) - fCa) Ittt

soit M) -1 = pfCa) nttl ¢ o)
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Lemme 2 . On a les congruences : suivantes pour 1\<t4$ p~-1
x, = ™ 4 f(a) po(p-1) R+t (Hp+t+1)
- 2

démonstration :

Remarquons que (p) =(Hpq) et que U+t < 2p < pq donc il n'est

pas nécessaire de prendre le reste modulo p des coefficients de MT**! . Au

u-1 .
§ 3 nous avons choisi x“ = gl(n) ce qui entrathe
i=0
p-1 ‘ p-1
x = I (n+o'(m-n)= 0 (m+ifCadnt™h) Qi
H =0 i=0

n

w-1

Mt (CT 1) Mttty
i=0

ce qui démontre lga congruence

Démonstration de la proposition :

Nous pouvons écrire d'une part :

(H-1D1 t t+1 .
= - = ————————— f
v, (o 1)x“ X - ﬁJC“ (ad 0 +e I ) ol e € ONﬁ‘
- (™ + f(a)%;l_) Mty ezn““*l)(u fa) '+ e 1)

- fla) s Nadag
comme d'attrs part T(T)=o Non obtient la deuxidme comgruence;

la proposition 5 est donc démontrée.
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Ker T‘D

(0-1)0

Ker T N
On veut connaitre QO ® —_— Y
Z(g] (0-1)0y

1ar 4 ... 470!

Ker T

/L' est un IFp [g]-module ; on peut le décomposer de la fagon sui-
P
Ker T
vante : /L‘ = Vo ®V ou Vo est le sous-espace invariant par

P

Ker T
3 .Onaura O ® /)/' -~ vV
zlg] (0-1)0y

Pour connaftre cette décomposition , déterminons le caractére
Ker T
§ de la représentation de g sur IFp fournie par . Pour ce
-1) 0O
(o-1) Nrp
faire reprenons un raisonnement utilisé dans le deuxiéme cas .

Y,
On a une Ok -base de Ker T,, formée par les H
D
p ()

Okp-base de (o-1) ON

(1su<p-1) etune

formée par les Y, (1sps<p-1). Un élément de

P
Ok s'écrit ZO f(Bn) nn , €tant données les valeurs de (p) , tout élé-
p n= :
Ker T p-1 Y
ment de ,/J/ admet un représentant de la forme r fF(b ) H
(o-1) Oy H=p-t Hoon
si pg 3 et B1 p-eJ31 lorsque p=t=3 ce représentant est de la
. 2 '
pd
f“omerz;l f'(br)ﬂt‘

On a remarqué que g opére trivialement sur les f(b“) , il suffit donc de

Y,
~ . » . ,
connaitre l'action de g sur les A , plus précisément , pour connaitre le
m

Caractére ¥ associé d cette représentation de g , il suffit, si on écrit

) 2 ,
Hyi m

L
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v 2 y
sauf si p=t=3 ol 1l'on écrit 'CJ(—-P'] -« pd 2 )
oy v
de déterminer bi’u et on a 'J!(Tj ) = 5 bLJl,LJ . Mais on connaft

rj(n(“) ) = wj(“) ™ et on sait que l'on peut écrire 'rj(yu) =z c y

Myl i

avec les coefficients C& i dans Ok on peut également écrire d'aprés la
’
p

' jnt)
proposition 5 1 (yu) = Fa) po ™Mty et on gaiy que les va-
luations des y; sont deux a deux distinctes modulo p et que les coefficients

Ci , ont des valuations congrues 8 O modulo p . Le représentant f( bi )
b ’

est donc tel que V(Tj<—}:ﬁu—> - f( ble,u ) y%) # V<-};ﬁ> . En comparant

les développements de yH et TJ(y“) donnés dans la proposition 5, on voit

que bi . estlaclasse de (M1t )J . On trouve donc que

bJ ___I(U"'t'l)}

ou w est la classe de w dans Z =IF_ , ce qui
Moy P/(p) p
nous donne
. p-1 _ _
WE T AC
M=p-t s> .
sauf si p=t=3 olu 1'on a‘ﬂtj) =z wY
i=1
soit en tenant cpmpte de la cogruence p 5 1 (q)
1 5 =iy
: t- Yy . 5 o
(e = ¢ R sauf si peta3 am\f('c )= e
1=0

Les caractéres irréductibles de g a valeurs dans IF_  sont

des caractéres v de degré 1 définis par ws( ) -5 S . On a donc

t-1

Vo= séO Vs tsauf si p=t=3 ol ki'/ =*° +\i;

D aprés ce qui a été dit plus haut , le caractére de g fourni par le Ep[g]-

t-1 -
module V = O®" K'e}r/ est z Y, sauf si p=t=3 ol 11 est
2(g] “(o-1) 0y =1
syar a ¥

1 . Le g-module V se dé compose en une somme de (t-1)g -modules

irréductibles (sauf si p=t=3 ol l'on en a un seul) , chacun de ces

Zlw) 463 i ' comme
facteurs étant isomorphe & un quotient [/ . Définissons p;
P

1
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étant 1'idéal premier de Z[w] au-dessus de p associé au caractére ¢1

ce qui revient a dire que \bl(T) est l'image de w dans Z% ; soit Py le
| Pl

Q-automorphisme de Q(w) défini par p&(m) -t (l<t<qg-1) on a

y

L ' 1 . .
W{(T) = \111(7) c'est donc l'image de pL(m) dans ZEw]/c'est-a-chre 1'image

|
Z{w] : .
de w dans . Avec ces notations on peut donc énoncer
-1 .
P, (py)
roposition 6 . Lorsque N/Q est totalement ramifiée en p , le Z[w]- module
Ker T t-1 r4\

Ooe® e est isomorphe a @ = csauf si p=t=3

Z(g) (c-l)ON i=1 -1, )

oy (p)

. ke .
ol D@Z [G](;—L-].);C[];\' = 2/32

Etude de O® T

(Oy)
Z(g] N N

Comme O = M , le O-module O® T (ON)

N
147 et 7871 z0a]  /x
Ty, (O ) TN, (Oy)
est isomorphe a _’__/_k,,}/ c'est-a-dire & J/N/
-1
(It T4+ 7377) Ty (Oy) Ty (Oy)
N/k N N/Q N
TN (Opn )
/ : q-1
Le Z[g]-module est annulé par 1+ T + ceet T c'est

T (O nz
N/k N

donc en fait un O-module , il est sans torsion , donc projectif . L'applica-

tion canonique de / _— est donc
T (O4) T (0D NZ
N/O N N/k N

scindée . On en déduit :

e ——




proposition 7 . Le O-module _._.—«/‘N"’ est O-isomorphe & la somme
—_— — Ty (Oy)
N/Q N
TN/k(oN ) TN/k<oN> nz
directe des O-modules _—t—" et / , ce dernier
T (o )nz T (O )
Npe N N N

étant son groupe de torsion .

1°) Détermination de
Q

Rappelons que TN/ (ON) =1l pt avec 0st<q ([4_]

k |p
proposition IV 1) sauf si p=t=3 ol T FON) = P2 =(p) . On a,par

N/k
conséquent:
(p) siles idéaux p sont ramifiés dans N/k
Ty, (O NZ =
[k 7z sinon

Calculons maintenant, lorsque 1l'on n'a pas
p=t=3, 1'idéal T, (Oy)=T T p°) . Soit ® la différente
| Nig N k/QC p|p )
de 1'extension k/@ , 1'idéal TN/@(ON) est le plus petit des idéaux U de Z |
tels que I pt c 9,[@'1 . On décompose ® sous la forme : 2
plp

2e¢(q-1) eg-1
=Q 4 I g
(8,q)=1

sauf lorsque q est ramifié dans k/Q auquel cas ¢ = 1

Q est le produit des idéaux premiers de Ok au-dessus de q .
g parcourt les idéaux premiers de Ok , Premiers avec q .

eq est l'indice de ramification de 8 !

L'inclusion qui définit ¥ montre que U est divisible par qe exactement ;

la comparaison des deux membres montre que
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q€ si t=20

u - €
pq silst<q

T (O NZ
ce qui prouve que c
TN (ON) q Z lorsgue p=t=3
Q .
T g(0y) = T (p0 )= (df j_—
proposition 8 . Le O-module ,,//k”/ est isomorphe & /:"
— —— T (O.,) (l-w)‘Z[w]
g N
TNR(ON)
2°) Détermination de /
T oynz
N/k N

Soit ¥ un caractére de degré 1de g , non trivial , & valeurs
dans € . Soit 6, un élément de k engendrant avec ses conjugués une base

normale de k/Q ; on considére 1'application gX 8 de k dans Q(w) défi-
. Yo

<6)X>
(845%)

nie par : gx,eo(e) =

-1 . .
o (8,x) = C%’ T (8) X (r7') est la résolvante de Lagrange de § et de

i=0
x Ccf. [3]) . On sait que Ker ( ngeo ) = @ donc , sion restreint ngeo
TNﬂfON)
a T (Oy) , ona g (T (O = SL— .
N N 8o Npe TN Ty, (O)NZ
/k
tmarque 1 . Lorsque p n'est pas ramifié dans k/@ , on a
T p' = (p') et (T (Oy) = pt (0, ) .
plp %8, Npo N RO x
d o= =
e méme lorsque p=t=3 gX.BO(TN/k(ON)) 'p gX,Bo(Dk)
{Marque 2 On peut procéder a un choix particulier de 1'élément 8, pour

simplifier certains calculs . Soit f le conducteur de 1'extension k/@ ’

R
*’...-.-.__......_.,,.
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Q(f) le f-iéme corps cyclotomique contient k . La somme de Gauss asso -
cide au caractére y est définie de la fagon suivante :

pour tout g € Gal(Q(f)/Q) , on définit l'entier m_ modulo f par

o(gf) = Qf g , Qf est une racine primitive f-iéme de 1'unité , c'est en fait
la définition de 1'isomorphisme de réciprocité : ¢ = (mcr , @(f)/@) : on
considére le caractére y comme un caractére du groupe de Galois Q(f)/01

( puisque k € Q(f)) et , au moyen de l'isomorphisme de réciprocité ,
pulsq P

comme un caractére modulo f par y(a) = x((a, Q(f)/@ ) pour (a,f) =1,

La somme de Gauss est 1(x)= L x (a) Q? = %f) X(o
lsasf g E Gal(@(f
(a,f)=1

On peut alors trouver un élément @ tel que <eo’X> = (%) . Avec ce choix
nous définissons gx par gx(e) = -<—-e—’L> . Les propriétés classiques des
T(x)

résolvantes de Lagrange montrent que T (X)q € Q(w) . Ecrivons
‘h‘l 5 PN SR

(r(x)DD) = »(yD Py (§) ol § estun produit d'idéaux premiers ,
i=1

décomposés dans Q(w)/Q , tel que NQ(w)/Q(S) soit sans facteur carré ,

p, a été défini au § 4 , 3°M€ cas . On a par ailleurs T(X_l) =p_1C1(xD)
et (t(x) T(X—l ) = (f) ; 1'étude de § et de la ramification dans k/Q

montrent que R(x) = Z [w] si (f,q) =1 et R(¥) = qZ [w] sinon . On peut
également déterminer gX(Ok) . On sait grace aux propriétés des résol -

vantes de Lagrange que 1'on a la double inclusion

qtn(x)‘l c gXCOk) c m(x)‘l Ccf. (3] propIII 6)

On peut montrer par des calculs de discriminants que

e e v Sy N e e - e $6T e %Y AN 7 Al 1 TNt e
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{fﬁ(x)_l si k/Q est modérément ramifide

qiR(X)_l sinon

Avec le choix de gX ici fait on obtient :

gX(Ok) =7Z[w] .

On en déduit
Proposition 9 . Lorsque p n'est pas ramifié dans k/0 , On a
,——-——'—'-‘_— D ———
p=1 - t -
TN/k(ON) gX(TN/k(ON))—p Z{w] (t=0ou 1)

TN/k(ON) nz
De m8me lorsque p=t=3 on a g (TN/k(ON)) = 32

- | TN/k(ON)

Il nous reste a déterminer —— dans le cas

Ty, (On) 12
ou p est totalement ramitié dans N/Q . 1l s'agit , avec des conditions 1é -
gérement différentes , d'un calcul effectué par Ullom ( [jo' ) . Nous en re-
donnons rapidement la démonstration :
Soit p 1'idéal premier de Oy au-dessus de p , p les idéaux

premiers de Ok((,u) au-dessus de p et p;=pY N Q(w) . Fixons p"

’

p'=p" Nalw) , de sorte que p' soit 1'idéal au-dessus de p divisant § .

-1 . .
Soit t , tel que 1 £t < q et prt ,ona (x,X) = qf Tl(x)x('r-l) qui
i=1

-1 .
appartient & < qﬂ pi_l(p”) >t donc : i
i=1

e et 8 Vot e S

Gox 0t e ( f’ill SACRD)

-1 .
T oerlegd

Or CGe,x 1) = (g GARGOT )
1=

on en déduit : !
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-1 .
(9 (15t a0t o (g DY ROO qnl SRRk
i i=

or [0 pt ] [gx(ok) : gx(pt)] x [(ker gX(Ok) : (ker gX\ p') ]

. t .
[gX(Ok) : gx(p M x[Z :pz2]
ce qui donne

t-1 , t
(10) P [gX(Ok) : gx(p )2

On voit aisément que gX(Ok) et gX( pt-) sont des idéaux de Z[{w] , qui

sont localement égaux , sauf pour les places au-dessus de p ; comme

gX(Ok) =) gx(pt) , on peut écrire
C.
(11) gx(p)~g(0k)ch '1(p')1
-1 c.
soit g (31 =m0 T ot (p)
i=1

oll ¢ égal 1 (resp. 0) si k/0 est ( resp. n'est pas ) ramifide en q .

Donc , d'aprés (9)

1 q-1 1 . qc.
Do Cp™y] g% T of (g e 7
i i=1
. . . t-i-1
on obtient donc t<i+qc soit ¢, 2 + 1
q

Les relations ( 10) et (11) ajoutées au fait que p est décomposé dans G(w)

-1 . :
montrent que Ct ci=t—1 Ck [t11]+ 1—2 t-1-1:l+ 1=1-1
i=1 i=1 q
d'olt 1a proposition .
E"")POsition 10 . Avec les notations précédentes , le Z{w]- module
o < t-i-1
T (O4) est isomorphe a [l p.~ (p') ! avec c; = [ ] +1
N N . i —_ 1
[k i=1 q
T Oy)nz
N/k N
q-1

soita T e legey,
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Comparons 1'idéal pj de la proposition 6 et 1'idéal p' de la
proposition 10 . Choisissons w € Zp une racine primitive q-iéme de 1'unité,

fixons 1 délément de Gal (k,.) = Gal(k ) et choisissons ¥ le caractére
/a D

/v
de g tel que x (1) =w ; 1'élément 7(y) appartient a k(w) et il existe une
et une seule place p" au-dessus de p telle que vp..(T(x)) =1 .

Localisons en p" . On a k(w)p,, = k_ et on prend 7(x) comme uniformi -

P
sante . On a alors 1(1(x)) = x(1) 7(x) = w 7(x) , ce qui identifie 7 (y)

avec T et montre que l'image de w dans Ok/(@l = Z/[wj,_ est la méme que
pll pl
O z
dans y = )’/ . On adonc p's= p‘l . D'ou en regroupant les dif -
p P

férents résultats

roposition 11 . En désignant par e l'indice de ramification de p dans l'exten-

sion N/@ , on a avec les notations précédentes :

r

F_Z[m] ® Z/[E]/ si e = ]0ouUu e=q
(1-w)®

( cas ol p est modérément ramifié dans N/Q)

N isomorphe a .j-@" @ w/ ®pZlw] sie=p

O ® @) c
Z(g] (p) (1-w)
t t-1
f.,@l;z,% o Zlul - o o o7 1P
1= - 1=

Py (p") (1-w)®

Si e =pq en

3
excluant le cas p=t=3 . Si p=t=3,0n trouve : 2/3Z 8Z/2Z 8 3Z
On en déduit immédiatement le théoréme

dorame 3 , Lorsque N/Q est une extension non abélienne de degré pq (p
et q premiers q | p-1) du corps des rationnels , 1'image de O ®Z[G] ON
dans le groupe de Grothendieck des O-modules de type fini est 1'élément

neutre de ce groupe .,
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