
E O R I E D E S N O M B R E S 

- B e s a n ç o n -

A n n é e 1 9 7 6 - 7 7 

UNE P R O P R I E T E DE L'ANNEAU D E S E N T I E R S DES E X T E N S I O N S 

GALOISIENNE S NON A B E L I E N N E S DE DEGRE pq 

DES R A T I O N N E L S 

Jean COUGNARD 
F a c u l t é des S c i e n c e s . Mathémat iques 

E R A . C N R S N ° 0 7 0 6 5 4 

25030 B e s a n ç o n Cedex 



Une propriété de l'anneau des entiers des extensions galoisiennes non abélien 
de degré pq des rationnels. 

ERRATA: 
page 7: changer les G en ̂  • 

Au bas de la page supprimer la phrase commençantà :" Etant donné que 
et finissant à "ZllG] modules." 

page B: dans le théorème 1 lire O'-modules au lieu de 0-modules» 
page 9: dans la démonstration du théorème 2 la référence est;£7j page 38 et 

non £63 page 38. 
page 15: dans l'énoncé de la proposition 5 remplacer: 

£ est une unité de 0 W par £ appartient à CL , 
> V 

page 23: deux lignes avant la fin de la page page 
q-1 q-1 

remplacer 22 par TI * 
i-1 i-1 

page 2a: dans la dernière ligne remplacer q-1 par t-1 . t-1 
page 25: dans l'énoncé de la proposition 11 au 3® remplacer ffi par ffl • 

i-1 i-1 

Un certain nombre de fois des 0' ont été remplacés par des 0, le lecteur 
rectifiera de lui même! 



Une p r o p r i é t é de l ' anneau des e n t i e r s des extens ions 

ga lo i s i ennes non a b é l i e n n e s de d e g r é pq 

des r a t i o n n e l s . 

p a r Jean COUGNARD 

introduction. 

Soit NIq une ex tens ion ga lo i s i enne de groupe de Galois G , 

O ^ la c lô tu re i n t é g r a l e de Z dans N et O un o r d r e maximal de Q[G] conte-

nant Z [ G ] . Cons t ru i sons le O-module O O ^ ; dans le cas où N^ e s t mo -

dé rémen t r ami f i ée , A . F roh l i ch a démon t r é que O O ^ e s t O-s tab lement l i b re 

[ 5 ] , ce qui r ev i en t à d i r e que la c l a s s e de OO-^ dans le groupe des c l a s s e s 

p r o j e c t i v e s de O e s t l ' é l ément n e u t r e . Ce r é s u l t a t e s t e n c o r e va l ab l e , sans 

hypo thèse de r ami f i ca t ion , si on suppose que G e s t un p - g r o u p e [3 ] . Le 

t héo rème de F roh l i ch ne peut tou te fo i s se g é n é r a l i s e r sous ce t te forme pu i s -

que l ' o n peut c o n s t r u i r e des ex t ens ions non abé l iennes de d e g r é pq du co rps 

des r a t i o n n e l s t e l l e s que OO^j ne soi t pa s s tablement l i b r e ( [ ) . 

On peut néanmoins r e m a r q u e r que dans le c a s modérément r ami -

f i é OO-^ e s t O - i s o m o r p h e à O^J • O n peut donc se p r o p o s e r d 'é tu -

d i e r le O-module dans l e s ex tens ions sauvagement r a m i f i é e s . 

Ce O-module n ' a p lus de r a i s o n d ' ê t r e loca lement l i b r e , il suff i t pour s ' e n 

c o n v a i n c r e de c o n s i d é r e r une ex tens ion quadra t ique de Q ( c f . une l e t t r e de 

J. M a r t i n e t à J r P . S e r r e ) . Il fau t donc é tud ie r son image dans le groupe 

de Gro thend ieck C^(O) des O-modules de type fini ; c ' e s t ce que nous nous 

p r o p o s o n s de f a i r e dans le ca s des ex t ens ions non abé l iennes de d e g r é pq 

qui ont s e r v i au con t r e - exemple de [£-] . 

Nous démontrons qus est isomorphe à une somme 

directe 00 ® T où T est un O-module fini. Dans le cas où G est un N 

groupe non abélien d'ordre pq,on montre que la classe de T dans Go(0) 

est l'opposée de celle de 00N ce qui montre que l'image cfe O S ^ ^ O ^ 

'dans G0 (0) est l'élément neutre. 



Nous montrons que cette propriété est encore vérifiée 

lorsque G est un p—groupe. Le résultat est encore valable lorsque 

G? est abélien (j?l]),ceci est une conséquence des travaux de Léopoldt. 

t|> 1. P r o d u i t s t e n s o r i e l s - Loca l i s a t i on . ——— r 

L ' a l g è b r e Q[G] e s t s e m i - s i m p l e Q[G] =-11 A. où l es A. 
i= 1 1 1 

sont des a l g è b r e s s imples : A i = e i Q[G] , e i dés ignant des idempotents du 

c e n t r e o r thogonaux deux à deux . Un o r d r e maximal O de Q[G] peut s ' é c r i r e 
r 

O =- FI O. où O- = e. O e s t un o r d r e maximal de A^ ; de l ' i n c l u s i o n 
i= 1 

O 3 Z [ G ] on dédui t e i O 3 e^ Z [ G ] donc pour tout x appa r t enan t à O et 

tout X a p p a r t e n a n t à Z [ G ] on a 

( e.x) X = C e.x ) ( etX ) 

ce qui munit Ch d 'une s t r u c t u r e de Z [G] -modu le ; le p rodui t d i r ec t 
r 

o - n o . e s t un produi t d i r ec t de Z [ G ] - m o d u l e s . On peut donc é c r i r e 
i= 1 

1 r 

° ® Z [ G ] ° N ~ ° i > Z [ G ] ° N ^ ° i ® Z [ G ] ° N 

r 
comme C^(O) Il G / O j on e s t r a m e n é à l ' é tude de ce qui se p a s s e dans 

i= 1 

chaque f a c t e u r simple . 

Propos i t ion 1 . Le O - m o d u l e O ^ ^ f G ] ° N e s t i s o m o r P h e à O i O ^ © T\ où 

I \ e s t un g roupe f ini 

démons t ra t ion : 

cons idé rons l ' app l i c a t i on b iaddi t ive f de O^ x O-^ dans O^ O ^ 

déf in ie p a r f ( u , x ) = ux . Elle v é r i f i e f ( u g , x ) = f ( u , gx ) quel que soit g 

a p p a r t e n a n t à G ; l ' app l i ca t ion f se f a c t o r i s e p a r O i [jQ] ^ N e n u n e 



appl icat ion T tel le que f (u ®x ) = f ( u , x ) = ux . Les u ®x ( r e s p . ux ) 

étant des g é n é r a t e u r s de CX ® Z [ Q ] O n ( r e s p . CX C>N ) l ' appl ica t ion f es t 

s u r j e c t i v e . Le C^-module O i O ^ e s t p ro jec t i f puisque sans to r s ion , il 

exis te donc un O^-module M^ tel que 

° i ® Z [ G ] ° N ~ O i O N © M i 

comparons l es dimensions de Q <8-. ( O. <g>r O x l ) et Q ( O. © M. ) : 
L l / . L ' o ' J l N £ 1 N X 

Q ® Z ( ° i ® Z [ G ] ° N } ~ A i ® Q [ G ] N ^ A i = - A i N = " Q ® 2 ° i ° N 

d'où l ' on déduit que Q ^ îvL = 0 ce qui montre que M^ es t un groupe de 

t o r s ion ; comme il est de type fini la p ropos i t ion es t démontrée . 

On peut t r ouve r un 0 r module l i b re E et un sous-module E ' de 

E t e l s que l ' on ait une sui te exac te_ 

Or, on peut déduire du théorème 1-2 de clue classe de E dans 

ffo(0.) est l'élément neutre. On a donc: 
n 

c l ( O t <8)̂  [ G] ° N ) = " o r E ' O i © I où I e s t un idéal à gauche 

de O^ , la c l a s s e de E' es t égale à ce l le de I , laquel le e s t déterminée par 

sa norme rédu i t e ; cec i jus t i f ie l ' é tude p a r des méthodes loca l e s . Pour tout 

O^-module M et toute place p de Z on a : 

Z P ^ C O i ® Z [ G ] ° N } ~ ( Z
P % 0 i } ® Z [ G ] ° N } - CZp®zZ[GG ® z [ q ] O . ) ® ^ O n 

- CZp[ G] ®2 c G ] O. ) ̂  [ ( 3 o N - Zp[<3 ®z c G ] C oA®z [ ( g o N ) 

- C Z p [ G ] ® Z [ G ] 0 . ) « Z p [ G ] CZ p [G] ® Z [ G ] O n ) 

~ ( Z p ® Z O i ^ Z p C G ] C Z p ® Z ° N ) 

Proposition 2 . L e s f a c t e u r s p r e m i e r s de l ' o r d r e de T\ sont des p l aces sauva-

gement r ami f i ée s . 

démonstra t ion : 

d ' a p r è s la remarque p r é c é d e n t e et la propos i t ion 1 on a les i so -



- t -

morphismes : 

Z p ® Z C O i ® Z [ G ] 0 N } ^ ( Z p ® 2 ° i 0 N ) @ ( Z p ® Z T i } 

^ ( Z p ® Z ° i } % [ G ] C Z p ® Z ° N > 

or si p e s t modérément r ami f i é dans , Z^ <8̂  O ^ e s t Z p [ G ] - l i b r e de 

r ang 1 donc Z^ T\ = 0 s i p e s t modérément r ami f i é . 

Corol la i re 1 . _Si G e s t un p - g r o u p e , l ' image de O ^ dans G ( O ) 

e s t l ' é l é m e n t n e u t r e . 

démons t ra t ion : 

On a cl ( O. ® Z [ G ] O n ) = c l C O. O n ) + cl ( T. ) , o r d ' a p r è s 

[ 3 ] O i O ^ es t s tablement l i b r e donc c l C O t ® z ^ O n ) = cl ( 1 ^ ) . On 

peut t r o u v e r un en t i e r r s 1 et un idéa l f r a c t i o n n a i r e à gauche I de O^ te ls 

que l ' on ait une sui te exac te 

0 - O r _ 1 @ I - O r - ' T . - > 0 i i i 
d 'où l ' on déduit cl C O. £ Q] ) = c l ( l ) . Comme T\ e s t un p -g roupe , 

la norme r é d u i t e de I ne fa i t a p p a r a î t r e que la composante a u - d e s s u s de p 

dans le c e n t r e du f a c t e u r simple ; G é tant un p - g r o u p e , la norme rédu i te 

de I e s t un idéa l p r inc ipa l ( p r i n c i p a l to ta lement posi t if le c a s échéant ) ce 

qui démont re le r é s u l t a t . 

I n t é r e s s o n s nous maintenant aux g roupes non abé l iens d ' o r d r e 

pq . L ' a l g è b r e Q[G] comporte t r o i s f a c t e u r s ([4-] ) et on doit é tudier 

° 1 ® Z [ G ] ° N ' ° 2 ® Z [ G ] ° N ' ° 3 ® Z [ G ] ° N ' a v e c ° 1 ~ Z ' 

(ou r a c i n e pr imi t ive q - ième de l ' u n i t é ) et O,, un o r d r e maximal de M ( K ) J q 

où K e s t le s o u s - c o r p s dtf p - i ème c o r p s cyclotomiques de d e g r é ^ . 
q 

Il e s t c l a i r que O-̂  ® 2 [ G ] ^ N n e P o s e P a s P r ° b l è m e . P o u r O^ ®£[G] ^ N ' 

appliquons la méthode p r é c é d e n t e . 

Corol laire 2 . Si O^ es t un o r d r e maximal de M ^ ( K ) contenant la p ro jec t ion 

de Z [ G ] , la c l a s s e de G>2®£[G] ^ N dans G ^ O ^ ) es t l ' é l ément n e u t r e . 



démonstration : 

Soit A la p r o j e c t i o n de Z [ G ] su r M ^ ( K ) . On peut montrer 

que A cont ient la c lô tu re i n t ég ra l e de Z dans K et que le conducteur de O^ 

dans A e s t une pu i s sance de l ' i d é a l p r e m i e r p r inc ipa l de K a u - d e s s u s de p 

( [ 2 ] ) . On a donc pour toute p lace t p r e m i è r e à p : 

ce qui donne: 

«z ( 0 3 ° N © T 3
 } ~Zl ® Z ( ° 3 ®Z[G] ° N > ~ ( Z ^ Z ° 3 } \ L G J Z 1 * z ° N } 

h ® Z ( ° 3 ° N } 

ce qui montre que l ' o r d r e de T^ e s t une p u i s s a n c e de p . On peut conclure 

comme dans le c o r o l l a i r e 1 . Car 0_0.. e s t s tablement l i b r e f ce l a se - 3 N 
déduit des calculs dejjO)* 

Dans le ca s des g r o u p e s non abé l iens d ' o r d r e pq , il r e s t e à 

e tud ie r C>2 ®Z [ G] ° N ' L e f a c t e u r simple 0 2 e s t a s s o c i é aux c a r a c t è r e s X 

de d e g r é 1 de G non t r iv iaux . 

§ 2 . Quelques r e m a r q u e s s u r un c a r a c t è r e non f idè le . 

On e s t dans la s i tua t ion su ivante : Soient k ^ une extension 

ga lo i s i enne de groupe de Galois g et O' un o r d r e maximal d 'un f ac t eu r sim-

ple de Q[g] , contenant Z [ g ] . On c o n s i d è r e N ^ une ex tens ion galois ienne 

de groupe de Galois G tel le que N cont ienne k . On s ' i n t é r e s s e au O ' -mo-

dule O* ® Z [ G ] O n . Notons H = Gai ( N ^ ) . 

On a un i somorphisme de O ' -modu les fourn i p a r l e s p r o p r i é t é s 

é l émen ta i r e s du produi t t e n s o r i e l : 

° ' ® Z C G ] ° N ~ ° ' ® Z [ g ] ( Z ^ 9 ] ® Z [ G ] ° N } • 

On e s t donc conduit à é tud ie r en p r e m i e r l ieu Z [ g ] ®£[G] • 

Il y a une s u r j e c t i o n de Z [ g ] > ®Z[g] ^ N c* o n t n o ^ a u e s t 

le sous-Z-module engend ré p a r l e s é léments de la forme ( Tg«>x ) - ( r®gx ). 

On peut t o u j o u r s t r o u v e r g' tel que r = 1 .g ' d 'où 



— o 

T «IX = 1. g (CX - 1 & gX + 1 OSgX 

ce qui mont re que tout élément de Z [ g ] ® 2 [ ç ] P e u * s ' é c r i r e sous la 

forme l ® x . Avec l e s n o t a t i o n s p r é c é d e n t e s , on peut énoncer: 

propos i t ion 3 . Il y a un i somorph i sme de Z [ g ] - m o d u l e s e n t r e Z [ q ] 1 O 
3 Z[_CJRJ N 

et O m où lu e s t l ' i d é a l de Z [ H ] e n g e n d r é p a r l e s é léments ( h - 1 ) 
— /I o — 

( h 6 H ) . L ' i s o m o r p h i s m e e s t dé f in i de la f açon su ivante : pou r l ' é lément 

T ®x , il e x i s t e g te l que r = 1 .g ; l ' image de T®X p a r l ' i somorph i sme es t 

la c l a s s e de gx dans O x l 

X ° N 

d é m o n s t r a t i o n : 

C o n s i d é r o n s l ' a p p l i c a t i o n p : Z [ G ] x Ox 1 > 0 M dé f i -
/I O 

nie de la f açon su ivan te : pour T € G , il ex i s t e g € G te l que T = l . g ; 

posons p ( T ,x ) = g^ . Si on r e m p l a c e g p a r g p o n a g g " 1 6 H d 'où 

g = h g j et gx - g l x = ( h - D g j X 6 1 h O n ce qui montre que l ' app l i ca t i on p 

e s t b ien dé f in i e . Remarquons que p a r c o n s t r u c t i o n , quel que soit g' € G 

on a p (T g ' , x ) = p ( r , g ' x ) . On en dédui t l ' e x i s t e n c e d 'un homomorphisme p de 

Z[Q]-modules de Z[g] ® O dans O n . L ' a p p l i c a t i o n p étant s u r -
Z [ G ] N / I H O N 

j e c t ive , il en e s t de même de p . M o n t r o n s que ce t homomorphisme es t in-

jec t i f : 

p ( T ® x ) = p ( l g ® x ) = p ( l ® g x ) = p ( 1, gx ) = gx" ; 

si g5T = 0 c ' e s t que gx € O^' donc peut s ' é c r i r e gx = Z Ch. - l ) x i d 'où 

T®x = L l ® ( h i - l ) x i = L h. ® x. - 1 ®x. = 0 . 
i i 

On e s t donc amené à é t u d i e r le O-module O' ® 2 [ q ] 

Revenons au c a s qui nous i n t é r e s s e : H e s t cyc l ique d ' o r d r e une pu i s sance 

de p , g e s t cyc l ique d ' o r d r e q avec q ^ p . Le module O n i n t e r -
/ T H ° N 

vient dans la sui te exac te de Z [ g ] - m o d u l e : 



( 1) 0 — > K c r O-, 
- > 

lH ° N ^ ° N 

T N / k
C O N } - > 0 

où K e r T dés igne le noyau de la t r a c e dans l ' e x t e n s i o n N ^ r e s t r e i n t e à 

O n . De ( 1) on déduit la su i t e e x a c t e : 

Ker T Z [G] 
( 2 ) T o r 1 C O ' , T w ( C O ) — > O' ® 

1 N / K N Z [ G ] - I H 0 

O 
-> O' ® N -> O' ® T m ( O n ) — > 0 

Z [ G ] N / K N Z [ G ] 1 H O N 

La su i t e ( 2 ) r e s t e exac t e s i on lui appl ique Z^ » c e ^ ^ donne , compte-

tenu du ca l cu l qui p r é c è d e la p r o p o s i t i o n 2 : 

Z [ G ] 

( 3 ) Z , T o r 1 C O ' , T M ( O M ) ) — > ( Z . ® 7 O ' ) 

- > ( Z O ' ) ® -C 

N / , ' V Z 

O, 

£ Ker T 

^ L H U N 

z . [ G ] V -t, z " r 0 y 
1 U N 

- > 

( Z . T X 1 ( 0 X 7 ) ) — > 0 
/k 

Mai s T-^ CO-^) e s t un i d é a l de O^ , s i l r q Q^® k e s t une a lgèb re de 
/k 

Galois modérément r a m i f i é e donc Z^ T ^ O ^ e s t Z ^ [ 3 ] - p r o j e c t i f . 
/k 

Cela se déduit du théorème I de C9D- Qn en déduit q^lTla suite exacte 

de 2 C 3I modules: 

( 4 ) 0 — > Z 
K e r 

r z 1 o 
H N 

o7 

• 1 Z T O 

est scindée -Etant donné que H opère trivialement sur ces modules, 

la suite est une suite exacte scindée de ZpJmodules. 
El le le r e s t e quand on lui appl ique (Z^ O ' ) [ ç ] • 

T Pour l = q , .J^-""""" a pour o r d r e une p u i s s a n c e de p , p a r conséquent 

-ir --p 
on a Z ® = 0 . On en dédui t que la ^ - c o m p o s a n t e de l ' image de q Z T n 

H N 



Ker T 
Tor , C O ' , T m (. O x l ) ) dans 0 ' ® 7 r -i e s t nulle quel que soit l , 

/V ^LgJ | o /k i R 

soit : 

Théorème 1 La su i te de O- modules : 

O-, 
0 _ > Q1 n O' ® 7 f , ^ ^ — > O' ® r i T C O N ) — > 0 

Z [ g ] Z [g J 1 h q n Z [ g ] N / k N 

e s t e x a c t e . 

P a r dé f in i t ion de s g r o u p e s de Gro thend ieck , l1 image de 
K e r X—-

O' ®7CG] ^ N e s t a somme de c e l l e s de O' ® £ [ g ] -— et 

O' <S>2j- -j T ^ C O n ) . Nous a l l ons f a i r e l e s c a l c u l s l o r s q u e l ' o r d r e de H 

es t éga l à p . Aupa ravan t r a p p e l o n s d e s r é s u l t a t s de S h a n k a r Sen C [7 ] ) 

qui nous s e r o n t u t i l e s . 

§ 3. R a p p e l s d e s r é s u l t a t s de S . Sen . 

Rappe lons que lques n o t a t i o n s : K et F dés ignen t de s c o r p s lo -

caux t e l s que K soi t une e x t e n s i o n c y c l i q u e de F de d e g r é p n , A dés igne 

l ' a n n e a u de va lua t ion de K , B c e l u i de F ( on suppose K ^ to ta lement r a -

mi f i ée ) ; so i en t a un g é n é r a t e u r de G a l ( K ^ p ) , TT Ç r e s p . II ) une u n i f o r m i -

san t e de F C r e s p . K ) ( pou r f a c i l i t e r l e s c a l c u l s on c h o i s i r a u l t é r i e u r e -

ment c e s u n i f o r m i s a n t e s ) . 

C a r - 1 ) n On note i ( r ) = 'K et i s = i Cp ) . 

l^emme 1. ( [ ? ] lemme 1 ) . Quel que so i t p. 6 Z , i l ex i s t e x te l que v v ( x ) = 1 11 n ft jj l-L-

et V ( ( C T - 1 ) X ) = |i + i (ji ) ( on c h o i s i t x = FI CT1(ÏÏ) 

^ V ^ i=0 

U - l 



( [ 7 ] lemme 2 ) . Tout é lément x de K peut ê t r e é c r i t comme somme 

x = E x , l e s x v é r i f i a n t l e s condi t ions du 
H = v K ( x ) ^ ^ — 

lemme 1 . 

Lemine 3 • C [ 7 ] lemme 3 ) . Soit s te l que i s _ ^ < œ > si quel que soi t j , 0 < j < s 

on a i j i = m o d PJ a l o r s l e s e n t i e r s (i + i (|_i ) avec vQ (p. ) < s sont tous 

d i s t i n c t s e t d i s t i n c t s de ^ . 

On dédui t de c e s l emmes : 

Théorème 2 . ( [ ? ] T h . 1 ) . P o u r 1 £ r £ n l a c o n g r u e n c e i ^ s i r mod p r es t 

v é r i f i é e . 

Ces r é s u l t a t s p e r m e t t e n t de d é t e r m i n e r la s t r u c t u r e du g roupe 

Ker T K de la façon s u i v a n t e . P o u r \i tel que 1 ^ \i z p n - l c h o i s i s / F / 

X \ - a ) A 

sons d e s x dans K v é r i f i a n t l e s c o n d i t i o n s du lemme 1 . L e s x et 1 f o r -
M M 

ment u n e B - b a s e de A ; posons y = (CT-1) X , du t h é o r è m e et du lemme 3 M* ^ 

on déduit que l e s y^ ont des v a l u a t i o n s d i s t i n c t e s et même que l e s e n t i e r s 

v ^ ( y ^ ) sont d i s t i n c t s modulo p n ( [ 6 ] p . 38 ) ) donc l e s y^ fo rmen t une B-

base de ( l - a ) A . Il en r é s u l t e que l e s y^ fo rment une F - b a s e de ( l - a ) K . 

Soit z € A te l que T-r, ( z ) = 0 ; c e t é lément a p p a r t i e n t à ( l - o ) K fl A , / F 

P - 1 
il s ' é c r i t donc z = L b y avec v y ( z ) s 0 , v y ( b ) = 0 ( p n ) ; l e s 

U=1 U n K ' K ^ V 

v-^(y^) é tan t deux à deux d i s t i n c t s modulo p n on voit que 

v-jç(z) = inf v-p, ( b^ y ) par c o n s é q u e n t , quel que soi t n on a 

pU + (a + i C | a ) s O ce qui équ ivau t à 2 

Une B - b a s e de K e r T v e s t donc f o r m é e des 
/ F 

y, 

n C M ) 

H + i ( l û 
n 

P 

où (|_t) = l-i+ i (lû 
n 

' P 



- I O-

est le plus grand e n t i e r i n f é r i e u r ou égal à i Cil ) 
n 

P 

Revenons à la s i tua t ion du § 2 : N es t une ex tens ion non abé -

lienne de d e g r é pq ; son groupe de Galois G e s t engendré p a r deux é lé -

ments CT e t T te ls que A P = T ^ = 1 ; T C T T ' ^ C T 1 " O Ù r ^ 1 ( p ) , r ^ = 1 ( p ) 

ce qui implique p = 1 ( q ) . On note H le s o u s - g r o u p e d i s t ingué engendré 

par CT , k le s o u s - c o r p s de N fo rmé des é léments i nva r i an t s par H et 

g = Gy-j^ . Nous voulons é tud ie r O' Ke r T O'® Ket__T____-
1 h O n C a - 1 ) 0 N 

où O' e s t i somorphe à Z[uu] C m r a c i n e pr imi t ive q- ieme de l ' un i té ) 

ç 4 . Etude de O' 5 Z[g] ( o - l ) O N 

On sa i t que 
( C T - 1 ) O 

e s t un p - g r o u p e . On a donc 
N 

' P Z (CT-l)O 
; o r on a la sui te exacte de Z-modules 

N 

Ker_T_ 
(cr - 1 ) O 

-> 0 
N 

qui r e s t e e x a c t e quand on la t e n s o r i s e pa r Z p ce qui donne : 

( 5 ) 0 — > C a - l ) Z p ® z O n — > K e r T Z p ^ O n 

Z p®Z ° k 

On sai t que si N ^ e s t non r ami f i ée en p , 

(CT-l)O N 

Ker T 
( g - I ) O 

0 . 
N 

Nous ne nous i n t é r e s s o n s donc qu 'aux cas où N ^ es t ramif iée 

en p . Soient p^ l e s idéaux de O^ a u - d e s s u s de p , ^ dés igne l ' idéa l de 

O n a u - d e s s u s de p. . Dans c e s condi t ions , on a : 

© Ker T-
i (CT - 1 ) O N, 



ou ù N^ ( r e s p . k p ) dés igne le complé t é de N ( r e s p . k ) pour la va lua t ion 
P . 

a s s o c i é e à ( r e s p . p . ) , O n e s t la c l ô t u r e i n t é g r a l e de Z dans N 

et K e r T. le noyau de l ' a p p l i c a t i o n t r a c e d a n s r e s t r e i n t e à O 
N, 

L ' e x t e n s i o n N ^ é tant r a m i f i é e en p , on a Gai (^N^ ^ ) = H 
Pi 

ce qui j u s t i f i e l ' é c r i t u r e au second membre de ( 6) . Dé te rminons l e s g r o u -
p e r T. 

pes —— . D ' a p r è s la d i s c u s s i o n de la f in du § 3 , on a : 
(cr - 1 ) O, 'N 

( 7 ) 
K e r T. 

( o - l ) O N 

11 faut c a l c u l e r ((a) et pour c e l a c o n n a î t r e i(|_i) . Mais , p a r dé f in i t ion des 

g r o u p e s de r a m i f i c a t i o n , a^ € H u » i ( ^ i ) ^ u ; o r la l ongueu r de la sui te 

des g r o u p e s de r a m i f i c a t i o n es t b o r n é e de la f açon su ivan te : Soi t t tel que 

H ^ {1} , H t + ^ = [ 1} , l ' e x t e n s i o n N ^ é tant sauvagement r a m i f i é e , on a 

p e l s t s 
p - 1 

où e e s t l ' i n d i c e de r a m i f i c a t i o n de p dans k /n . On a 

donc deux p o s s i b i l i t é s su ivant que e = 1 ou e = q . P o u r e = 1 , on a t = 1, 

donc p o u r 1 ^ £ p - 1 , i ( | - i ) = 1 et l ' i n d i c e (p.) e s t égal à H+l , i l e s t 

pq donc nul sauf pour n = p - 1 où i l vau t 1 . P o u r e = q , o n a l ^ t ^ 
P - 1 J 

On peu t a l o r s mon t re r p a r de s c o n s i d é r a t i o n s s u r le g roupe des commuta -

t e u r s de G ( même r a i s o n n e m e n t que d a n s [ 6 ] ) que si p ^ 3 1 £ t < q , 

si p = 3 t = 1 ou t = 3 . 

E tud ions l e s d i f f é r e n t s c a s 

s : e = 1 , p décomposé dans k ^ . 

"K T 1 • 
D ' a p r è s ( 6 ) et ( 7 ) on a j ^ - i - — - © V. , chacun des V. 

( a - l ) 0 N i = l 1 



étant isomorphe à IF et g opérant t rans i t ivement sur les V. . On en dé 

Ker T 
duit que est un IF [ o ] - m o d u l e qui donne la représen ta t ion r é -

l a - l ) 0 N
 P 

sul ière or : b Ker T 

/ V T , r -1 Ca-1)0 X T 
O® r n i S X - ^ " - 2 [ g ] K e r T _ - ÎL 

Z C 9 ] ( - 1 ) 0 N U t T^"1 Z C 9 ] T ^ r r ^ + 

ce qui rev ien t à r e t r a n c h e r la r e p r é s e n t a t i o n t r iv ia le de la r ep résen ta t ion 

r égu l i è re , soit : 

( 8 ) O ® . K e x X - ^ Z[œ] 
Z [ 9 ] (a - 1 ) O-vj ( p ) N 

où uu désigne pour toute la suite une rac ine primitive q-ieme de l 'uni té qui 

se ra p r é c i s é e u l té r ieurement . 

as : e = 1 , p iner te dans k ^ . 

Soit un relèvement de g dans Gai ( N ̂  ) ( c e groupe est en 

effet produit s emi -d i rec t de H par g ) et K son corps des invar ian ts . On 

note n une uniformisante pour la place a u - d e s s u s de p dans K ; c ' e s t éga-

lement une uni formisante dans N . 

Puisque K ^ est totalement ramif iée en p , cho i s i s sons pour 

uniformisante dans Q l 'élément Nv ( n ) = a . Const ru isons les x 
P KP/0 ^ 

P 
( 1 s s p - 1 ) comme dans le lemme 1 , on a donc x 1 = — , p- i 1 

a ( n ) 

r n ( a _ 1 - i ) n o t T V , e r t n c T , y p - i a _ 1 ( n ) - n y , = ( a - 1 ; x •> = x * et posons v =—t. = r— . 
P - 1 P " 1 P - 1 n a n a ( n ) 

Soit f l 'appl icat ion de O-^ ^ dans O^ qui donne le système 

de r e p r é s e n t a n t s multiplicatifs de O-^ ^ ; ce système es t également le sys-

tème de r e p r é s e n t a n t s multiplicatifs de C^ ^ . Le groupe g opère à la fois 



suc O^ i et s u r O^ , l ' un ic i t é du sys tème de r e p r é s e n t a n t s implique p p 

f C T 3 ) = T f ( p ) . On sai t que Ker T admet pour O^ - b a s e les éléments 
y p 

y. = ( a - l ) ^ ( 1 ^ i ^ p - 2 ) et v =—B—— , d ' a u t r e p a r t (a - 1 ) O n admet 
1 a Ç 

K e T pour O, - b a s e les y. ( l s i ^ p - l ) . Tout élément de _— peut ê t r e 
P 1 C a - 1 ) 0 N œ 

r e p r é s e n t é p a r un élément de la fo rme bv avec b = Z f ( f ) a n donc 
n=0 n 

03 1 ^ 
b v = f ( g ) v + ( Z f ( f3 ) a ~ i y 1 . On peut donc cho i s i r dans O m 

0 n= 1 n y P "P 
X c T 

des r e p r é s e n t a n t s des éléments de sous la forme f ( 0 ) v . 
u - i ) o N 

K e r T Pour c o n n a î t r e l ' ac t ion de g s u r ——•—• il suff i t de conna î t r e r ( v ) . 
C a - 1 ) 0 N 

- 1 2 Posons CT ( n ) = n + f ( a ) n + . . . L e s condi t ions de rami f ica t ion imposent 

t = t donc v ( C T ~ 1 ( n ) - n ) = 2 soit a i 0 . On a donc 

co œ 

v = f ( a ) + Z f ( u ) n n et T ( v ) = f C r ( a ) ) + Z f ( T ( u )) n n . 
n= 1 n n= 1 n 

Comme v appar t i en t à Ker T , il en e s t de même de T ( v ) qui s ' é c r i t par 

p - 2 
Z 

i= 1 
conséquent sous la forme : T ( v ) = Z B̂  + B^ ^v et dont l ' image dans 

Ker T admet un r e p r é s e n t a n t de la forme f ( |3 ) v . On sa i t que la va-
u - i ) o N 

luation de T(V) est égale à ce l le de v , que les va luat ions des y^ et de v 

sont deux à deux d i s t inc tes modulo p et que ce l l e s des b̂  sont congrues à 

zé ro mod p . On en déduit que f ( 0 ) es t le r e p r é s e n t a n t te l que T( v ) - f ( G ) v 

ait une valuat ion dis t inc te de c e l l e de v ; la compara i son des développements 

1 1 < \ * ?r a \ ^ C t C a )) T ( a ) de v et TC v J montre que 1 C (3 ) = = 1 i 

Cons idé rons l ' appl ica t ion de """ à v a l e u r s dans O, / déf inie par 
( C T - 1 ) O n p / p 

rp( f ( p ) v ) = p a . 

P r o p o s i t i o n 4 • L ' a p p l i c a t i o n cp e s t u n h o m o m o r p h i s m e d e Z [3 ] - m o d u l e s . 



- 1 4 -

démonst ra t ion : 

Montrons tout d ' abord que cp es t un homomorphisme de g r o u p e s . 

Soient g ̂  et p 2 deux éléments de O^ j , ca lcu lons cp ( f ( P ^ ) v + f ( P 2 ) v ) 

= cpCCfCp1) + f C p 2 ^ v ^ o r f C P p + f C02-) = f c + P2 ^ + u a o ù u e s t u n e 

uni té de O^ donc ( f ( p 1 ) + f ( p 2 ) ) v = f ( 0 1 + v + u y p - 1 P a r c o n s é q u e n t 

P 

( K p ^ - f - f ( p 2 ) ) V = K 0 J + P 2 ) V d 'où c p ( f ( 0 1 ) v + f ( p 2 ) v ) = P xa + P 2 a . 

Montrons maintenant que cp commute avec l ' a c t ion de g : 

cp(T(fCp)v) = cpCfCrCp)) r( v) ) = cpCfCrCp)) )v) = cp (f ( l i f a - l ) v) a a 

= T ( p ) T ( a ) = T c p ( f ( p ) v ) ; ce qui démontre la p ropos i t ion . 

On cons ta te immédiatement que cp es t un i somorphisme d'où 

r/*, K e r J T - ^ ZÇsJ - ® ® , IF Toi 

W , 
"cT) 

0eme 3 cas : e = q 

On dés igne pa r p l ' i d é a l p r e m i e r de k a u - d e s s u s de p , pa r "P 

l ' i déa l p r e m i e r de N a u - d e s s u s de p et p a r pj l es idéaux p r e m i e r s de 

Z[uu] a u - d e s s u s de ( p ) . On loca l i s e en p et on chois i t des un i fo rmisan tes 

de la façon suivante : dans k^ on cho is i t n tel que € Q^ ; on chois i t en-

P - l 
sui te une un i fo rmisan te \[v dans K . Q , l ' é l ément U = ï[v ^ n es t une K. p K. 

un i fo rmisan te de ^ . Pour le g é n é r a t e u r T de g , l ' é lément T^TT^ = T ^ ^ 
n n 

es t une r a c i n e pr imit ive q - ième de l ' un i t é . Les r é s u l t a t s p r é c é d e n t s qui 

f a i sa ien t appel à une r ac ine pr imi t ive q - i ème de l ' un i t é ne changent pas si 

on ld , r emplace p a r une de s e s con juguées . Il n ' y a d o n c pas d ' inconvénient 

à é c r i r e T = uu , cet élément étant dans Q 
TT P 

Soit t la longueur de la sui te des groupes de ramif ica t ion en 

numérotat ion i n f é r i e u r e , CT^ € H^ » i(|_i) £ u donc ici pour ii ^ 0 ( p ) 

on a i ( | j ) = t , d 'où : 



( n ) = u+t 
0 si I S M p - t - 1 

1 si p - t ^ (j. £ p - 1 

sauf si p=t=3 auquel cas on a toujours [ =1 
on a dans tous l e s ca s p+ t -1 < 2p . 

Soit f l ' app l ica t ion de O n /_ dans O^, qui donne le système 

de r e p r é s e n t a n t s mul t ip l ica t i fs de O ^ ^ ; ce sys tème es t le meme que celui 

de 1. , s e s éléments sont i n v a r i a n t s p a r G . P / C p ) 

De la r e l a t ion i(|_i) = v A a - D n ^ = t > o n déduit l ' ex i s t ence 
n 

d 'un élément a ^ 0 tel que a ( n ) - fl = f ( a ) n t + 1 C mod n t + 2 ) . 

Avec l e s notat ions p r é c é d e n t e s et ce l l e s du § 3 on a l es r e l a -

|-i f ( a ) n U + t + e n U + t + 1 où e e s t une un i té de 0 N et 1 £ \i <; p - 1 
? 

f ( a ) u J ( f " V + t ( mod n U + t + 1 ) ; U ^ P - l . 

P o u r 1 ̂  |i ^ p - 1 on a CT^Cn) " 11 = |u f ( a ) n t C n t + 1 ) . 
n 

démons t ra t ion : 

On a a (n ) - n = f ( a ) n t + 1 C n t + 2 ) 

d 'où a 2 ( n ) - aCn) H f ( a ) ( n + f C a ) n t + 1 ) t + 1 C n t + 2 ) 

H f ( a ) n t + 1 c n t + 2 ) 

on en d é d u i t : a^C n ) - a^ " 1 ( n ) = f C a ) I I t + 1 C n t + 2 ) 

soit a ^ ( r i ) - n = n f C a ) n t + 1 ( n t + 2 ) 

Proposition 5 • 

t i o n s : 

-erarae 1 . 



Lemme 2 . On a l es c o n g r u e n c e s : suivantes pour p-1 

x , n^ + f C a ) ( n ^ + t + 1 ) 
^ , 2 

démons t ra t ion : 

Remarquons que ( p ) = [n P < l j et que n+t < 2 p <: pq donc il n ' e s t 

pas n é c e s s a i r e de p r e n d r e le r e s t e modulo p des coef f i c ien t s de n ' a + t . Au 

H - l i 
§ 3 nous avons chois i x = II a ( I I ) ce qui en t ra îne : 

M i=0 

x ^ V d i + c / d O - n ) = V ( n + i f ( a ) n t + 1 ) ( r ^ + t + 1 ) 
14 i=0 i=0 

v i=0 y 

ce qui démontre lq. congruence 

Démonstrat ion de la p ropos i t i on : 

Nous pouvons é c r i r e d 'une p a r t ; 

y^ - ( a - l ) x ^ = x^ ( a ^ - 1 ) n - x ^ ( n f ( a ) n t
 + e 1 n t + 1 ) où e ^ C ^ 

- (n^ + f ( a ) i ^ l i i i l n u + t
 + e 2 n ^ + t + 1 ) ( u f ( a ) n1

 + £ l n t + 1 ) 

= u f ( a ) n ^ + t + e n ^ + t + 1 

comme cPatrtrB part t f T^nn utrtieïrt l a deuxlfemo congruence; 

l a proposit ion 5 e s t donc démontrée. 



Ker T, 

K e r T (a - 1) O N, 
On. veut conna î t r e O 

Z [ 3 ] ( a - l ) 0 N 1 + T + _ + T q - l 

Ker T„ 

( c t - 1 ) O 

e s t un IF [g ] -modu le ; on peut le décomposer de la façon sui-

N, 

vante : 
K e r T„ 

( c t - I ) O 
= V © V où V e s t le s o u s - e s p a c e i nva r i an t p a r 

N, 

Ker T„ 
^ . On a u r a O ® V . 

Z [ g ] ( a - l ) O N, 

P o u r conna î t r e ce t t e décompos i t ion , déterminons le c a r a c t è r e 

K e r T 
i|r de la r e p r é s e n t a t i o n de g s u r IF fourn ie p a r — . P o u r ce 

P ( a - l ) 0 N 

f a i r e r e p r e n o n s un ra i sonnement u t i l i s é dans le deuxième cas . 

On a une O^ - b a s e de K e r T^ fo rmée p a r l e s 
( n ) 

( U n s p - 1 ) et une 
TT 

O^ - b a s e de ( a - 1 ) O n fo rmée p a r l e s y ( U n ^ p - 1 ) . Un élément de 
•P 

O^ s ' é c r i t Z f ( p ) n11 , étant données l e s v a l e u r s de ( | j ) , tout é l é -
P n=0 

ment de 
K e r T 

Ca -1 ) O 

p - i y 
admet un r e p r é s e n t a n t de la forme Z f ( b ) ^ 

N, [i = p - t n 
si pj2"3 et" "Sî p»3—• 3~f lorsque p-t=3 ce représentant est de la 

f o r ™ r * 

On a r e m a r q u é que g o p è r e t r i v i a l emen t s u r l e s f ( b ) , il suff i t donc de 

y 
conna î t re l ' a c t i o n de g s u r l e s - i— , p lus p réc i sémen t , pour conna î t r e le 

TT 

c a r a c t è r e i|r a s s o c i é à ce t te r e p r é s e n t a t i o n de g , i l su f f i t , si on écr i t 

J ç j v 
TT 

Pô 1 i Z bJ 

i = p - t u , i TT 



sauf s i p - t - 3 où l ' o n é c r i t - T. t A — ) lTi . , n i n / i = l 

de d é t e r m i n e r bJ et on a I | I ( T ] ) = £ b"1 . Mais on connaît 

TJ C n ^ ^ ) = UUJ ^ ^ r et on sai t que l ' o n peut é c r i r e T " ' ( y ) = E C ^ . v M r -̂M- n , i Ji 

avec l e s coe f f i c i en t s C^ . dans O, on peut également é c r i r e d ' a p r è s la 

p ropos i t ion 5 T J ( y ^ ) = f ( a 

lua t ions des y. sont deux à deux d i s t i n c t e s modulo p et que les coef f ic ien t s 

C"* ont des va lua t ions congrues à 0 modulo p . Le r e p r é s e n t a n t f ( b^ ) 

y y y 

est donc tel que - f C b^ ^ ) ï . En comparant 

les déve loppements de y et T^Cy ) donnés dans la p ropos i t ion 5 , on voit 

que b^ es t la c l a s s e de C u / 1 - ^ • On t rouve donc que » M 

bJ =uu où a) es t la c l a s s e de u) dans = ff , ce qui 

P / C p ) p 

nous donne : 

r h - V Ï ^ - ^ J 
• ( T ] ) = Z 

2 
sauf s i p - t - 3 où l ' o n a = Z! UJ^ 

i = l 
s o i t en t e n a n t cpmpte de l a cogruence p s 1 (q) 

t 1 t j , 1 Jf 
f ( î j ) = £ sauf s i p - t - 3 & ù T f X J ) - Z ^ W 

L e s c a r a c t è r e s i r r é d u c t i b l e s de g à v a l e u r s dans IF sont 

des c a r a c t è r e s r̂ s de d e g r é 1 déf in i s pa r i|i s ( t-1 ) = uu . On a donc 

t - 1 

^ = *s f sauf s i p - t - 3 où ^ 

D ap rès ce qui a é té dit plus haut , le c a r a c t è r e de g fourni pa r le IF C g 1 -

v -r t - 1 
module V = O <8> J ^ - ^ e s t L i|i. sauf s i p- t=3 où i l e s t 

Z [ S ] C a - 1 ) 0 N <.= 1 i 

âgar à ± ^ L e g _ m o d u i e V se d é c o m p o s e en une somme de ( t - l ) g -module 

"- réduct ibles (sauf s i o=t=3 où l ' o n en a un seu l ) . chacun de ces 

Acteurs étant i somorphe à un quotient 1 . Déf in i ssons comme 



étant l ' i d éa l p r e m i e r de Z [au] a u - d e s s u s de p a s s o c i é au c a r a c t è r e i|t ̂  , 

ce qui r e v i e n t à d i r e que ^ C T ) e s t l ' image de tu dans : [ O J ] ; soi t p^ le 

j 
Q-automorphisme de Q(uj) déf ini p a r P^Cuj) = tu ( l ^ t ^ q - 1 ) on a 

Z[io] t ^ C r ) = ^ C T ) c ' e s t donc l ' image de p^(cu) dans ' e s t - à - d i r e l ' image 

de UJ dans ^ Avec c e s no ta t ions on peut donc énoncer : 

P ; 1 ( P p 

Propos i t ion 6 . L o r s q u e N ^ est to ta lement r a m i f i é e en p , le Z[OJ]- module 

O ® —' es t i somorphe à 
Z [g ] C C T - 1 ) O n 

t - 1 

ou 

•sauf si p=<b=3 

§5. Etude de O ® I"N ( 0 N ) 
Z [g ] /k 

Comme 0 = f i ^ J " , l e O-module O ® T M COM) 

. . T N / k C O N > 
es t i somorphe a — c ' e s t - à - d i r e à /}S. 

T N ^ C O n ) 

( 1 + T + . . . + T q _ 1 ) T N C O N ) 

T N / k
( ° N ) n z 

donc en fa i t un O-module , i l e s t s a n s t o r s i o n , donc pro jec t i f . L ' a p p l i c a -

tion canonique de 
T N / k « V 

- > 

T N / k
C ° N > 

e s t donc 

T N / O ( ° N ) 

sc indée . On en déduit 



proposition_7 . _Le O-module 
T N / k ( 0 M ) 

t N / q < O n ) 

d i rec te des O-modules 
® n ) 

T N / K
( < V N 

est O-isomorphe à la somme 

et —.—• , ce de rn ie r 

étant son groupe de to rs ion . 

1°) Détermination de 
T N / v « V n z 

Rappelons que T ^ CO-^ ) = II pt avec 0 s t < q {ÇjJ 
^ PIP 2 

proposition IV l) sauf si p=t=3 où ° P ° (P) • ON a,par 

conséquent: ( p ) si l e s idéaux p sont ramif iés dans N T n c o N ) n z = 
N / k N Z sinon 

P-t«3, l'idéal 

Calculons maintenant, lorsque l'on n'a pas 

T N , = T k , ( ^ P1 ^ • S o i t $ l a d i f férente 
/o / q v P ) P y 

de l ' ex tens ion k , l ' idéa l T N (C>N) est le plus petit des idéaux SU de Z 
/Q 

tels que II p t c 21 * . On décompose S sous la forme : 
P I P 

5 , . Q 2 e ( q - 1 ) Q 

C C , q ) = 1 

où e = 0 sauf l o r sque q est ramif ié dans k ^ auquel cas e = 1 . 

Q e s t le produi t des idéaux p r e m i e r s de O^ a u - d e s s u s de q . 

2 p a r c o u r t l e s idéaux p r e m i e r s de O^ , p remie r s avec q . 

es t l ' ind ice de ramif icat ion de Q . 

l - ' inclusioa qui définit 21 montre que 21 es t divisible pa r qG exactement ; 

la comparaison des deux membres montre que : 



a i 

SI i t = 0 

pq si 1 îS t < q 

ce qui p rouve que 
T N / k

( ° N ) n 

V ° N } 

" W V - \ ( p q j - - ( < f p . 

[ P r o p o s i t i o n 8 . Le O-module 
TX1 ( 0 X T ) n Z 

/k 

- N / O C ° N ) 

2°) Déte rmina t ion de 
T N / k

C O N ) n z 

es t i somorphe à 
C 1 -o j ) 6 Z [eu] 

Soit x u n c a r a c t è r e de d e g r é 1 de g , non t r iv ia l , à v a l e u r s 

dans C . Soit 8Q un élément de le e n g e n d r a n t avec s e s conjugués une base 

normale de k ^ ; on c o n s i d è r e l ' app l i c a t i on g^ ^ de k dans Q(UJ') dé f i -

nie p a r : V ( 8 ) = 
<0o'X> 

OÙ < e , x ) = £ T C8) x ( T - 1 ) e s t la r é s o l v a n t e de Lagrange de 8 et de 
i=0 

X ( c f . [ 3 ] ) . On sai t que Ker ( c Q ) = Q donc , si on r e s t r e i n t g 

à T N / k
( ° N ) ' o n a g X , 8 0

C T N / k
C O N ) ) 

T N / k
( ° N ) n 

parque 1 . L o r s q u e p n ' e s t pas r a m i f i é dans k ^ , on a 

>?P
pt = Cpt) et ' 

d e m ê m e l o r s q U B p a t = 3 B x . e o
( V k ( 0 J ) - p S , e 0

( t V 
^ T q u e 2 . 

s impl i f i e r c e r t a i n s ca lcu l s . Soit f le conduc teu r de l ' ex tens ion k 

On peut p r o c é d e r à un choix p a r t i c u l i e r de l ' é lément 8C pour 

/Q 
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Q ( f ) le f - i ème c o r p s cyclotomique cont ient k . La somme de Gauss a s so 

ciée au c a r a c t è r e x e s t définie de la façon suivante : 

pour tout a € G a l C û C f ) ^ ) , on défini t l ' e n t i e r m^ modulo f par 

m 
c r (Cp = Cf t Cf e s t une r a c i n e pr imi t ive f - i ème de l ' un i té , c ' e s t en fai t 

la déf in i t ion de l ' i somorphisme de r é c i p r o c i t é : a = (m^ , Q ( f ) ^ ) : on 

cons idè re le c a r a c t è r e \ comme un c a r a c t è r e du groupe de Galois Q ( f ) ^ 

( p u i s q u e k c Q ( f ) ) et , au moyen de l ' i somorph i sme de r é c i p r o c i t é , 

comme un c a r a c t è r e modulo f p a r = Q ^ ^ / q ^ pour ( a , f ) = 1 

La somme de Gauss es t T(X) = £ Cf = £ crC C f ) ) 
l s a ^ f 1 o é G a l ( Q ( f ) J 
( a , f ) = 1 « 

= ( T Q C O / q ^ P ' * } • 

On peut a l o r s t r o u v e r un élément 8 q te l que ( Q q , \ ) = t ( \ ) • Avec ce choix 

nous d é f i n i s s o n s g, p a r g ( 8 ) = ^ 'X ^ . L e s p r o p r i é t é s c l a s s i q u e s des 
^ ^ t ( X ) 

r é s o l v a n t e s de Lag range montrent que T(X)^ € Q(OJ) . Ecr ivons 

Cx) q ï P,"1 ( 3 ) où 3 es t un produi t d ' idéaux i - 1 
p r e m i e r s , 

décomposés dans , tel que ( 3 ) soit s a n s f a c t e u r c a r r é , 
/ Q 

p̂  a été déf in i au § 4 , 3 e m e c a s . On a p a r a i l l eu r s = P 

et (TCX) TCX" )) = Cf) ; l ' é tude de 3 e t de la ramif ica t ion dans k 

montrent que 3 î (x ) = Z [uj] si ( f , q ) = 1 et K(x) = qZ [tu] s inon . On peut 

également d é t e r m i n e r g ^ ( O ^ ) . On sa i t g r â c e aux p r o p r i é t é s des r é s o l -

vantes de L a g r a n g e que l ' on a l a double inc lus ion 

q S C x ) " 1 c R xCO k) c S K x ) " 1 C c f . [3 ] p rop III 6 ) 

On peut m o n t r e r p a r des ca lcu ls de d i sc r iminan t s que : 



S X C O K ) " ' 

ïï(x) si k ^ e s t modérément ramif iée 
>-1 q K ( x ) sinon 

Avec le choix de e ic i fa i t on obtient : 

G ^ O J Ç ) = Z[UJ] 

On en déduit : 

proposition 9 . Lorsque p n ' e s t pas rami f ié dans k ^ , on a : 

T N / K
C O N ) N 

S V ( T N , C O N ) } = P * 2 ^ ] C t = 0 o u 1 ) 
/k 

De même lorsque p=-t=<3 on a g (T^/i^ÇO^ ) ) a 

Il nous r e s t e à dé t e rmine r 
T N / k

( ° N > n 
dans le cas 

où p es t totalement ramif ié dans N ^ .11 s ' ag i t , avec des conditions lé -

gèrement d i f f é r en t e s , d'un calcul e f f ec tué p a r Ullom C [10! ) . Nous en r e -

donnons rapidement la démonstra t ion : 

Soit p l ' i déa l p remie r de O^ a u - d e s s u s de p , pV les idéaux 

p remie r s de C ^ ^ ) a u - d e s s u s de p et pj = p ' î n Q C a j ) . Fixons p" , 

p' = p" fi QCuu) , de so r t e que p' soit l ' i déa l a u - d e s s u s de p divisant 3 . 

Soit t , tel que 1 s t < q et x G p L , on a <x,x ) = ï / C x ) XCT"1 ) qui 
i= 1 

appart ient à C ï p. 1 C p " ) " } t donc 
v i = l 1 y 

< x , X > q 6 ( ï 1 P ^ C p O Y 
V i = l 1 y 

Or ( <x,x > q ) = Cg^Cx)KC X ) ) q ï 1 pT1 C 3 ^ 
X i= 1 

on en déduit : 
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( 9 ) e n p" ̂ ( P ' ) ) 1 3 ( g c p ' ) K C x ) ) q ï 1 p ^ C S ) 1 

x i= 1 

o r [ C ^ : p t ] = [ g ^ C C ^ ) : ^ C p ' ) ! X [ C k e r g ^ ) : ( k e r g^ | p* ) ] 

= Cg C O J ^ ) : g C p ' ) ] X [ Z : P Z ] 
X. A, 

ce qui donne 

( 1 0 ) p t _ 1 = U / C ^ ) : g^Cp') ] . 

On voit a isément que g^CO^) et g^Cp* ) sont des idéaux de Z[uu] , qui 

sont localement égaux , sauf pour les p l a c e s a u - d e s s u s de p ; comme 

g^CC^) 3 g ^ P * ) ) o n peut é c r i r e 

( 1 1 ) g x ( p t ) = g x ( O k ) V p ^ C p ' ) " 1 

g ( p t ) = S ( X ) " 1 q e ï 1 P ^ 1 C p')C]L 

x i= l 
soit 

où e égal 1 ( r e s p . 0 ) si kyQ es t ( r e s p . n ' e s t pas ) ramif iée en q . 

Donc , d ' a p r è s ( 9 ) 

n p : 1 ( p ' ) I q q G n pr C3 P 
i i= 1 

q _ 1 1 • qc-n o : 1 ^ 1 * - 1 ) 

on obtient donc t ^ i + q c i soit o 
t - i - 1 + 1 . 

Les r e l a t ions ( 10) et ( 11) a joutées au fai t que p es t décomposé dans G(uu) 

q - 1 q - 1 
montrent que £ c. = t - 1 o r 

i= l 1 

d'où la proposi t ion . 

ï 1 [ i i i ] t i . V 
i = l L q J i= 1 

t - l - i 

1 L q 
+ 1 = t - 1 

^Position 10 . Avec les notations p r é c é d e n t e s , le Z[uu.]~ module 

T N i « > N > 

T N / k
( ? N ) n Z 

C-1,1 _ 1 
est isomorphe à FI p. ( p ' ) avec c. = 

i= l 1 

t - i - 1 

i - l 
soi t a à P ^ f ) . 



Comparons l ' i déa l p!̂  de la p ropos i t ion 6 et l ' i déa l p' de la 

p ropos i t i on 10 . Cho i s i s sons uu 6 une r a c i n e pr imi t ive q - ième de l ' un i t é , 

f ixons T élément de Gai (k/Q ) = Gai ( k^ ^ ) et c h o i s i s s o n s X le c a r a c t è r e 

de g tel que x ( t ) = u> ; l ' é l ément t ( x ) appa r t i en t à k (o i ) et il ex is te une 

et une seule p lace p" a u - d e s s u s de p te l l e que v „ ( T ( X ) ) = 1 • 

L o c a l i s o n s en p" . On a k ( œ ) = k^ et on p rend T(Y) comme uniformi -P P 

santé . On a a l o r s T( TCX)) = X C T ) T(X) = UU T(X) J CE qui ident i f ie T (X ) 

avec n et mont re que l ' image de OJ dans = ^ J V L - e s t i a 
meme que 

P" P' 

° k Z p / 
dans p / = J ^ . On a donc p ' = p ', . D'où en r e g r o u p a n t les dif -^ p p 

f é r e n t s r é s u l t a t s : 

roposition 11 . En dés ignant par e l ' i n d i c e de rami f ica t ion de p dans l ' ex t en -

s ion N /Q , on a avec l e s nota t ions p r é c é d e n t e s : 

O ® 
z [ 9 ] 

O^j i somorphe à . 

si e = l o u e=q iZCu)]© 
( l - w ) G 

( c a s où p e s t modérément r a m i f i é dans N/Q) 

[JL © © p 2 [eu] s i e = p 
( p ) ( l - w ) e 

Z [tu] 2 [ U J ] 
t - 1 

© © © n P~ 1cp o 
i= 1 - 1 r .n r -, N,e i= 1 P i (p ; ( 1 - œ ; 

s i e = pq en 

e x c l u a n t l e c a s p=»t=<3 . S i p = t = 3 f o n t r o u v e î Z/3Z fi Z / 2 Z ffl 3Z, 
On en déduit immédiatement le théorème : 

^^or-ème 3 . L o r s q u e N ^ es t une ex t ens ion non abél ienne de d e g r é pq ( p 

et q p r e m i e r s q | p - 1 ) du c o r p s des r a t i onne l s , l ' image de O O ^ 

dans le g roupe de Grothendieck des O-modules de type fini es t l ' é lément 

n e u t r e de ce groupe . 
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