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Signes locaux et nombres de Tamagawa

par THOMAS DE LA ROCHEFOUCAULD

RESUME. Cet article porte sur des questions liées a la conjec-
ture de parité. On démontre une formule pour les signes locaux
des représentations essentiellement symplectiques et modérément
ramifiées du groupe de Weil. Cette formule généralise celle, déja
connue, pour les courbes elliptiques ayant potentiellement bonne
réduction. On fait alors un premier pas vers la généralisation de
résultats de p-parité obtenus par les fréres Dokchitser en compa-
rant les nombres de Tamagawa et les constantes de régulation pour
certains prémotifs.

ABSTRACT. In this article, questions related to the parity con-
jecture are studied. We show a formula for root numbers of essen-
tially symplectic and tamely ramified representations of the Weil
group. This result generalizes the one already known for elliptic
curves with potentially good reduction. Then, a first step is made
toward the generalization on p-parity results (by Dokchitser broth-
ers) whith the comparison of Tamagawa numbers and regulator
constants for a premotif (with a few restrictions).

1. Introduction

1.1. Prémotifs, conjecture de Bloch-Kato et conjectures de pa-
rité. Soit E un corps de nombres, M = {0, : Gx — GL,(E,)} un pré-
motif (voir les définitions 2.2 et 2.8) et ¢ un plongement de E dans C. On
associe au prémotif M, la représentation o,ps, du groupe de Weil-Deligne
(voir le paragraphe précédent la définition 2.2) et la fonction L “compléte”
A(¢M, s) (voir la définition 2.4). On a alors les conjectures suivantes :

Conjecture 1.1. (1) La fonction A(tM, s) se prolonge en une fonction
méromorphe sur C.
(2) Soit W(M) = [I, W(owmw) (c’est une constante de module 1), la
fonction A(tM, s) vérifie l’équation fonctionnelle :

AWM, s) = W(M)A(M* Kk —s)
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ou k=w+1.
Dans le cas d’un prémotif essentiellement auto-dual de poids impair
w, on obtient :
AWM, s) =W(M)A(M,w+1—5)
ou W(LM) € {£1}.
Soit H}(K, M,) le groupe

ker | (K, Vo /Ty) TS T (HY (K, Vo /Ty) K, wm)]

ot T, est un Op,-réseau G -stable de Vj,. Le groupe H}(K, M,) est un
groupe de Selmer de M, (il dépend du choix de T}, voir §1.3 de [17]).

Conjecture 1.2 (Bloch-Kato). Soit M = {0, : Gk — GL(V,)} un pré-
motif essentiellement auto-dual de poids impair w sur K et T, un Og,-
réseau G c-stable de V, alors si rgyM := dimp, H}(K, M,) alors rgy M ne
dépend pas du choiz de T, et
rgpM = ord _ w1 A(LM, s).
2

Remarque 1.3. La conjecture implique en particulier que I'ordre d’annula-
tion de A(tM,s) en s = wTH ne dépend pas de ¢ (si M provient d’un motif,
c’est la conjecture de Deligne-Gross, voir Conjecture 2.7 (ii) p.323 de [6]).

Conjecture 1.4. Soit M = {o,} un prémotif essentiellement auto-dual de
poids impair w sur K alors :

(=)o M = W(M).

Remarque 1.5. Rohrlich a montré que W (¢M) est indépendant de ¢ (sous
réserve d'une condition sur le déterminant des 0,7, qui est satisfaite si M
est essentiellement symplectique) dans [15].

Soit L/K une extension finie et 7 une E-représentation auto-duale du
groupe de Galois G /i = Gal(L/K), M®T = {ap ®T7: G — GL(VP’)}
et Ty un Op,-réseau G -stable de V] alors si on note H}(K, M, ® 1) =
Hi(K,Vy/Ty), MM, 7,5) =TI, L(orme @ 7,5) et W(M,7) =], W(opm, ®
7), on obtient la conjecture suivante :

Conjecture 1.6. Soit M = {o,} un prémotif essentiellement auto-dual de
poids impair w sur K et T est une représentation auto-duale de G(L/K)
alors :
AM,7,s) =W(M, ) A(M,7,w+1—s).
De plus, si m, désigne la multiplicité de T dans H}(L,Mp) alors (Bloch-
Kato avec twist) :
my = ordS:wTHA(M/K, T,$)



Signes locaux et nombres de Tamagawa 3

et (conjecture de p-parité avec twist),
(=)™ =W(M/K,T).

Dans Darticle [7], les fréres Dokchitser démontrent ce résultat pour le
prémotif associé & une courbe elliptique (avec quelques 1égeres restrictions).
La démonstration de ce résultat repose sur deux résultats clef de nature
locale :

(1) Le lien entre m, et les nombres de Tamagawa d’une part.
(2) Le lien entre les signes locaux et les nombres de Tamagawa d’autre
part. Ce second lien se décompose lui-méme en deux parties :
(a) Une formule de Rohrlich pour les signes locaux pour une courbe
elliptique avec un twist (auto-dual) 7.
(b) Un lien entre les nombres de Tamagawa et les constantes de
régulation.

Cet article se propose de démontrer les résultats 2.a et 2.b dans le cas de
certains prémotifs essentiellement auto-duaux dans le cas ou v { p. L’article
est composé de trois parties :

(1) La premiere partie définit et rappelle certaines propriétés concer-
nant les prémotifs, les signes locaux et les constantes de régulations.

(2) La seconde partie est consacrée a la généralisation (aux représen-
tations modérément ramifiées du groupe de Weil) de la formule de
D.Rohrlich sur les signes locaux des courbes elliptiques .

(3) Enfin dans la troisieme partie, on utilise cette formule pour établir
un lien entre les nombres de Tamagawa et les constantes de régula-
tion généralisant en partie le lien entre les nombres de Tamagawa
et les constantes de régulation établi par les freres Dokchitser.

Donnons tout de suite quelques précisions sur ces résultats.

1.2. Une généralisation de la formule de Rohrlich pour les signes
locaux. Les résulats obtenus dans [7] reposent de fagon essentielle (comme
on 'a rappellé ci-dessus) sur une formule de Rohrlich pour W(E/K,, ) ou T
est une représentation auto-duale. Le résultat clef que Rohrlich a démontré
dans [14] est le théoréme suivant :

Théoréme 1.7. Soit E une courbe elliptique sur K, et T une représenta-
tion auto-duale de G alors :

(1) Si E a réduction potentiellement multiplicative alors :
W(E/Ky,7) = (det 7)(=1)x (1) "7 (=1)%7)

ot x est le caractére de KS associé a extension K,(\/cg) de K,
(i.e. le corps ou E acquiert réduction multiplicative déployée).
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(2) Si E a potentiellement bonne réduction alors O'/E/KU = og/K, est
une représentation de We, et sil, > 5 alors W(E/K,, 1)) est égal

{(de;G (=1 (=W (E/K,))dm(—1)0+nten g op/K est irréd,
(det 7)(=1)(W(E/K,))dm7 sinon.

La quantité W(E/K,,T) = W(U/E/K ® 7) étant définie a l'aide de
la représentation essentiellement symplectique du groupe de Weil-Deligne
o'y /K, P WPk, — GL(V/(E)"), il est légitime de chercher une formule
équivalente dans le cas d’une représentation essentiellement symplectique
plus générale de WD, . Nous donnons dans la premiére partie de cet ar-
ticle une formule qui généralise le théoreme précédent. En effet, on montre
une formule dans le cas ou la représentation de WD, se factorise a travers
une représentation essentiellement symplectique, modérement ramifiée du
groupe de Weil Wy . Précisément, on obtient :

Théoréme 1.8. Soit o est représentation essentiellement symplectique de
poids w et modérement ramifiée de Wk, et 6 = 0 ® w2 alors pour toute
représentation (complexe) auto-duale T de Gk, W(o @ 7) est égal a :

{(det T(fl))digm (=W (o)) (—1)1&mrO7) 5 & est sympl et irréd,

(det 7(—1)) "5 W (0)dim™ s5i5 =0 0"

Remarque 1.9. Si E/K, est une courbe ayant potentiellement bonne ré-
duction alors si [, > 5, la représentation o', /K, est une représentation
modérément ramifiée de dimension 2 de Wk, et dans ce cas le théoreme
ci-dessus est précisément le 2. du théoréeme de Rohrlich.

1.3. Nombres de Tamagawa et constantes de régulation. D’impor-
tants résultats sur les conjectures de p-parité et de p-parité avec twist ont
été obtenus par les fréres Dokchitser dans [7]. Ces résultats reposent no-
tamment sur le résultat clef de cet article (le théoreme 3.2) qui lie (a l'aide
de la formule de Rohrlich) les nombres de Tamagawa et ce qu’ils appellent
les constantes de régulation. Ce théoréme (un peu technique) de nature lo-
cale repose notamment sur la connaissance de la forme explicite du groupe
de Galois du corps sur lequel la courbe admet une réduction semi-stable.
Ces groupes, peu nombreux, ont pour cardinal une puissance de 2 fois une
puissance de 3 (en particulier, il en est de méme pour leurs sous-groupes
d’inertie).

Partant d’une courbe elliptique sur un corps de nombres, il s’avére que
le fait que la famille des représentations o', /K, bour les différentes places
v de K soit prémotivique (ou fortement compatible, voir la définition 2.2)
impose cette condition sur le cardinal du groupe d’inertie. En suivant les
idées mises en avant dans [7], nous généralisons le lien entre nombres de
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Tamagawa et constantes de régulation a un prémotif essentiellement sym-
plectique quelconque dans le cas modéré o p # I,,.

2. Prémotifs, signes locaux et constantes de régulation

2.1. Prémotifs. Soit K un corps de nombres et v une place finie de K.
On note K, le complété de K en v, Ok, son anneau des entiers et g, = 1¢
le cardinal de son corps résiduel.

Soit E un corps de nombres et E, le complété de E en p (p | p). On note
Op, son anneau des entiers. On appelle représentation p -adique de dimen-
sion n de Gal(K/K) = G un morphisme continu de Gk dans GL,(E,).
Une famille {o,} de représentations p-adiques de Gal(K /K) est une famille
de représentations (de méme dimension) telle que pour chaque place p de
E, o0, est une représentation p-adique. De plus, si o est une représenta-
tion de G et v est une place de K alors si on choisit une place de K
au-dessus de v, on peut identifier le sous-groupe de décomposition corres-
pondant avec G, et la classe d’isomorphie de la représentation o |Gk, de
Gk, est indépendante du choix de la place de K au-dessus de v.

Définition 2.1. Une famille {o,} de représentations p-adiques de Gi est
dite faiblement compatible si elle vérifie les trois conditions suivantes :

(1) 11 existe un ensemble fini S de places de K, indépendant de p, tel
que oy est non ramifiée en dehors de S U {w | w divise p} (p est la
caractéristique résiduelle de Ej).

(2) Si on fixe une place (finie) q de K tel que q1p alors le polynéme
By(z) = det(1—zop(Py) | V;JI) (ot @4 est un Frobenius géométrique
en q) est a coefficients dans E et est indépendant de p (autrement
dit, si p’ | p’ est une autre place de E telle que q p’ alors det(1 —
zoy(®q) | V) = det(1 — zoy (@) | V).

(3) Si v est une place de K alors Vg € Gal(K,/K,) = Gk, tel que son
image dans G, /I, soit une puissance entiere du Frobenius alors le
polynéme caractéristique de op(g) est & coefficients dans E et est
indépendant de p pour toute place p tel que p 1 1,.

Si on part d’'une famille faiblement compatible M (avec les notations
ci-dessus), si la caractéristique résiduelle [, de E, est différente de la carac-
téristique résiduelle [, de K, alors la représentation oy, = 0y |Gk, donne
lieu & une représentation o =(o, N) de WDk, sur E, et par suite a la repré-
sentation 0%*=(0%, N) de WDk, sur E,. Pour obtenir une représentation
sur C, il suffit de fixer un plongement ¢, de £, dans C. Comme on voit
E comme un sous-corps de Ej, on peut demander que ¢, fixe £ (ot E est
identifié & un sous-corps de C par un plongement ¢). En étendant les sca-
laires de Ej, & C on obtient une représentation ((¢*°)* , N*») de WDk, sur
C. 1l semble alors naturel de poser o,a1, := ((0°%)" , N*).
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Définition 2.2. On appellera prémotif (ou famille fortement compatible),
une famille faiblement compatible telle que, pour tout v, la classe d’isomor-
phie de 0,1, est indépendante des choix de p et ¢;.

Remarque 2.3. (1) 11 serait agréable de savoir que toute famille fai-
blement compatible est fortement compatible (i.e. est un prémo-
tif). D’importants résultats dans ce sens ont été démontrés par
T.Barnet-Lamb, T.Gee, D.Geraghty et R.Taylor sur des corps to-
talement réel ou CM (voir le théoreme 5.4.3 de [2]).

(2) La famille faiblement compatible associée & une courbe elliptique
(resp. & une variété abélienne) est un prémotif grace a la description
explicite de ((0%%)" , N*) dans ces cas (voir §14-15 de [13] et la
proposition 1.10 de [18] respectivement)

Soit M = {op} un prémotif sur K et ¢ un plongement de E dans C. On
a vu que pour toute place v de K, on peut définir une représentation o,py
de WDk (a partir de n’importe quel oy tel que [, # [, et ¢, plongement de
E, dans C qui prolonge ¢) qui est indépendante des choix de p et ¢.

Définition 2.4. On définit la fonction L locale de 0,01, = (04, Ny) (00 v
est une place non archimédienne) par

1
L(op 0, 8) = . on Vi =VInkerN,
b N’U
det(1 — oy (P)g—* V]\I,U)

et la fonction L “complete” (globale) par

AGM,s) =[] L(ounrvs 5)

ou pour la définition de L(o,pr,0, ) aux places archimédiennes, on pourra
consulter par exemple p.429 de [16].

Définition 2.5. On dit que le prémotif M est de poids w, si pour o € C*
tel que By(a™!) =0 et pour tout 7 € Aut(C), on a :

m()] = (Na)"*siq ¢ S

ou S est I’ensemble des places qui apparait dans la définition d’une famille
faiblement compatible de représentation.

Remarque 2.6. (1) Cette définition permet de dire que la fonction L
“complete” A(cM, s) associée au prémotif M est convergente pour
Res >w/2 + 1.
(2) Le fait que ce soit “pour tout 7 € Aut(C)” permet que la définition
du poids ne dépende pas du choix du plongement de E dans C.
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Définition 2.7. Une représentation o de Wi est dite essentiellement auto-
duale de poids w si :

c~o Quw V.
Définition 2.8. On dit que le prémotif M est essentiellement auto-dual
de poids w si :

pour toutes places v de K, 0,00 =~ 0,37, @w™ ™.

Remarque 2.9. (1) Un prémotif essentiellement auto-dual de poids w
est un prémotif de poids w.
(2) Si 'isomorphisme ci-dessus est donné par un accouplement symé-
trique (resp. symplectique), on dira que le prémotif est essentielle-
ment orthogonale (resp. symplectique) de poids w.

Les définitions ci-dessus permettent d’énoncer les conjectures de 1’équa-
tion fonctionnelle, de Bloch-Kato et de parité (voir les conjectures 1, 1.2,
1.4 et 1.6 rappellées en introduction).

2.2. Signes locaux. Soit K corps local.

Proposition 2.10. II existe une fonction £(x*, %, x) vérifiant :
(1) e(*,%,dx) est multiplicative sur les suites exactes courtes.
(2) Soit L/K une extension finie et p : W(K /L) — GL(V) une re-
présentation alors (pour toute mesure de Haar dxy, sur L) :
E(IndL/Klvaadx) dmp
e(lp,Yotry k,dry) '

6(IndL/K'pa ’(/},d.’E) = 5(pa ’¢ © trL/Ka de) (

(3) Six est un quasi-caractére de L* (identifié a une rep de dimension
1 de W(K /L)) et 11, un caractére additif de L alors :

xwl(e) [ dxp st xest mon ramifié,
Or

e(x,¥r,dry) = [ x Y)Y (x)der six est ramifié,

c_l(’)z<
ot ¢ est un élément de L™ de valuation n(vr) + a(x) et n(yyr) est
le plus grand entier m tel que vy, est trivial sur 7, " Or,.

Donnons tout de suite quelques propriétés de ce facteur epsilon.

Proposition 2.11. Pour a € K*, on note 1, le caractére x — ¢ (ax).
(1) e(o,1q,dz) = (det o) ()w(a)e(o, 1, dx).
(2) (0,9, rdx) = rdmoe(g,4, dz).
(3) e(c@w?, ¥, dx) = e(o, 1, dr)q= W) dm@)+a(@) o4 n (1) est entier
défini dans la proposition 2.10.

Donnons maintenant la définition de € pour les représentations de WD :
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Définition 2.12. Soit ¢/ = (0, N) une représentation de WD, on pose :

e(o’ 9, dx) = e(o,, dx)d(0’)
[ elo,9,dx) est deﬁni par la proposition préc édente
oMY 5(o7) = det(— \vf/vN)

Proposition 2.13. La fonction € définie sur WD vérifie les mémes pro-
priétés que la fonction € originale sur Wg.

(1) e(*,%,dx) est multiplicative sur les suites exactes courtes.
(2) Soit L/K wune extension finie et o' : WD(K /L) — GL(V) une
représentation alors (¥ dxy mesure de Haar sur L) :

E(IndL/Kllnw:dx) dim’
6(1L,¢Ot?"L/K,de) .

(3) Sio’ = (0,N) est de dimension 1 alors o' = (0,0) et e(o’, ¢, dz) =
e(o,9,dx) ou le second membre est défini comme au 3. de la pro-
position 2.10.

Démonstration. Voir les §11 et §12 de [13]. O

e(Indp ko’ 1, dx) = e(o’,potry i, drr) (

Définition 2.14. On appelle signe local (ou “root number”) le nombre
complexe de module 1 suivant :

e(o’, ¢, dz)
le(0, 1, du)]

Remarque 2.15. Comme le suggere la notation, W (o', 1) ne dépend pas de
la mesure de Haar choisie (d’apres le point 2. de la proposition 2.11).

W(OJ’ 7!1) =

Proposition 2.16. (Propriétés de (o’ 1, dx) et W (o', 1)) ).

Soit n(v) comme précédemment et dxy la mesure auto-duale relativement
a1

1

e(o w,dww (0%, 1, dzy) = (det o) (—1)g"¥) dim(@) a2,
2) 6(0

)
) 6(0")8(0™) = ¢"". o

) €0, 9, day)e(o™, i, day) = (det o) (—1)gn(¥) dim(e)ta(e),

) Si o’ est essentiellement orthogonale alors W (o', ¢) € {+1, £i}.
)

Si o’ est essentiellement symplectique alors W (o' 1)) ne dépend pas
de 1 et W(o') = £1.

(
(
(3
(4
(5

Démonstration. Voir le lemme p.144 et la proposition p.145 de [13]. O

Proposition 2.17. Soit o une représentation de WDk . Si T est une re-
présentation non-ramifiée de WDk alors :

elo @79, dz) = e(0,, dZL‘)dimT det 7 (w%”)"‘”(%b) dima)
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Démonstration. Voir le point (3.4.6) de [21] ou le corollaire 5 p.115 de [20].
U

Corollaire 2.18. Soit o une représentation de WDy alors pour tout o €
R, ona :
W(oc®w® ¢) =W(o,¢).

Proposition 2.19. Soit o une représentation de WDk modérément rami-
fie. Si T est une représentation totalement sauvagement ramifiée (c’est a
dire une représentation dont aucun de ses constituants n’est modérément
ramifié) alors il existe un élément v € K* tel que :

e(0 @ 7,19, dw) = &(7,9, dx) "™ (det 0) (7).
Démonstration. Voir la proposition 4.13 de [4]. O

2.3. Les constantes de régulation. On considére un corps K de carac-
téristique 0. On trouvera plus de détails et notamment les démonstrations
des résultats énoncés ci-dessous dans article [7].

Définition 2.20. Soit © = > n;H; un élément de 'anneau de Burnside de
i
G. On dit que © est une G-relation si le caractere »_n;xcjg/n,) est nul ou
i
Xc[a/H;) est le caractere de la représentation [ nd%l H;-

Définition 2.21. Soit G un groupe fini, p une K[G]-représentation auto-
duale et © = > n;H; une G-relation. On choisit un accouplement K-

7
bilinéaire non-dégénéré et G -invariant (,) sur p a valeurs dans L/K et
on pose :

Col(p) = Hdet (IIilfi\

ou det ((,) V') := det((e;, €5), ;) pour toute base de V' sur K.

n;
O] ) e e,

Remarque 2.22. La constante de régulation Cg(p) est bien définie, non nulle
et indépendante du choix de (,) (voir [7] pour plus de détails).

Théoréme 2.23. Soit p une K[G|-représentation auto-duale si elle vérifie
l'un des critéres suivants :
(1) La représentation p@x K est une K[G]-représentation symplectique.
(2) La représentation p @ K ~ 7 ® 7* pour une K|[G]-représentation
T.
(3) Aucune des composantes irréductibles sur K de p @y K n’est auto-
duale.
Alors
Co(p) = 1 pour toutes G-relations ©.
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Lemme 2.24. Soit p une K|[G]-représentation auto-duale et © = 3, n;H;
une G-relation. Si aucune des composantes irréductibles de p @ K n'est
une des composantes irréductibles d’un K |G /H;| alors Co(p) = 1 pour toute

G-relation ©.

Proposition 2.25. Soit G un groupe fini, K un corps local (extension
finie de Qp), Ok son anneau des entiers et p son unique idéal mazimal. Si
p:G— GL(V) ~ GL,(K) est une K[G]-représentation auto-duale et p
ne divise pas |G| alors :

ordy,Ceo(p) =0 mod?2
pour toute G-relation ©.

Démonstration. Aprés un changement de base éventuelle, p est a valeurs
dans GL,(Ok) (voir le lemme 4.7). D’apres la proposition 43 de [19], pour
p1 |G|, la théorie des représentations de G sur K est “la méme” que celle
sur kx. En particulier, on a un accouplement non-dégénéré sur kx qui se
releve en un accouplement (,) : T'xT — Ok ou T est Og[G]-réseau de V.
Si on prend cet accouplement (,) : T'x T' — Ok (qui se réduit donc en un
accouplement non-dégénéré de T x T — kg ot T est un kx[G]-module)
pour calculer Cg(p), on obtient que Cg(p) est bien défini comme élément de

2
K>/ (O]X() et que Co(p®kk) = Co(p) mod pr. Comme Co(p®kk) € ki,
on en déduit que Cg(p) ¢ px et Co(p) est une unité de O (a muliplication

2
par un élement de (OI;X{) pres) donc de valuation triviale. Par conséquent,
ordy,Ce(p) = 0 mod 2. O

Définition 2.26. I’anneau de Burnside de G est I'anneau ZS ou S est
I’ensemble des sous-groupes de G a conjugaison pres.
Une fonction linéaire ¢ sur ’anneau de Burnside de G est une application de
ZS dans un groupe abélien (noté multiplicativement) tel que ¢ (>, n;H;) =
[L; ¢(H;)™. De plus, on dira que :

(1) ¢ est trivial sur U € ZS si o(¥) = 1.

(2) ¢ ~ ¢ si /¢ est trivial sur toutes les G-relations.

Définition 2.27. Soit G un groupe fini et D un sous-groupe de G. Une
fonction linéaire ¢ sur 'anneau de Burnside de G sera dite D-locale s’il
existe une fonction linéaire pp sur 'anneau de Burnside de D telle que :

¢(H) = ¢p(Resp H) (: I oo™ OD))

x€H\G/D
On notera ¢ = (D, pp) .

Définition 2.28. Soit G un groupe fini, D un sous-groupe de G et [
un sous-groupe distingué de D tel que D/I est cyclique. Soit (e, f) une



Signes locaux et nombres de Tamagawa 11

fonction de deux variables e, f € N. On définit :

] (D : I]
(D, 1,¢): H — " _ ' ).
erl:{;/D <|HOI| [HND .Iﬁ[])

C’est une fonction D-locale sur I'anneau de Burnside de G, plus précisément
| |D] ))
D, I =D, U — )
(D, L) ( ’ w(|UﬂI\’\UI\

Théoréme 2.29. Soit G un groupe fini, D un sous-groupe de G et I un
sous-groupe distingué de D tel que D/I est cyclique.

(1) St ¢ = (D,¢p) et ¢p est trivial sur les D-relations alors ¢ est
trivial sur les G-relations.

(2) SiN <G et p(H) = pg/N(HN/N) pour une application /N sur
Uanneau de Burnside de G/N qui est trivial sur les G /N -relations
alors @ est trivial sur les G -relations.

(3) Si D1 < Dy < G, ¢ = (Da,p2) et s = (D1,p1) alors ¢ = (D1, 1)

(4) Si (e, f) ne dépend pas de e alors (D, I,1) ~ 1.

(5) Si Iy C I est distingué dans D tel que D /Iy est cyclique et (e, f)
est une fonction du produit ef alors (D, 1,) = (D, Iy, ).

(6) Si Dy est un sous-groupe de D contenant I et si pour m divisant f
et (D : Dy, on a p(e, f) = (e, f/m)™ alors (D, 1,1) = (Do, I, ).

(7) Soit N < G tel que p t |G : NJ. Soit ¢ et ¢ deux applications sur
les anneauzr de Burnside de G et N respectivement alors :

SO(H) = HzEG/D(b(Hm)vH - Na

o= (N.¢) = {@(H) = ¢(H N N) sinon.

Définition 2.30. Pour une K[G]-représentation auto-duale p munie d’un
accouplement bilinéaire (, ) non-dégénéré, G-invariant et & valeurs dans K,

on définit : )

D, : H — det <|H| () ‘;ﬁ) € K* /K2
Remarque 2.31. L’application D, est bien définie (car (,) est G-invariant)
et si © est une G-relation alors D,(0) = Cg(p).

Proposition 2.32. Si D < G et si p est une K[D]-représentation auto-
duale alors Drnatp ~ (D,D,) comme fonctions a valeurs dans K* /K*2.

Lemme 2.33. Si H est un sous-groupe cyclique de G alors Co(K[G/H]) =
1 pour toutes G-relations © (autrement dit, Di(q/m) ~ 1)-

3. Généralisation d’une formule de Rohrlich

Dans tout cet article K est un corps local, extension finie de Q; et ¢ est
le cardinal du corps résiduel de K.
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3.1. Les représentations irréductibles, modérément ramifiées, du
groupe de Weil.

3.1.1. Représentations irréductibles et modérément ramifiées. Soit
p une représentation irréductible modérement ramifiée du groupe de Weil
Wk = W(K/K). Dans ce cas, p se factorise a travers Wg /G1(L/K) ou Gy
désigne le groupe d’inertie sauvage et donc p se factorise a travers un groupe
G = Cy, ©Z (ou Cp, = (c) représente 'inertie modérée donc pged(g,n) =1
et Z = (®) est le groupe engendré par le Frobenius géométrique ®). On a
de plus ¢ =1 et ¢®I = PJ A Le groupe GG agit par conjugaison sur les
caractéres de O, : (9x)(a) = x(g~tag) (en particulier (*x)(c) = x(c)?).

Déterminons les représentations irréductibles de G = C,, x Z.
Soit x : Cy, — pn, Gy = Cp, x mZ son stabilisateur ou § = x(c) € p,
O(&) est 'ordre de € et m = min{i > 1 ’gqi =¢}

= mzin{i >1|¢' =1 (mod(0(&))}

On étend x & Gy en ¥ par X(c'®™) = ¢ (X est & valeur dans to(e) C Hn)-
Pour tout ¢ € Hom ,(®™Z, C*), on obtient Yp = Y(pom): G, — C*.
On pose alors Ve, =V, =1 nng)Zga. La représentation Vg ., est irréduc-

tible de dimension m et ne dépend que de ’orbite de x = {q’x,¢2x, L2y =

X}. On a noté & = x(c) et a = p(P™).
Donnons des formules explicites pour V¢, :

0 0 « &0 !
0 0. fqz
Vea(®) = | o )  Vealo) = S
0 010 0 o ga”
o £1" = ¢.

3.1.2. Représentations irréductibles, modérément ramifiées et
auto-duales. Notons tout d’abord que la représentation p = V; , est auto-
duale si et seulement si il existe une matrice A € GL,,,(C) telle que

{%@MM@ZA
'plc) Ap(c) = A.

On a immédiatement que ‘p(c)Ap(c) = (€947 A; ;)1<ij<m, on en déduit
que :

() Ap(c) = A == (€747 A i< jem = (Aig)1<ijom.
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Ainsi si ‘p(c)Ap(c) = A et A;; # 0 alors O(€) | ¢¢ + ¢/. En particulier, si
Ay # 0 alors O(€) | 2¢° puis O(€) | 2 et ¢ = 1 mod(O(€)) donc m = 1.
Autrement dit, si m > 2 alors A;; = 0.

De plus, sii#j (i <j)et A;j #0alors O&) | ¢ +¢ = ¢ (1+¢ ) et
donc O(€) |1+ ¢ P et ¢ ' = —1 mod(O(£)) et par conséquent 2(j — i) =
m. Ainsi m est paire et on a nécessairement |[j —i| = F. On peut donc
synthétiser les résultats de la fagon suivante :

(1) Si2fmalors § =+1, m=1et a = =£1.
(2) Si2|m alors A= (g 0
de GL=(C).

Comme ‘p(®)Ap(®) = A,ona B = dlm et C = adln avec o = £1.

) avec B et C' des matrices diagonales

0 Im
Réciproquement, Vd € C*, si @ = %1 alors A = d( alm 0O )
F

défini une application bilinéaire non-dégénérée et G-invariante de
Vea X Veo — C qui est symétrique si a = 1 et antisymétrique si
a=—1.

Finalement, on a la proposition suivante :

Proposition 3.1. Une représentation irréductible, modérément ramifiée et
auto-duale de Wy est de la forme :

‘/&71 ou ‘/5771
selon qu’elle est orthogonale ou symplectique respectivement.

Remarque 3.2. La représentation Vg (resp Vg _1) se factorise a travers
le produit semi-direct du groupe cyclique d’ordre O(§) (correspondant a
Iinertie) par un groupe cyclique d’ordre m (resp 2m ) car ®™ (resp ®>™)
agit trivialement sur V¢ (resp Ve _1).

Proposition 3.3. Soit K'/K une extension finie. On a alors :

i Wiy )0 st O(§) 1 e,
dim(Ve, ™) = {pgcd(f, m) si0@©) | e,

ot e et f sont respectivement ’indice de ramification et le degré résiduel de
K'/K.

Démonstration. Cela découle de la description explicite de Vg ;. En effet, si
O(&) 1 e alors il n’y a pas d’invariants par le sous-groupe d’inertie de Wy.
Par contre, si O(&) | e alors l'inertie agit trivialement et 'action de Wy se
factorise & travers I’action du groupe cyclique engendré par ®/. O



14 Thomas DE LA ROCHEFOUCAULD

3.1.3. Lien entre les représentations orthogonales et symplecti-
ques. Sion considere une représentation irréductible auto-duale V¢ , (donc
orthogonale ou symplectique), on peut supposer que Vg o est symplectique
quitte a tensoriser par un caractere non ramifié.

En effet, soit urg : G — C* tel que urg(c) = 1 et urg(®) = /3 alors
p @ urg(c) = p(c) et p @ urg(®) = Bp(P).

0 0
08
Si on pose 3 tel que f™ = —1 et b= alors :
oo 0
0 0 Bm—l
b~ p(c)b = p(c)
et
0 0 ap™ 0 0 —«
1 0 1 0
CIE B =1 o
; - 0 1 : ; - IS

En particulier, det Ve _1 = 1 et det Vg1 = ur_1 = ny, le caractere non-
ramifié d’ordre 2.
On a donc obtenu la proposition suivante :

Proposition 3.4. Soit o une réprésentation, symplectique, irréductible et
modérement ramifiée du groupe de Weil alors il existe un caractére non-
ramifié urg de G et une représentation orthogonale p de G tel que o =
pRurg.

Remarque 3.5. Ce résultat nous a été fait remarquer par Guy Henniart.
3.2. Classes de Stiefel-Whitney et signes locaux.

Définition 3.6. Un fibré vectoriel ¢ sur R est un triplet (E, 7, B) ou

(1) E (Vespace total) et B (la base) sont des espaces topologiques.

(2) m: E — B (la projection) est une application continue.

(3) Vb € B, 771(b) est muni d’une structure de R-espace vectoriel qui
vérifie :
Vb € B, il existe un voisinage ouvert U de b, un entier k et un
homéomorphisme

0 :UxRF — 77YU)
tel que :
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(a) Yz € U, (pon)(z,v) = 2 pour tout v € R¥.
(b) L’application v — ¢(x,v) est un isomorphisme entre R* et

7 1(x).

Remarque 3.7. Remarque si on peut choisir U = B, le fibré vectoriel est dit
trivial.

Définition 3.8 (Classes de Stiefel-Whitney). Pour tout fibré vectoriel réel
¢ = (B, 7, B), il existe des classes de cohomologie w,, () € H"(B,Z/27),
n € N vérifiant les axiomes suivants :

(1) wo(¢) = 1.
(2) wy(¢) = 0 pour n strictement supérieur a la dimension des fibres.
(3) Si f: B' — B est une application continue, alors :

(4) Si ¢ et ¢’ sont deux fibrés vectoriels de base B alors pour tout
keN:

C@g sz ka zcl)

ou ¢ & ¢ désigne la somme de Whitney de ¢ et (.
(5) wi(y') # 0 ou ! désigne le fibr é en droite canonique sur RP!
(espace projectif réel de dimension 1).

Donnons quelques propriétés des classes de Siefel-Whitney

Proposition 3.9. Soit ( et n deux fibrés vectoriels réels alors :
(1) Sin est isomorphe a ¢ alors pour tout i € N, w;(¢) = w;(n).
(2) Si ¢ est trivial alors w;(¢) =0 Vi > 0.
(3) Sin est trivial alors pour tout i € N, w;(¢ ®n) =n.

Définition 3.10. Soit G un groupe fini et p : G — O(V') est une repré-
sentation orthogonale (i.e. réalisable sur R) alors on peut lui associer le
fibré vectoriel suivant :

V xg Eg V xqg Eq — Eqg
i | défini par ]
Bg ; N
Ba
Eq

ou Bg désigne l'espace classifiant de G et |  son fibré universel.
Bg
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Définition 3.11. On appelle classe de Stiefel-Whitney de p: G — O(V)
la classe de Stiefel-Whitney de (y, autrement dit w, est le morphisme
composé suivant :

R(G,R) —KO(Bg)H*(Bg, 7./27)* = H*(G, Z/27)*

ou R(G,R) désigne les représentations de G réalisable sur R et KO(Bg) le
groupe de Grothendieck des fibr és vectoriels sur Bg.

Remarque 3.12. (1) L’isomorphisme H(G,Z/2Z) ~ Hom(G,{%1}),
nous permet d’identier w; (V) au caractere g — det p(g) .

(2) Le groupe H?(G,7Z/2Z) classifie les extensions centrales de G par
le groupe a 2 éléments. Si wi(V) = 0 alors wa(V) est la classe de
I'extension image réciproque par p du revétement double Spin(V, Q)
de SO(V,Q) ou @ est une forme quadratique G-invariante définie
positive quelconque sur V.

Définition 3.13. Soit K/Q; une extension finie, L /K une extension finie
galoisienne de groupe G = Gal(L/K) et p : G — O(V') est une représen-
tation orthogonale. On identifie w1 (p) = det p & un élément u de K*/K*?
par le morphisme injectif suivant :

HYG,2/22) ™8 H\ (G, 2/22) ~ K* | K*

On notera CI ’application composée suivante :

H*(G,2/22) ™ H(G, Z/22)2H*(Cr, K9)[2) ™ (Q/2) (215 {£1)

7)27. — K*
- (="

corps de classe local (voir par exemple le théoréme 2.1 de [10]). On notera

souvent encore wa(V) = wa({y) € {1} I'image de wa(V) = we({y) par

Cl.

ou « se déduit de et inv est donné par la théorie du

Théoréeme 3.14. Si V est une représentation orthogonale de dimension 0
et de déterminant trivial d’un groupe fini G (et (y le fibré vectoriel sur
Uespace classifiant BG de G associé a V') alors

W(V) = wa(¢v)
ot W(V') est le signe local (ou “root number”).
Démonstration. C’est le théoréeme 1.5 de [5]. O

Corollaire 3.15. Soit K un corps local, K' une extension galoisienne finie
de K, G := Gal(K'/K) et ¢ est un caractére additif de K. Si 'V est une
représentation orthogonale de G alors

W(V,¢) = W(det V, ¢)wa(Cv)
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Démonstration. On a que V.= V' @ (n — 1).1 ® det V, donc W(V,¢) =
WV p)W((n—1).1,4)W(det V,¢) (o n = dim V). Par ailleurs, W ((n —
1).1,9) = W(1,9)" L =1 et W(V’',4p) = wa((y) d’aprés le théoréme (car
V' est de dimension 0 et de déterminant trivial. De plus wa (V') = wa(V).
En effet,

wo (V) =we (V' & (n—1).1®det V)
=we (V") + wi(Vwi((n —1). 1@ det V)) + wa((n — 1).1 ® det V).

On a wa((n—1).1@detV) = wo((n — 1).1) + wi((n — 1).D)wi(det V) +
wa(det V). Or wa((n —1).1) = wi((n — 1).1) = 0 (car wa(1) = wi(1) = 0)
et wy(det V') =0 (car det V est de dimension 1 ). Enfin wy(det V') = 0 (car
det V' est trivial). Finalement, wq (V) = wa(V’). O

Proposition 3.16. Soient Vi et Vy deux représentations orthogonales (de
dimension n et m respectivement) de G et Cy, et Cy, les fibrés vectoriels
associés alors

_1)

wa(Cv1 @ Cvy) = nawa(Cvy ) + mawa(Cyy) + n(ni-un@vl) U wq (¢vy)

m(m — 1) 2
+ g wi(Cwe) Ywi(Gr)
+ (mn — w1 (Gvy) Uwi (Cvy)-
Démonstration. Voir le probleme 7C p.87 de [11]. O

On rappelle que le cup-produit
HY (G, {+1}) x H (G, {*+1}) — H*(Gg,{£1})

s’'identifie au symbole de Hilbert (, —)o : KX/K*2 x K*X/K*? — {41}
(voir par exemple la section II1.4 de [10]).

Proposition 3.17. Soit K un corps local, K' une extension galoisienne
finie de K, G := Gal(K'/K) et est un caractére additif de K. Soient Vi et

Vo deux représentations orthogonales (de dimension n et m respectivement)

W(Vi®Va,y) 5 -
de G, alors m est égal a :

W(V1’¢> " W(V%W " m(’rz_l) / % nmn—1
(W(det V1’¢)> (W(det ‘/2’1/})> (u,—1), (u',—1), (u,u’)y

ot u et v sont des éléments de K> /K*? qui correspondent respectivement
a w1(V1) et w1(Va) dans Uidentification faite dans la définition 3.13.

Démonstration. C’est simplement la traduction en termes de root numbers
de la proposition précédente et du fait que

w1 (Cv) Uwi(Cv), wi(Cw) Uwi(Cw) et wi(¢v) Uwi(Cw)
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coincident avec le symbole de Hilbert de
(u,u)g = (u,—1)o, (v, u")y = (u',—1)2 et (u,u’)s
respectivement (par identification rappelée ci-dessus). O

3.3. Signe local d’une représentation essentiellement symplecti-
que modérément ramifiée du groupe de Weil tensorisée par une
représentation auto-duale. Soit o une représentation (complexe) de
Wy modérement ramifiée, essentiellement symplectique de poids w et 6 =

o @ w®/? est une représentation symplectique. On notera notamment que
det & est trivial et donc que |§2§Z| =1.

Si o est irréductible, elle se factorise a travers G = Cy,, x C' (ou C,, est un
groupe cyclique d’ordre m représentant l’inertie modérée et C' est le groupe
cyclique infini engendré par le Frobenius). On considére par ailleurs une
représentation complexe auto-duale 7 de Gi. L’objectif de cette partie est
de donner une formule pour W (o ® 1) = W (6 ®7) qui généralise la formule
de Rohrlich (qui est précisément le cas ou dimo = 2).

On rappelle que le signe local n’est pas sensible a la semi-simplification
et on peut donc supposer que ¢ et ¢ sont semi-simples.

Proposition 3.18. Si o est une représentation semi-simple, essentielle-
ment symplectique de poids w de Wy alors il existe des représentations A
et 0 de Wk tel que

o~ (New™ ) e @0 @"w™)
ou encore
F=ouw?=\a (0 ™)

ot \ est une représentation symplectique de type galoisienne (i.e. se facto-
rise a travers un groupe de Galois fini) et 8/ =0 ® w2,

Démonstration. Voir la proposition 6 de [15]. O

Comme la tensorisation par une puissance réelle de w ne modifie pas
le signe local (voir le corollaire 2.18) et que W (o1 @ g2) = W(o1)W(0o2)
on en déduit que pour déterminer W (o ® 7) ol o est une représentation
(complexe) de Wx modérement ramifiée, essentiellement symplectique de
poids w, il suffit de le faire dans le cas olt 6 = 0 ® w"/2 est symplectique
et irréductible et dans le cas ou 6 = 6 @ 6*.

3.3.1. Le cas ot 60 = 0 P 6*.
Proposition 3.19. Si 6 =0 @ 0* alors

dim o

W(o®7)=(detT(—1)) 2 W(o)4m™
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Démonstration. On a les égalités suivantes :

g

3.3.2. Le cas ou & est symplectique et irréductible. On rappelle (voir
la proposition 3.4) que comme & est symplectique, irréductible et modére-
ment ramifiée, il existe urg un caractere non-ramifi¢ de G' et une représen-

tation p orthogonale de G tel que & = p ® urg et (urg)dimg =ur—_i = Nnyr.
Avec les notations précédentes, on a 6 = Ve 1 et p = V¢ 1.

Soit 7 une réprésentation auto-duale de G.

(1) SiT =6 0* alors

dim 7 dimo

Weor)=W(E @71) = (deta(—1)) 2 W(r)4m% = (det 7(—1)) 2

(2) Si 7 est symplectique alors W(oc @ 7) = W(6 ® 7) = 1 (voir la
proposition 2 de [14]).

(3) Si 7 est orthogonale (et irréductible) alors :
(a) Si T est non-ramifiée :

W(o®7)=W(e)" (det T)(W“(”)) (voir la proposition 2.17),
— W(O_)dim‘r

ou la derniere égalité découle du fait que (Vg,_l)IK =0 et donc
a(o) = dim o est paire.

(b) Si 7 est sauvagement ramifiée. Dans ce cas, on peut utiliser la
formule de Deligne-Henniart (voir la proposition 2.19) qui nous
dit (comme p est modérément ramifiée et 7 est plus ramifiée
que p) qu’il existe v € K* tel que

e(o @ 7,1, dx) = (T, 1, dm)dim"(det o))
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et donc :
imo (deto)(y)
1774 - W dim o (
oD = WO eto) ()
= W (r)dime (0 est essent. symplectique)
dim o
=detT(—1)"2 (2 | dimo et 7 auto — duale)

(c) Si 7 est modérément ramifiée. On pose & = p ® urg (avec p
orthogonale et urg est non-ramifié d’ordre 2dim o). On pose
n, = dimp = dimo, n, = dim7, detp = upK*Q, detT =
ur K*? (avec I'identification de la définition 3.13) et v un ca-
ractere additif tel que n(y)) =0 on a :

Weer)=W(@G®T)
=W(e®T,1)
W(p@T®urg, )

puis
Weer)=W(per, w)ur/g(ﬂ“(p@”))

car dimurg = 1, urg est non ramifié (voir la proposition 2.17)
et n(¢) = 0. Ci-dessous, on note W (p) pour W(p, ) (ou
est le caractere additif tel que n(y) = 0 choisi ci-dessus) et de
méme pour W(7), W(p®7), W(det p), W(det 7) et W(det(p®
7)).

Commengons par montrer que :

iy 1 2t
—1 sin,=1lourt=np.

On a tout d’abord a(p ® 7) = codim(p ® 7)! = dim(p® 7) —
dim(p ® T)I . De plus, p et 7 sont des représentations irréduc-
tibles et orthogonales (représentations dont on a donné une
description précise en 3.1, en particulier n, = 1 ou n, est
pair). Si p = Vg1 et 7 = Vg1 alors les coeflicients diagonaux
de (p® 7) (c) sont de la forme £9°¢?" qui est différent de 1 sauf

dans le cas o1 £ = & et g2 +1 divise ¢*+¢’ ce qui arrive lorsque
|j —i| = & c’est a dire précisément n, fois. Par conséquent

0 siT#p,
ne SiT=p,

dim(pe 1) = {
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et donc
alper) =" ST
ny(n, —1) sitT=p.
Enfin, urg(n?%) = 1 et urg(n™) = —1 (car urg est d’ordre

2n,) et finalement on en déduit que

urg(ﬂ“(”@”)) _ 1 si2|n;et7#p,
-1 sin,=1louTt=p.
Montrons maintenant que :

W(p®7) = (det m(=1)) ¥ W (p)" (up, ur),
ot on note (,) pour le symbole de Hilbert (,),. D’apres la
proposition 3.17, on a que W(p ® 7) est égale a :
W (det(p ® 7)) W2 W2 (115, —1)° (117, 1) (1, ur)

> — W(p) — W(r) _ nr(ns—1) —
ou Wp — W(detp)’ T 7 W(detT)’ Qr = 2 et ap =

np(np—1) .

On a par ailleurs les égalités suivantes :
i W(det P) = W(nnr) =1
o W(det(p®7)) =W ((det p)"(det 7)™ ) = W ((det p)*7) =
W(npr) = 1.
o (up,—1) =det p(=1) = npr(—1) = 1.

. w w np
e 1, est pair et % € {£1} donc (W(d(eTt)T)> =1.
np(npfl) np(npfl)

o (ur,—1)""F— = (det7(=1))"" 7 = (detr(=1))%
(car n, est pair).
On en déduit que :

W(p®r) = (det 7(—1)) E W (p)" (tp, ur).

Déterminons W(p® 7) :
e Si2|n,alors W(p)"™ =1 et det T = ny, (d’apres la des-
cription des représentations orthogonales faites en 3.1).
On a (grace aux propriétés du symbole de Hilbert, voir
par exemple [12] p.333) alors (u,, u,) = (up, —=1) = (1) =
1 et donc

W(p®7) = (det7(—1)) 7.
o Sin, =1 alors (up,ur) = Ny (ur) = (—1)?% (@) et donc

W(p@r) = (detm(—1))F W (p)(—1)"x ().
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Finalement,

Weor)=W(pe T)UTg(Wa(p®T))

-1 sip=r,
= (1.1) 2 { —W(p)(=1)*x @) s dimr =1,
1 sinon.
-1 sip=r,
=(r1) T {-W(p)(-1)x) siTe {1777K(\/ﬁ)/K}’
1 sinon.

ou 7_1 = det 7(—1) et g (/ur)/x désigne un caractere quadra-
tique modérément ramifié ou le caractére non-ramifié (qu’on
note aussi 7).
Enfin, en remarquant que W (o) = W (p@urg) = W (p)urg(r*?)) =
—W (p), on peut synthésiser le point 3. ci-dessus dans le théoreme
suivant :

Théoréme 3.20. Si o est une représentation essentiellement symplectique
irréductible modérément ramifiée de Wy alors pour toute représentation
auto-duale et irréductible T, W (o ® T) est égal a :

—1 Stp=r
Ip .
(7_1)2 A W(o)(=1)"xWr)  si7=10ourt= NK(Jir)/K
1 sinon

ot 7_1 = det 7(—1)
On déduit de ce théoréme (et des points 1. et 2.), le corollaire suivant :

Corollaire 3.21. Si o est une représentation essentiellement symplectique
trréductible modérément ramifice de Wy alors pour toute représentation
auto-duale T, on a :

dim o

W(o @)= (detm(—1))72" (=1)"")

@ n st W(U) = _L
n€Xnr

b n siWo)=1.
nEer
- Xy = {n : Wk — {£1} non ramifié}.
« Xor = {n : Wk — {£1} totalement modérement ramifié}.

ot -V =p&

Démonstration. En effet, si 7 = @ 7; avec 7; irréductible auto-duale ou de

(2
la forme @ 6* alors W(o®71) = [[; W (0 ®7;). Comme le membre de droite
de I'égalité du théoréeme est multiplicative en 7, il suffit de vérifier I’égalité
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pour 7 irréductible auto-duale ou de la forme 6 @ 6*.

SiT = 60®0* (resp. T est symplectique) alors (V, 7) = 0 et 1’égalité se déduit
du 1. (resp 2.) ci-dessus.

Si 2 | ny alors

e ={y 3720w ween =TT,

sitT=p
SiT#p

Sit=1¢€ X, (resp. 7 = NK(yar)/K € Xmr ) alors vi(ur) = 0 mod 2
(resp. v (ur) = 1 mod 2) et le théoréeme ci-dessus permet de conclure. [

Corollaire 3.22. §i 0 est une représentation essentiellement symplectique
irréductible modérément ramifiée de Wy alors pour toute représentation
auto-duale T , on a :

W(o®T)=(det T(—l))diglg (_W(U))dimf(_1)<1®nnr@p,r>

Démonstration. On distingue le cas ou [ # 2 et le cas ou [ = 2.

(1) Le cas oul # 2. On commencera par remarquer qu’il n’existe pas de
représentation irréductible, auto-duale, non triviale, sauvagement
ramifiée et de dimension impaire. En effet, le groupe d’inertie sau-
vage est un groupe d’ordre impair et un groupe fini d’ordre impair
n’a aucune représentation irréductible auto-duale non-triviale. Il
suffit ensuite de vérifier que dans les autres cas on a bien :

()7 = (W) (),

(2) Le cas ot ! = 2. Dans ce cas, il suffit de montrer qu'on a W (o) = —1
pour toute représentation symplectique irréductible modérément ra-
mifiée 0. Une telle représentation est de la forme (d’apres ce qui
précede) :

o= IndM/K(XQD) = IndF/K(IndM/F(X(p))

ou M/F est 'extension quadratique correspondant aux groupes
Cn xmZ et Cp X 2mZ, ¢ est le caractere non ramifié de M et
Indy p(x) est orthogonale irréductible. D’aprés le théoréme de
Frolich-Queyrut (voir le théoréme 3 de [9]), ona W(o) = =W (x) =
—x(u), ot M = F(u) et u> € 1+ pr (car M/F est non-ramifié).
De plus, le groupe multiplicatif du corps résiduel de M est d’ordre
impair (car [ = 2) donc u € 1+pys. Or x est modéré donc x(u) =1
et W(o)=-1.

Remarque 3.23. Dans le cas ou dimo = 2, on retrouve le théoreme de
Rohrlich.

O
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3.3.3. Le cas général d’une représentation symplectique modére-
ment ramifiée. On a vu (proposition 3.18) que si o est une représentation,
modérément ramifiée, essentiellement symplectique de poids w de Wy et
& = o ®@w™/? alors on peut écrire :

.
= (0@ 0") e Pa
i=1
ol # est une représentation (pas nécéssairement irréductible) et les 6; sont
irréductibles et symplectiques (et se factorisent a travers des groupes finis
G;). On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.24. Soit o une représentation de Wy comme ci-dessus et T
une représentation (complexe) auto-duale de Gx alors :

W(ooT)=WES ©r) = (det 7(—1)) "2 (det O(—1))4m7(—1) V")

O n siWE)=-1

T

ouV = Vi, Vi=p; ® n€Xnr et 0; = p; Qurg, (avec
16291 ir Vi Pi @ n si W(‘}z) - 1 i Pi Bi (
77€er

urg, un caractere non-ramifié de G; et p; une représentation orthogonale

de Gz)

Remarque 3.25. Si de plus, 7 est une représentation de dimension paire et
de déterminant trivial alors :

W(EeT)=(-1)V",
C’est le cas notamment (voir [7]) des représentations appartenant a

(0,p) = ord,Co(p) (mod 2)
Vp une Qp[G]-rep. auto-duale |-

o une Q,[G]-représentation
auto-duale

Top = {

Corollaire 3.26. Soit o une représentation de Wy comme ci-dessus et T
une représentation (complexe) auto-duale de Gx alors :

dimo

W(oc®7)=(det7(—1))" 2 EB(1@9’7"T€9/J1'>77>

ﬁ(—w<0i>>dimT<—1><i—l

i=1

Dans le cas, d'une courbe elliptique sur un corps K ([K : Q] < +o0
et | # 2,3) qui a potentiellement bonne réduction, alors la représentation
o'y K du groupe de Weil-Deligne se factorise a travers le groupe de Weil en
une représentation ok modérement ramifiée (car [ # 2,3) et donc G/
est symplectique et irréductible de degré 2 ou de la forme 6 & 6* (ou 0 est
caractere). On obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 3.27. Si E/K est une courbe elliptique ([K : Q] < 400 et
1 #2,3) alors W(og/x ® T) est égal a :

T (=W (E/K))dm(—1)1&meDp7) g Gp/k est sympl et irréd,
T W(E/K)dmT 516 =000

ot 7—1 = det 7(—1)

Remarque 3.28. Le corollaire précédent est précisément la formule de Rohr-
lich.

4. Compatibilité entre signes locaux et nombres de Tamagawa

L’objectif de cette section est de démontrer une généralisation de la com-
patibilité entre les signes locaux et les nombres de Tamagawa qui est le ré-
sultat clef de I'article “Regulator constants and the parity conjecture” (voir
le théoreme 3.2 de [7]). Il est a noter qu’on est seulement capable de gérer
les cas ot v 1 p (le cas ot v | p avec p # 2,3 est traité pour les courbes ellip-
tiques dans [7], pour nous il reste pour le moment hors d’atteinte). Cette
restriction apporte des simplifications notables, on remarquera notamment
que notre C(0) est simplement le produit des nombres de Tamagwa (pour
traiter le cas v | p, il faudrait introduire une puissance de p = [, qui géné-
ralise le w de [7]).

4.1. Nombres de Tamagawa. Soient K et F des corps de nombres, oy, :
Grg — GL(V) ~ GL,(E,) une représentation p -adique, oy, : Gg, —
GLy(Ey) sa restriction a K, et T un Op,-sous-réseau stable de V.

Définition 4.1 (Nombres de Tamagawa). (1) Si v est une place archi-
médienne, on pose Tam(oy,,) = #H(K,, T).
(2) Si v est une place finie telle que v 1 p (i.e. [, # p), on note
-1
Ly(Ky,V) = detg, H(K,, V) ® (detg, H}(K,,V))
c’est un Ep-espace vectoriel de dimension 1. On a alors
v Li(K,, V) ~ E,
ou ¢y provient de la suite exacte suivante :
0 — HO(K,,V) — VK Tt ylicn o gY(K,, V) — 0.
De méme, on note
-1
Ly(K,,T) = deto,, H'(K,,T)@ (deto,, Hi(K,,T))

ol H}(KU, T) est 'image réciproque de H}(Kv, V) dans H' (K, T).
C’est un Op,-module libre de rang 1 et il existe un isomorphisme
canonique entre Ly (Ky,T) ®oy, Ep et Ly(Ky, V). On définit alors
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Tam(oyp,») comme I'unique puissance de wg, (une uniformisante de
Og,) telle que :
wi(Lf(K,,T)) = Tam(opw)(’)Ep

Remarque 4.2. (1) Si E = Q et p = p est un nombre premier alors
Tam(oyp,) est une puissance de p.

(2) 1l est important de noter que, méme si la notation ne le montre pas
explicitement, T'am(oy ) dépend du choix du réseau T'. Dans les
cas que nous considérerons ensuite Tam(oyp ) sera indépendant de
T et vaudra méme 1.

Proposition 4.3. On a la formule suivante pour Tam(oyp ) (avec v finie
etly #p):

Tam(opy) = wgp((Hl(IKWT)GKU)tm).
En particulier si E = Q et p = p alors Tam(op,) = #(Hl(IKU,T)GKv Vtors -
Démonstration. Voir la proposition 4.2.2 p.636 de [8]. O
Proposition 4.4. Si V& = {0} alors (V/T)'%v est fini et

Tam(oyp,) = wp,
ot a =1, ((V/T)5xv).
Démonstration. On a la suite exacte suivante :
0 —T —V —=V/T—0
qui donne lieu a la suite exacte :
0— Tlo — Viso — (V/T) %0 — HY(Ig,,T) — H'(Ik,,V).

Or VIxe = {0}, (V/T)!% est de torsion et H'(I,,V) est sans torsion
donc (V/T)'%v ~ HY(Ig,,T)tors- On en déduit que (V/T)/%v est fini et
(V/T)C k0 ~ (H! (IKU,T)GKU )tors ce qui donne le résultat. O

Le lien avec le plus “traditionnel” nombre de Tamagawa est le suivant :

Proposition 4.5. Si l, # p et 0y = ou/i, * Gx, — GL(V)) =~
GL24(Qp) est la représentation p-adique de G, associée d la variété abé-
lienne A (de dimension d) alors :

Tam(op,p) = (A(Ky)/Ao(Ky)),

ot Ao(Ky,) désigne l’ensemble des points de A(K,) dont la réduction est
non-singuliére et (), signifie la partie p-primaire de . C’est une puissance
de p.
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4.2. Nombres de Tamagawa et signes locaux. Soit F un corps de
nombres et E le complété de Eenp (p | pet p # 2) On note Op, son anneau
des entiers et ¢ = N(p) le cardinal de son corps résiduel. On commence par
rappeler le théoréme suivant :

Théoréme 4.6. Soit G un sous-groupe fini de GSp,(Op,) (ot n =2m et
p # 2) alors lordre de G divise

Sn,p(E) — qm2+1 H(qu o 1).
=1

Démonstration. Voir [1] Chap III p.147. O

4.2.1. Détermination des “mauvais” nombres premiers. Soit un
prémotif essentiellement symplectique M = {(oy, V})}p sur K.

Soit v une place de K (et ¢ un plongement de E dans C ), on consideére les
représentations oy p = 0y, : Gk, — GLn(Ey) (pour p 1 ly) qui donnent
toutes naissance a la méme représentation o,ar,, : WDk, — GL,(C) (car
M est un prémotif).

Lemme 4.7. Si G est un groupe compact et p : G — G L, (Ey) est une re-
présentation p-adique alors p est équivalente a une représentation p-adique
a valeurs dans GLy,(Og,).

Démonstration. Le sous-groupe GL,(Og,) est un sous-groupe ouvert de
GLy(Ey) donc H = p~}(GLn(Og,)) est un sous-groupe ouvert (car p est
continu) donc H est d’indice fini dans G (car G est compact). Alors si
on voit GLn(Ey) comme le groupe des automorphismes linéaires de Ey

alors > p(g)((’)%p) est un Op,-réseau dans E;' stable par G, ce qui nous
geH\G
fournit la représentation équivalente souhaitée. O

Proposition 4.8. Soient M un prémotif, v une place de K et 0,01, une
représentation essentiellement symplectique. S’il existe p 12,1, tel que J =
ovp(IK,) est fini alors J est indépendant de p (p 12,1, ) et

|J| | Sp(E)y ot Sp(E)y = p}gcldSmp(E).
P12,y

Démonstration. L’action de o, sur I, se factorise a travers J = oy, 5 (I, )
et par conséquent pour tout p {2,l, on a J = 0,,([x,) et J est indépen-
dant de p. Si on pose Oy p|lg, Pour la restriction de oy, a Ik, alors la
représentation o,y 7, peut étre considérée comme a coefficients dans Op,
(d’apres le lemme ci-dessus, car I, est un groupe compact) et méme a
valeurs dans GSp,(OF,) car o, est essentiellement symplectique. On en
déduit que pour tout p { 2,1,, J s’injecte dans chacun des GSp,,(Og,) (car
M est un prémotif) et donc |J| | Sy p(E) pour tout p {2,1,. O
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Corollaire 4.9. Les nombres premiers qui divisent |J| divisent Sy (F) =
pgedS,p(E) (qui est indépendant de l,).
pi2

Démonstration. Soit p, | l, et | un diviseur de S, p, (F) alors d’apres le
théoréme de Dirichlet il existe p premier (différent de [,) tel que I | p—1 et
donc Vr € N*| [ | p" — 1. En particulier, si p est idéal premier au-dessus de

p, | divise Sy, »(F). Ainsi les diviseurs premiers de S, (E), := pged Sy p(E)
pJf27l’U
sont les mémes que ceux de S, (E) := pged Sy, ,(E). O
pi2

Ezemple 4.10. (1) Pour E = Q et n = 2 (le cas des courbes elliptiques),
on obtient que pour tout nombre premier p (avec p # 2), |J]| |
p?(p? — 1). Ce nombre est toujours divisible par 23 x 3 = 24 et on
montre que S(Q) := S2(Q) = 24 (car S23(Q) =3 x24 et S25(Q) =
52 x 24 ). Donc dans ce cas les “mauvais” nombres premiers sont 2
et 3.

(2) Pour E = Q(v/5) et n = 2, on montre facilement (grace & la loi de
réciprocité quadratique et a la décompositon des idéaux premiers
dans une extension quadratique de Q) que les “mauvais” nombres
premiers sont 2,3 et 5.

Remarque 4.11. (1) Pour E quelconque et p < n+ 1 on a que p divise
Sp(E) (petit théoréeme de Fermat). Ainsi tout les nombres premiers
inférieurs ou égaux a n+1 sont des “mauvais” nombres premiers. Ce
ne sont bien sfir pas les seuls (voir 'exemple ci-dessus £ = Q(v/5)
et n =2 ol 5 est un “mauvais” nombre premier).

(2) Pour E = Q, les “mauvais” nombres premiers sont précisément
les nombres premiers inférieurs ou égaux a n + 1. En effet, si p >
n+1=2m+1 alors Vi € {1,..,m}, p— 11 2i. On choisit alors
un nombre premier p’ tel que p’ est une racine primitive modulo p
(c’est possible grace au théoréme de Dirichlet), on obtient p { p/? —1
Vi € {1,..,m} et par conséquent p{ S, (Q). C’est ce cas la qui nous
servira pour les prémotifs sur Q (notamment les courbes elliptiques
et les variétés abéliennes).

(3) Pour E quelconque peut-on donner précisément les “mauvais” nom-
bres premiers ? une borne (intéressante)? On notera que si les di-
viseurs premiers de So(Q(v/5)) sont 2, 3 et 5, ceux de S2(Q(v/7))
sont simplement 2 et 3.

4.2.2. Détermination des mombres de Tamagawa. On a toujours
M = {(op,V;)}p un prémotif essentiellement symplectique sur K. On sup-
pose dorénavant que p ne fait pas partie des “mauvais” nombres premiers
(i.e. p1 Sp(E) et en particulier p { |J]).

On rappelle la proposition générale suivante :
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Proposition 4.12. Si G est un groupe, M un G-module et H un sous-
groupe distingué d’indice fini de G. Si |G : H| est inversible dans M alors :

HY (G, M)~ H'(H,M)/H.
Démonstration. Voir la proposition 10.4 p.85 de [3]. O
Proposition 4.13. Si 0, ,(Ik,) est fini et p{ Sp(E) alors p{ |J| et :
Tam(oy,) = 1.

Démonstration. D’apres la proposition 4.3, le nombre de Tamagawa associé
a une telle représentation oy, est donné par

Tam(opw) = @,

ot & = Iy (H (i, T) )11 ).
On a la suite exacte suivante :

0—1I°—1Ix, —J—0

donc d’aprés la proposition précédente avec G = I, H = I1°, G/H = J et
M =T (p1]J| donc |J| est inversible dans T') on déduit que H*(Ix,,T) ~
HY(I°,T)/.

Or comme 1 agit trivialement sur 7', on a H' (1%, T) ~ Homon:((19)%°, T)
qui est sans p-torsion. Par conséquent, o = 0 et Tam(op ) = wOEp =1. O

Corollaire 4.14. Si 0y,(Ik,) est fini, p { Sn(E), Ly est une extension
galoisienne finie de K, et si on pose oy : G, — GL(V},) alors :

Tam(opw) = Tam(opy) = 1,

autrement dit le nombre de Tamagawa reste inchangé lorsqu’on passe a une
extension galoisienne finie de K, .

4.2.3. Compatibilité entre nombres de Tamagawa et constantes
de régulation. Soit M = {(op, V;)} un prémotif sur K a coefficients dans
E (avec oy : Gxg — GL(V,) ~ GLy(E,). On fait les hypotheses suivantes :

e Soit v une place de K (v | l,) telle que o, = 0,57, €st une re-
présentation essentiellement symplectique de poids w, modérément
ramifiée du groupe de Weil Wk, .

e Soit p | p une place de F telle que p # I, et p1 S, (E) (en particulier
p>n+1).

e L’image 0, ,(/k,) est finie. Ainsi les facteurs premiers de oy, (I, )
divisent S, (E) (d’apres le corollaire 4.9) et oy ,(Ik,) est d’ordre
premier & [, (car o, est modérément ramifié). En particulier p 1

79,0 (T,

On utilise les notations suivantes :
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e La représentation &, = o, @ w®/? est une représentation symplec-
tique modérément ramifiée du groupe de Weil W, .
e On écrit la décomposition de 7;° sous la forme suivante :

.
5 =00 o@a;
i=1
ou 61’ = Vﬁi,—l-
e On a ; = p; ® urg, ol urg, un caractere non-ramifi¢ de Gj; et
pi = Vg, 1 une représentation orthogonale de G;

Définition 4.15. On définit 'extension finie L /K, comme le compositum
de :

e toutes les extensions quadratiques de K, qui sont non ramifiées ou
modérément ramifiées.

e toutes les extensions modérément ramifiées L; telle que p; = V¢, 1
se factorise par Gal(L;/K,).

Remarque 4.16. L’ordre de &; divise |op (1K, )| et donc p 1 |Gal(L;/Ky)|.
Par conséquent, p 1 [L : K,].

On pose enfin G’ = Gal(L/K,) ~ C x ().

Soit 7 une représentation auto-duale de G = Gal(F/K,) (ou F est une
extension finie de K,) et rg la représentation réguliere de G.

On se rameénera au cas ou L C F (voir le corollaire 4.24 ci-dessous) et
donc au cas ot on peut voir o;° comme une représentation de G.

On applique le corollaire 3.26 a o, (et le fait que dim7 = (rg, 7)) et on
obtient : .

W(o, @ 7) = (det 7(—1)) "2~ (=1)"V)
ouV = @Vi avec Vi = 1 @ npr @ v @ pi, 3 = pi ® urg, (ou urg, est un

(2
caractere non-ramifié de G; et p; = V, 1 une représentation orthogonale de

Gi) et i = rg si W(o;) =-1,
VETRT0 siw(o) = L

Remarque 4.17. La représentation V est une représentation sur GL,(E")
avec E'/E une extension finie telle que p ne se ramifie pas dans E’. En
effet, p; = Vg, 1 ot lordre de &; divise |op4(Ik,)| et donc p; se factorise &
travers le groupe de Galois d’une extension de degré d; de K, avec p{d; et
p est non ramifié dans Q(&;)/Q. L’extension E’ compositum de E avec les
Q(&;) est une extension finie de E ot V est réalisable et p ne se ramifie pas
dans FE'.

On rappelle que si © = > n; H; est une G-relation alors
i

1
| H;

Dy(®) = Co (V) = [] det ( 0) W)”i c BB
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et si P est une place de E’ au-dessus de p, on notera ord,(Dy(©)) pour
ordy(Dy(0©)). De plus, on notera Cy(0) = []; Tam(op,)™ ol v; est une
place de Fi au-dessus de v. On a C,(©) = 1 d’apres le corollaire 4.14.

L’objectif de ce qui suit est de démontrer le résultat principal de cette
section sous la forme du théoreme suivant (ici on ne suppose pas que L C
F):

Théoréme 4.18. Si © une G-relation, p | p et p11,S,(E) alors :
ordy(Cy(0)) = ord,(Dy(©)) = 0mod 2
ou V est défini ci-dessus. On notera parfois,
Cy ~p Dy ~y 1.

Remarque 4.19. On a d’apres ce qui précede C, ~, 1. L'objectif est donc
de montrer que Dy ~y 1.

Dans le cas d’'une courbe elliptique A sur K (un corps de nombres)
avec E=Q,p=p, opp =Vp(A)" ,n=2,p>5,v{pet Aadmet bonne
réduction sur une extension modérément ramifiée de K, (c’est automatique
si v16) on a la légere amélioration suivante (pour p > 5) du théoreme 1.6

de [7] :

Corollaire 4.20. Soitp > 5. Si L/K est une extension galoisienne de corps
de nombres et AJ/K est une courbe elliptique qui admet bonne réduction
sur une extension modérément ramifiée de K, pour chaque place v | 6 de
réduction additive ot le groupe de décomposition en v de L/K n’est pas
cyclique. Pour toute G -relation © on a :

(—1)S ) — W(E/K,T) pour T € To,

Remarque 4.21. On pouvait en fait déja déduire ce résultat en utilisant,
une version légérement plus forte de la formule de Rohrlich (qui pouvait se
déduire de sa démonstration).

Réduction au cas ou L C F
Comme promis, expliquons rapidement pourquoi on peut supposer que
L C F. On rappelle que G = Gal(F/K,)

Lemme 4.22. Supposons que V est E[G]-module et que M/K, est une
extension galoisienne contenue dans F' (avec H = Gal(F/M)) alors on a :

ordy(Dyu(0)) = ordy(Dy(©)) mod?2 pour toutes G /H -relations ©
ot V'=YCEEIM) " § est le relevé de © dans G et G/H = Gal(M/K,).

Démonstration. Soit © = 37, n;H; une G/H-relation. On a la G-relation
© : le relevé de © dans G. Comme les composantes K,-irréductibles de
VH sont précisément les K,-irréductibles de V qui se factorise par G /H,
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les composantes K,-irréductibles de V& VH n’apparaissent dans aucun des
K,[Gal(M/K,)/H;] et donc (d’apres le lemme 2.24) Cg(V & VH) = 1 puis
Co(VH) = Cg(V) et ordy(Dy(0)) = ordy(Dyu (O)). O
Remarque 4.23. En combinaison avec la remarque 4.19, on a obtenu que :
Si ordy(Cy(©)) = ordy(Dy(0)) mod 2 pour toutes G -relations © alors :
ordy(Cy(0)) = ordy(Dyu (0)) mod 2 pour toutes Gal(M/K,)-relations O.
Corollaire 4.24. On peut supposer que F contient L.

Démonstration. En effet, si L n’est pas inclu dans F alors L C FL C
(FL)% = F' (clotiire galoisienne de FL). Et d’apreés le lemme précédent,
si on montre le résultat pour F’ alors il vrai aussi pour F (car F/K, est
une extension galoisienne contenue dans F’). g

Dorénavant, on suppose donc que L C F, on rappelle que G = Gal(F/K,)
et on pose G' = G/N = Gal(L/K,).

Démonstration du théoréme 4.18

Soit © une G-relation. On rappelle qu’on a supposé que p | p, p1 Sp(F)
(i.e. p ne fait pas partie des “mauvais” nombres premiers) et p # [,.

On a que V est une représentation du groupe G’ = C' x (®) (ou C' est un
groupe fini qui représente l'inertie, en particulier les diviseurs premiers de
|C| sont des diviseurs premiers de Sy, (E) donc distincts de p par hypothese).

Lemme 4.25. Pour démontrer le théoréme /.18, on peut se ramener au
cas ou le degré résiduel de F/K, est une puissance de 2 .

Démonstration. Le nombre de Tamagawa reste trivial dans toute exten-
sion (voir le corollaire 4.14). On a alors C, = (D, C,) en itérant le 7. du
théoréme 2.29 (o D < G est le sous-groupe distingué tel que I'extension
non-ramifiée maximale de degré impair de K dans F soit le corps fixe par
D). Montrons que Dy ~ (D, DRes,, V) -

Tout d’abord, d’apres 2.32 (D, DRes,, v) ~ Dlndg Resp v+ O

Ind%RespV ~V® Ind$lp ~V &R
ou R =7 @® J* sur @ et donc Dr ~ 1 d’apres le 2. du corollaire 2.23.
Finalement,
(D, Drespv) ~ Prpat Resp v ~ Pvar ~ DvDr ~ Dy.
Maintenant, d’apres le 1. du théoreme 2.29, pour montrer que
Cy = (D,Cy) ~p (D, DRespv) ~ Dy

il suffit de montrer que DRres,, v et C, coincident sur les D-relations (c’est a
dire lorsque le degré résiduel de F/K, est une puissance de 2). Autrement
dit, pour montrer que ordy(Cy(0)) = ord,(Dy(0)) = 0 mod 2, il suffit de se
resteindre au cas ou le degré résiduel de F'/K,, est une puissance de 2. [
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Proposition 4.26. Avec les hypothéses ci-dessus, si © est une G-relation
alors :

ordy(Ce(V)) = 0mod 2.

On pose a(©) = [T, det((,) | V)i et d(©) = [I, |[H;| ™ V™ On a
donc
Dy(©) = Co(V) = ay(0)dy(O).
Lemme 4.27. Avec les hypothéses ci-dessus, si © est une G-relation alors :

ordy(ay(©)) = 0mod 2.

Démonstration. ay(©) = Cproj, o(V) [1; [HiN/N|™ dim Vo d’aprés la
proposition 2.25 ordy(Cproj, (V)) = 0 mod 2 et par ailleurs p { |G'| (en
effet, p 1 |C|, p # 2 et le degré résiduel de F/K, est une puissance de
2) donc ord,(IT; |[HiN/N|™™ dimVHi) = 0 mod 2. Finalement, on obtient
ordy(ay(©)) = 0mod 2. O

On va maintenant s’atteler a démontrer que
ordy(dy(©)) = 0mod 2 ou encore dy ~y 1.

Lemme 4.28. Avec les hypothéses ci-dessus, on a :

ordy(dy(©)) = ord, <H(6Hiin)dimVHi> mod 2
i
ot ey et fg sont respectivement l’indice de ramification et le degré résiduel

de FH /K.

Démonstration. On pose dy(H) = \H\_dimVH (= |H|dimvH modulo les

carrés). Montrons que ordy(dy(H)) = 0 mod 2. On peut remplacer |H| par

[G : H]. En effet si © = > n;H; alors dy(©) =[], |Hi|™ dimV™ 01 comme
i

S n;dim Vi =0, on a :
. ) . ) . : ZnidlmVHl
I | |Hi’nid1mVH1 I HG . Hi]nidlmVHZ _ ] [ ‘G’?’LidlmVHL _ ‘G’ 5 -1

3 K3 K3

On en déduit que ], |Hy|" 4™ VR [1;[G : H)™ 4mVY™ modulo les carrés.
De plus, comme [G : H;] = ep, fu,, on obtient :

ordy(dy(©)) = ord, (H[G : Hi]dimVHi> mod 2

2

(2

= ord, (H(eHiin)dimVHi> mod 2.



34 Thomas DE LA ROCHEFOUCAULD

D’apres le lemme 2.33, on sait que D,,(0) ~ 1 et donc que

Dl@nm@p@rc (@) ~ Dl@"]nr@p(g)’

Ainsi pour démontrer que dy ~, 1 dans le cas général, il suffit de le montrer
dans le cas oll 6 = pQurg (avec p = V¢ 1 pour un certain §) et V = 1&n,,®p.
On suppose donc désormais que :

c=pQurget V=10, ®p
On a (voir la proposition 3.3) que si H O Gal(F/L) (i.e. F est un
sous-corps de L) alors :
0 si O(&) ten
pged(fu,m) st O() | en

ou O(§) = |C| et ey et fy sont respectivement 'indice de ramification et
le degré résiduel de FH/K,. Par ailleurs, on a que dimnll =1 <= 2| fy
et que fp est une puissance de 2. D’apres la définition de L,

2| fpuyk, == 2| fpunr/k, et OE) | epn i, <= O(§) | eprnp /K, -

On en déduit que :

dim(p") = dim(V{]) = {

dy ~yp (H N (erH)dimVH) _ <G, I, {1 si2] fouO(f) | e)

ef sinon

ou I est le sous-groupe d’inertie de G. Par ailleurs on a :

<G,I,{1 s%2|fou0(§)|e> (©) <I,I,{1 S?O(§)|e>
ef sinon e sinon

(5) (I W{1 si O(§)|ef>

ef sinon

ot (n) correspond au point n du Théoréme 2.29. On a alors dans le dernier
terme que e est une puissance de [, donc est premier avec O(§), on en
déduit que

s (I,W{l 5 0(€) | f)

ef sinon

([T SO@IIN ([ [ S0 s
""le sinon 7| f sinon

W ;o {1 01
""le sinon
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Ceci conclut la démonstration de la proposition 4.26 (et donc du théo-
reme 4.18), en effet

ordy(Ce(V)) = ordy(a(©)) + ordy,(d(©)) = 0 mod 2.

puis

On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 4.29. Soit {(oy,V;)} un prémotif de Gal(K/K) et v une place
de K tel que 0,0, S0it une représentation modérement ramifiée, essentiel-
lement symplectique du groupe de Weil Wi . Si n = dimoy, on demande
que pt Sp(E) et p # 1l,. Si F/K, est une extension galoisienne de groupe
G alors il existe un E[G]|-module V tel que :

(1) % = (1)) pour toute représentation auto-duale T de G.

(2) On a la congruence suivante :
ordy (Dy(0)) = ordy,(Cy(©)) =0 mod 2 pour toute G-relation O,

ou Dy(©) = Co(V) = a(©)d(0), Cy(0) = Tam(oy,,)(O)
avec Tam(op,)(H) = Tam(op ;) pour wy une place de FH au-
dessus de v et oy Gpmy = G, — GL(Vp).

Wi

On a vu que si p > n+ 1 alors p { 5,(Q), ce qui nous permet, en
combinaison avec le théoreme 3.2 de [7], de donner le théoréme suivant
dans le cas d’une variété abélienne.

Théoréme 4.30. Soit K/Q; un corps local, F// K une extension galoisienne
de groupe G, A/K une variété abélienne de dimension d qui acquiére bonne
réduction sur une extension modérément ramifiée de K (ce qui est automa-
tique si | > 2d + 1) et p un nombre premier tel que p > 2d + 1 et p # I.
Alors il existe un Q[G]-module V tel que :

(1) % = (=1)"Y) pour toute représentation auto-duale T de G.

(2) ordy(Dy(©)) = ord,(Cy(©)) = 0 mod 2 pour toute G-relation ©.

4.2.4. Un résultat global. Soient un corps local K,, F,,/K, une ex-
tension galoisienne, A/K, une variété abélienne et p un nombre premier
vérifiant les hypotheéses du théoréme 4.30. Alors si 7 € Tg, (voir la re-
marque 3.25) on a :

W(A/K,T)

W(A/K,T) = W

— (_1)<T,V> — (_1)orde@(V) — (_1)ordp(CU(®))

car si 7 € Tgp, alors W(7)? = 1.
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Corollaire 4.31. Soit F'//K une extension galoisienne de corps de nombres

de groupe de Galois G, A/K wune variété abélienne, v une place de K, z

une place de F au-dessus de v et p un nombre premier. Supposons que

A/K,, F,/K, et p satisfont les hypothéses du théoréme 4.30 alors pour

tout G-relation © et 7 € Tg ), on a :

W (A/ Ky, Resgayr, /i, T) = (—1)7 w1 (©)
ot Cw|v(H) = Hw|v C”LU(A/FH)? Cw(A/FH) = Cw(A/FH)w(H)7 C'LU(A/FH)
0

est le nombre de Tamagawa local et w(H) = w.fu& ol wOA/KU
A/(FHi>w (FHz)

est une différentielle invariante minimale. b

De plus, si ces hypotheéses sont vérifiées pour toutes places v de K alors

W(A/KU, 7_) _ (_1)orde(G))
ou C(G) = Hz(CE/FHz)nli CE/FHZ = Hv Cw\v(Hz)

Démonstration. Voir le corollaire 3.4 p.48 de [7]. O

Ce passage du local au global combiné avec le théoreme 1.14 de [7] (qui
lie (—1){m5p(A/K)) et (—1)27rC(®)) permet de déduire le théoréme (global)
suivant :

Théoréme 4.32. Soient p premier, p > 2d+ 1, L/K une extension galoi-
sienne de corps de nombres et A/K une variété abélienne de dimension d.
St on suppose que les places finies suivantes ont un groupe de décomposition
cyclique :
e les places v de réduction additive, au-dessus des nombres premiers
inférieur ou égaux a 2d + 1;
e les places v ot A na pas réduction semi-stable et A a mauvaise
réduction sur l’extension modérément ramifiée mazximale de K, ;
e les placesv | p;

alors pour toute G,k -relation © on a :

(—1)<T’SP(A/K)> =W(A/K, 1) pour T € Tg,.
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