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Propriétés combinatoires et prolongement
analytique effectif de polyzétas de Hurwitz et de
leurs homologues

par JEAN-YVES ENJALBERT et HOANG NGOC MINH

RESUME. Dans ce travail nous nous intéressons & ’étude d’une
famille de séries paramétrées de Dirichlet qui englobe les polyzétas
colorés d’une part et les polyzétas de Hurwitz d’autre part. Cette
famille de fonctions vérifie deux relations de mélange ; nous men-
tionnons aussi des relations quasi-périodiques et des relations de
translation de variables. Nous donnons un codage en terme d’inté-
grales itérées des séries étudiées, qui conduit a leur représentation
intégrale. Celle-ci permet d’en effectuer un prolongement méro-
phorme sur C". Nous finissons par la description d’un algorithme
calculant les multi-résidus de ce prolongement.

ABSTRACT. Combinatorial properties and effective analytic conti-
nuation of Hurwitz polyzetas and their analogous.

In this work, we study a family of Parametrized Dirichlet
generating series which contains coloured polyzeta and Hurwitz
polyzeta functions. This family verifies two shuffle relations; and
we also include quasi-periodic relations and translational variable
relations. Thanks to encoding with iterated integral, we obtain
an integral representation of this series and deduce their analytic
continuation over C". At the end, we describe an algorithm giving
the residues of this continuation.

1. Introduction

L’analyse d’algorithmes [13, 5, 6] et le calcul des diagrammes de Feynman
en mécanique quantique [2, 3, 1] conduit aux polyzétas colorés, c’est-a-dire
aux sommes suivantes :

S1yev-ySp gL gt
(1.1) ¢ i i | Z s s 0

ERRRRRRE ny>.>ne>0 LT
ou N est un entier positif fixé, et ou ¢ est une racine primitive N-ieme de
I'unité. L’algebre des polyzétas colorés contient, en plus des polyzétas, des

Manuscrit regu le 23 décembre 2009.
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nombres transcendants comme :

(1.2) <<_11> = Z (_;)n = —log(2).

n>1

Ces nombres sont apparus également comme des coefficients des matrices
de périodes dans I’étude déquations fonctionnelles matricielles des polyloga-
rithmes par Dupont [7], ou encore dans U'intégration des systémes d’équa-
tions différentielles linéaires avec singularités considérés par Dyson dans
I’électrodynamique quantique [8] (voir également [20] pour une introduc-
tion & nos techniques développées dans ce cadre).

Nous avons introduit une autre extension des polyzétas, que nous ap-
pelons polyzétas de Hurwitz, qui sont indexés par un double multi-indice
21, 12] :

1
(ng —t1)% ... (ny — t)57

(13)  Cl(s13t1)5 -5 (sr3tr)] =

n1>..>n,>0

ou les s; sont des entiers positifs, et ol les t; sont des variables formelles.
On retrouve les polyzétas en spécialisant toutes les variables formelles en
t; = 0 pour tout i. L’algebre des polyzétas de Hurwitz contient quant a elle,
en plus des polyzétas, des constantes telles que le nombre de Catalan :

w0 0= S w1 ()]

et des polyzétas colorés. En effet, nous verrons que la périodicité de {¢" }n>1
permet d’exprimer les polyzétas colorés sous forme de combinaisons li-
néaires des polyzétas de Hurwitz a coefficients dans le corps cyclotomique

Q(q) [21] :

815000580\ 1
(1.5) C<qq> = et
m
Z qila1+"'+ir‘”({<81;—al>,..., (ST;_G’")}
m m

a1—az,...,ar—1—ar,ar=1

Par conséquent, 1’étude des relations polynomiales entre les polyzétas co-
lorés peut étre faite a travers celle des polyzétas de Hurwitz ayant pour
parametres des nombres rationnels de l'intervalle [0, 1].

Inversement, ces derniers s’expriment également a l'aide des polyzétas
colorés. En effet, pour les parametres a; satisfaisant les conditions

(1.6) 1<ai—a9,...,0r-1 — ar,ap <M,
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nous avons le résultat partiel suivant [12] :

(1.7) ([(sl;—f;),..., (S'r; _Z;ﬂ — pSitete—r

m—1
Z q(’ila1+-..+iTaT)<< ile,...,S:T>.
ilvnnir:O q ge ey q
En toute généralité, les variables formelles t1,...,t, ont pour vocation

de permettre le calcul de certaines séries génératrices commutatives des
polyzétas, i.e. les séries génératrices commutatives des intégrales itérées, le
long des chemins 0~+1, sur les deux 1-formes différentielles

(1.8) wo(z) = % et wi(z) = 1{22

codées par les séries génératrices non commutatives sur l'alphabet X =
{zo,x1} de la forme

(1.9) a§  (tiwo) ey .y T (trwg)

Ces séries génératrices proviennent des approximations rationnelles [18] des
séries génératrices des systémes dynamiques non linéaires avec deux singu-
latités (voir [22])

y(z) = fla(2)),

(1.10) dg(z) = Ao(q) wo(z) + A1(q) wi(2),
q(z0) = qo,
ou,
— Pétat ¢ = (q1,...,qn) évolue sur une variété analytique complexe de

dimension n dénotée par @,

— qo indique I’état initial en zy,

— D'observation f est élément de 'anneau O des fonctions holomorphes
sur Q.

— pour i = 0..1, A; est un champ de vecteur analytique sur @) défini par

A1) Al =3 A
j=1

, avec Ag(q) €O, pour j=1,...,n,
dq;

Lorsque ces champs de vecteur sont linéaires, ces systemes dynamiques sont
des systemes bilinéaires [14, 20] conduisant aux matrices de périodes que
nous avons évoquées plus haut.

Les séries génératrices non commutatives en (1.9) codent, en fait, le dé-
veloppement de Volterra de la sortie y [14, 18] dont les variables formelles
t1,...,t. proviennent des combinaisons linéaires des valeurs propres du li-
néarisant du champ de vecteur Ag(q) [17, 18]. Les coefficients du dévelop-
pement de Taylor de y et les comportements asymptotiques de y en les
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singularités et des coefficients de Taylor a l'infini sont également détaillés
dans [22].

Ces études gagnent a étre étendues aux systémes avec m singularités
reliées par une équation algébrique de degré m + 1 par exemple (m >
1). Ainsi, en élargissant le cadre des propriétés combinatoires [12] et en
précisant 'effectivité du prolongement analytique des polyzétas de Hurwitz,
déja obtenu dans [12], et de leurs homologues, nous organisons le travail de
cet article comme suit :

(i) Dans la Section 2, nous étudions des propriétés combinatoires des

séries
7111 Ny
1.12 Di(Fe;s) = oS
( ) ( &t ) n1>.§nr>0 (nl _ tl)s1 o (nT _ t,«)ST’
out = (t1,...,t,) est une famille de parametres et &;,...,& des

nombres complexes. Ce sont des fonctions génératrices paramétrées
de Dirichlet qui englobent les cas des polyzétas colorés et polyzétas
de Hurwitz (sous-section 2.1).

e Les fonctions génératrices paramétrées de Dirichlet pouvant
s’exprimer comme des intégrales itérées (dont on rappelle des
propriétés en 2.1.3), les séries Di(F¢ ¢;s) vérifient donc des re-
lations de mélange dans l’algebre des fonctions génératrices
paramétrées de Dirichlet.

Le théoreme 1 de la sous-section 2.2 précise que tout élément
de ’algebre engendré par les séries Di(F¢ ¢;s) s’exprime comme
combinaison linéaire de séries Di(F¢ ¢;s) uniquement.

e D’autre part, leurs sommes tronquées généralisent les séries
quasi-symétriques de Gessel [16]. On établit en sous-section 2.3
que ces sommes tronquées vérifient des relations de mélange
dont on précise la loi dans la proposition 3. Ces relations se
prolongent aux séries Di(F¢ ;s) (Théoreme 2).

¢ En sous-section 2.4, on montre par la proposition 5 une famille
de relations (Egalité 5) dans la Q(g)-algebre des polyzétas co-
lorés ¢ (qsl) pour une racine de I'unité ¢ fixée.

e Enfin ces objets vérifient un certain nombre d’équations de
translation : nous en donnons une en sous-section 2.5 car elle
permettera d’obtenir de maniere effective les multi-résidus en
section 3.

(ii) L’objectif de la Section 3 est d’obtenir un prolongement méro-
morphe pour s = (s1,...,5,) € C" des séries Di(F¢ ¢; s) initialement
définies pour une composition s € N" avec s; > 1.



(1.13)

Etude des polyzétas de Hurwitz et de leurs homologues 357

e Dans un premier temps, nous transformons, en sous-section

3.1, U'expression de ces séries afin d’en trouver une forme in-
tégrale. En effet la forme intégrale donnée par le Théoreme 3
permet déja d’obtenir un prolongement holomorphe sur ’ou-
vert

i

R(s1) >0,...,R(s,) >0, et Viec{2,...,r}, %(Zsj) > 1.

j=1

Cet ouvert peut méme étre plus important selon les valeurs des
complexes &; (remarque 9).

Une premiere approche pour étendre ce prolongement intégral
en un prolongement méromorphe sur C" consiste a écrire la
représentation intégrale en termes de régularisées, en générali-
sant le point de vue adopté en [12]. La sous-section 3.2 rappelle
les définitions et résultats utilisés des régularisées entre 0 et 1.
La sous-section 3.3 utilise un découpage en deux parties de
la représentation intégrale (égalité (3.11)) qui s’expriment en
terme de régularisées. Ceci montre au Théoreme 5 le prolonge-
ment méromorphe des séries Di(F¢ ¢;s) et en situe les “multi-
poéles”, mais l'expression en terme de régularisées ne fournit
pas une expression simple des multi-résidus.

La sous-section 3.4 propose un algorithme récursif, inspiré des
propositions de Jean Ecalle sur les polyzétas colorés, pour cal-
culer ces multi-résidus [9]. L’idée est d’inverser ’équation de
translation obtenue en 2.5.

2. Etude combinatoire

2.1. Définitions et rappels.

2.1.1. Objets de base. Introduisons tout d’abord les objets travaillés
dans cet article en gardant les notations de [12]. Dans un premier temps,
nous allons considérer des fonctions & variables dans N".

Définition 1. Une composition s est une séquence d’entiers naturels non

nuls :

s =(51,...,5) € NJ,.

L’entier r est sa profondeur, son poids est l'entier Y ;_; S;.

L’objet générique, qui chapeaute les fonctions étudiées par la suite, se
définit sur les compositions par une somme sur des muti-indices.
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Définition 2. A toute famille finie (F;)i<i<, de séries : Fy(z) =
> n>1 finz", on associe la fonction génératrice paramétrée de Dirichlet par

Dl(:Ft7 S) = Z fl’nl_nQ o fr_]-»nr—l—nrf’l”,nr

>SS0 (ng —t1)50 ... (ny — t,.)57

)

pour toute composition s de profondeur r, avec t = (t1,...,t,) une famille
de r parameétres.

Dans cet article, nous allons nous focaliser sur les fonctions paramétrées
de Dirichlet des séries suivantes :

Notation 1. On notera (F¢) = (F¢;)1<i<r la famille de séries associée a
la suite de nombres complexes (§n)nen+ en posant fin = [1h—1 &k, i.e.

Fei(z —Z(H&:) 2"

n>0

pour tout it € {1,...,7}.

Proposition 1. Pour toute famille (F¢) définie comme dans la notation
1, la fonction génératrice paramétrée de Dirichlet est :

m gnr
Di(F¢g;s) = Z L r

n1>"'>nr>0 (nl - tl)SI AR (n’r‘ - t’r‘)sr

Démonstration. En effet, avec la famille (F¢), pour tout r-uplet (n1,...,n,)
de N" tel que n; > ... >n, >0,

fl,nl—m s -fr—l,nrfl—nrfr,m

= ()" (&) (H gk)m'lm(kli[lgk)”’“

—1

. oy (=g 1)+ Zkzg (nk—npt1)+nr R

=& 3 R r
n1 2 Npr—1

=& &6 6T

0

Remarque 1. Il apparait donc que, lorsque 'Hi:l fk’ < 1 pour tout v €
{1,...,n}, la série Di(F¢y;s) converge dés que s; > 1.

Nous noterons £ l’ensemble des uplets complexes vérifiant cette condi-
tion :

7
k=1

Cet ensemble £ contient les boules unités.
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2.1.2. Exemples de fonctions Di(F¢y;s). La famille de fonctions
Di(F¢ ;) contient certains polyzétas déja étudiés comme les polyzétas co-
lorés (appelés aussi fonctions zétas multiples modulées [10]) :

Définition 3. Soient m € N* et q une racine m-éme de l'unité. Pour toute
composition i on note ¢* la composition ¢ = (¢"*,...,q").
Le polyzéta coloré associé a s et ¢* est défini lorsque 0 < i1 < ... < i, <

m —1 par :
] gL ghrr
¢ ¢ Z nit .oy
ni>..>np>0 1 0T

Remarque 2. Le polyzéta coloré C(qsl) apparait comme la fonction généra-

trice de Dirichlet associée a la famille Fy(z) = Y,5; - Fienzn

DI(FOa S) = C((;) 5

avec le paramétre 0 = (0,...,0). Autrement dit, en considérant la notation

1
C(;) = Di(Fi 0;5).

Les fonctions Di(F¢ y;s) généralisent les polyzétas colorés par les nombres
du numérateur, qui ne sont pas forcément des racines de I'unité, mais aussi
par l'introduction de parametres au dénominateur. En ce sens elles géné-
ralisent les polyzétas “paramétrés”, eux aussi déja étudiés en [12]; plus
précisément :

Définition 4. On appelle polyzéta de Hurwitz la fonction qui, pour une
famille de parameétres t, associe a chaque composition le réel

1
e D B e E s o

ny>...>ny

Remarque 3. ((s;t) correspond au cas ou chaque § = 1 : en effet, en
notant 1 = (1,...,1),
((s;t) = Di(Fuy,s).

Rappelons (voir [21]) que chaque polyzéta coloré se décompose en com-
binaison linéaire des polyzétas de Hurwitz par

Sly-vesSr\ 1
(2.1) C(qh’_._,q» = sitoter

m
. . al a
2 : q““”"‘“’"a’"CK&;—),---, <8r;_7’>:|.
m m

a1—02,...,ar—1—0r,ar=1
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2.1.3. Intégrales itérées. Soit X un alphabet. On note X* le monoide
libre (pour la concaténation) généré par X : c’est 'ensemble des mots sur
X. Le mot vide sera noté "e”.

Pour toute C-algebre commutative A, on note A(X) (respectivement
A{X))) 'anneau des polynomes (resp. des séries formelles) non-commutatifs
(resp. non-commutatives). Une série formelle S de A{(X)) peut s’écrire

(2.2) S= 3 (S|w)w.

weX*

Définition 5. Le produit de battage (ou shuffle) est une application bili-
néaire de A(X) définie recursivement par

cewu=uwe=u et auwbv=aluwbv)+ blauwv),
pour tout a,b € X et u,v € X*.

On étend le produit de battage sur A((X)) par distributivité : pour toute
série S et T de A{(X)),

(2.3) SwT= 3 (SPu)(T]v) uw v,
u,vEX*
Exemple 1. Six;, 0 < i < 3, sont des lettres d’un alphabet X,
TOT1T2 WL I3 = .%'0(1'1.%'2 L $0$3) + x0($0$1$2 L xg)
= xowl(xg L (L'()xg) + x%(mlxg L .’L‘3)
+ x%(:clxg L xg) + x0$3(x0$1x2 W 6)
= Jioxll’g(ﬁ L x()xg) + xoxlxo(mg w $3)
+ x%ml(a@ L xg) + xgazg(xlxg w 6)
+ ngl(an L CC3) + x%azg(:clxg w 6) + Xox3T0T1X2
= X0T1T2T0T3 + ToX1X0T2T3 + TpT1X0T3T2 + TOT3TOT1X2
+ Qx%xl:rg:vg + 21‘(2).%'1.1‘31'2 + 2:6%9633:1332.

Associons a chaque lettre x; de alphabet X une 1-forme différentielle w;,
definie sur un ouvert U de C simplement connexe. Pour tout chemin zg~z
dans U, intégrale itérée de Chen associée au mot w = x;, - - - x;, le long du
chemin zp~~z, notée o (w), est définie de maniere récursive par [4] :

(2.4) oF (w) = / Wiy

20 2
= / Wiy (21) / Wiy« * * Wiy,
20~ 2 20~21

= / Wiy (zl)oéo (wi2 .- ‘wik)7

202
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avec o (¢) = 1.

Nous ne rappellerons ici que les propriétés suivantes (cf [12] pour I’en-
semble des regles) :

o La regle d’intégration par parties : pour tout mot u et v de X*,

(2.5) o7 (uw v) = o, (u)aZ, (v).

o Le théoréme de convolution : Pour toutes lettres x et z’ associées

respectivement aux formes w et w’, si ¢ est une primitive de w, alors,
pour tout entier naturel n et tout mot w,

z _ n
(2.6) o anatw) = [ PELZAEN ooy,

20 .
En définissant l'intégrale itérée de tout polynéme (resp. série formelle) S
par

(2.7) aZ (S) = Y (Slw)aZ, (w),

weX*
la régle d’intégration par parties devient : pour tout polynéme (resp. série
formelle) S et T.

(2.8) az, (SwT)=az (5)a;, (T).

2.2. Relations de mélange des Di(F¢4;s). Pour coder, en termes d’in-
tégrales itérées, les fonctions génératrices paramétrées de Dirichlet, on relie
les familles de paramétres t = {¢1, -+ ,t.} et t = {t1,--- ,¢,} par

ti=t+ -+, =t —ty,
to =t + -+, to =ty — t3,
(2.9) ) = .
t, = t,. t, =1,
A chaque lettre x;, i > 1, de Dalphabet X = {xg,x1,...,,}, on associe

la forme différentielle w;(z) = Fi(z)dz/z'ti, ot F; est la série Fy(z) =
> on>1 fin2". On associe a zg € X la forme wo(z) = dz/z. Alors,

Proposition 2 ([19]). Soit s = (s1,...,s,) une composition, définissons le
mot associé w = xgl_lxil .. .mf{_lxir. Alors,

(XZ (’LU) — Z fi17n1_n2 s firflynrfl_nrfiranr Z’n,l—tl )
0 s Sp
(nl—tl) 1...(nr—t,,) T
ni>..>n,>0
En particulier, Di(Fy;s) = o (x§' 1oy ... afr a,).
On peut ainsi exprimer la sous-famille Di(F¢;;s) en termes d’intégrales
itérées ; précisons les formes différentielles en jeu pour cette famille.
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Soit £ = (&) une suite de nombres complexes, T" une famille de para-
métres. On utilise un alphabet X* indexé sur N* x CN x T et on travaille
avec lalphabet X = {zo} UX"*. A chaque lettre  de X on associe la forme

dz

wo(z) = - si x = xg
(2.10) i d
wigt(z) = 11_{5[@1&2 X *f si x =umw;es avec > 1.
—lg=18k2 #

En travaillant avec une famille (F¢) de Notation 1, il découle :

Corollaire 1. Pour toute composition s = (s1,...,5), si (§&1,-..,&) € E,

. 1/ s1—1 -1
Di(Fet;s) = op(xy Tyed - Ty xr,éﬂ)‘

Remarque 4. Dans x; ¢, seuls les i premiers termes de & sont utilisés ;
on peut donc se contenter de noter Tigt = Tj (e, . ¢)t-

Démonstration. En effet,
n 7
[T5=18k 2
o= E(fle) - T
n§>:o H 1 - Hi;:1 9%
donc la forme associée a T e, 021, est

dz
Ff,i(z)izlgi = %‘,g,tj(z)-

L’application de la proposition 2 donne le résultat. O

Théoréme 1. Soit T une famille de paramétres, notons (T;+) le sous-
groupe engendré par T. Soit C un sous-groupe multiplicatif de (C*;.).

Pour tout sous-anneau A de C, la A-algébre engendrée par les Di(Fe;.),
lorsque & décrit l’ensemble des suites a valeurs dans C avec la condition de
convergence de la remarque 1 et que t décrit l’ensemble des familles finies
a €léments dans T, est le A-module engendré par les Di(Fe¢y;.) lorsque
décrit CN en vérifiant la condition de la remarque 1 et que t décrit ’ensemble
des familles finies d éléments dans T .

Exemple 2. Considérons les produits de
Di(Fe (1),15)5(251)) = 04(1)(9505”1,5,51532,5}2) et
Di(Fe 13 (2)) = ag(a0, ¢ 7)-
En profondeur 1, t = t', on peut donc écrire plus simplement
Di(Fer vr; (2)) = ag(zoxy ¢7,)-
Ainsi,

Di(Fe (¢, t,); (2: 1)) Di(Fer 5 (2)) = (@0 ¢ 3, %o ¢ 7, 0 ToT1e17)-
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Mais, par l’exemple 1
0Ty g Lo e dy £ LOTLE 1 = DOTy g7, To ¢ 1, TOVLE 1 T T0TY ¢ 7, T0To ¢ 3, L1 8/ 1
+ xoxlvgil x0$17£/7tl:1:27£7¥2 + x0$17£/7t/x01‘17£7¥1 $27£7E2
2 2
2007 67, Lo g7, TLE Y T 21T 67 L1 0 T e
2
20T, 0T 7, Ta gy

. 1 _ _ .
Calculons le premier terme 040(xOml,g,tlx2,§,t2x0$1,5’,t’> ;

ol
agp (o, £, t1x2 g I, L0T1¢, t)

ld’zl mi m1 t1—1 mg ’rnQ to—1
Z & dzz Z (£162) dz3
ma>0
/3dZ4/ Zglm m—t'—=1 7,

m>0

¥ & (@)
(mi+mo+m—t; —ta—t')2(ma+m—ta —t')(m—1t')?
§m1+m2+m£m2+m 5'71 "
1 2 &1&2

(mi4+ma+m—t; —ta—t')2(ma+m—ta—t')(m—1t)?

e (de)

n1>n2>n3>0 (nl —t - t/)2(n2 —t2 — t/)(n:s — t/)z

= Di(F (¢, 60,6/, /(6162)), (1144 1o+t ,#)5 (21 15.2)).

mi,ma,m>0

- ¥

mi,mz,m>0

En calculant de méme les autres termes, il en découle :

Di(Fg,(tl,tg)Q (25 1)) Di(Fgf,t/S (2))

= Di(F (¢, &6, /(€162)). (01 +1" 11,15 (2 152))
+ Di(Fe, 65,67, /(6162)), (141 a0 (25 251))
+Di(F ()¢, /61.6162/¢ ) (01 + b 12)7 (23 251))
+DIF e, 6 /¢ 60 (040,007 (2 2:1))
+2DiF (g6 ¢, /(@262), 0+ ta4e1)3 (3115 1)
+2Di(Fe,¢, /6 6162/ 1)) (04 ta+t 123 (33 151)
+2Di(F (e, ¢ /¢, 60). (1411 ,42)5 (33 15 1))-

Démonstration. En effet, le produit de Di(Fe¢y;s) et Di(Fg y/;8), ot £ et

& sont des suites de C, t et t’ des familles finies & éléments dans 7T et
s et s’ sont des compositions, est le produit des intégrales itérées
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1/..81—1 B sp—1 _ 1(,81—1 _ sp—1 _
ag(xy Tyeq,, 0 Tyeq, ) et ag(ag Trgrg, T :c,qygf’tt,r). Or,

1/,.51—1 _ Sr—1 _ 1/,..51—1 B sr—1 B
(g L1ty - %o Ty e 7, )0 (20 T1e 8, - To xr,g/,tw)

_ 1y,..s51—1 _ sr—1 _ s1—1 _ sr—1 _

= ap(z} Trety, %o Treh, P o Tieg, ---%o wr,{’,tt/T)7
donc ce produit apparalt comme des sommes de termes a(l](a?), avec x un
mot de X, que I'on peut écrire comme une série paramétrée de Dirichlet, a
l’aide de produits ou de quotients de termes de £ et £, et pour parameétres
des sommes de t et t’. De plus, les termes de £ et de ¢ provenant de
produits de séries géométriques vérifiant la condition de la remarque 1,
leur réorganisation conserve la condition de convergence. O

2.3. Quasi-mélange. On vient de voir que les séries Di(F¢y;s) vérifient
un produit de mélange par leur expression en terme d’intégrale itérée (re-
présentation “continue”). On peut aussi voir ces séries comme la limite de
leurs sommes tronquées (“vision discrete”). Nous allons ici étudier ce point
de vue, plus spécifiquement ’apport de la combinatoire de ces sommes fi-
nies.

Soit A = (A,) une suite de parameétres. Pour toute composition s =
($1,...,8) et tout r-uplet £ = (&1,...,& ) € C", on pose, pour tout entier
naturel n > 0,

.
@) ORI SN | G
n>n1>..>n,>0i=1
On définit aussi M&O()\) = 1, ou () désigne indifféremment la liste vide
des compositions et des multi-indices complexes.
Notons que, dans le cas particulier ot §; = 1,...,& =1, Mg (A) est une
fonction quasi-symétrique introduite par Gessel en [16].

Définition 6. Soient s = (s1,s8) et r = (r1,v") deux compositions.
Le quasi-mélange (ou stuffle, ou battage contractant) de s et r est une
application bilinéaire définie récursivement par

ws=sw()=s et

swr = (s;,8 wr)+ (r;,swr’) + (s; + 1,8 wr').

Exemple 3.
(H)w(3)=(1,3)+(3,1) + (4) donc
21D w@)=(21)=@3)+G,2,1)we) +(5,(1) we)

=(2,1,3)+(2,3,1) + (2,4) + (3,2,1) + (5,1).
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Définition 7. Soient un l-uplet &€ = (£1,¢") € C' et un k-uplet p = (p1, p') €
Ck.
Le battage multiplicatif =1 de & et p est une application bilinéaire définie
récursivement par

QuwE=Ew()=¢ e Eup= (€& wp)+(p,Emp)+ (€101, & wp).

Exemple 4.
(-G (3) o
(=)= =)+ (3 (5 )-0)
()
(D 3)+63)
b))

Remarque 5. Une récurrence immédiate donne que si & et p sont éléments
de £, £ w1 p est aussi un élément de E.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire la relation de mélange
suivie par la famille MS”6 :
b

Proposition 3. Soient s et r deux compositions de profondeur respective
l et k, & un l-uplet de C' et p un k-uplet de C*. Alors, pour tout entier
naturel n,

g{()‘) Mrn,p()\) = :tu r,fLJp()\)a
les deux produits de mélanges = et w1 étant développés simultanément.

Exemple 5. L’utilisation des exemples 3 et 4 donne, pour tout entier n,

Mo 1.2,V Mgy )M
- Mé7173)’(%7717%)(A) t M&»gvl)v(%fgffl)(A) T M&AL(%’*%)(A)
+ M(%7271)7(%7%1_1) ()\) + M(Tgvl)v(%v_l)(A)

Démonstration. Avec les notations de la proposition 3, en posant s’ =
(327"' 731)7 I’/ = (T27' . -7Tk)7 g/ = (527" . 7§k) et p/ = (p27"' 7pl)a
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se(N) My p(A)

! k
= > IIaw X e,

n>n1>...>n;>01=1 n>n'1>..>n'p>01=1

= X N M) AN, ML ()

n>ny,n>n}

= 2 N M) et A M (V)

n>n1>n1

D AT EASE M () Myt (M)
n>n'1>n1

+ NPT MT e (N) M (N
n>m

= D0 &AL MP () MY, ()

n>ni

3 A, ML () M)
n>n'q

+ Z 51[)1 m)\sl+rl M/g/(/\) MIT;PI()\)
n>m

On conclut récursivement. O

Théoréme 2. Soient s et s’ deuz compositions de profondeur respective
l et k, un l-uplet & de &, un k-uplet & de £, t = (t,...,t) un l-uplet et
t' = (t,...,t) un k-uplet tous deuzr formés diagonalement par le méme
parametre t. Alors,

Di(F&t; S) Di(F£I7t/; S,> = Dl(Fg LeJ 5/,(”._7”; S 1+ S/),
les produits de mélange w et o étant développés simultanément.

Démonstration. Posons, pour tout entier naturel n, A, = 1/(n —t). Alors,
pour tout n € N,

FIVEEEDY H
n>ni>.. . >ne i= 1

et limy, 00 Ml (A) = Di(Fe ¢;8).
Le passage a la limite de la proposition 3 donne donc le résultat. U
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Remarque 6. Pour tout complexe € et £ et tout entier s et s,

n>0 >0 (n
_ e ()"
= n>zn,:>0 (= 1) — )7 +nz>:0 (n—1)5(n —0)*
£men
F A T T

Uhypothése de travailler avec des uplets t et t' formés da partir du méme
parameétre t est donc nécessaire.

Exemple 6. L’utilisation des exemples 3 et 4 donne, avec t = (t,t),

Di(F (1 4y (2, 1) Di(F 2) )5 (3))
= Di(F (1 12) (1,05 (20 1:3)) + DIF(1 2 1y 19 (2:3,1)
+Di(F( ; %) 1(2,4)) + 1(F(§,§,—1) (tt,t) ;(3,2,1))

2.4. Vers des relations quasi-périodiques 7 Une autre famille de re-
lations apparait si I’on accepte d’effectuer des décalages sur les parametres.
Ce type d’égalités s’avere particulierement intéressant si on se limite aux
polyzétas colorés car elles donnent des combinaisons linéaires sur Q(¢q) ne
faisant intervenir que les polyzétas colorés ¢ (qsi).

Commencons donc par regarder certaines relations quasi-périodiques qui
relient les séries Di(F¢y;s) :

Proposition 4. Soit une composition s de profondeur r, t et & des r-uplets
t et &, avec & € €. Alors, pour K € N*,

(s bi+...+b
i—1&i )

F&t, \ zb: OW Di(F(&’ 7£r)(t1 b1 trfbl;(”.fm);s).
15-+,0r=
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Démonstration.

Dl(Fg ts S)

=ZH

ni>..>n>0i= 1

ZZH

mi,...,mp>017=1

§M1+ +m;

m1 + ... +my —ti)si

523 L mK+b;
= 1
by Zbr()ml,goml_[l mi K +by+...+mK + b — ;)%
2321 b; Kzzzl mj
= Z Z H = % & :
b1,....br=0my,....m,>01i=1 ! (m1+‘-'+mi—ilg:1bj)5i

K—1 by+...4b
Ilio, &t "

¢ r (gzl()nz
= 2 rerw 2 Ny
bi,...,br=0 ni>..>ny>04i=1 (nz _ %)81

O

Les séries de Dirichlet non paramétrées (cas t = (0,...,0)) s’expriment
comme combinaisons linéaires de polyzétas colorés. Cette relation a été
établie dans [12] — égalité (53) — mais avec une erreur typographique sur
les indices ; en voici la version corrigée :

Rappel 1 ([12]). Soient m € N* et g une racine m-éme de 'unité. Pour
toute composition s de profondeur r,

Lo % Hiifus, (s
DiFois) == > > = )
m’ b1,...,br=171,...,5»=0 quzl Jiay q.]
ot ay="b + ...+ b pour toutl € {1,...,r}

En appliquant ceci a 1’égalité de la remarque 2, il en découle la régle de
réécriture sur les polyzétas bicolorés :

Proposition 5. Soit ¢ une racine m-éme de l'unité, s et i deur composi-
tions. Supposons de plus que 0 < iy < ... <1, <m — 1. Alors,

; s\ 1 Z mzjl qz;l(iw...ﬂ‘l)bl( S
¢t o omr Do Gttt S\ gd )

b1yeesbr=1j1,....5»=0 4

Remarque 7. L’égalité de la proposition 5 n’est nullement une relation li-
néaire entre les polyzétas bicolorés : les relations portent en fait uniquement
sur chaque coefficient.
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2.5. Une équation de translation sur la premiére variable. Nous al-
lons introduire des opérateurs qui ont pour effet de translater les variables
s; de la composition s = (s1,...,S,). Astucieusement combinés, ils per-
mettent d’obtenir un certain nombre d’égalités entre des séries de Dirichlet
de profondeurs r et r — 1. Nous n’exposerons ici qu’une seule égalité, qui
“contracte” la premiere variable.

Ll—

Définition 8. On note sj et s7F =

d’action :

[(s;)~" 5 T(sy) les opérateurs linéaires

s7 (e 8je ) =0 T4 85,000)
7oy ) =800, 148,000,

Pour toute fonction ¢,

(2.12) B U S’f*<3j(p(. s L. ..))

= Sj(Sj—i-l)(p(...,sj—i-Q,...).
Ainsi, par récurrence immédiate, pour tout k£ > 1,
(2.13) (3}*)]“ o(..,sj,...)=sj...(sj+k=1Dp(...,s5+k,...).

Notons de plus que s7* admet pour fonction inverse (s}f*)*1 définie par :

(2.14) ()7L ol sjy...) = Plnsi=1...)
Sj—l

Lemme 1. Sin et t ne dépendent pas de s,

et (n—t)" =n"%

Démonstration.
. s s...(s+k—-1 e
et (= 30 2 IR gy
k>0
B s s...(s+k—-1) n\ "
>0
1
S —
1
(o
Comme
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Nous pouvons maintenant exposer une relation entre des séries de pro-
fondeurs r et r — 1, qui nous sera utile dans la seconde partie pour calculer
les résidus du prolongement.

Proposition 6 (sur s; en profondeur r > 2 ). Pour toute composition
s = (s1,...,5) telle que s; > 1, pour tout t = (t1,...,t,) €] —oo; 1" et
tout £ € €,

e 1255 o e~ t1sT o (517 — &) Di(F¢t:s)

= &1 DI(F (¢, x60,65,.,60),(0,t3,01tr) 3 (81 F 52,83, 81)).

Démonstration.
el Di(F¢y;s)

—281”'(81—’_1{:_1) Z ?1...,?7‘
k>0 k! > om0 (M1~ t1)71 R (ng — )% (ny — £

&g

>SS0 (n1 — t1)51 (n2 — t2)82 L (nr _ tT)S’I‘

81...(81+k—1)
Z k!

(n1—t1)~*

k>0

- mo g S
N Z (m — tl)sl (n2 — t2)52 - (nr — tT)S’" (1 (m — t1)>

n1>...>n>0
ni—1 g
— é‘l 1 s Qp
n1>.§nr>o (n1 — 1 —t1)%1(ng — t2)%2 ... (ny — )%
=& Di(Feus) + 6 Y (@&)me .

no>.onp >0 (TLQ — tl)s1 (n2 _ t2)82 . (nT _ tr)s’"’

ceci étant valable car r > 2 donc n1 > 2 et n; — t1; > 1. Mais,

LD DI CRS R e L e REER

> >0 (ng —to)%2 ... (ng — t,.)

(§162)283% ... &

= —tys** .

g e 1 n2 _ tl
n2>...>n:>0 (n2 —t2)%2 ... (ny — t,)% ( )

- 3 (E1&2)™2&3% ... &

;1 (ng — t2)52 - (nr — tT)ST

n
ng>...>n>0
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par le lemme 1. Par suite, en utilisant toujours le lemme 1,

ng ¢n3 (2

6_t255* oe t151" Z (n2 — tl)—sl (5152) 253 .- -fr

ng>...>n, >0 (n2 - t1)81 (’I’Lg - t2)82 s (nr - tr)ST
= Z (5152)7125?3 e ?r e*tzsg* (n —t )732
- n3t(ng — £3)% ... (ny — t, )5 2

no>..>np>0 02 \13 T B3 e Ul T by

= ¥ (616)"85° ... &

s1+s2

no>..>n,.>0 L) (n3 - t3)83 cee (nr - tr)Sr

= Di(F(¢,6,5,...6.),(0t5,....1,); (51 T 52,83, ..., 51)).

3. Prolongement méromorphe

L’objectif de cette section est de donner un sens aux séries Di(F¢¢;s)
pour s composés de nombres complexes, les nombres ¢ et les parametres t
restant fixes.

Remarque 8. Dans toute la suite de cet article, pour des raisons de défi-
nition et de convergence, les paramétres t; seront pris a valeurs dans l'in-
tervalle | — oo; 1]. Ainsi si t est de longueur r, t €] — oco; 1[".

3.1. Représentation intégrale. Afin d’obtenir une représentation inté-
grale des séries Di(F¢;s), nous allons utiliser leurs formes en tant qu’in-
tégrales itérées. En effet, certaines de ces derniéres peuvent s’écrire sous
forme d’une intégrale :

Proposition 7. Soient I un ensemble d’indice et X un alphabet indicé par
I tel que chaque lettre x;, i € I, soit associée a une 1-forme différentielle
wi(z) = Fi(z)dz de primitive ;.

Pour toute famille d’indices (i1, j1, . . ., ir, jr) € I?" telle que iy # jx pour
tout k, et pour tout entier naturel nqi,...,n,,

ol (:c?llle .. xZ”xjr)
ng
o (T )~ o T w))

k k—1
= H ij(ZH’u,l) zHulduk
[0.1]" .= ny! =1 1=0

en posant ug = 1.



372 Jean-Yves ENJALBERT, HOANG NGOC MINH

Démonstration. En utilisant le théoréme de convolution par itérations suc-
cessives,
z ni,.. N,
of, (i) xjy - 2 w5, )

_ / (i, (2 ‘Pn (2))™

Fj (z1)0g} (:L'?;xh .. .x?;’:rjr) dzy

_/ (3, (2 (p“ (21)) 1 P, (e1)do /:1 (@i (21) — @iy (22))" FjQ(Z2)

TLQ!
Zr—1 . _ . Ny
T (p T Z _1 (p T Z
dZQ/ F]r-fl('zrfl)dzrfl/ ( : ( - ) | - ( T)) Fjr(zr)dzr-
20 20 Ny
Le changement de variable
z1 22 Zr
uy = —, U = —, ey Uy =
z 21 Zr—1
donne le résultat. O

On en déduit une premiere représentation intégrale des séries Di(F¢¢;s).

Lemme 2. Pour toute famille (F¢) vérifiant les conditions de convergence
de la remarque 1

r4+1—i (1 —t;) Zl LU du;
Di(FE:t;S) = < g > / 1—s;"
il — ([T, &)e Zz:ﬂl u;

Démonstration. En utilisant la proposition 7 avec le mot

-1 r—l
w = xy Ty gqr-- .z T, e
on obtient, toujours avec ug = 1,
-1 k k—1
o () = = log® (1 uy) kHl:l &k _ (z leko ul)d}%
[071]7" 1 F(Sk) 1 — (lel ék)z Hl_l u; (Z lel ul)tk

§T+1_k

— d 7 : 1 sp—1 1 ( Hl =0 ul)l_fk dqfk
<k1;[1 I(sk) ) /[071}" kl;Il et /Uk)l — (I k)2 Ty w upk

En effectuant le changement de variable vy = log<ulk> pour tout k €
{0,...,r}, on arrive &

B B 57"“ k (ze_zzol ”k)l—fk dvy,
ag(w) = ( )/T H 1 (Hle G)ze Zlevk e—(t—1)vy

fr—i-l k r zl—fke*(lfzk)zgllvk dvk
(H >/R H k 1—sg

(1) /TR (51— (T ) ze™ 2 e 0

car vg = log1 = 0. Le corollaire 1 permet de conclure. O
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Effectuons la substitution suivante :
(3.1) U =21 ..., upg = (1 —x1)22. . Tpy ooy up = (1 — 2p_1)

Notons qu’alors 23-:1 u; = [[j—;z; pour tout i € {1,...,7}. Le Jaco-
bien J, = 9(uy,...,u,)/0(x1,. ..,z )vaut [[}_; 2i" 1. Le changement de
variables est donc admissible de [0, +oo[" dans D, = [0,1]" ! x [0, +-00] et
son application donne :

roogrtl—i r —(1=t) [[,_; = o
o= (155 L)

i=1 =1
drq dxo
3.2 X X X
(32) ((ml...:m)l—sl (1 —x1)xg...xp) 1752
" dx, )
(1= l)xr)l o
(H §T+1 Z)/ —(l—ii) H;:iail
Dr z—l 1- Hk 1 éke Hl:i o
dl‘l d.’L‘Q
1 51 1— X 1—s1—s2 1— X
) ML —w)t an (1 —ag)t=ss
dr,_1 dx,
x 1—81—...—8r_1 1—s X 1—s1—...—58, "
Tr_q (1 - x?"—l) " L
On arrive ainsi a la représentation suivante :
Théoréme 3.
Di(F§7t; S)
1.3 ZT.: s;j—1
- (ﬁ §T+1_i> /+OO e Bt z 7 dx,
L&) Jo T &e = TGn)
[ F et Eh g,
0.1 3 1 1= (IThy &)e iz T(s:) Z

pour toute composition s, tout t tel que t €] — oo, 1[" et pour tout £ € £.

Remarque 9. L’expression intégrale de Di(F¢¢;s) permet déja un prolon-

gement : dans le cas ou, pour tout i € {1,...,r}, H3‘:1 & # 1, on obtient
ainsi un prolongement pour R(s1) > 0,...,R(s,) > 0. Dans l'autre cas ex-
tréme ou pour tout i € {1,...,r}, & = 1, le prolongement est obtenu pour

R(s1) >0, et R(s;) >0, 5)?(2 _185) > pour tout i € {2,...,7}.
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2. Régularisée en 0 et en 1. Pour dépasser les limites du domaine de
convergence de la forme intégrale, une idée est d’utiliser une distribution :
la régularisée. Sur cette notion, nous nous contenterons de rappeler une
série de résultats établis en [12].

Notation 2. On note fx’fl.,.x,’fr la dérivée partielle 9 +-Fr Jokt ... g f
et Zi«o l’ensemble des entiers strictement négatifs.

Définition 9. Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant
0, de classe C*° en 0. Pour tout s = s, + isi € C\ Z<o,

- o s fwk(o) pk+s+1
Rﬂ[f](s)—/o Zf kld +l;) El' k+s+1

est défini pour tout réel posztzf p € I indépendamment de l’entier ng >
—8q — 2.
En particulier, st s, > —1,

Rolfl(s) = [ a* f(a)de.

0

La définition de régularisée en zéro se trouve par exemple dans [15].

Remarque 10. L’expression de la définition 9 sur tout ouvert R(s) > —ns
montre que s — R,[f](s) est holomorphe sur C\ Z.g et que ses poles sont
stmples.

Proposition 8. Soit J un intervalle réel. Soit f une fonction continue sur
[0,1], de classe C*® en 0 et en 1. Alors, lexpression

P2
Ro[f(@)(1 = 2)")a) + [ f(2)2"(1 —2)’dw + Ri_p,[f(1 — 2)(1 — 2)](b)
pP1
est définie pour tout (a,b) € (C\ Z<0)2 indépendamment des réels p1 et ps
dans )0, 1].

Le probleme de la forme intégrale du théoréme 3 est la possibilité d’avoir
deux singularités en x; : 'une en 0, autre en 1. On construit donc & partir
de la régularisée en 0 une régularisée en 0 et en 1 qui traite simultanément
ces deux points singuliers.

Définition 10. Pour py et p dans 0, 1[, on note R}[f](a,b) lexpression

P2

Rou[f(@)(1 = 2))(a) + | f(@)a®(1 = 2)’da + Ri-p[f(1 = 2) (1 — 2)7)(b).
p1

Remarque 11. La remarque 10 permet d’établir que la fonction (a,b) —

R[] (a,b] est méromorphe sur C2, I’ensemble de ses hyperpoles étant Zox

Z<p, et que ses hyperpoles sont tous simples.
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La régularisée en 0 et 1 se comporte sans difficulté vis a vis de la dériva-
bilité :
Proposition 9. Soit f € C*°([0,1] x J). Alors, pour tout couple (a,b) dans
(C\ Z<0)2, la fonction y — R§[f(x,y)](a,b) est de classe C* sur J, avec,
pour tout k € N,
D RS )] 0,) = R )0, ).
8yk 0 'Y P 0 8yk 'Y 3

Corollaire 2. Soient U un ouvert de C et f € C*°([0,1]xU). Si la fonction
f(z,.) est holomorphe sur U pour tout x € [0, 1], alors, pour tout (a,b) dans

(C\ Z<0)2, la fonction s — Ry[f(x,s)](a,b) est holomorphe sur U.
Notons enfin qu’effectuer une série de régularisées définit le méme objet
quel que soit 'ordre choisi :

Proposition 10. Toute fonction f de C*([0,1])?) vérifie I’égalité suivante
de fonctions méromorphes en (ay, b1, as,be) sur C* :

Ro[Rolf (z,y)](ar, b1)] (a2, b2) = Ro[Ry[f (x, )] (a2, b2)](az, br).

3.3. Prolongement méromorphe des Di(Fgt,s). Le prolongement
analytique de ((s;t) a été traité en [12], avec notamment le résultat :

Théoréme 4. Pour tout t €] — oo, 1[", la fonction ((s;t) admet un prolon-
gement méromorphe sur C", l’ensemble de ses multipdles étant inclus dans
les ensembles s1 =1, 3%y s; € i—N pour tout i € {2,...,7}. De plus tous
ses multipoles sont simples.

Nous travaillerons désormais dans cette section sous la condition :

(3.3) Vie{l,....r}, [[é& &L +ool.
k=1
Définissons la fonction h sur R x C x C\]1; 40| par
3.4 h(w,t G ¢ A1
(3.4) (ﬂfvaf)—m si§ # 1,
, . 6—(1—t)a:
t.1) =
(.T7 ) ) x 1— efxa
et posons, pour tout ¢ € {1,...,r},
(3.5) hi(x) = h(z,t;, H &k)-
k=1

Afin de séparer les cas £ = 1 et £ # 1, posons

o {0 i [T & & 100,

3.6 \
(39) 1 si [[j=1 & = 1.
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Soit enfin N; le nombre de produits Hi:l &, égaux a 1 lorsque j varie de 1
a i, autrement dit

(37) Ny,=e1+...4+¢;.

Ainsi, Di(F¢ ¢;s) s’exprime a l'aide des “noyaux” h; :

r Zle s;—1
_ o hy () xr ™’
Di(Fe:s) = r+1 z)/ r\Zr )
e = (L) |7 Py
i. s;j—1
(3.5) / bl ) 2yt
' -1 = (@i ..@p)% T(s;) !

T i) [T xrzgzl(sﬁaj)_l

i=1
r—1 x;;:1(5j+€j)_1(1 _ xi)SiJrl*l
[0,1]7=1 -5 F(Sl)

Ce que 'on décompose, a 'aide des fonctions

r r i.71 Sj+N¢71
39 wstg = [ [[h(a) o
’ =1

l=t

(1 — l‘i)si+1_1d$i

avec sp41 =1, et

+00 " si+Np—1
Dy(s; t;€) :/1 hy () :U,,Z”:l ! dx,

i:1 Sj+N2‘71

r—1 T
| 2;
(3.10) /[O’W_l I (L0

=1

(1 — CCZ')SHI_ldLEi

en deux parties :

g;”-&-l—i

3.11 Di(Fg¢:8) =
(311) Feais) = (11

7

> (P1(s5t5€) + Da(s; t;€)).

Lemme 3. La fonction ®1(.;t) définie par l’égalité (3.9) admet un prolon-
gement méromorphe sur C". L’ensemble de ses multipdles est la réunion,
i décrivant {1,...,r}, de s; € —N et de ;-:1 sj € N; — N. Toutes ces
multi-poles sont simples.
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Démonstration. Notons que pour R(s;) > 0 et %(Z] 185) > —N;, i €

{1,...,7},

(3.12) ®y(s;t)
= Ro[hr (@) Ro[hr—1 (220 1) Rg[. .. Ro[ha(ay . .. 22)
R(l)[h ( )](Sl—i-Nl—l SQ-l)](81+82+NQ—1,83—1)
-

(81+ s 1+ Ny — 1,8 — 1)
](sl—i—...—l—sr—i—Nr—l,O)
La fonction (z1,x) — hi(xi1x) appartient & C*°([0,1] x R), donc, par la
proposition 9, z — R}[h1(z17)](a1,b1) existe et est dans C*°(R) pour tout
couple (a1,b1) € (C\ Z<0)2. Donc

(.%'2, $) — hg(xgx)Ré[hl(xlmgx)](al, bl) S COO<[0, 1] X R)
et, encore par la proposition 9,
z > Rlha(w2x) Ry b1 (z1222)] (a1, b1)] (az, ba)

existe et est de classe C'°° sur R. Par itération, on monte ainsi que ’expres-
sion (3.12) est définie (donnant par ’occasion un prolongement de ®1) pour
s1+N1—1,80—1,81+8s2+No—1,83—1,...,8.—1,814+...+s-+N.—14a
valeurs dans C\ Zg. Par la remarque 10 et le corollaire 2, ce prolongement
est holomorphe sur ce domaine. De plus, en plagant, par la remarque 12,
la série de variables étudiées en premiere régularisation puis en appliquant
la remarque 11, il en découle que chaque multipdle est simple. Il

Lemme 4. La fonction ®o(.;t) définie par 'égalité (3.10) admet un pro-
longement méromorphe sur C". L’ensemble de ses multipoles est la réunion
desie =N, ie{l,.. T}etdezj 155 € Ni—N,ie{l,...,r—1}. Tous
ces multipoles sont szmples.

Démonstration. Posons g(z1,...,z,) = H hi(x,

Pour $(s;) > 0,4 € {1,...,7} et R(Xi_ 15]) > —N;,ie{l,...,r—1},
on peut alors écrire @9 sous la forme :
+00
Bo(si t; €) = RY.. .R(l)[/l g1, e dr,)(s1+ Ny — 1,85 — 1)
(3.13) s+ S + Npmp — 1, — 1),
La fonction g est de classe C'° sur R", et, pour tout compact, chaque
dérivée partielle Gk est majorée absolument sur R, par Me™ Y,

1 Ir—1
avec M € R.. Donc la fonction

—+o00
(yl,--.,yr_l)H/l 91, - yr)dyr,
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est C'° sur ]Rf[l. Par itération de la proposition 9, il découle donc que ®»
peut étre prolongée par 1’égalité (3.13) pour s;+N1—1, so—1, s1+s2+No—1,
s3—1,..., ;;% sj+ Ny—1 —1, s, — 1 dans C\ Zo. De plus, la remarque
10 et le corollaire 2 montrent que ce prolongement est holomorphe sur
ce domaine, et, comme précédemment, les remarques 12 et 11 donnent la
simplicité des multipdles. O

Remarque 12. En wutilisant la fonction g introduite ci-dessus, on peut
réécrire 'égalité (3.12) en

D4(s;t) = Ré[Ré[Ré[ (X1, xp)](s1+ N1 — 1,82 — 1)
(3.14) Zs] + N,y — Zsj + N, —1,0).

De par la proposition 10, 'opérateur

fr— 7?’(1)[ : R(l)[f(yla s 7u7“)](a0(1)7 bo(l)) .- '](ao(r)v ba(r))

est identique pour toute permutation o de &,. Les expressions (3.13) et
(8.14) sont donc indépendantes de l'ordre des régularisées R}.

L’étude de & et &9 permet de conclure sur le prolongement méromorphe
des séries Di(Fy¢;s)

Théoréme 5. Soientt = (t1,...,t,) tel quet, < ... <ty et = (&1,...,&)

un élément de C" tel que, pour tout i € {1,...,r}, ‘ <1.

Pour touti € {1,...,r}, on note N; le nombre de produits [[}._; & égaux
a 1 lorsque j warie de 1 da i. Alors, s — Di(Fy¢;s) admet un prolonge-
ment méromorphe sur C", dont les multipéles sont simples et inclus dans
la réunion des Zj 155 € Ni—N,ie{l,...,r}.

Démonstration. L’égalité

Di(Fe;s) (H & ) (®1£T;(§>> * ?SI?(?Q

et les lemmes 3 et 4 donnent le résultat. O

Remarque 13. [l découle de l'utilisation de la définition 9 dans les égalités
(3.12) et (3.13) que les singularités se présentent comme des combinaisons
de termes

1
(si—p)(si+s2—p2)... (514 ...+ 5 —pp)

D1, ..., Pr Etant les multipoles.
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3.4. Multi-résidus. On peut effectuer un développement des diverses
régularisées de ®; et P9 pour obtenir la structure des multipoles des
Di(F¢¢;s) comme cela a été fait dans [12] pour le cas des polyzétas de
Hurwitz. Cependant, les “multi-résidus” apparaissent comme des combi-
naisons linéaires de régularisées développées avec des constantes p un peu
arbitraires, et de régularisées peu exprimables de fonctions C*°. Afin de
connaitre explicitement ces multi-résidus, on décrit ici un algorithme récur-
sif permettant de les calculer. Cet algorithme est une généralisation d’une
idée proposée par Jean Ecalle pour établir le prolongement des polyzétas
colorés [10].

3.4.1. Cas &1 = 1. On se place ici dans le cas ou & = 1. L’idée générale
est de construire un opérateur convergent qui permet d’inverser I’équation
de la sous-section 2.5.

—(1-t)o
. e
Notation 3. Pour tout réel t < 1, posons J7' = pppe— défini pour
—e€
o & 2miZ.
Zef(Lfﬂz
La fonction z +— T est développable en série entiere sur la boule
—e

—(l—t)z —+o00 B (t)
ze k k ,

ouverte de rayon 27 ave¢ ———— = E 2" les B (t) étant les po-

v Y Tav 1—e% k! ’ k(t) P

k=0
lynémes de Bernoulli.
Notation 4. Posons, pour tout entier relatif n > —1, jn+ = (nri))' ;
ainsi pour tout nombre complexe o tel que |o| < 2w, T = Z Jnto"

n>—1
L’opérateur TSt est linverse de e 11517 o(esf* —1) présent dans I’égalité
de la proposition 6 ; malheureusement il n’est pas développable sur tout C.
Nous allons donc utiliser une inversion partielle :

Notation 5. Pour tout entier k, on pose :

Jlgt Z Jnto" et Cg;t =1- jka;t x (1 —e7) x =17,
n=-—1

Remarque 14.

(i) Sur la boule ouverte de rayon de 2, jg;t désigne la série J° tron-

quée d l'ordre k.

(ii) Ez;t est développable en série entiére sur C (par produit).
T
jvi'

.. ktO + Jk+1,t0
au voisinage de 0, avec o # 0, E‘,:’t:] o {1+ =
J—-1,4t0" "+ Jog + ---

it est donc en O(a*t1) :

. it o
(iii) Pour o & 2miZ, L3,

k+1 +
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Notation 6. On peut développer Ly sur C en Ez;t = Z lynto™.
n>k

1
Avec une profondeur r > 2 et ¢ € N, puisque o =e (e 1), la

proposition 6 peut s’écrire :

*x 1
(3.15) e %" o ——— Diy(Fey;s))

éfsf*il
= Diq(F(£1£27£37"'7£T)7(07t37"'7tT); (81 + 82,8355 ST))
ot ot
. ’ 1-Ly 1
Mais, pour tout entier k, £7" =1 — g’;t donc jo;tk = Zou et
k

(3.16) (1— L") Diy(Fey:s)

s¥*:t ok
1710 t282

k e Diq(F(£1£2,£3,,..,&T),(O,tg,...,tr); (51 +52,83,...,8)).
Ainsi
(3.17)
Diq(Fé’t; S)

= L7 Diy(Fey:s)

+ TeT " 0 €2 Dig(F ey, 5,60, (0ut30mnts); (51 F 52,53, 51))

=Zlk,m1 (s7)" Dig(Fgss)
n>k

+ Z gy (572 Dig(F (165,636, (0.t 03 (51 T 82,83, 51)).

n=-—1

Mais, par le théoreme 5, pour tout n € N, on a
(3.18) (s7")" Dig(Fey;s) =s1...(s1+n—1)Dig(Fey; (si+n,s2,...,5))

est holomorphe pour R(s; +n) > Ni,...,R(s1 +n + s2 +...+ sr) > Ny,
c’est-a-dire sur l'ouvert U, réunion des ensembles %(Z -1 sq) > Ny —n
lorsque ¢ varie de 1 & r. Par la remarque 14(ii), il en decoule que la série

(3.19) > lknn (s7)" Dig(Fegis)
n<k

est holomorphe sur Uj,. Sur Uy, la structure des poles de Diy(F¢ ¢;s) est donc
donnée par la somme finie

(3. 20)

Z Gy (572 Dig(F(eyey.63,. £, (01ts,..12); (51 F 82,83, -, 57)).

n=-—1
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Le recouvrement C = ;o Ui, permet donc de décrire la partie polaire de
Dig(Fey;s) :

Proposition 11. Pour & = 1 et r > 2, la structure des poles de
Diy(Fet:s), ¢ € N, est donnée par la série formelle

“+o00
D dngn (s7)7€%27 Dig(Fg, 3, 60).0t,.00)5 (51 F 52,83, ..., 51)).
n=-—1

Notation 7. On pose, pour s € C, (s)g =1 et, pour tout k € N*,

_s(s+1)...(s+k—-1) TI(s+k)
() = k! T RIT(s)

Application 1 (Polyzétas de Hurwitz). En particulier, pour une profon-
deur r > 2 et avec &, = ... =& = 1, on obtient la structure des poles du
polyzéta de Hurwitz

1
(m — t1)51 C. (nr — tf,.)ST

((s;t) =

niy>...>n,>0
par la série formelle
+oo
(3.21) Z Gy (8772527 (((51+ 52,83, ..,50); (0,83, ..., 1)),
n=-—1

ce qui donne par itération le développement complet, comme fait dans les
deuz cas sutvants.

Cas r = 2 : La structure de pole de ((s1,s2;t1,t2) est donnée par la série
formelle

+o00
(3.22) > dng (sT9)"€%27 ((s1 4+ 525 0).
n=—1
Or,
toss* tl2€ **x\k
(3.23) €% ((s1+ s2;0) = Z x (s5°)% ((s1+ s2;0)

k>0

= (s2)r t5 C(s1 + 52+ k;0).
k>0
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La structure de pole de ((s1, s2;t1,t2) est donc donnée par la série formelle

(3.24) Z Intr (879) Z(SQ)k th C(s1+ 59+ k3 0)
n=-—1 k>0
= 1711 Z(sz)k th ¢(s1+ sy + k —1;0)
517 1 k>0

+ZZ]nt1 S1.

(s14+n—1) (s2)x t5 ((s1 + 52+ k +130).
n=0 k>0

Or, la fonction zéta de Riemman ((s;0) a pour développement singulier
(s — 1)L Ce qui précise celui de ((s1,52;t1,12)

Bo(tl) té P(SQ + k) 1
(3.25) ];) o ()

(81 —1)(81+82+k—2)

n Z By (t1) t5 T(sq +n)T(s2 + k)

1
e (n+ 1) k! ['(s1)T(s2)

si+sp+k+n—1

Cas r = 3 : La structure des poles de ((s1,s2,s3;t1,t2,t3) est donnée par
la série formelle

C(s1+ s2,53;0,t3)

it (ST (s2)i th C(s1+ s2 + k, 5350, t3)
n—1 k>0

. s1+s2+k—1,s3;0,t
=D Joun th (s2) (ot oz 3 0:t2)
k>0 (s1-1)

I(s1+n
+ ) dnn kl() (s2)k C(s14 2+ k+n,s3;0,t3).
n,k>0 ['(s1)
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En utilisant le développement singulier établi pour la profondeur 2, il en
découle celui de ((s1, S2, 83;t1,t2,t3) -

(3.27)

S doan v (52 (s
k,1>0
1

(81—1)(81+82+k—3>(81+82+83+k+l—3)

. . F(81+82+k—|—m—1)
+ > ot th Gmo ts (s2)k (51t 59+ k= 1) (s3)i

X

k,l,m>0
" 1
(51*1)(81+52+83+k§+l*3)
I'(s1+n) I(s3+1)
=+ ]ttjlotli('s?)ki
,ngzﬂj e ['(s1) I'(s3)
1

X
(si+sa+k+n—1)(s1+s2+ss+k+n+l1-2)

; T'(s1+n) L(s1+s2+k+n+m)

+ t5 Jmio ts — vy (52)
mk%;lzojnh 2]m 3 F(Sl) ( ) F(31+82+k+n)

(s3)1

1
X )
s1+ss+s3s+k+n+l+m—1

3.4.2. Cas & # 1. Cette fois-ci 'opérateur a inverser est le suivant :

Notation 8. Pour tout réelt < 1 et tout complexe & # 1, posons la fonction

(17t)a
JobE = ﬁ’ définie et développable en série entiere au voisinage de
+oo
0. On note JoH¢ = Z Jnteo" ce développement.
n=0
Comme dans le cas £ = 1, pour “inverser” 'opérateur JEHE ep bvi-
tant les problemes de convergence, on pose :
Notation 9. pour tout k € N, pour tout t €] —oo;1[ et £ € C,
U tf Z ]n7t7£ U et ﬁz;t;f = 1 - j]g;t;s X ( fe U) 1 t)

LT est développable en série entiére sur C et est en O(c*) : on note les

coefficients de son developpement par Eg’t’g Z lkmieo™.
n>k
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Le méme calcul donne
(1 _ ch*;t1;§1) Diq(Fg,t;S) _ jl:{*;tufl o et2s3” £

(3.28) X Dig(F(65,63,..6.),(0t3,.tr); (51 + 52,83,...,5.))
et,
Dig(Fe;s) = > lenae (57" Dig(Fe;s)
n>k
(3'29) + Z]" t1,§1 n ef252" &1

X qu(F(£1£27£37“"57‘)7(07t37"'7t7‘); (81 + 82’ 837 Tt ST’))'

Proposition 12. Pour & # 1 et r > 2, la structure des pdles de
Diq(Fg t;8), ¢ € N, est donnée par la série formelle

Zﬂntl,sl )"’ &1 Dig(F(g,60.68,.6). (0, (51 F 52,83, 50).

Démonstration. Le raisonnement est identique au cas 1 = 1. O

Remarque 15. En combinant les deux cas, on peut donc par itération
retrouver le développement asymptotique de Dig(F¢;s).

4. Conclusion

Nous avons pu prolonger de maniére méromorphe les séries Di(F¢;s)
par rapport a s, en laissant fixe la famille de parametres t et les complexes
&1, ...,&. L'expression intégrale trouvée en sous-section 3.1 donne directe-
ment un prolongement holomorphe au minimum sur 'ouvert délimité par

R(s1) > 0, R(s;) > 0 et 5]%(23':1 sj) > 0 pour tout i > 2. Plus générale-

ment le prolongement méromorphe obtenu sur C" donne le prolongement
holomorphe sur tout ouvert ne contenant pas un multi-pole.

La technique des régularisées donne le prolongement, mais nous n’avons
pu obtenir le calcul explicite des multi-résidus qu’en utilisant une équa-
tion de translation. Ces résultats peuvent se généraliser a ’ensemble des
fonctions génératrices de Dirichlet.

Cependant I’algorithme fournissant les multi-résidus est récursif, et s’ave-
re trés cotteux a implanter. Il serait donc intéressant de chercher a 'ac-
célérer en utilisant les relations, deux familles de relations de mélange (ré-
gularisées ou non [22]) et une famille de relations liées & la distribution
des singularités, suivies par les séries Di(F¢ ¢;s). Pour cela, une étude plus
poussée de ces trois familles de relations s’impose : tout d’abord, donner
une description compléete de I'idéal des relations.
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