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Symétries spectrales des fonctions zétas

par FREDERIC PAUGAM

RESUME. On définit, en réponse & une question de Sarnak dans
sa lettre a Bombieri [Sar01], un accouplement symplectique sur
Pinterprétation spectrale (due a Connes et Meyer) des zéros de
la fonction zéta. Cet accouplement donne une formulation pu-
rement spectrale de la démonstration de I’équation fonctionnelle
due a Tate, Weil et Iwasawa, qui, dans le cas d’une courbe sur un
corps fini, correspond a la démonstration géométrique usuelle par
utilisation de 'accouplement de dualité de Poincaré Frobenius-
équivariant en cohomologie étale. On donne un autre exemple
d’accouplement similaire dans le cas de l'interprétation spectrale
des zéros de la fonction L d’une forme automorphe cuspidale, mais
cette fois-ci de nature orthogonale. Ces constructions sont en adé-
quation avec les prévisions du programme conjectural de Deninger
et de la théorie arithmétique des matrices aléatoires.

ABSTRACT. Spectral symmetries of zeta functions

We define, answering a question of Sarnak in his letter to
Bombieri [Sar01], a symplectic pairing on the spectral interpre-
tation (due to Connes and Meyer) of the zeroes of Riemann’s zeta
function. This pairing gives a purely spectral formulation of the
proof of the functional equation due to Tate, Weil and Iwasawa,
which, in the case of a curve over a finite field, corresponds to
the usual geometric proof by the use of the Frobenius-equivariant
Poincaré duality pairing in etale cohomology. We give another
example of a similar construction in the case of the spectral inter-
pretation of the zeroes of a cuspidal automorphic L-function, but
this time of an orthogonal nature. These constructions are in ad-
equation with Deninger’s conjectural program and the arithmetic
theory of random matrices.

1. Symétrie spectrale pour la fonction zéta

Le lecteur est informé que les notations H’, bien pratiques pour des
raisons d’analogie entre corps de nombres et corps de fonctions, ne désignent
pas ici des espaces de cohomologie.

Soit K un corps global et Ok son anneau d’entiers. Soit Cx = A} /K*
sont groupe de classes d’ideles et |.| : Cx — R% la norme. On rappelle

Manuscrit recu le 1°* avril 2008.
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maintenant les notations de Meyer dans [Mey05]. Si I est un intervalle
de R, on note S(Ck)r l'espace des fonctions F' de Bruhat-Schwartz (voir
[Osb75]) sur Ck dont la transformée de Mellin-Laplace

M(F)(s) = /C J(@)lafda

converge dans la bande {z|Re(s) € I} C C. On notera J(F') := ﬁF (%)
pour F' une fonction sur Ck. Soit S(Ck)s>< = S(Ck 1,000 @ S(CK)j—o0,0-
On plonge S(Ck )|—c0,00] dans S(Ck)>< par application i : F'+— (F, JF).

Si f est une fonction de Schwartz sur A, on notera

(@)= Y flaz)

qeK*

la fonction sur Ck correspondante. On définit ainsi un plongement de S(A)
dans S(Ck)s1< par f — (2(f),JE(f)). On note S(A)y I'espace des fonc-
tions de Schwartz sur les adeles telles que ¥(f) € S(Ck)j—oo,00- L'applica-
tion

Y S(A)O - S(CK)]foo,oo[

est Aj-équivariante et donne une action de Ck sur le C-espace vectoriel
topologique

H = S(CK))— 0,00/ E(S(A)o).
Si Afl) C A% désigne le noyau de la norme, on notera

H (OF) = HAD)

I’espace vectoriel topologique des invariants. On a une action naturelle de
N = |A% | sur HY(Of). Selon que K est de caractéristique 0 ou p, on a N =
R% ou N = q%. L’application J décrite plus haut donne une application
HY (Ok) — HY(Ok) qu'on peut écrire de maniére équivariante par

J:HYOk)V(-1) - HY(Ok).

De plus, la conjugaison complexe ¢ agit sur H (resp. H!) par F F.

Le théoréme suivant est une variation due a Meyer [Mey05] sur les tra-
vaux de Connes [Con99]. Sa démonstration se base sur le fait, utilisé aussi
par Godement et Jacquet pour des représentations automorphes plus géné-
rales dans [GJ72], que la fonction L de K peut-étre définie comme le plus
grand diviseur commun de la famille des transformées de Mellin M (f)(s)
pour f € S(A)p.

Théoréme 1.1. L’action de N sur H(Of) donne une interprétation spec-
trale des zéros de la fonction zéta de Dedekind (complétée) Ly de K. L’ap-
plication J identifie spectralement les zéros de Lk (|.|°) avec les zéros de

L (|-1'7*).-
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Remarquons que les fonctions L ci-dessus sont de nature différente pour
les corps de nombres (ce sont des fonctions sur C) et sur les corps de fonc-
tions (ce sont des fonctions sur C/ (%)Z). Afin de rendre la suite indépen-
dante du choix de la caractéristique, nous allons utiliser une construction
similaire & celle de Deninger [Den94]. Soit V un espace vectoriel topologique

muni d’une action de Ck dont le spectre est discret. On note
D(V) := e (V x RE — R*)(O)

I’espace des Ck-invariants dans les sections C*° de la projection standard
(qu’on suppose pour simplifier a valeurs nulles en dehors d’un sous-ensemble
fini d’espaces propres), l'action sur R* étant donnée par la norme. On
munit (V) d’une action naturelle de R . Ceci nous donne un foncteur de
“suspension” des représentations de Cx vers les modules continus sur L :=
D(C(0)) (ou C(0) désigne la représentation triviale de N sur C) munis d’une
représentation de R’ . On remarque que dans le cas des corps de nombres,
cette opération de suspension est (& une completion prés) isomorphe a
I'identité sur les C-espaces vectoriels de la forme H!(Ok). Elle n’est donc
utile que dans le cas des corps de fonctions.

Un opérateur T sur un IL-module topologique est dit tracable si la série de
ses valeurs propres A € L converge dans L. Si ¢: V' — V est une involution
d’un L-module topologique et T': V' — V est un opérateur tragable sur V'
qui commute & c. On décompose V = V+ @V~ @ V? non canoniquement
comme somme de deux sous-espaces échangés par l'involution ¢ et d’un
espace laissé stable. La supertrace de T sur (V,c) est la classe

Stro(T|V) := [Tx(T|V) - Te(T|V7)] € L/c
et la trace positive est le scalaire (non canonique)
Try (T|V) :=Te(T|VT) € L.

On note C(1) Pespace vectoriel C muni de 'action de Cx par la norme
et soit H)(Ok) = D(H'(Ok)) et L(1) = D(C(1)). L'opérateur de conju-
gaison complexe ¢ sur H!'(Of) induit une involution ¢ sur H}(Ok) et une
décomposition non canonique H}(Ox) = H)(Og) @& HL(Ok)~ ®H}(Ok)°
(telle que l'espace d’indice positif corresponde aux zéros de partie imagi-
naire positive et I’espace d’indice nul aux zéros réels).

Définition. Soit Pk(s) le polynéme unitaire dont les zéros sont les zéros

réels de Lx(s) avec multiplicités. On note Li(s) := ILD}I; 8 la fonction obte-

nue & partir de Lx (s) en lui 6tant ses zéros réels. On notera aussi Hé’i((’)K)
I'espace spectral correspondant donné par H(Ok)/H}(Ok)°.

Remarquons que bien que la fonction zéta de Riemann n’aie pas de zéros
réels (i.e. le polynéme Pg(s) vaut 1 et Lé(s) = (o(s) est la fonction zéta de
Riemann complétée), V. Armitage a montré dans [Arm72] qu’il existe des
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corps de nombres dont la fonction zéta de Dedekind s’annule en 1/2 (i.e.
tels que Pk (1/2) = 0). Le cas des corps de fonctions est étudié en détail
par Ramachandran dans [RamO05)].

On a une décomposition équivariante

Hy*(Ok) = Hy(Og)™ @ H}(Ok) ™.

On note C = (§ %) .c dans I’écriture matricielle pour cette décomposi-
tion. On utilise les travaux de Meyer [Mey05] qui montrent que si F' €
S(CK)]—00,00[; V'opérateur obtenu par convolution de F' le long de I'action

de Ck sur ‘H est tragable. Si s,t € H}(Ok), on note
U(s,t) = Stre(sx Jt|Hj(Ok)) = Tr(s Jt|Hi (O ) ") = Tr(s* Jt|Hg(OF) 7).
Dans le cas des corps de nombres, cette application s’identifie a
Y(F,G) = Te(F + JG — G x JF/HY(Ok)™)
pour F,G € S(Ck)j—oo,00-

Théoréme 1.2. L’application v est bien définie et induit un accouplement
antisymétrique équivariant 1 : Hé’i(OK) X Hcll’i(OK) — L(1), de surcroit
non dégénéré, et qui identifie spectralement les zéros de Lli((s) avec ceur
de L[i{(l — 8). De plus, Uaccouplement (., C.) sera sesquilinéaire et défini
positif si ’hypothése de Riemann pour Lli((s) est vérifiée.

Preuve : La forme 1 passe au quotient par (ce qu’on pourrait noter abu-
sivement) D(S(A)g) car (voir [CCMO7], Remark 4.18) la trace est calculée
comme une somme sur les zéros des valeurs des transformées de Mellin,
qui sont justement nulles sur les images des fonctions dans S(A)g. Ceci im-
plique que l'application est bien définie. Le fait que v soit antisymétrique
découle de sa définition et de I'égalité

Tr(s * Jt{H}(Ox)™) = Te(t * Js|H)(Or)™)

qui découle de I’équation fonctionnelle. L’équivariance découle de 1’équiva-
riance de J : HY(—1) — H. On peut I'expliquer plus intuitivement dans
le cas d’'un corps de nombres en remarquant que si les zéros de Ly sont
simples et non réels, et si on note F' = s(1) et G = (1),

U(s,t) = Y IM(F)(p)M(G)(1 — p) = M(G)(p)M(F)(1 — p)]

pPEZ

ou Z4 sont les zéros de L (s) de partie imaginaire positive et on voit par
changement de variable dans la transformée de Mellin que I'action de R*
sur M(F)(p)M(G)(1 — p) se fait par |.|°.|.|'!"? = |.|. Le fait que v soit
non dégénérée découle du fait que J est un isomorphisme. L’accouplement
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(., C.) est donné par
P(s,C.t) := Stre(s* J (§ %) .ct|H(Ok))
= Tr(s* Jet|HY(Ox)T) + Tr(s * Jet| HY(Og) 7).

Si 'hypothese de Riemann est vraie, les zéros vérifient 1 — p = p, donc

s, CH(1) = Y [MF)(p)M(G)(p) + M(G)(1 = p) M(F)(1 = p)]

pPEZ L

= 3" M(F)()MG)(p)
P

et
¥(s, Cs)( Z\M 2> 0.

On remarque que dans le cas d’un corps de fonctions K sur un corps fini Fy
dont la fonction zéta n’a pas de zéros réels, ceci donne une version indépen-
dante de ¢ de 'accouplement de dualité de Poincaré Frobenius équivariant

Helt(X> Qp) x Helt(Xa Qe) — Qp(1)

sur la courbe X/F, de corps de fonctions K, I’action du Frobenius étant
identifiée par la théorie du corps de classe résiduel a ’action du groupe
N=¢C R?% . La positivité est dans ce cas un résultat dit a Weil. Précisons
que le passage de 'accouplement en cohomologie étale au notre est fourni
par un procédé de suspension a la Fontaine décrit précisément par Deninger
dans [Den94], section 3.

L’existence de cet accouplement symplectique est une des nombreuses
prévisions de la théorie qui donne le rapport entre les distributions des
valeurs propres des matrices aléatoires et les distributions des zéros des
fonctions L, dont on trouvera un résumé dans [KS99] et dans le survol
[Mic02]. Elle est aussi prévue par le programme de Deninger [Den98].

Une construction explicite de cet accouplement a été décrite, sous I’hypo-
these de Riemann généralisée, par Sarnak dans sa lettre a Bombieri [Sar01].
Notre formulation est indépendante de 'hypothése de Riemann et répond
a une question posée par Sarnak dans ladite lettre.

2. Symétrie spectrale pour une représentation automorphe
cuspidale

On donne maintenant un exemple d’interprétation spectrale dans une si-
tuation de dimension supérieure qui vient de la géométrie, en suivant de pres
le travail de Soulé [Sou99] et celui de Meyer [Mey05]. On remarque que nos
constructions vont dans le sens du programme de Deninger et corroborent
(sans démonstration) le fait qu'uniquement trois types de groupes (sym-
plectique, orthogonal et unitaire) apparaissent dans le rapport entre zéros



718 Frédéric PAuGAM

de fonctions L et matrices aléatoires (voir [Mic02]) : le groupe symplec-
tique correspond aux motifs absolus découpés dans des H?"+1 de variétés
projectives lisses sur Q, le groupe orthogonal aux motifs absolus découpés
dans des H?" et le groupe unitaire aux motifs absolus découpés dans des
variétés sur des corps imaginaires.

Soit E le modele de Néron sur Z d’une courbe elliptique sur Q. Par
le résultat fameux de Wiles [Wil95] et Breuil, Conrad, Diamond, Taylor
[BCDTO1], il existe une forme modulaire cuspidale de poids 2 telle que

L(E,s) = L(f,s),

ce qui fait que la fonction L de E est automorphe.

Soit 7 la représentation automorphe de GLga(A) engendrée par f. Par
construction, elle a un caractere central trivial. On notera pour chaque
t € R, Gy le sous-ensemble de GL2(A) des matrices de déterminant .
Soit C, l’ensemble des coefficients admissibles de m pour son action sur
L3(GL2(Q)\GL2(A), 1) oi1 1 désigne le caractére trivial et soit ® une fonc-
tion de Schwartz sur My(A). On définit une fonction sur R*% & valeurs
complexes par

E(®, f)(t) = g ®(g)f(9)dyg.
t
Si I est un intervalle de R, on note S(R* ); l'espace des fonctions de
Schwartz sur R%} dont la transformée de Mellin converge dans la bande
{z|Re(s) € I} C C. Soit S(RY)>< = S(RY))—oc,0f © S(RY)j2,00[- On dis-
pose d'une application Jy : S(R% )s« — S(R%)> < donnée par Jo(F)(x) =
|xl|2F( ). On notera X Papplication

i S(MQ(A)) X Cﬂ — S(R1)><

donnée par E(@ f) = (E(®, }/") E(®, f)). On a aussi une inclusion diago-
nale de S(R?.)|_o0,00[ dans S(R? )~ < donnée par F' +— (F, F'). On notera H_
I'image de cette inclusion dlagonale et H, l’adhérence de ’espace vectoriel
engendré par 'image de ¥. Soit HZ(E) le quotient Hy + H_/H,. Cette
notation est expliquée par la décomposition en motifs absolus (au sens en-
tendu par Manin [Man95]), la derniére ligne ayant un sens plus concret
d’apres les résultats du premier paragraphe :

H*(E) = HO(E/Z) oH (E/Z)® H*(E/Z)
_ H* (Z) ® MHAE) & ( )(1)
=H(E) & H'(E) ® H}(E)® Hg( ) ®H3(E) @ H(E) ® HY(E)
= CoH'(Z)®C(l) @ HAE) & C(1)®H'(Z)(1)®C(2)
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qui correspond par définition a la décomposition en produit de la fonction
A(E,s) en

27 1 2w 2w
. . . Lz(s—1). .
1—s L(E,s) s—1 (s )2—8
Ainsi, dans ce formalisme de Manin, la fonction L(E,s) correspond & un
morceau du H?(E) noté H2(E) quon obtient en lui dtant ses deux C(1)
superflus. On dispose d’une application surjective S(Rj—)]—oo,oo[ — HZ(E)
et on peut faire agir S(R?.))_og oo[ SUT Hg(E) par convolution. On note

P S(RY)j—o0,00[ X S(RY)j—00,00f = C(2)
I’application donnée par
U(F,G) = Try o(F * J2G + G+ J,F[H3(E)*)

ou HI%(E)Jr désigne la partie correspondant aux zéros de partie imaginaire
positive. Le choix (relativement arbitraire) de cette forme est basé sur I’ana-
logie entre corps de nombres et corps de fonctions, ainsi que sur I'analogie
entre motifs absolus et structures de Hodge, qui impose (pour des raisons de
poids) que la forme soit symétrique, puisque la fonction L correspondante
est associée au H? de la surface arithmétique E.

A(E, s) = %.LZ(S)

Théoréme 2.1. On suppose que L(E,s) ne s’annule pas sur 'aze réel.
L’application ¢ induit un accouplement 1 : ’H;(E) X Hg(E) — C(2) équi-
variant, symétrique et non dégénéré qui identifie spectralement les zéros
de L(E,s) avec ceur de L(E,2 — s). Plus généralement (en combinant ce
résultat avec ceuzr du premier paragraphe), on obtient une forme bilinéaire

¢:H*(E)x H"(E) — C(2)

non dégénérée qui identifie spectralement les zéros et poles de A(E, s) avec
ceur de A(E,2 — s).

On remarque que dans le cas d’'une courbe elliptique F sur un corps de
fonctions, on construit a la main comme ci-dessus et dans le langage de la
section 1 une forme qui est une version indépendante de £ de ’accouplement
de dualité de Poincaré Frobenius équivariant sur la cohomologie étale de la
courbe. On aimerait disposer d’'une maniere plus canonique de mettre en
place toutes ces constructions.
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