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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 20 (2008), 243-279

Tore de ’inertie modérée

par LIONEL DORAT

RESUME. Nous étudions dans cet article les représentations cris-
tallines vérifiant les conditions de Fontaine-Laffaille, en particulier
I'image de l'inertie modérée. A partir de cette image, nous définis-
sons un tore et une représentation de ce tore, dont nous montrons
qu’elle est & valeurs (sous certaines conditions) dans ’adhérence
de Zariski de 'image de la représentation galoisienne, et nous don-
nons le lien entre cette représentation du tore et le groupe a un
parametre de Hodge-Tate (tout ceci a I’aide d’une étude modulo
p, grace a des raisonnements utilisant la théorie des algebres de
Lie et des groupes algébriques).

ABSTRACT. In this paper, for a cristalline representation verifying
Fontaine-Laffaille theory, a torus and a representation of this torus
are defined thanks to moderate inertia. It is shown as well how this
representation is linked to the Hodge-Tate one-parameter group
thanks to a study modulo p (based on Algebraic groups and Lie
algebras theory), which is the key point of this article. Moreover,
the image of the torus’representation is contained in the Zariski
closure of the cristalline representation.

Introduction

Dans tout ce travail, p est un nombre premier impair, K un corps de
caractéristique 0, complet pour une valuation discrete, absolument non ra-
mifié et de corps résiduel k algébriquement clos de caractéristique p. Nous
noterons W l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k, c’est donc
I’anneau des entiers de K. Tous trois sont munis d’une action de Frobenius,
notée o. Fixons K une cloture algébrique de K, et posons I'x = Gal(K/K),
C le complété de K et X : T — Zy, le caractere cyclotomique de I'c (c’est-
a~dire que g(z) = 2% pour tout g € T'x et pour toute racine de I'unité
z € K d’ordre une puissance de p). Nous allons étudier les représentations
cristallines de I'x, & poids de Hodge-Tate dans [0, p— 2], cadre de la théorie
de Fontaine-Laffaille.

Manuscrit regu le 7 novembre 2007.
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Rappelons que pour les représentations cristallines abéliennes, nous avons
la description suivante : pour s € N, notons Z,s ’anneaux des vecteurs de
Witt & coefficients dans Fps (c’est a dire 'anneau des entiers de ’extension
non ramifiée de degré s de ), T le tore restriction des scalaires de Z,s
a Zp appliqué a Gy, et T = lmT; (ou les fleches du systéme projectif
sont induites par la norme). Rappelons que T Xz, Lps = I1 "G

T€Gal(Fps /Fp)
Alors J.-P. Serre a montré dans [Ser79], en considérant les représentations
associées aux groupes formels de Lubin-Tate, que la catégorie tannakienne
formée des Qp-représentations cristallines abéliennes est la catégorie des
représentations linéaires de T xz,Q). Le groupe a un parametre de Hodge-
Tate n’est dans le cas abélien rien d’autre que le sous-groupe a un parametre
correspondant a la limite projective des plongements

Gm — G C Ty Xz, Zps.

L’action de l'inertie modérée détermine les poids de Hodge-Tate modulo
p — 1, donc en particulier, si ces derniers sont dans [0,p — 2], la représen-
tation de T xz,Q, correspondante est entierement déterminée par 'action
de l'inertie modérée. Ceci va nous permettre de généraliser cette situation
au cas des modules de Fontaine-Laffaille.

Se donner une section de l'inertie modérée permet de construire une
représentation de T (voir paragraphe 2.1). Une fois fixé la section, nous
allons étudier la représentation dont les poids sont donnés par les poids de
Hodge-Tate. Nous noterons, pour toute représentation cristalline U a poids
de Hodge-Tate dans [0, p — 2], pfir cette représentation de T dans GLy, et
dont 7y, désignera I'image. Nous démontrons :

Théoréme 1. Considérons une représentation cristalline de U'xc dans un
Qp-espace vectoriel V' de dimension n, dont les poids de Hodge-Tate sont
compris entre 0 et h, avec 0 < h < %, et p > 2n — 1. Alors le tore Ty,
est inclus dans l’adhérence de Zariski G de l'image de la représentation.
De plus, le groupe a un paramétre définissant la graduation de Hodge-Tate
est conjugué dans G au sous-groupe a un parameétre de Tn, correspondant a
limage de la limite projective des plongements de Gy, dans la composante

MG,y de Ty xz, Z007.

L’idée de ce résultat vient de ce que pour les ®-modules filtrés, il y a un
résultat analogue : J.-P. Wintenberger a construit dans [Win84] pour tout
objet M de la catégorie des ®-modules filtrés sur W une représentation
pf\‘fF de T (vérifiant toutes les propriétés fonctorielles voulues), qui permet,
en se restreignant aux modules filtrés correpondant aux représentations
abéliennes, c’est a dire les modules élémentaires, de décrire la catégorie
tannakienne des modules élémentaires. De plus, dans [Win91], J.-P. Win-
tenberger a décrit un /C-point du torseur liant représentations cristallines
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abéliennes a leurs ®-modules filtrés, a ’aide du groupe a un parametre que
nous voulons étudier.

L’étude principale faite ici sera celle du cas tué par p. Introduisons
quelques définitions : soit M un objet de MF;h avec 0 < h < % (c’est a
dire un ®-module filtré sur k, avec une filtration concentrée en les entiers
[—h,0]), supposons p > dimy M, et posons V = V,is(M) la représentation
galoisienne correspondante par le foncteur de Fontaine-Laffaille. Définissons
Gy comme étant le groupe algébrique associé & la catégorie tannakienne
engendrée par M. Nous cherchons & donner un analogue & G s sur V' ; pour
cela, algébrisons 'image de Galois : pour 'image de I'inertie modérée, nous
avons 7Ty, ; pour I'image de l'inertie sauvage dans G Ly, nous reprenons les
idées introduites par Nori (cf. [Nor87]), et nous introduisons Uy le groupe
algébrique engendré exponentiellement (cf. définition 27) par celle-ci. Alors
nous pouvons définir Gy, comme étant le groupe algébrique engendré par
Uy et T, et alors :

Théoreme 2. Sous les hypotheses précédentes, il existe un isomorphisme
de k-espaces vectoriels V &p, k — M qui identifie Gy a Gy et les deux
représentations de T (c’est a dire que cet isomorphisme identifie p,, . a

pMF)‘

Notons wy le foncteur oubli qui & la Q,-représentation cristalline V' asso-
cie le Q,-espace vectoriel sous-jacent a V', et wp celui qui associe le K-espace
vectoriel sous-jacent au ®-module filtré Derisp(V) = (V ®q, Beris)'x
Alors les ®-isomorphismes du foncteur fibre wy ®g, K sur le foncteur fibre
wp, Isom®(wy ®q, K, wp), forment un torseur sous Aut®(wy ) et sous
Aut®(wp). Dans [Dor07], nous construisons un point de ce torseur qui se
comporte bien sur les réseaux des représentations cristallines de Fontaine-
Laffaille. C’est ce qui nous permet (voir le paragraphe 4.1) de passer d'un
résultat sur k£ a un résultat sur W.
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1. Rappels

1.1. Définition de Acpis. Soit R l'ensemble des suites z = (z(™),en
formées d’éléments de Ok /pOg vérifiant (z+1)P = £(®) pour tout n (cf.
[Fon82], p. 535). C’est un anneau parfait de caractéristique p, muni d’une
valuation ; son corps résiduel s’identifie a k. Soit W (R) ’anneau des vecteurs
de Witt & coefficients dans R, et W,,(R) 'anneau des vecteurs de Witt de
longueur n (cf. [Ser68] pour plus de détails sur la notion de vecteurs de

+o0o

Witt). L’application 6 : W(R) — O¢ défini par 0((x,)) = > p":vgln) est un
n=0

morphisme d’anneaux surjectif, de noyau un idéal principal de W (R) (cf.

[Fon82], p.537). Soit A = (Mg, A1, -+ ) un générateur de Ker(#). Définissons
de méme pour n € N*, 0, : W(R) — Ox/p" par

n—1
On((0,+  an-1)) = > p"al;
m=0

c’est un morphisme d’anneaux surjectif dont le noyau est engendré par
Acn = (Ao, , A1)

Notons WP (R) I'enveloppe & puissance divisées (cf. [BOT78], chapitre 3)
de W, (R) relativement a l'idéal Ker(6,), compatibles avec les puissances
divisées canoniques sur pW,, (R). Posons alors

Acris - lln WrJLDD(R)
neN
C’est aussi le séparé complété pour la topologie p-adique de l’enveloppe
a puissances divisées de W (R) relativement a 'idéal Ker(¢), compatibles
avec les puissances canoniques sur pW (R).

L’application 6 s’étend naturellement & Wic(R) := K ®@w W (R) (par une

application toujours notée ). Notons
Bjp = lim Wi (R)/ Ker()"
neN
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le complété de Wic(R) pour la topologie Ker(#)-adique. C’est un anneau
de valuation discrete, d’idéal maximal Ker(f); la série qui définit log([e])
converge dans BJR vers un élément noté ¢, qui est un générateur de 1’idéal
maximal, ce qui fait que Bgr = BJR[%] est un corps, muni d’une action
de T (par fonctorialité), et d’une filtration définie par Fil'(Bgg) = t'Bl,
pour ¢ € Z. De plus,
Vg € I', g(t) = X(g)t

ou X est le caractere cyclotomique.

Acris se plonge naturellement dans Byg (cf. [Fon94]), et alors t € Agpis.
L’application ¢ : W(R) — W/(R) déduite du Frobenius = +— 2P, z € R
s’étend naturellement en une application ¢ : Agrs — Aeris semi-linéaire
par rapport a o, et qui vérifie p(t) = pt. De plus, A.is hérite alors de la
filtration de Byg (Fil'(Aeris) = Fil'(Bgqr) N Aeris), et Paction de I laisse
stable Acris. Il en va de méme pour Bz = Am-s[%] (nous noterons @ le
prolongement de ¢ & Bepis)-

1.2. Représentations cristallines. Soit V un Q,-espace vectoriel de di-
mension finie, et p : T'x — GL(V) une représentation continue de T'k.
Définissons Deris p par

Dcris,p(v) - (V ®Qp Bcris)FK

(ou I'x agit sur le produit tensoriel via g(v®x) = p(g)(v)®g(x)). Derisp(V)
est un K-espace vectoriel, et dimx Derisp(V) < dimg, V.

Définition 1. La représentation (p, V') est cristalline si dimyx Deyis p(V) =
dimg, V.

Notons Repq,, cris(I'c) la sous-catégorie pleine de Repg,(I'x) formée
par les représentations cristallines.

Définissons MFg la catégorie des ®-modules filtrés sur K : un objet D
de MF est un K-espace vectoriel de dimension finie muni

— d’une filtration (Fil'(D));cz formée de sous-espaces vectoriels, fitration

qui est décroissante, exhaustive et séparée;

— d’une application o-semi-linéaire bijective ® : D — D.
Les morphismes de cette catégorie sont les applications K-linéaires qui pré-
servent la filtration et .

Derisp(V) est alors naturellement muni d’'une structure de ®-module
filtré sur I, provenant de la filtration et de ’application ® de B.ys.

Définition 2. Un ®-module filtré sur K isomorphe & un Deyis (V) pour
V' cristalline est dit admissible.

Notons MF%d la sous-catégorie pleine de MF i formée des modules ad-
missibles.
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Repg, cris(I'c) et MF,%d sont deux catégories tannakiennes dont Diris p
induit une équivalence de ®-catégories, et dont un quasi-inverse est donné
par

Vcris,p(D) = Fﬂo(D XK ch’s)(b:1
(De la filtration et de application ® de D et Bgjs, nous pouvons munir
Fil° (D®j Beris) de la filtration produit tensoriel et de ’application ® définie
par ®(d® x) = ®(d) ® ®(x), Veris,p(D) est alors 'ensemble des éléments
de Fil°(D ®x Beris) qui sont laissés fixes par ®). L’application naturelle
(provenant de la multiplication dans Be;s)

(3) Vcris,p(D) ®@p Beris — D @k Beris

est alors une bijection. J.-M. Fontaine a montré que c¢’est un point du torseur
Isom®(wy ®q, K, wp) décrit dans l'introduction.

Rappelons que si X est un schéma, G un schéma en groupe qui agit sur
X, dire que X est un G-torseur est essentiellement dire que le morphisme
G x X — X x X défini par (g,z) — (gx,x) est un isomorphisme (pour
plus de détails, voir [BLR9I0] par exemple). L’exemple clé dans cet article
est le suivant : si 7 est une catégorie tannakienne sur un corps K, wi et woy
deux foncteurs fibres de 7 (& valeurs donc dans les K-espaces vectoriels de
dimension finie), alors I’ensemble des ®-automorphismes du foncteur w,
Aut®(wy), est un schéma en groupe affine, 7 est une catégorie tensorielle
équivalente & la catégorie des représentations finies de Aut®(w;) sur K
(voir [DMOS82] pour plus de détails), et 'ensemble Isom® (wq,ws) des ®-
isomorphismes du foncteur w; sur ws est muni naturellement d’une action
de Aut®(wy), et est un Aut®(w;)-torseur (c’est aussi un Aut®(ws)-torseur,
ol Aut®(ws) est le méme schéma en groupe que Aut®(w;), mais 'action
est différente).

Dans [Dor07], le résultat principal est la construction d’un autre point
du torseur Isom® (wy ®q, K, wp), qui "se comporte bien” vis a vis des
réseaux (voir le paragraphe 2.2 pour plus de détails). C’est grace a lui que
nous allons obtenir les résultats a venir (le théoréme 53 et ses conséquences),
car il nous permet de montrer que les torseurs que nous construisons dans
les démonstrations sont non vides.

1.3. Poids de Hodge-Tate. Rappelons que pour p : I'x — GLQP(V)
une représentation continue sur un QQp-espace vectoriel de dimension finie,
I'action de I'x peut s’étendre a Ve = V ®q, C via g(v®@x) = p(g)(v) @ g(x).
Notons alors pour i € Z, Vc{i} = {v € Vc|Vg € Tk, g(v) = X(g)'v}. Vei{i}
est un KC-sous espace vectoriel de V¢ tel que l'injection Ve {i} — Vi s’étend
en une injection C-linéaire

P Ve{it ox C — V¢

1€EL
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Définition 4. V est dit de Hodge-Tate si cette injection est une bijection.
Les poids de Hodge-Tate sont alors les i € Z tels que dimy V{i} # 0.

Si V est cristalline, alors elle est de Hodge-Tate, et ses poids de Hodge-
Tate sont les opposés des sauts de la filtration de Deyris p(V).

1.4. Rappels sur les ®-modules. Les résultats énoncés ici proviennent
de [Win84], p.517 a p.529.

Soit MGw ¢ la catégorie des ®-modules gradués définie par :
— un objet est un module M de type fini sur W avec une graduation
(M;)iez et une application o-semi-linéaire bijective fay : M — M (s'il
n'y a pas ambiguité, nous noterons M pour l'objet (M, (M;), far));
— les morphismes sont les applications W-linéaires commutants aux f et
compatibles aux graduations.
C’est une ®-catégorie abélienne, Zy-linéaire, qui possede des Hom internes.

Soit X (respectivement X pour s € N*) le groupe additif des applica-
tions périodiques (respectivement ayant s pour période) de Z dans Z. Pour
tout £ € X, notons |{| la période de £. Le Frobenius o agit sur X par
Ve e X\ Vi€ Z,o(&)(i1) =&(i + 1), et laisse donc stable les X.

Notons Ty le tore sur Z, dont le groupe des caracteres est X (T est le
tore obtenue par la restriction des scalaires de Z,s a Z;, du groupe multi-
plicatif), et donc si T = limT; (les fleches étant induites par la norme), X
est le groupe des caracteres de T.

Pour tout M objet de MGy ¢, définissons, pour tout { € X, le W-
module M{¢} par M{¢} = {x € M|f},(x) € M(;) pour tout j € Z}.

Définition 5. Un module est dit élémentaire si M = @ecx M{E}.

Pour tout u € Auty (M), définissons un nouvel objet M* de MGw +¢
de la maniere suivante :
— en tant que W-module gradué, M* = M ;
— posons fiyu =u"to fir.
Proposition 6. Soit M un objet de MGw t¢. Il existe au plus un u €
Auty (M) tel que :
(1) (u—1Id)(M;) C ®j<iM;j, ceci pour touti € Z ;

(2) M™ est élémentaire.

Définissons la catégorie MGB\,,tf dite des bons ®-modules gradués de la
maniere suivante : c’est la sous-catégorie pleine de MGw ¢¢ dont les objets
M sont tels que

— il existe un u (noté alors uyy) vérifiant les conditions de la proposition

6
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— M /pM ait une suite de composition dont les quotients successifs sont
des modules élémentaires.
La catégorie MG%V,tf est stable par sous-objet, objet quotient, somme
directe, produit tensoriel et Hom interne.

Pour tout objet M de MG%VM% posons (si u = uyy), M := MY, M =

MeLEY, 88 = u far et M% = M5 (c’est-a-~dire les éléments fixés par
)
De part les définitions, M; = @ M¢. La graduation M = @ M,
£(0)=i cex

induit une représentation pf\‘/[/[F (notée py,p s'il n’y a pas ambiguité) de T
sur M. Appellons 7, (que nous noterons aussi 7 s’il n’y a pas ambiguité)
le tore image dans G Ly, donné par py,p.

Soit MFw la catégorie dite des ®-modules filtrés sur W, dont les objets
sont les W-modules N muni
— d’une filtration décroissante exhaustive et séparée formée de sous-
modules (Fil'(N));ez
— pour tout i € Z, d’une application o-semi-linéaire ¢* : Fil'(N) — N
telle que gpi|Fili+1(N) = ppitl
Les morphismes de cette catégorie sont donnés par les applications W-
linéaires compatibles aux filtrations et commutants aux ¢'.
Un exemple de module filtré serait A.;s, mais pour cela, il faut modifier
la filtration : en posant ¢ = I%CI)|FHI-(AC”_S), il faut poser Fil’(A..;s) = {0}
(cette filtration sera appelée la filtration tronquée de Acpis).

Pour pouvoir introduire un produit tensoriel et le Hom interne, il faut res-
treindre la catégorie : considérons MF4y, la sous-catégorie pleine de MFw
formée des objets N vérifiant :

— il existe i € Z avec Fil'(N) = {0} ;

— les Fil’(N) sont des facteurs directs dans N.

Alors, pour tout objet de MF4y, il existe un scindage de la filtration. De
plus, le produit tensoriel et le Hom existent (cf. [Win84], p.521).

Acris (muni de la filtration tronquée) est un objet de MF%y, ce que nous

garderons en mémoire pour la définition de V¢pis.

Considérons MFwy ¢ la sous-catégorie pleine de MF7yy, formée des W-
modules N de type fini tels que 3" @*(Fil*(IN)) = N. C’est une ®-catégorie
€L
abélienne, Z,-linéaire, qui possede des Hom internes.

Pour tout objet N de MFw i, il existe une structure de ®-module
gradué : si (N;)iez est un scindage de (Fil'(V));ez, posons pour x € N tel
que z = Y ; avec x; € N;y fy(z) = 3 @iy (xi). Alors, (N, (N;), fn) est

1 (]
bien un ®-module gradué. Réciproquement, si M est un ®-module gradué,
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en posant Fil'(M) = @©;>;M; et pour x € Fil'(M) tel que = Y 2, avec
J
z; € Mj, '(x) = 3 p"f(x;), M est alors muni d’une structure de ®-
Jj=i
module filtré.
Le résultat principale démontré dans [Win84] (Théoréme 3.1.2 p.529) est

le théoréme suivant :

Théoreme 7. La méthode qui est décrite ci-dessus permet de construire
une équivalence de ®-catégories entre MG]{’Mtf et MFw f.

Plus précisement, pour tout objet N de MFwy ¢, il existe un et un seul
scindage de la filtration de N tel que le ®-module gradué qu’il définit soit
bon, et ce scindage vérifie les propriétés de fonctorialité attendues.

Posons enfin MF[&}b] (resp. MFE1 ’b}) la sous-catégorie pleine de MFvy ¢
formée des W (resp. k)-modules libres tels que Fil*(M) = M et Fil*T} (M) =
{0}. Notons MFw = MF™% MFY, = MFG" et MFE! = MFL™"
(de méme en remplacant W par k).

Soit D un ®-module filtré sur X admissible. Alors il possede des sous-
réseaux fortement divisible, M, c¢’est-a-dire un réseau M vérifiant

> p'(Fi(D)N M) = M.
1EZ
En posant Fil'(M) = Fil'(D) N M, ¢' = p~ @]Fﬂz , M devient un @-
module filtré sur W. Posons alors D; := K @y M; pour tout i € Z, Dg, =
K @w Mz, Dg{p =K Qw Mgﬁ , D¢ := K ®w Mg. La graduation (D¢)eex
correspond a un morphisme du protore 1" xz, Q) dans GL D> noté vp.
P

Ces définitions ne dépendent pas du choix de M.

Remarque 8. Si M est un objet de MFwy ¢ libre sur W, en posant D :=
K@w M, Fil'(D) := K@wFil'(M), et pour z; € Fil'(M), ®(x;) := p'y(x;),
lobjet D ainsi construit est un ®-module filtré sur IC faiblement admissible
(et donc en fait admissible) dont M est un réseau fortement divisible. Par
contre, différents M peuvent donner le méme D. Nous noterons Dj; ce
®-module filtré sur K faiblement admissible construit a partir de M.

1.5. Foncteur de Fontaine-Laffaille.

Définition 9. Pour tout objet M de MFwy ¢ tel que Fil' (M) = {0}, nous
définissons la représentation galoisienne Vpis(M) par :

Vcris(M) - (FllO(M w Acm’s))(p():l

Si M est libre comme W-module, Vpis(M) est un Zy,-module libre (c’est
un sous-réseau de Veris p(Dar)).



252 Lionel DORAT

En effet, rappelons que A.-;s muni de la filtration tronquée est un objet de

0_
MF%, M aussi, donc le produit tensoriel existe, et (Fil’(M @ Agris))” =t
a donc un sens.

Remarque 10. Cette définition s’étend en la définition du foncteur V¢pis
de la sous-catégorie pleine formée des objet de MFwy ¢ tels que Fil'(M) =
{0} vers la catégorie des représentations galoisiennes (continues) sur Zy.

Théoréme 11 (Théoreme de Fontaine-Laffaille). Une fois restreint a la
sous-catégorie pleine des M vérifiant Fil>"P(M) = M et Fil*(M) = {0},
le foncteur Vepis ainsi défini est exact et pleinement fidéle. De plus si M
est libre sur W, Vpis(M) est un réseau de la représentation galoisienne
associée a Dy (c’est-a-dire que vgy (Veris(M)) = rgy (M)).

Remarque 12. N. Wach a montré qu’'un quasi-inverse de V¢, est donné
par

Dcris(T) = U A
A € MFy
A C (T ®Zp 1407“1'3)F’C

Pour la suite, nous aurons besoin d’introduire 1’équivalent du foncteur
Veris sSur MF%&I L’idée est alors de faire une torsion a la Tate : suppo-
sons 0 < h < p%z’ notons W[—h| le ®-module filtré dont le W-module

. i Wsii<—h
sous-jacent est W, Fil'(W[—h]) = { Osii> —h
rappelons que Z,(1) représente le Z,-modulue de rang 1 muni de I"action
de I'k donné par le caractere cyclotomique, Z,(h) est la représentation ga-
loisienne Z,(1)®" pour h > 0 (et Zy(h) = Z,(—h)* si h < 0); définissons
alors le foncteur Vepis par Vcris(N) = Veris(N @ W[—h]) @z, Zy(—h) pour
N objet de MF%&, et Vcris( ) = Verisp(f) restreinte a Vcris(N ) pour

et o M(z) = o(x), et

f: N — N’ fleche de MF%&’ Nous noterons Dgyis un quasi-inverse.

2. Tore de ’inertie modérée

2.1. La représentation de Ts. Notons, pour tout s € N*, T le groupe
algébrique sur Z, tel que pour R une Zp-algebre, Ts(R) soit le groupe
(R®z, Zps)* des éléments inversibles de la R-algebre R®z, Zys. Le groupe
Ts xz7, Qp est donc le tore restriction des scalaires a la Weil du tore G, /Qyps
de Qps a Q. Notons X, pour v € Gal(Fps /IF},) le caractere défini sur T(R)
par X, (r ® A) = y(\)r (en considérant 'isomorphisme

(R®z,Zp) ~ I (®)
~EGal(Fps /Fp)
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pour R une Zjps-algebre, X, est juste la projection canonique sur la compo-
sante 7). Notons T = @TS ou les morphismes de transition sont induits
par la norme.

Soit p : I'x — GL(U) une représentation continue (pour U un Z,-module
libre de type fini), fixons-nous une section 7 de 'inertie modérée, ce qui
nous permet de parler de I'image par la représentation de 'inertie modérée.
Cette image est d’ailleurs un groupe cyclique d’ordre premier a p, et pon
se factorise par la projection de I'inertie modérée sur un Fy.. A I'aide des
représentants de Teichmiiller, nous voyons Fy. inclus dans Z;. = Ts(Zp).
Puis, il ne reste plus qu’a bien choisir parmi les représentations de T dans
GL(U) qui releve la représentation de F,. induite par l'inertie modérée.
Nous allons considérer celle qui a les mémes poids que les poids de Hodge-
Tate de p (dans le cas ou p est de Hodge-Tate), que nous noterons p1, c’est
a dire, si Z"v est une droite propre pour 'action de Fp. sur U ®z, Z)", et

s—1 0
Z “jz P’
que € (un générateur de F}",s) agisse par la valeur propre 7=° avec les
a§~z) € [0,p — 1] non tous égaux a p — 1, alors le caractére de p; sur Zy"v
s=1 4@
A J
sera donné par ‘Ho X
j:

Les ag-l) sont, dans certains cas, congrus modulo p a des poids de Hodge-
Tate de p. Par exemple, si les poids de Hodge-Tate sont dans [0,p — 2]
(pour pouvoir utiliser le foncteur de Fontaine-Laffaille), la représentation
galoisienne U/p posseéde une suite finie de Jordan-Hélder, ce qui permet
de se ramener aux représentations simples, et ’action du groupe de Galois
est alors décrit a l'aide des sauts de la filtration du module associé par
le foncteur de Fontaine-Laffaille (donc a 'aide des opposés des poids de
Hodge-Tate de U), cf. théoreme 5.3 page 570 de [FL82] (faire attention que
le foncteur utilisé dans I’article de Fontaine et Laffaille est le ”dual” de celui
utilisé ici). Le théoreme 64 de notre article donne un résultat plus fort.

Définition 13. Supposons que les poids de Hodge-Tate de U soient dans
[0,p — 2]. Notons Inv : z € GL(U) + z~' € GL(U). Nous appelerons p¥
la représentation de T donnée par pgr = Invopy, et (Tpyy )y son image.

Remarque 14. Le fait de ne pas prendre p;, mais son inverse permet de
prendre en compte le fait que les poids de Hodge-Tate sont les opposés des
sauts de la filtration du ®#-module filtré correspondant.

Remarque 15. Dans le cas d’une représentation cristalline abélienne V'
sur Qp, la représentation de T xz,Q), caractérisant V' est donnée par la
méme formule que ci-dessus, a la différence que les ag-l) qui interviennent
sont les poids de Hodge-Tate (donc non nécessairement dans [0,p — 2]), et
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seuls leurs réductions modulo p peuvent s’interpréter a 'aide de I'image de
I'inertie modérée.

Pour la suite, si U est a poids de Hodge-Tate dans [a,p — 2 + a], nous

définirons PZT a l'aide d’une torsion a la Tate, c’est a dire pTUM = pZ;@ZP(*“) ®
Zp(a)
PLbN

mr

2.2. Lien entre p . et p,,.. Dans [Dor07], nous construisons un isomor-
phisme de foncteur f tel que pour N objet de 1\/IF§‘}1 (avec 0 < h < p—2),
fy est un isomorphisme

fnv: Vcris(N) ®Zp Ogm — N ®Qw O’\M

pour une certaine Zjy-algebre (’)gm plate sur Z, (pour plus de détails sur

Oz , cf. [Fon90] p. 257, ou bien les rappels de [Dor07]). Le théoreme 49 de
[Dor07] nous donne en particulier que f[%] eIsom®(wy®q, K, wp) (Oz [%])
Proposition 16. Soit 0 < h < p—2, et N un objet élémentaire de MFY,,
alors pour tout x € T(Ognr), égalité p (x) = fy o pX:ris(N) (z) o fy' est
vérifiée.

Démonstration. Comme fy est un isomorphisme de Vepis(IV) ®z, (’)g sur

N @w Og , il suffit de montrer que pour tout z € T(Oz [%]) nous avons

Iégalité pyp(z) = fngywk © P, (T) © f&%)w,c (c’est a dire une fois p rendu
inversible).

N ®w K est alors un module élémentaire sur K, or la catégorie des
modules élémentaires sur I est une catégorie tannakienne, et le foncteur
oubli est un foncteur fibre a valeurs dans les K-espaces vectoriels. Le groupe
pro-algébrique correspondant est alors justement T xz I, et si D est un
module élémentaire sur K, la représentation de T xz, K associée est donné
par p, Xw K (un résultat plus général, analogue a la proposition 18 de
cet article, est montré dans [Win84] partie 4).

De plus, en notant wp le foncteur oubli qui a un module élémentaire
D sur K associe le K-espace vectoriel sous-jacent, et wy le foncteur de
Fontaine, qui a D associe le Qp-espace vectoriel sous-jacent a Vepis p(D),
alors les ®-isomorphismes entre ces deux foncteurs, Isom® (wy xq, K, @p),
forment un torseur pour le schéma en groupe Aut®(wp) (qui n’est autre
que T xz,K) des ®-automorphismes du foncteur wp.

Dans [Win91], J.-P. Wintenberger a construit un K-point g de ce torseur.
Si D est un module élémentaire sur I dont les sauts de la filtration sont
dans Pintervalle [—(p — 2),0], alors g5' o pye © gp est une représentation
de T xz,K qui se trouve étre celle décrite au paragraphe précédent, c’est a
dire p,,. = gBl oppe 09D (’est une retraduction de la construction explicite

de g).
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Le théoreme 49 de [Dor07] donne f[%] € Isom®(wy xq, K, @wp)(Oz [%]),
donc f [%] et g different d'un élément de T xz7,K(Oz [;1)}) (puisque ce sont

deux éléments du T xz, K-torseur Isom® (wy xq, K;@p), qui sont définis

sur Ofm-[%})’ autrement dit, il existe un élément ¢ € T XZPIC(OgW[%]) tel

que pyp(t)og = f[}%], et comme T xz K est abélien, nous aurons bien que

pour tout z € T(Og [%])7

.1 1 _ _
fDl[];] © Pyr ($) © fD[];] = ng © PmF (t) o Pmr (x) © PmE (t) © gD

= 91" © pe () 0 g0 = p,. (7)
0

Ce qui nous intéressera, pour la suite, c’est le résultat que nous venons
de montrer, modulo p. Pour plus de clarté, nous allons donner une autre
démonstration, plus directe, qui fait apparaitre la construction de la repré-
sentation p, . (la démonstration qui suit pourrait d’ailleurs s’adapter sans
probléeme a la situation précédente) :

Démonstration. Soit N un objet de MF h (en particulier, c’est un k-espace
vectoriel de dimension finie) élémentaire avec 0 < h < p — 2, et montrons
que pour tout = € T(Ogﬂr/p), P () =y op,. (2) o it

Comme N est élémentaire, c’est une somme directe de modules simples,
donc il suffit de prouver le résultat pour N simple, c’est a dire lorsqu’il

n—1
existe § € X tel que N = @ N,ig) si n = [{] est la période de & (cf.
i=0

paragraphe 1.4) et dimy(N,:()) = 1 pour tout i € [0,n —1]. Nous pouvons
alors trouver pour tout i € [0,n—1], e; € Nyi(¢y non nul, tels que (€;)icz/nz
soit une base de N sur k, et Vi € Z/nZ, e; € FilEO(N) et ¢80 (e;) = e;41
(voir par exemple [FL82] partie 4).

Notons €, € Aqs 71a” période associée a la représentation de Lubin-
Tate de hauteur n pour I'uniformisante p, c¢’est & dire que Q,, € Fil! (Acris)\
Fil*(Acris), " () = P et Vy € Tie, 7(Qn) = Xn(7)Qn 00 Xy : T — Z2n
est le caractere donnant l’action de ' sur le groupe de Lubin-Tate de
hauteur n (cf. [Col93] et [Col92] pour plus de détails sur ces périodes).

oo "= [T () —n(n—j)
Posons alors pour 1 € X,, quelconque, z(n) = an(o) H lpn] ,
j=1
et pour tout i, posons v; = x(0%(£))e;; (Vi)ieznz €st alors une base du
k-espace vectoriel Vpis(N) ®r, k, et I'action de I'x est donnée par :

] —&(n+i—j) v,

n—1
Wy € T, 1(v) = Xa(7) O IT [0 (Xa(1)
j=1
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En particulier, I'image est abélienne, et (vi);cz/,,7 est une base de vecteurs
propres. De plus, si 7 est un générateur de 'inertie modérée, X,(y) = ¢
est un générateur de K., et alors v agit sur v; par multiplication par
n—1
o > —PIE(n+i—j)
A = e €0 H g P EFiI—T) — gi=0 (car o(e) = €P). Nous avons
Jj=1
(1)

donc les coefficients a;” pour construire la représentation p,,,. Pour obtenir

la proposition, il suffit donc de montrer que f&l((’)g /p-€;) = Oz /v,
ou plus simplement, que fy'(e;) € Oz /p.vi pour i € Z/nZ (car fy est
bijectif).

Soit v un générateur de l'inertie modérée, considérons alors

g:=p(7): Veris(N) — Veris(NV)

I’endomorphisme égal a l'image de + par la représentation p : I'x —
GLy,,..(v)- C'est un endomorphisme de Vris(IV) qui commute a I'action
du groupe de Galois, car la représentation est abélienne, donc f étant un
isomorphisme entre le foncteur de Fontaine N +— V.is(N) et le foncteur
oubli N +— N, nous avons (apres extension des scalaires) fyog®p, Id 01‘]?,1 =
Deris(g) ® Id. Notons \; la valeur propre associée au vecteur propre v; =
x(0?(€))e; de 'endomorphisme g. Alors g(v;) = \;v;, et par un calcul direct,
Deris(g)(e;) = A\ie;, donc f&l(ei) est un vecteur propre de g ®r, Id, associé
a la valeur propre A;. Comme ’espace propre associé est de dimension 1,
engendré par v;, nous avons bien f;,l(ei) € (’)gm /p-v;. O

Nous aurons besoin de ce résultat dans le cas ou N est un objet de
-2
MF%E&' (avec 0 < h < pT), ce qui revient juste a faire une torsion a la

Tate. Le fopcteur Veris se transforme en \Nfcris, et pour f, il nous faut alors
considérer fy = fygw(—y ®tf5i ] (dont les propriétés sont décrites dans
Enr

le théoreme 54 de [Dor07]). Nous obtenons alors la proposition :

p—2

Proposition 17. Soit0 < h < , et N un objet élémentaire de Mth,

alors pour tout x € T(Og [p) nous avons l’égalité

3. Etude sur k

3.1. Les groupes Gy, ég\/‘, et Gy, é’v. Considérons M un objet de
MFw ¢ tué par p (donc, un k-espace vectoriel). Prenons (M[i]) une suite
de Jordan-Holder, et soit r Pentier qui vérifie M[r] = M et M[r — 1] # M.
Comme M [i]/M[i — 1] est un objet simple, il est en particulier élémentaire.
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Soit Gy le schéma en groupes affine associé & la catégorie tannakienne
engendrée par M (notée Tan(M)) dans MFwy ¢ et au foncteur fibre qui

a M associe Mgi = M7 (cf. paragraphe 1.4 pour ces notations). Le

groupe Gy s’identifie aux éléments de GLjy; qui induisent sur tout objet
de Tan(M) un isomorphisme défini sur Mgi , qui laissent stable sous-objet,
objet quotient, produit tensoriel, dual, et qui commutent aux morphismes

de Tan(M).

Proposition 18. Gy est le plus petit sous-schéma en groupes affine de
GLMZee qui soit défini sur F), et qui, aprés extension des scalaires a k,
P

contienne up et 7.

Démonstration. En effet, nous devons prouver que si H est un sous-schéma
en groupes de G s qui est défini sur [, et est tel que H X, k contienne upy
et 7, alors H = G ;. 1l suffit pour cela de prouver que le morphisme de H
dans G est fidelement plat, et donc (cf. [DMOS82], prop. 2.21.a) que le
foncteur naturel de Tan(M) dans la catégorie des représentations linéaires
de H est pleinement fidele, et que son image est stable par sous-objet.

Si N et N’ sont deux objets de Tan(M), une application [F,-linéaire de
N%: dans (N’ )%‘; commutant & u et a 7 apres extension des scalaires est
un morphisme dans MFw ¢¢ (donc dans Tan(M)) : en effet, cela résulte
directement de ce que N = Nzi ®p, k et si N¢ est 'espace propre associé
au caractére & de 7, alors Fili(N) = @ Ne, fn = un offvé et N% = NI

£(0)=i
(idem pour N'). Cela prouve la pleine fidélité.

Prouvons la stabilité par sous-objet. Si N est un objet de Tan(M), et si
(N’)%‘; est un sous-F-espace vectoriel de Ngﬁ tel que N/ = (N’)%‘; ®r, k est
stable par 7 et uy, de méme qu’avant, nous avons que N’ est un sous-objet
de N dans MFw ¢, qui est donc dans Tan(M). O

Corollaire 19. Le groupe Gy est réduit (donc lisse) et conneze.

Démonstration. En effet, érj\jd est un groupe algébrique défini sur I, inclus

dans Gy, et qui a les mémes points sur k. Donc ujys et 7 sont dans érj\jd,

e , . ol —red
et par la proposition précédente, nous avons donc bien Gy = G, .

Le groupe Gy xp, k contient 7, donc contient le groupe & un parametre
has associé a la graduation M = @& M;. Ce groupe est I'image de G,,, par un
morphisme de groupes algébriques, donc est connexe et contient 1’identité,
donc est inclus dans la composante connexe de l'identité, (Gar x, k)°.

Si G n’est pas connexe, la composante connexe de I'identité 634 est un
sous-groupe distingué, donc il existe une représentation Gy — GLx (donc
N est un ®-module filtré dans la catégorie tannakienne engendrée par M)
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dont le noyau est exactement 634 (cf. Théoreme 5.6 de [Bor91]), et donc le
®-module filtré N est non trivial (car le groupe de la catégorie tannakienne
engendrée par N est isomorphe & Gy /GOM) De plus, @JM X, k contient
(G XF, k)?, donc le groupe a un paramétre hys agit trivialement sur N.
Or la graduation est fonctorielle, donc hy est égal a I'image de hjs, donc
agit trivialement, donc N = Ny, donc N est trivial, ce qui contredit le fait
que la catégorie tannakienne qu’il engendre ait un groupe non-trivial. [

Proposition 20. Soit Uys le sous-schéma en groupes affine de éMlormé
des éléments unipotents, alors Uy est un sous-groupe distingué de Gy et

aM:UMIXT

Démonstration. Cela vient du fait que M est extension d’élémentaires, et
pour N élémentaire, Gy = 7. Puis, la matrice d'un élément de G écrite
dans une base adaptée pour la filtration (M[i]) de M appartient au groupe
‘Hr dont les éléments s’écrivent :

Xo % o
0 Xi
0o --- 0 X,

ou pour 0 < s <r, X correspond a la matrice agissant sur M{s]/M|s — 1]
(qui est un module élémentaire) et est donc une matrice diagonale corres-
pondant & Ty(s/a[s—1)(t) pour un certain ¢ (avec t ne dépendant pas de
s). De plus, les unipotents de Hj; forment un sous-groupe distingué noté
Unrr, et Har est le produit semi-direct de 7j; (qui est un tore maximal) et
de Uy, d’ou le résultat. O

Définition 21. Notons Gy; = {g € GLyslg induit sur M et End(M) une
application qui commute aux morphismes, qui laisse stable sous-objet (de
M ou End(M)) et qui agit comme un élément de 7 sur les élémentaires
construits comme quotient de deux sous-objets (de M ou End(M))}, et
U}, ses unipotents. 62\4 est un sous-schéma en groupes affine de GLjy; qui
contient Gjy.

Proposition 22. Uj, est un sous-groupe distingué de 53\4, et élM =
Uy x T.

Démonstration. Le fait que 7 soit inclus dans é’M provient de la foncto-
rialité de 7. Les conditions ”laisse stable sous-objet” et ”qui agit sur les
élémentaires construits comme quotient de deux sous-objets comme un élé-
ment de 77 donnent que é’M est inclus dans Hjy. 0

Remarque 23. Nous allons prouver que G et G, sont presque égaux : le
théoreme principal de cette section (le théoreme 45) nous donne qu’ils ont
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méme groupe dérivé, et un corollaire nous donne qu’ils ont méme éléments
semi-simples.

Nous venons de construire deux schémas en groupes affines pour M. Fai-
sons de méme du c6té galoisien : soit V = Vp45(M), I agit naturellement
dessus, et I'image est finie (puisque V' est un Fp-espace vectoriel de dimen-
sion fini). Si N est élémentaire, Paction de I'c sur V¢pis(IN) se factorise par
I'inertie modérée (en effet, I'inertie sauvage agit trivialement modulo p sur
les périodes des Lubin Tate). Donc, suite a la filtration (M[i]) de M, un
élément de l'inertie sauvage agit via la matrice

Lo o« o s
0 I
0 -~ 0 I,

ou I correspond a la matrice identité sur Vepis(M[s])/ Veris(M[s — 1]).

Quel schéma en groupes affine pouvons-nous alors associer a V' 7 Pour
I'image de I'inertie modérée, nous avons le tore 7p,;. Pour I'image de 'inertie
sauvage, nous venons de voir que c’est un groupe unipotent. Elle a en plus la
particularité que pour g1, - - , g, des éléments quelconques de cette image,
(91 — Id) o --- o (g, — Id) = 0. Nous pouvons donc essayer les méthodes
exposées dans [Nor87|, quitte & imposer des conditions sur p : sip > r+1,
alors tout élément de ce groupe est d’ordre p, donc nous pouvons définir
Uy comme le sous-groupe algébrique de G Ly engendré par les groupes a
un parametres t — ! (ot 2! = exp(tIn(x))) avec z élément de I'image de
'inertie modérée. Appellons Gy le groupe de GLy engendré par Ty, et Uy .
Nous avons aussi Gy = Uy X Tpyy.

Définissons alors GQ/ de la méme facon que é/M : @lv = {g € GLylg
induit sur V' et End(V') une application qui commute aux morphismes, qui
laisse stable sous-objet (de V' ou End(V)) et qui agit sur les élémentaires
construits comme quotient de deux sous-objets (de V' ou End(V')) comme
un élément de 7y, }. Alors, de méme que pour é/M, éQ/ est un groupe
contenant Gy, et si Ui, est I'ensemble des unipotents de élv, alors Uj, est
un sous-groupe distingué tel que GIV = Ui, X Ty

3.2. Groupes engendrés exponentiellement.

3.2.1. Ftude de certains groupes de matrices. Pour ce paragraphe,
soit K un corps de caractéristique p, n et r deux entiers tels que n > r+1,
(ng,- -+ ,n,) un r + l-uplet d’entiers strictement positifs tel que Y n; = n,
et notons U (en toute rigueur, U(no,--- ,n,)) le sous-goupe de GL,(K)
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formé des éléments de la forme

In, * *
0 In
0 0 I,

avec I, la matrice identité de taille n; x n; (le groupe Ups(k) rentre donc
dans ce cadre), et N la K-sous-algebre de Lie de M, (K) formée des élé-
ments de la forme

0 =x *
0 O

S
0 0 0

ol le i-eme 0 sur la diagonale est un bloc carré de taille n;.

Lemme 24. Sip > r + 1, alors pour tout x € U, nous pouvons définir
In(z) a laide de la série entiére définissant In(1 + x). De plus, In restreint
a U est un polynome, et induit une bijection (dont la réciproque est juste
exp, qui restreinte a In(U) est aussi un polynome) de U sur N .

En outre, la formule de Campbell-Hausdorff est valable surU. Plus exac-
tement, V(z,y) € U?, si X :=In(z) et Y :=In(y), alors

1 p!
In(zy) = X +V + S [X, V] + > Ci(X,Y)
=3

avec Ci(X,Y) appartenant a la Fp-algébre de Lie L engendrée par X etY
(en fait, nous avons méme que C;(X,Y) appartient a [L,L]).

Démonstration. La premiere partie provient juste de ce que pour = € U,
(r — 1)""1 = 0, et donc (z — 1)? = 0 car p > r + 1. Par conséquent, la

-1 i+l
série In(1 +¢) = Y %tl peut étre évalué en t = x — 1, et donne
i>1
LR
In(z) = 3 —F— (@ —1)"

Pour ia formule de Campbell-Hausdorff, il suffit de remarquer quelques
points : elle est vrai sur les matrices de la méme forme a coefficients réels,
ce qui donne une égalité formelle entre polynomes; puis les coefficients
intervenants sont des rationnels dont le dénominateur est premier a p (car
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nous avons la formule de récurrence

[X -Y,Cs(X, Y)]
2(s+1)
S B S0 (X V), [ (G (X, V), X 4 Y]]

1§K%s—kl

C(s+1 (Xv Y) =

ou la seconde somme porte sur les k; > 0 tels que k1 + --- + ko = s, et ou
les Bo; sont les nombres de Bernouilli, donc avec dénominateur premier a p
si s +1 < p); enfin, pour pouvoir appliquer ceci, il suffit de remarquer que
si (x;) € U, alors le produit des In(z;) est nul (ceci quelque soit I'ordre
du produit). O

Proposition 25. Sip > r+ 1 et si Uy est un sous-groupe de U, alors
In(Ur) (c’est-a-dire {In(u) pour u € U1 }) est une Fpy-algébre de Lie.

Réciproqguement, si L est une Fy,-sous-algebre de Lze de N, alors exp(L)
(qui est par définition {exp({),l € L}) est un sous-groupe de U.

Remarque 26. Ceci s’appliquera en particulier a U; = Ups(K) ou bien
Uy =Uy(K) et K =kE.

Démonstration. Uy est un groupe, donc si u € Uy, u’ € Uy pour tout i et
uP = Id, donc In(U;) est stable par multiplication par un scalaire dans F,,.
Pour dire que c’est un espace vectoriel, il reste a voir qu’il est stable par
addition, et cela va provenir de la formule de Campbell-Hausdorff.

Montrons par récurrence qu’il existe des polynoémes (Pj(l))igjgp—l de
K[X,Y] (nous considérons ici les polynémes généralisés, c’est-a-dire que

XY # Y X) homogenes de degré j, tels que si exp(x) et exp(y) sont dans
U, alors z; :=exp(z +y + Z P ( y)) € Us.

Pour ¢ = 2, c’est la formule de Campbell-Hausdorff. Pour ¢ = p, nous
obtenons exp(az +y) € Uy, ce qui est le résultat cherché. Supposons la for-
mule vraie pour i et pour tout = et y dans In(U;). Alors, comme In(Uy)
est stable par multiplication par un scalaire, pour tout A € TF,, nous
pouvons remplacer x par Az et y par Ay, et donc nous obtenons que

p=1 )
zix = exp(Az + Ay + 2 )\JP]-(Z) (z,y)) € Uy (car les polynomes Pj(z) sont
j=i
supposés homogenes). De plus, pour tout p € IF,, nous avons aussi que

z; 1 = exp(—px — py + E( ) pli )(x y)) € Uy, donc en faisant le produit,
7=t
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nous obtenons z; "'z; » € Uj. Or, en applicant la formule de Campbell-
Hausdorff, nous obtenons

. p—1 )
stz = exp((A =z + A=y + N = PP @)+ 3 QT (,y))
j=it1

avec Qgiﬂ) polynéme homogene de degré j (car [—u(z+y), A(z+y)] = 0). 11
suffit alors de prendre A* = p avec A # p (ce qui est possible, car i < p—1).
D’ot, en itérant, nous obtenons bien (si i = p) que exp(z + y) € Uy.
La formule de Campbell-Hausdorff nous donne aussi que si exp(x) et

exp(y) sont dans Uy, alors

p—1

exp (@) exp(y) exp(—x) exp(—y) = exp([a,y] + Y Rj(z,y))

j=3
ou Rj(x,y)) est un polyndme homogene de degré j. Puis une récurrence
semblable a celle ci-dessus nous donnera que exp([x,y]) € U;.

La réciproque est une application directe de la formule de Campbell-
Hausdorff. O

Introduisons la définition suivante (nous nous plagons en fait dans un
cadre plus restreint que Nori dans cf. [Nor87], et nous obtiendrons des
résultats plus précis)

Définition 27. Soit H un sous-groupe de U, il est dit engendré exponen-
tiellement s’il existe S C N tel que H est le groupe engendré par les groupes
a un-parametre t € K +— exp(tx) e Y on x € S.

Proposition 28. Supposons p > r + 1. Soit L C N une K-sous-algébre
de Lie de N, alors exp(L) est un sous-groupe de U engendré exponentiel-
lement.

Réciproquement, si H est le sous-groupe delU engendré exponentiellement
par S, alors In(H) est la K-algebre de Lie engendrée par S.

Démonstration. La premiere affirmation est une conséquence immédiate de
la définition et de la proposition précédente.

Soit donc H un sous-groupe de U engendré exponentiellement par S, et
notons L la K-algebre de Lie engendrée par S. Comme S C L, nous avons
H C exp(L) (car si z € S, pour tout t de K, tx € L), et en repassant
au logarithme (qui est une bijection) nous obtenons In(H) C L. Mais par
définition, In(H) contient Kz pour tout z dans S, donc comme In(H) est
stable par addition et crochet de Lie, il contient ’algebre de Lie engendrée
par {Kx},cs, qui est bien L, donc L = In(H). O

Proposition 29. Soit p > r+1. Soit Uy un sous-groupe de U, alors Uy est
engendré exponentiellement si et seulement si pour tout u € Uy et pour tout
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te K, 2" = exp(tln(u)) € Uy. Donc Uy est engendré exponentiellement si
et seulement si In(Uy) est une K-algébre de Lie.

Démonstration. C’est une retraduction des propositions précédentes. O

Proposition 30. Si U; est un sous-groupe de U engendré exponentielle-
ment, alors il est algébrique.

De plus, si K est algébriqguement clos, en notant ffvl le groupe algébrique
réduit associé & Uy (c’est-a-dire Uy(K) = Uy), Uapplication In induit un
isomorphisme de variété algébrique de 5’1 sur espace affine de dimen-
sion dimg (In(Uy)). Par conséquent, si Uy est engendré exponentiellement
par des éléments de M,(K,) (o Ky est un sous-corps), Uy(Ky) est en-
gendré exponentiellement sur Ky par les mémes éléments, et In(Uy) =
ln(Ul(Kl)) QK K.

Démonstration. Uy est algébrique car x € U si et seulement si In(z) €
In(Uy), or In restreint & U est un polynéme et In(U;) est un K-espace
vectoriel. L’assertion suivante provient juste de ce que In(U;) est un K-
espace vectoriel et K un corps algébriquement clos. O

Remarque 31. Tout sous-groupe de U n’est pas nécessairement engen-
dré exponentiellement si K # [F,. Donnons deux contre-exemples : le pre-

. . 1 N
mier est le groupe de matrices { ( 0 (11 ), avec a € F,}; le deuxieme est

1 a 0 O
010 0 ‘ . ,

{ 00 1 a0 |3VeCaE K} (si K est algébriquement clos, c’est les
0 0 0 1

points dans K d’un groupe algébrique isomorphe a G,, donc connexe).

3.2.2. Exemples de groupes engendrés exponentiellement. Gardons
la situation et les notations introduites précédemment.

Proposition 32. Supposons p > 2r + 1. Alors Uy,;(K) est engendré expo-
nentiellement.

Démonstration. Rappelons le lemme suivant (cf. [Nor87], lemma 1.4) :

Lemme 33. Soit M un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit S
un ensemble de GLy(K) formé de matrices nilpotentes d’ordre p. Soient
Wi C Wo C M des sous-espaces vectoriels. Alors il y a équivalence entre
les deux propriétés suivantes :

(1) s(Wy) C W1 pour tout s € S
(2) W1 et Wy sont stables sous Uaction de < exp S > (le sous-groupe

engendré par les exp(s), pour s € S) et laction de ce groupe sur
Wy /W1 est triviale.
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Démonstration. C’est une conséquence immédiate de ce que exp et In sont
dans ces cas-1a des polynémes a terme constant égal a 1 et 0 respectivement.
O

Nous cherchons & montrer que si u € U}, (K), alors pour tout t € K, u' €
Ujs(K), ce qui concluera. Or, In(u) est d’ordre r + 1, et comme nous avons
p > r+1, nous pouvons appliquer le lemme précédent. Par conséquent, si V'
est un sous-espace vectoriel de M, u € G Ly, laisse stable V si et seulement
si In(u) laisse stable V' (il suffit de prendre Wi = Wy = V dans le lemme
33). Or tIn(u) laisse stable V', pour ¢t € K, donc exp(tIn(u)) laisse stable
V. Donc u laisse stable V si et seulement si u! laisse stable V pour tout
te K.

De plus, comme u est unipotent, s’il agit sur un espace quotient de deux
sous-objets de M qui est un élémentaire, il doit agir comme 'identité (c’est
la condition qu’un élément de @/M agit sur un élémentaire comme un élé-
ment de 7 (dont le seul unipotent est I'identité)). Dans ce cas, le lemme
nous donne que u! agit sur cet élémentaire aussi comme l'identité.

Pour I'action sur End(M), le lemme 1.5 de [Nor87] va nous donner pour
End(M) I’équivalent du lemme 33 pour M. Mais comme notre cadre est un
peu plus précis, nous pouvons affaiblir (un peu) les hypotheses du lemme
(au lieu d’avoir p > 2dimg(M) — 1, nous aurons p > 2r + 1) et nous
utiliserons le lemme 35.

En prenant Ups(K) pour le U du paragraphe précédent, nous obtenons
que si p > r+ 1, le logarithme d’'un élément de Ujp;(K) est bien défini et
L =In(Up(K)) est une K-algebre de Lie vérifiant :

V(zg, -+ ,ap) € L, zoxy -+ xp =0
Rappelons en outre le lemme suivant :

Lemme 34. Soit x € L, alors ad(x) est nilpotent d’ordre p. Sip > 2r +1,
nous avons en plus que exp(ad(z)) = Ad(exp(x)).

Démonstration du lemme. 1l suffit de faire la méme démonstration que celle
du lemme 1.2 de [Nor87]. Nous utilisons juste que 2" = 0 au lieu de 2 = 0
pour dire que L' RE™* =0 pour 1 <i<p—1. Il

Nous pouvons maintenant énoncer :

Lemme 35 (lemme 1.5 de [Nor87]). Soit Wi C Wy C End(M) des sous-
espaces vectoriels, et S C L. Si p > 2r + 1, alors il y a équivalence entre
les deux propriétés suivantes :

(1) Vs € S, ad(z)(W3) C Wy

(2) Wy et Wy sont stables par laction adjointe de < exp S > et l’action
induite sur Wo /Wy est triviale



Tore de l’inertie modérée 265

Démonstration du lemme. En effet, soit S C End(M) le sous-ensemble dé-
fini par S = {ad(s)|s € S}. Par le lemme précédent, le groupe engendré par
S s'écrit < exp S >= {Ad(h)|h €< exp S >}, et il suffit alors d’appliquer
le lemme 33. g

Revenons alors a la démonstration de la proposition :

Si Wy C End(M), et Ad(u) laisse stable W7y, alors ad(In(u)) laisse stable
W1 (application du lemme 35). Donc, pour tout ¢t € K, ad(tIn(u)) laisse
stable W7 (car Wj est un K-espace vectoriel). Donc, par la réciproque du
lemme 35, Ad(exp(tIn(u))) laisse stable Wj.

Si de plus, Ad(u) laisse stable Wy et Wi C Wa tel que Ad(u) agisse sur
Wy /Wy trivialement (ce qui est le cas si Wa /W) est élémentaire), alors une
application semblable du lemme 35, nous donne que Ad(exp(tIn(u))) agit
trivialement sur Wy /W7.

Par conséquent, nous venons de montrer que pour tout u € Uj,(K), u
est un élément de Uj,;(K). Donc par le lemme 29, Uy, (K) est engendré
exponentiellement. O

t

Proposition 36. Supposons que K est algébriquement clos. Soit T un
sous-tore de GLy(K) scindé sur K (donc T est isomorphe a (K*)*, une
fois choisie une base des caracteres) ; ses poids sont dans Z°, et nous suppo-
serons qu’ils sont en réalité dans [[—%,OHSOU dans [-L72, %}]5. Soit Uy
le sous-groupe de Ups(K) normalisé par T, qui est le plus petit groupe nor-

malisé par T et contenant certains unipotents (uj) Supposons en outre que
pour tout j, il existe un groupe a un-parametre associé a T, M = @Mi(j), tel
que (u; —Id)(Mi(J)) C @k<iM]£])- Alors Uy est engendré exponentiellement.

Démonstration. Le tore T' agit sur End s par conjugaison, notons (Enday)e
les espaces propres associés (donc £ parcourt les caracteéres de T' pour l'ac-
tion adjointe sur Endjs, qui s’identifie a une partie de [[—%, %]]S par

N . sh s —2 p—2
hypothese (et § sera alors identifié a (&o,&1,---,6s—1) € [-557, 557]%)).
Montrons le lemme suivant :

Lemme 37. Sous les hypothéses et notations précédentes, pour tout u € Uy,
si In(u) = Y In(u)e avec In(u)e € (Endas)e est la décomposition de In(u)
3

susvant les espaces propres de l’action adjointe de T sur Endys, nous avons
In(u)e € In(Uy), ceci pour tout § caracteére de T'. De plus, si & # 0, pour
tout t € K, nous avons tln(u)¢ € In(Uy).

Démonstration. La derniére affirmation provient juste de ce que I'image
par un caractére d’un tore est un sous-tore de K*, donc soit K*, soit {1}
(car K est algébriquement clos).
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Nous pouvons supposer que T est isomorphe a K* (T étant scindé, cela
revient & montrer que In(u); = Z In(u)e appartient a In(U;) et a itérer
&l&o=1
le processus suivant les autres facteurs de T' = (K*)*).
Notons L = In(Uy). Comme U; est normalisé par T', L est laissé stable par
I’action adjointe de T" sur Endjs. Nous avons donc que pour tout ¢ € K*| si
S w; € L avec v; € End(M);, alors 3" t'v; € L, donc tIn(u) = Y t'In(u); €

(2 7 (2

L (ici, il faut comprendre tIn(u) comme étant ¢ dans le tore, agissant sur
I’élément In(u)). Donc, L étant un Fj-espace vectoriel, v = tIn(u) —In(u) =
> ajln(u); € L avec aj = t* — 1 # 0 pour tout ¢ non nul (pour ¢ bien choisi
i#0

dans K). Nous allons ensuite faire plusieurs récurrences a partir de 1’élément

v=>Y v € L.
1#0
Tout d’ abord par hypotheses sur les poids de T, si h est la partie en-
tiere de 2 T’ alors v = > v;. Montrons par récurrence que v\ =

i#0, —h<i<h
k(i,j)v; € L pour certains k(i,j) € K*. Si j = 0, nous pre-
1#0, —h+j<i<h—j

nons v(® = . Puis, nous posons Ut = ) — y() avec ¢ une racine
primitive (h — 7)™ de I'unité (qui existe, car 0 < h —j < p — 1), ce qui
donnera bien k(i,j+1) = (#—1)k(i, j) non nul si —h+j+1 <i < h—j—1.

Puis, si j = h — 1, nous obtenons k(1,h — 1)v; +k(—1,h—1)v_; € L. Si
t € ), nous pouvons soit utiliser la structure de F,-espace vectoriel pour
dire que tk(1,h — 1)v; + tk(—1,h — 1)v_y € L, soit utiliser 'action de T
pour dire que tk(1,h — 1)vy + ¢t 'k(—=1,h — 1)v_; € L, ce qui donne en
faisant la soustraction, (t —¢t~1)k(—1,h—1)v_1 € L. Nous pouvons trouver
t € Fp tel que t —t~1 # 0 (rappelons que p > 2), donc en utilisant la
derniere affirmation de la proposition (qui a été justifiée au tout début de
la démonstration), nous obtenons v_; € L, et de méme vy € L.

A partir de 13, comme v\"~2 € L, v_; € L, et v; € L, nous obtenons
k(2,h— 2)112—1—16( 2,h—2)v_g € L. Nous itérons le processus ... De maniére
générale, a I'étape ¢ quand nous avons k(i, h — i)v; + k(—i,h —i)v_; € L,
pour en déduire que v; € L et v_; € L, nous faisons de méme que ci-dessus,
c’est-a-dire qu’il faut trouver t € F,, tel que t* — 7% # 0, ce qui est possible
car 0<i1<h< p=2

En appliquant ceci & v = > «;In(u);, nous obtenons In(u); € L pour

i#0
tout ¢ non nul, mais comme In(u) = " In(u); € L, en faisant la soustraction,

(2
nous obtenons aussi In(u)y € L, ce qui donne le lemme. O
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Remarque 38. Ce lemme nous explique que le groupe des unipotents d’un
Borel n’est pas loin d’étre engendré exponentiellement : il suffit de savoir
que la partie In(U;)p est un K-espace vectoriel.

Revenons a la démonstration de la proposition : appliquons le lemme &
u = uj, I'un des unipotents Uy. Par hypothese, (uj—Id)(Mi(J)) - @quk(:j),
donc In(uj)g = 0. Par conséquent, le lemme nous permet d’affirmer que
pour tout &, pour tout t € K, tln(uj)g € L. Donc le groupe engen-
dré exponentiellement par les In(u;)¢ est inclus dans U;. Notons le Us.
Il contient par définition les u;. Il est normalisé par T, car si t € T,
texp(In(uj)e)t™! = exp(&(t) In(u;)) € Uz par définition. Donc c’est bien
Ui, par ’hypotheése de minimalité dans la définition de Uj. O

Corollaire 39. Le groupe Uys(k) est engendré exponentiellement si M est
un objet de 1\/IF£h avec 0 < h < 2%2 ou un objet de MFlfh avec 0 < h <
=

Démonstration. Nous prenons T' = 7(k), qui aura les poids dans le bon
domaine par hypothese sur h. Pour les u;, il suffit de prendre exp(In(uas)e)
et leurs conjugués par fff (puisque Gy est le plus petit groupe défini sur
M5 contenant ups et le tore 7). Puisque, si M = @& M; est la graduation
donnée par [Win84], nous avons (par définition de ups) (ups — Id)(M;) C
@j<iM;, donc In(ups)o (et donc, c’est pareil pour ses conjugués par f5if),
et nous concluons comme dans la proposition précédente. O

3.2.3. Groupes algébriques engendrés exponentiellement. Le théo-
reme des zéros de Hilbert nous donne qu’un groupe algébrique réduit inclus
dans un GLj; est caractérisé par ses points sur un corps algébriquement
clos. Nous pouvons donc étendre le travail précédent aux groupes algé-
briques réduits sur k (car k est algébriquement clos) :

Définition 40. Soit U; un sous-groupe algébrique réduit de Uy;. Uy est dit
engendré exponentiellement si Uj(k) l'est (pour la définition précédente).
Cela revient a dire que In définit un isomorphisme de variété algébrique de
U, sur lespace affine de dimension dimg(In(U;(k))), ou bien que si U; (k)
est engendré exponentiellement par S, alors U; est le groupe algébrique
engendré par les groupes & un-parametre (exp(ts)); pour s € S.

Remarque 41. C’est une définition moins générale que celle qu’étudie
Nori dans [Nor87] (puisque nous ne considérons que des sous-groupes de
Upr), mais nous avons ainsi des résultats plus précis.

Proposition 42. Avec cette définition, sous lhypothése p > 2r + 1, Uy
et (Uy;)™ (le groupe algébrique réduit associé a U}, ) sont engendrés expo-
nentiellement.
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Démonstration. C’est une application directe des propositions 36 et 32 [J
Deux remarques utiles sur les groupes engendrés exponentiellement :

Lemme 43. Soit Uy un groupe engendré exponentiellement, alors Uy est
connexe.

Démonstration. En effet, t — exp(tz) a une image connexe, et il suffit
d’appliquer la proposition 2.2 de [Bor91]. O

Proposition 44. Sip > r+1 et Uy est engendré exponentiellement, alors
lalgébre de Lie sur k, notée Lie(Uy), associée a Uy est Lie(Uy) = In(Uy (k)).

Démonstration. Nous savons déja que sous ces conditions In(Uy (k)) est une
k-algebre de Lie, et comme Uy est de dimension dimy In(Uy(k)), il suffit de
montrer une inclusion pour avoir 1’égalité. Or pour tout z € In(U;(k)), le
groupe & un-parametre ¢t — exp(tx) est inclus dans U; (c’est une application
du lemme 29 et du fait qu’un groupe algébrique réduit est caractérisé par
ses points sur un corps k algébriquement clos). Donc Lie((exp(tx));) C
Lie(Uy), donc = € Lie(Uy). O

3.3. Etude de G et é;w.

Théoréme 45. Notons (G,G) le groupe dérivé d’un groupe G quelconque.
Supposons que M est un objet de 1\/IF1:h avec 0 < h < % ou un objet de
Mth avec 0 < h < %. Alors, si p > 2r 4+ 1, nous avons

(Gar, Gur) = ((Gop)™, (o)™,
et c’est un groupe connexe.

Démonstration. Notons durant cette démonstration, G := Gp(k), U =
Un(k), G' = (G (k) = Gyy(k) et U := (U}, (k) = U}, (k). Mon-

trons ce théoréme a ’aide de deux lemmes :

Lemme 46. L’égalité pour les algébres de Lie est vraie : [Lie(G), Lie(G)] =
[Lie(G"), Lie(G")]

Remarque 47. Nous avons Lie(U’) = In(U’) car U’ est engendré expo-
nentiellement (cf. prop. 44), et (pour des raisons de dimensions), Lie(G) =
Lie(U) & Lie(T), Lie(G') = Lie(U") @ Lie(T).

Démonstration du lemme /6. Par définition, G C G’, ce qui se traduit pour
les algebres de Lie par [Lie(G), Lie(G)] C [Lie(G’), Lie(G")].

Comme U est engendré exponentiellement et U C Uy, nous avons, par
la proposition 44, Lie(U) = In(U). Or, en notant Wy := [Lie(G), Lie(G)],
nous avons [Lie(U), Lie(G)] € Wi, donc ad(In(u))(Lie(G)) C Wi pour
tout u € U. Donc (cf. lemme 35) Lie(G) et W; sont stables par Ad(U), et
laction sur Lie(G)/Wj est triviale.
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De plus, les caracteres du tore 7 sur M sont donnés par les £ € X qui
interviennent dans la décomposition M = ©M,. Rappelons que £ est une
application périodique de Z dans Z. Dans le cas ou M est un objet de
MF;&l avec 0 < h < %, nous avons pour tout i, 0 > £(i) > —h. Alors,
les caracteres de 7 agissant par conjugaison sur End(M) sont donnés par
les éléments £ — 7. Donc les caracteres de Lie(7) étant donnés par les £ — 7
modulo p, ils définissent les mémes espaces propres que ceux de 7, car

0 <h< }%2. Il se passe la méme chose pour M objet de 1\/IF§h avec

0<h< %. Donc, comme ad(Lie(7))(Lie(G)) C Wi, nous en déduisons
que Ad(7)(Lie(G)) C Lie(G) et Ad(T)(W71) € Wi, donc Ad(7) agit sur
Lie(GQ)/Wh.

Donc, en reliant les deux affirmations, nous obtenons que G agit sur
Lie(G)/W1 (et G stabilise Lie(G) et W) et U agit trivialement (donc
Lie(G)/W1 est un élémentaire). Donc, par définition, G’ aussi, donc en
particulier, Ad(U’) stabilise Lie(G), Wi, et agit trivialement sur le quo-
tient. Donc une application du lemme 35 nous donne ad(In(U"))(Lie(G)) =
[Lie(U"), Lie(G)] € Wy. Or, Lie(G') = Lie(7) & Lie(U’), donc nous avons
[Lie(G"), Lie(G)] ¢ Wy = [Lie(GQ), Lie(G)]. En raisonnant de méme,
en remplagant Lie(G) par Lie(G'), mnous déduisons bien que
[Lie(G"), Lie(G")] C [Lie(Q), Lie(Q)). O

Lemme 48. Sous les mémes conditions, [Lie(G), Lie(G)] = In((G, G)(k)),
et [Lie(G'), Lie(G")] = In((G', G") (k))

Démonstration du lemme 48. Nous avons les inclusions suivantes :
[Lie(G), Lie(G)] C Lie((G,Q)) C In ((G, G)(k)).

La premiere inclusion est toujours vraie (voir [Bor91] proposition 3.17),
la seconde vient de ce que (G,G) C U, donc In ((G,G)(k)) existe, et il
engendre un groupe exponentiellement qui 'admet comme algebre de Lie
(cf. proposition 44), et qui contient (G, G). La méme propriété est vraie en
remplagant G par G, U par U’.

Or, du fait que U (ou U’) est inclus dans Uy, la formule de Campbell-
Hausdorf est vraie. Si ¢t € 7(k) et u € U(k), tut™' € U(k) (car U est
distingué dans G), donc nous pouvons appliquer la formule, et donc
tut™'u™! = exp(2), avec si X =tIln(u)t t et Y = —In(u), 2= X +Y + Z
avec Z € [Lie(G), Lie(G)].

Montrons que X +Y € [Lie(G), Lie(G)] : notons Lie(U)¢ I'espace propre
associé au caractere £ pour l'action adjointe de 7. Par la remarque faite
au cours de la démonstration du lemme précédent, c’est ’espace propre
associé au caractere & (la réduction modulo p de &) pour I'action adjointe
de Lie(7). Donc, nous avons l'inclusion [Lie(7), Lie(U)] = @¢xoLie(U)e C
[Lie(G), Lie(G)]. Considérons u € U tel que In(u) soit dans Lie(U)g, et
un élément ¢ € 7(k). Alors tIn(u)t~! — In(u) = (£(t) — 1) In(u) vaut 0 si
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£ =0, ou appartient a Lie(U)¢ sinon. Dans les deux cas, nous avons bien
X +Y € [Lie(G), Lie(G)] (en décomposant composante par composante).

Par conséquent, nous pouvons dire qu’il existe z € [Lie(G), Lie(G)] tel
que tut~'u~! = exp(z). Comme T est un tore, il est abélien, donc pour tout
t1, to € T(k), titat] 5% = 0. Le fait que In(uvu'v~!) € [Lie(G), Lie(G)]
est une application directe de la formule de Campbell-Hausdorff qui nous
donne méme plus précisement In(uvu~v~1) € [Lie(U), Lie(U)]. Donc nous
en déduisons linclusion In ((G,G)(k)) C [Lie(GQ), Lie(G)]. (Bien sur, le
méme résultat est vrai en remplagant G par G, U par U’). O

En regroupant tout ceci, nous avons donc montré que (G, G) (respecti-
vement (G',G")) est engendré exponentiellement, son algebre de Lie étant
[Lie(G), Lie(Q)] (respectivement [Lie(G"), Lie(G')]. Or [Lie(G), Lie(G)] =
[Lie(G"), Lie(G")], donc In ((G, G)(k)) = In ((G',G")(k)), donc (G, G)(k) =
(G, G")(k), ce qui montre le théoréme (car k est algébriquement clos et Gy
et (Gyy)™? sont réduits). O

Corollaire 49. Tout élément t' de (Gy;)"™ semi-simple est élément de G ;.
Par conséquent, si T' est un tore de é/M, nous avons linclusion T' C G .

Démonstration. En effet, (élM)red étant connexe et résoluble avec 7 comme
tore maximal (les autres lui sont conjugués), appliquons le théoreme 10.6
de [Bor91], pour obtenir existence d'unt € Tet g € é/M tel que t' = gtg~1.
Alors gtg~ ™1 = u € ((Gy)™, (Gh)"*Y) = (Gar, Gar), done u € Gy, et
t=uteqG M- O

De la méme facon, nous pouvons montrer :

Proposition 50. Sous les hypothéses précédentes, le groupe (Gy,Gy) est
égal au groupe ((é&,)md, (GQ/)’"E”Z), et c’est un groupe engendré exponentiel-
lement. De plus, tout tore de élv est inclus dans Gy .

Proposition 51. Sous les hypothéses précédentes, nous avons l’égalité (G, Gpr) =
U

Démonstration. En effet, par le théoreme 5.6 de [Bor91], il existe une im-
mersion fermée de G /(G pr, Gar) dans GLy pour un N € Tan(M), dont
I'image est abélienne, et égale a G . Donc, par la description donnée a la
proposition 18, Gy est sans unipotent (puisque la commutativité implique

unN = Id). Donc Uys C (@M,@M) O
Proposition 52. Sous les hypothéses précédentes, nous avons l’égalité (Gy, Gy ) =
Uy si0<h<p-3.

Démonstration. Nous avons montré que (Gy,Gy) est engendré exponen-
tiellement. Si I'image de Galois (dans V') a comme groupe dérivé ses unipo-
tents, alors comme (G, Gy ) est engendré exponentiellement, et contient les
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unipotents de I'image de Galois (c’est-a-dire I'image de l'inertie sauvage),
nous aurons Uy C (év,év). L’inclusion réciproque étant immédiate, nous
aurons bien montré la proposition.

Montrons donc que I'image de Galois (dans V') a comme groupe dérivé ses
unipotents. Or cela provient du théoreme de Fontaine dans [Fon93] (une
version plus générale a d’ailleurs été démontrée par V. Abrashkin dans
[Abr90]) :

Théoréme (Fontaine). Soit U une représentation Zy-adique de I'c qui est
cristalline, a poids de Hodge-Tate dans [0,h], avec 0 < h < p — 2. Notons
V' la réduction modulo p de U, H le noyau de l'action de I'xc sur V, et
L=xk".si enfin vy désigne la valuation de L normalisée par vo(p) = 1 et
Dk la différente de lextension L/KC, alors

WD) <1+

Le V considéré ici est V = Vpis(M).

Supposons alors qu'il existe un élément unipotent de Gal(L/K) = T'x/H
qui ne soit pas dans le groupe dérivé. Alors, il induit un sous-groupe d’ordre
une puissance de p dans J = Gal(L/K)/(Gal(L/K),Gal(L/K)), donc il
existe un élément de J d’ordre p (qui engendre un groupe cyclique distingué
car J est abélien). Par conséquent, il existe M /K une extension cyclique de
degré p (donc sauvagement ramifié car X a un corps résiduel algébriquement
clos) avec M C L. De plus, comme D x = Dr,/yDpy/x, nous obtenons
v (@yk) < vo(Dpyx) < 1+ 5.

M/K est totalement ramifiée, donc si m € M est une uniformisante (c’est-
a-dire vo(7) = %)7 On = Oklr] (cf. 16 théoreme 1 de [CF86)), et si f est le
polynéme minimal de 7 sur K, alors D,/ = f'(7)Ox (cf. T 4 proposition
6 de [CF86]), donc

v (D /i) = vo(f' () = vo I (o(m)—my)=F0E=D

seGal(M/K)\{Id} p

ot ¢ > 1 est le nombre de ramification de I'extension M/K (il y a un seul
nombre de ramification car ’extension est cyclique, et il est supérieur ou
égal a 1 car l'extension est sauvagement ramifiée).

ip? — (2i+ 1)p+i+1

Nous obtenons donc h > .S 0< h<p-—3et

1 > 1, cette inégalité est impossible, ce qui conduit a une contradiction.
Ceci montre donc bien que l'image de Galois (dans V') a comme groupe
dérivé ses unipotents, ce qui conclut la proposition. O

3.4. Relation entre 7 et 7,,, modulo p. Soit M un objet de MFEh
avec 0 < h < % ou de MFih avec 0 < h < %, notons n = dimy(M).
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Soit r + 1 la plus petite longueur d’une filtration de M dont les quotients
sont des modules élémentaires.

Théoreme 53. Supposons p > 2r + 1. Alors il existe
ViV vcris(M) QF, k— M

un wsomorphisme de k-espaces vectoriels tel que
= f21P,, (8) = Prge () frr pour t € (k @5, Fpe)* ;
— far identifie Gy XF, k et Gy XF, k.

Démonstration. Soit fy; la bijection donnée par le théoréme 54 de [Dor07]
?M : Vcris(M) XF, Ogm/p — M ®y, Ognr/p

Elle envoie é’v((’)gm /p) sur Gy, (Ogm /p) par définition de ces groupes, com-
biné & la proposition 17 (car, suite aux conditions imposées sur h, Endjs
est un objet de Mka avec 0 < k£ < %) Donc, a l'aide des théoremes
précédents (nous remarquerons que pour G un schéma en groupe, si F
est un corps, G(F) = G™(F)), nous pouvons voir que Uv(Oz [p) =
—! = ; ralai

(G, GV)(Ogm/p) est envoyé sur (G, GM)(Ogm/p) = UM((’)gAM/p). Alors,
elle envoie @V((’)g /p) sur @M(OSA /D), car ces groupes contiennent tous

72 .. —/ —/ .

les éléments semi-simples (de G M(Ogm /p) ou de GV(O(‘?W /D) respective-
ment).

Donc, il existe g € @M(Og /p) tel que gT g ' est envoyé par f;/ll sur
Trr- Si g = uity avec uy € UM(Ogm/p) et t1 € T(Ogm/p), alors uq Tufl
est envoyé sur 7,,. Comme u; agit via 'identité sur les modules élémen-
taires M[i]/M[i — 1], pour tout ¢ € (Oz /p ®F, Fps)*, w1pyp (tyuy ' agit
comme p,,.(t) sur M[i]/M]i — 1]. Par les propriétés de fonctorialité, le fait
que le théoreme 54 de [Dor07] est vrai sur Oz /p, et la proposition 17,
Uy pyyetty (1) est envoyé par fjy sur un élément qui agit comme p,, (t) sur
Veris(M)[i]/ Veris(M[i — 1]), donc uipypu; (t) est envoyé sur p, (t).

Considérons alors le schéma X défini sur k par : pour toute k-algebre R,
X (R) est 'ensemble des 6 : M @ R = Vepis(M) ®r, R isomorphismes de
R-modules tels que

- Vte (R ®7]Fp ]F‘ps)*a QpMF (t)eil = prﬂ(t) )

— 0 envoie G/ (R) bijectivement sur Gy (R).

Alors X est un sous-k-schéma de Isomy (M, Veris(M) ®F, k) (les k-
isomorphismes de M sur Vpis(M) ®F, k), il est non vide puisque ?ZT/[I ouy €
X(Oz /p). Donc, k étant algébriquement clos, X (k) est non vide. O
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4. Relevement du cas modulo p

4.1. Rappel. Pour appliquer les résultats précédents a une situation sur
Zp, reprenons une situation décrite dans [Dor07] dans la section 6 : soit
p : I'x = G(Zy) une représentation cristalline & valeurs dans les points sur
Z, d'un groupe algébrique lisse sur Zj,, G, et U un Z,-module libre de rang
n, avec « : G — G Ly une immersion fermée.

Proposition 54. Soit G un groupe plat sur Z,, U un Z,-module libre de

rang n et o : G — GLy une représentation qui induit une immersion

fermée dans Endy. Identifions G avec son image. Alors, il existe un entier

k et un sous Zy-module E (facteur direct) de Ua---adU)® laissé
) ( ) 0@;_{_)

stable par laction naturelle de G(Z,) (provenant de celle de GLy, notée n)

tels que G(R) = {g € GL(R)|ny(ERr) = ERr} pour toute Zy-algébre R.

Remarque 55. Si o : G — GLy n’induit pas une immersion fermée de G
dans Endy, il suffit de composer a avec une immersion fermée 3 : GLy —
GLy tel que @ induise une immersion fermée de GLy dans Endy:. Par

1
exemple, U' = U @& Z,, avec § = Id@a, ou bien U' =U & U* (ou U* est
le dual de U) avec 3(g) = (g,%g71).

Nous pouvons alors définir sur M = Dy,is(U) (ou f)cris(U ) suivant les
cas) un groupe algébrique sur W, Gy, par : si n est I'action naturelle de
GLys sur @ (M@ - @ M), alors

~————

0<i<k n fois

Gu(R) ={g € GLy(R)|ny(ERr) = Er}

pour toute W-algebre R. Il ne reste qu’a bien choisir £ en liaison avec F,
ce qui nous conduit au théoreme suivant :

Théoréme 56. Supposons G lisse sur Z,. Si o : G — GLy induit une
immersion fermée dans Endy et si la représentation de Ui induite sur U
par o (et par p : I'x — G(Zy)) vérifie

— soit elle est a poids de Hodge-Tate dans [0, h] avec 0 < h <p —2

— soit elle est a poids de Hodge-Tate dans [—h,h] avec 0 < h < %
alors, en prenant

E - Dcris,p(E ®Zp Qp) N @ (Dcris(U) DD Dcris(U))®i
0<i<k

n fois
dans le premier cas, ou

E = Daris p(E ®2, Qp) N P (Deris(U) @® -+ - @ Depis(U)) ¥
0<i<k

n fois
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dans le deurieme cas, il existe une byjection W : U®z, W — M qui identifie
G xz, W au groupe Gy défini par Gyr(R) = {g € GLy(R)|ng(ER) = Er}
pour toute W -algébre R.

Remarque 57. La proposition 54 permet de décrire un groupe algébrique
plat sur Z, a l'aide d’invariants de Chevallet (comme pour les groupes
algébriques sur un corps). En reprenant la situation du théoreme 56, le
résultat affirmé dit juste le sous-groupe algébrique de G Lj; obtenu a partir
de G et de lisomorphisme ¥ a pour invariants de Chevallet ”ceux obtenus
naturellement a partir de ceux de G” grace aux foncteurs de Fontaine et
de Fontaine-Laffaille).

Rappelons les étapes de la démonstration : Isom, défini par
Isom(R) = {h : U ®z, R = M @w R|s(h)(ERr) = Er}

pour R une W-algebre, est un G-torseur (en notant s(h) l'isomorphisme in-

duit par h, défini de @ (Up® -+ @ Ug)®" sur @ (MR @ --- @ Mg)®").
—_— —_—

0<i<k 0<i<k

n fois n fois

Il est non vide car f ou f (suivant les cas) est un point de Isom((’)gm). Il est
lisse sur W, et donc Isom (W) se surjecte dans Isom(k) par le lemme de
Hensel. Or, Isom xk est un schéma non vide (car f ou f € Isom((’)aw/p)),
donc par le théoreme des zéros de Hilbert, Isom(k) est non vide (car k est
algébriquement clos), donc Isom (W) est non vide.

4.2. Relevement. Augmentons les hypotheses du théoreme 56 : suppo-
sons qu’il existe un objet M de MFQ‘],“, avec 0 < h < %, ou un objet
M de MF{E avec 0 < h < %, tel que U = Vcris(M) (nous avons donc
divisé par deux la longeur de l'intervalle pour les poids de Hodge-Tate). Si
r est la plus petite longueur d’une filtration de M dont les quotients sont
des modules élémentaires, supposons que p > 2r + 1.

Théoreme 58. Alors il existe fu, Veris(M/p) ®r, k — M/p un iso-
morphisme de k-espaces vectoriels tel que
= IMpPrr (1) = Prge (8) fayp pour t € (k @r, Fps) ;
- fM/p identz’ﬁe GM/p X, k et Gvcris(M/p) XF, k;
— si L est un sous-objet dans MFwy, facteur direct (comme W -module)
de @ M&---& M)®i, alors farp induit une bijection de

0<i<k n fois

(Vcris7p(DL) m @ ({[CriS(M) @ I @ VCPiS(M))®Z) ®Zp k sur L/p ’.

0<i<k

n fois

Remarque 59. La derniére condition dit en particulier que fp;/, €
Isom(k).
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Démonstration. La démonstration est analogue a celle du théoreme 53. 11
suffit de considérer le schéma X défini sur k par : pour toute k-algebre R,
X (R) est 'ensemble des 6 : V eris (M) ®r, R 5 M ®;, R isomorphismes de
R-modules tels que

- Vte (R ®F, ]Fps)*a 00, (t)e_l = Pmr (t):

— 0 envoie éqms M /p)(R) bijectivement sur G/, (R) ;

— si L est un sous-objet dans MFy, facteur direct (comme W-module)

de @ (M@---@M)®, alors 6 induit une bijection de

0<i<k n fois
(Vcris,p(DL) N @ (Vcris(M) DD Vcris(M))@n) ®Zp R sur
0<i<k )
n fois
L ®w R.

I est non vide, car le théoreme 54 de [Dor07] nous donne que f vérifie la
condition, et le reste est a analogue a la démonstration du théoréeme 53. [

Donc fys/, € Isom(k), et par le lemme de Hensel, il existe une bijection
f:U®z, W — M qui identifie le groupe G' a G’y (groupe qui contient en
particulier 7) et la réduction de f modulo p vaut fy /.

Modulo p, far/, identifie pyy et p,,,, donc si 7 est un générateur de
Iinertie modérée Zp,,, si t € Zp. est tel que p, . (t) = p(7), alors

Fri/pPae (t)f]\_j/p = p(7) modulo p, et (¢~1(7) étant conjugué i 7Ty, dans
GLvy,, (v) car ils ont meémes caracteres, et mémes dimensions d’espaces
propres) p,, (t) engendre dans G'Lj; un groupe isomorphe a celui de I'image
de l'inertie modéré.

Considérons un élément z € f~1 T f tel que = p(7) modulo p. Il existe
alors g € G(W) avec g 1zg = p(7) et g = Id modulo p (c’est le lemme 60).
Alors, fg est un relevement possible de fyr/, tel que p(7) € (fg9)~ ' T fg.
Donc, (fg)~! 7T fg est un tore qui contient I"image de I'inertie modérée (donc
commute & 7y, ), qui est égal & 7p,, modulo p, et qui a les mémes caracteéres
(qui sont déterminés sur k & cause des conditions sur h), donc (fg) 1 7 fg =
Tonr- Et comme fg modulo p vaut fy/,, nous avons (f9) L ore f9 = Por

modulo p, donc (£g) ' pyef9 = oo

Lemme 60. Soit H un groupe de type multiplicatif sur W, G un groupe
lisse sur W (sous-groupe de GLy pour un W-module libre de type fini U ),
et u, v: H — G deux morphismes de groupes tels que u xXw k = v xXw k.
Alors, il existe g € G(W) tel que v = gug™! et g = Id modulo p.

Démonstration. L'existence d'un élément g, € G(W/p") qui vérifie que
gn(u xw W/pM)g,t = (v xw W/p") et g, = Id modulo p, provient du
corollaire 3.3 de SGA 3 II Exposé IX. Et plus exactement, en utilisant ce
corollaire, pour tout g, qui vérifie g, € G(W/p") avec g,,(uxw W/p") g, =
(v xw W/p"), il existe un élément g,1 € G(W/p"™1) tel que gni1 = gn
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modulo p" et gni1(u xw W/p" ) g1y = (v xw W/p"*1). Donc, en notant
Y := {gn € G(W/p") tel que gn(u xw W/p™)g,t = (v xw W/p") et g =
Id modulo p}, et Y7 := {Id}, les Y,, (avec les applications de restrictions
modulo p") forment un systéme projectif. Nous venons de montrer que
chaque Y,, est non vide, donc la limite projective est non vide. Soit donc
g €lim _ Yy, alors g € G(W) (car si I est 'idéal qui définit G sur W,
I @w W/p™ est 'idéal définissant G sur W/p™, par conséquent pour tout
f € I, pour tout n € N*, f(g) = f(gn) = 0 modulo p", donc f(g) = 0),
g = Id modulo p et v = gug~!' modulo p” pour tout n. O

Nous venons donc de montrer :

Théoreme 61. Soit p : T'x — G(Zy) une représentation cristalline
valeurs dans les points sur Z,, de G, groupe algébrique lisse défini sur Z,.
Soit U un Zy-module libre de rang n, et o : G — GLy une représentation
qui soit une immersion fermée. Supposons p > 2r+1 our+1 est le nombre
de modules élémentaires intervenant dans une suite de composition de V/p.
Supposons que 'une des conditions suivantes est vérifiée :

— la représentation cristalline induite par o sur U est a poids de Hodge-
Tate dans [0, h] avec 0 < h < %, et a induit une immersion fermée
de G dans Endy

— la représentation cristalline induite par « sur U est a poids de Hodge-
Tate dans [—h, h] avec 0 < h < %, et o induit une immersion fermée
de G dans Endy

— la représentation cristalline induite par o sur U est a poids de Hodge-
Tate dans [0, h] avec 0 < h < %

— la représentation cristalline induite par o sur U est a poids de Hodge-
Tate dans [—h,h] avec 0 < h < %

Alors, Ty C G et il existe un isomorphisme h : U @z, W — f)criS(U)
qui identifie le groupe G a un groupe Gy (dont la description est donné

au théoréme 56) contenant 7T, tel que h™1p,h = p,.. (donc en particulier
identifie T a Ty ).

Remarque 62. La condition p > 2r + 1 est vérifiée des que p > 2n — 1 =
2rgy U —1.

Ce théoreme peut s’appliquer de la maniére suivante : considérons p :

I'tk — G Ly une représentation cristalline de I'x. dans un Q,, espace-vectoriel

. e e . p+1
de dimension inférieure a

. Supposons que les poids de Hodge-Tate
soient dans [—h,h] avec 0 < h < pg2 ou dans [0,h] avec 0 < h < %,
alors (cf [Fon79], proposition 3.8.4) adhérence de Zariski (dans GLy) G de

I'image de p est connexe. Supposons la représentation semi-simple (sinon,
considérons sa semi-simplifiée), alors G est réductif. Donc, en appliquant
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les résultats cités dans [Tit79] (paragraphe 3.2 et 3.4.1), il existe un groupe
algébrique lisse G défini sur Z,, tel que Im(p) C G(Z,), et dont la fibre
générique est G. Le théoreme précédent s’applique alors, et nous donne
I'inclusion 7, C G.

De maniere générale, nous avons la suite exacte courte scindée (cf. un
résultat de G.D. Mostow, car la caractéristique du corps de base Q, est
nulle) :

OHRU(G)HGLGTedHO

ol Gjeq est un groupe réductif, qui est égal a 'adhérence de Zariski de
I'image de la représentation semi-simplifiée associée, et R, (G) est le radical
unipotent de G. De plus, toutes les sections sont conjuguées.

Alors, le tore 7y, est inclus dans G4, de part les remarques précédentes,
et en considérant son image par une section s : G,.q — G, nous obtenons
un tore T' = $(7py), qui se réduit sur Ty, Quitte & conjuguer la section,
nous pouvons supposer que I'image de I'inertie modérée est incluse dans T'
(en effet, soit K le groupe engendré par T et R, (G) (c’est-a-dire K = T
R,(G)); alors 'image de I'inertie modérée est dans K, car K = II-(Zp,,),
donc il existe un élément de T qui est conjugué (par g € K) a l'image
d’un générateur de I'inertie modérée (cf. théoreme 10.6(5) de [Bor91]); or,
T étant abélien, nous pouvons supposer g € R,(G), et considérer alors
la section gsg~!). Nous voulons montrer que T est en fait Ty, or il suffit
de remarquer qu’il a les mémes espaces propres que ceux de I'image d’un
générateur de 'inertie modérée, associés aux bons caracteres, et ceci se voit
sur le semi-simplifié. Nous avons donc montré le théoreme suivant :

Théoreme 63. Considérons une représentation cristalline de I'x dans un
Qp-espace-vectoriel de dimension n avec p > 2n — 1, et supposons que les
poids de Hodge-Tate soient dans [0,h] avec 0 < h < 1%2 ou dans [—h, h]
avec 0 < h < %. Alors le tore Ty est inclus dans l'adhérence sur Q, de
Zariski G de limage de la représentation.

4.3. Groupe a un parameétre de Hodge-Tate. Le tore 7y, est 'image
du tore restriction des scalaires de G,, de Q,s a @, pour s bien choisi, qui

se scinde en 11 "G, sur Q,". Notons u le groupe a un parametre
T€Gal(Qys /Qp)
correspondant a 'image de la composante indexée sur 1’identité.

Théoreme 64. Considérons V une représentation cristalline de I'x dans
un Qp-espace-vectoriel de dimension n avec p > 2n — 1, et supposons que
les poids de Hodge-Tate soient dans [0,h] avec 0 < h < % ou dans
[—h,h] avec 0 < h < 1%2. Alors le groupe a un paramétre de Hodge-Tate
est conjugué a u dans G, l'adhérence sur Q, de Zariski de limage de la
représentation.
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Démonstration. Montrons le théoreme dans le cas ol V' est semi-simple :
dans ce cas, G est un groupe réductif, donc si U est un réseau stable
pour la représentation, en appliquant les résultats de [Tit79], il existe un
groupe algébrique lisse G' défini sur Z,, tel que I'image de la représentation
soit incluse dans G(Z,), et dont la fibre générique est G. Le théoreme 61
s’applique donc, et il existe alors une application fy : U ®@z, W — ﬁcriS(U )
qui est dans le torseur Isom.

Considérons alors I'application hy défini par : notons N = Depisp(V),
Gri(N) = Fil'(N)/ Fil"*}(N). Alors, puisque V est cristalline, elle est de
DeRham et de Hodge-Tate, et nous avons donc un isomorphisme naturel
Gr'(N) — (V®gq, C(i))'<. Pour obtenir une application N — @&;Gr'(N), il
faut se choisir un scindage de la filtration de N. En considérant le scindage
donné dans [Win84] en N = @N;, scindage fonctoriel, nous obtenons une
application

hy : NoxC — (@:Gr (N)) @k C — (@i(V 8, C()T%) @g, C — V @g, C

qui est fonctorielle.

L’application hy ainsi défini appartient donc a Isom(C) qui est un G-
espace homogene, donc il existe g € G(C) = G(C) tel que hy = gofljl. Or,
en notant uyr le groupe a un parametre de Hodge-Tate et w44 le groupe a
un parametre associé a la graduation N = @N; (c’est-a-dire le groupe a un
parametre correspondant a l'image de la composante indexée sur l’identité
par la représentation définissant 7), nous avons hy o Uugrqq = ugT © hy/, €t
donc, comme fljl O Ugrad = U O fljl, nous obtenons ugr = gug~!
donne le résultat dans le cas d’une représentation semi-simple.

Pour le cas général, si Il : G — G4 est la projection canonique, il suffit
de remarquer que si T et T, sont deux tores d’un groupe algébrique G tels
que I'image par II de T est conjugué a I'image de 75 dans G,.q, alors 17
et Ty sont conjugués : en effet, il suffit de relever I’élément qui conjugue
pour se ramener au cas ou 17 et T ont méme image 7', mais alors ce sont
deux tores maximaux de II7!(T") (qui est un groupe réductif), donc sont
conjugués (cf. théoreme 11.10 [Bor91)). O

, ce qui
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