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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 20 (2008), i-xi

Anne-Marie Bergé — In Memoriam

par JACQUES MARTINET

Anne-Marie Bergé, née le 2 juillet 1939 a Toulouse, est décédée le 20
septembre 2008 a I'hopital Saint-André de Bordeaux.

Anne-Marie Bergé était un pur produit de 'Ecole de la République. Ses
parents avaient été éleves dans des écoles normales d’instituteurs, puis, au
vu de la qualité de leurs études secondaires, s’étaient vu offrir la possibilité
de pousser plus loin leurs études et étaient devenus eux-mémes professeurs
d’école normale, enseignant notamment a Pau, puis a Versailles.

C’est dans ces deux villes qu’Anne-Marie a effectué ses études primaires,
puis secondaires. Suivant la voie de ses parents, elle est entrée a ’école
normale d’institutrices de Versailles, école dans laquelle elle a passé son
baccalauréat en 1956. Au vu de ses brillantes études, elle a été sélectionnée
pour préparer le concours d’entrée & 'Ecole Normale Supérieure de Jeunes
Filles de Fontenay-aux-Roses, ou elle a été éleve d’octobre 1958 & septembre
1962. Elle a présenté en 1962 le concours de l'agrégation féminine de ma-
thématiques, concours auquel elle a été brillamment recue, partageant la
premiere place avec une condisciple.

L’Inspection Générale, en la personne de 'inspecteur Cagnac, lui a pro-
posé d’enseigner tout de suite en classe préparatoire, et des la rentrée de
septembre 1962, elle a pris en main la classe du lycée Jules Ferry a Paris
destinée a la préparation a I’E.N.S. de Fontenay, obtenant pour ses éleves
d’excellents résultats au concours de I’E.N.S.

A cette époque, les universités francaises ont connu un développement ra-
pide, nécessitant la création de nombreux postes d’enseignants. Dans cette
conjoncture, elle a répondu a un appel de ’Université de Bordeaux, et,
apres trois ans passés au lycée Jules Ferry, elle a pris le premier octobre un
poste d’Assistante, puis de Maitre-Assistante (on dirait maintenant main-
tenant Maitre de Conférences) au département de mathématiques de cette
université.

J’ai fait la connaissance d’Anne-Marie Bergé & mon arrivée a Bordeaux,
au mois d’octobre 1968. J’y ai fait quelques exposés sur mes recherches
récentes auxquels elle a assisté, ce qui I’a conduite a me demander un sujet
de thése. C’est sur des prolongements de ces travaux qu’elle a soutenu une
these d’Etat le 3 avril 1979 (références [1] & [4]). qui lui a permis de devenir
Professeur a I’'Université de Bordeaux a la rentrée de 1987, fonctions qu’elle
a occupées jusqu’a sa retraite qu’elle a prise a la rentrée de 'an 2000.
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Tout le long de sa vie, Anne-Marie Bergé a su conserver une intense vie
culturelle. Elle a beaucoup lu, en particulier des romans en langue anglaise,
et s’est beaucoup intéressée au cinéma, notamment au cinéma américain.
Surtout, elle adorait la musique classique, jouant régulierement du piano,
et le dessin, aimant croquer le conférencier dans les marges des ses carnets
de notes de séminaire. Cet amour du dessin a joué un role non négligeable
dans ses choix scientifiques : il est sans doute a I'origine de son gott pour les
mathématiques a forte composante géométrique plutét que pour ’algebre
quelque peu abstraite qu’elle a pratiquée au début de ses recherches.

Signalons enfin que son frere Pierre Bergé (1934-1997) a également fait
une carriére scientifique, comme physicien au centre du C.E.A. de Saclay.
Il a notamment travaillé sur le chaos, ce qui le rapproche un petit peu des
mathématiciens — il citait souvent les travaux d’Henri Poincaré.

La suite de cette notice est essentiellement consacrée aux travaux scien-
tifiques d’Anne-Marie Bergé, renvoyant d’une part a ses propres travaux
(seule ou en collaboration ; numéros [1] a [26]), et d’autre part aux travaux
qui 'ont inspirée ou qu’elle-méme a inspirés (numéros [27] et suivants). Ils
sont classés par centres d’intérét.

1. Théorie algébrique des nombres. Il s’agit des articles [1] & [5], consa-
crés a I’étude de la structure galoisienne des anneaur d’entiers algébriques,
auxquels j’ai rattaché notre article commun [6], dans lequel nous étudions
I’adaptation aux corps de caractéristique 2 des notions usuelles de discri-
minant, sur lequel je ne reviendrai pas.

Dans [1], elle consideére les extensions diédrales de degré 2p avec p pre-
mier, étendant les résultats de ma these ([48]) aux extensions qui ne sont
pas modérément ramifiées. Elle obtient des énoncés tres agréables, dans
la ligne de ceux de Leopoldt ([47]) relatifs aux corps abéliens, qui nous
ont fait croire un temps que le cas « sauvage » pourrait ne pas présenter
de difficultés insurmontables. L’avenir a montré que cette impression était
trompeuse : déja dans [2], qui n’a pas fait I'objet d’une publication officielle,
il apparait que la suite des groupes de ramification ne suffit pas en général
a déterminer l'ordre associé; et dans [4], elle obtient des exemples concrets
montrant qu'un anneau d’entiers peut ne pas étre projectif sur son ordre
associé.

Le cas des groupes d’inertie cycliques sur un corps local absolument
non ramifié est analysé en détail dans [3], ou est comparé 'ordre associé
avec 'ordre construit a la facon de Leopoldt. L’égalité n’a en général pas
lieu, mais sa notion de ramification presque maximale permet d’obtenir des
résultats positifs.

Finalement, 'article [5], consacré a des questions d’induction et de pas-
sage au quotient pour des modules sur des ordres d’algebres de groupes,
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aurait mérité mieux qu’une rédaction de séminaire, mais elle a préféré par
exces de modestie le proposer subrepticement aux responsables du sémi-
naire qui 'avaient invitée. Dans le méme ordre d’idées, je n’ai appris que
récemment qu’elle avait refusé de cosigner un article avec un collegue anglais
qu’elle avait dépanné, parce qu’elle estimait insuffisante sa participation a
ce travail.

2. Dualité en géométrie des nombres. Il s’agit de l'article [7], inspiré
par le travail analytique [60], dans lequel Zimmert considere les idéaux de
petites normes dans une classe et dans sa classe jumelle définie par dualité
au moyen de la différente. Traduit en termes de géométrie des nombres, on
doit considérer des expressions de la forme F(A)F(A*) pour une fonction
convenable F' sur 'espace des réseaux. Nous avons considéré le cas ou F
est la norme euclidienne. Lorsque je proposai a Anne-Marie de travailler
sur cette question, elle accepta avec enthousiasme, satisfaite d’avoir enfin
I'occasion de faire de la géométrie. Ce fut le premier d’une longue série
d’articles que nous avons écrits sur la géométrie des nombres.

Nous introduisons 'invariant d’Hermite dual ~' d’un réseau comme
moyenne géométrique des invariants d’Hermite d’un réseau et de son dual,
et sa borne supérieure 7/, pour une dimension n donnée, appelée constante
de Bergé-Martinet par Conway et Sloane dans [35]. Cet invariant joue un
role important dans la théorie de Venkov ([58]) des designs sphériques por-
tés par un réseau. La constante 7/, a été récemment calculée par Poor et
Yuen pour n = 5,6,7. Nous avons aussi considéré des variantes duales des
constantes de Rankin, étudiées ensuite par Coulangeon dans [40], et dé-
montré diverses inégalités les concernant. Jointes aux résultats de Poor et
Yuen, ces inégalités ont permis tout récemment & Watanabe et al. ([55]) de
calculer certaines de ces constantes en dimensions 6 et 8. Enfin, P. Gruber
([44]) vient d’étendre a des convexes généraux certains résultats de [7] (ainsi
que de [16] et [24]).

3. Théorie algébrique et géométrie des nombres. Il s’agit des
questions examinées dans [7] et [8] et leur complément [9] : d’une part,
une recherche de minorations des quotients de régulateurs Ry /Ry dans
une extension K /k de corps de nombres, et d’autre part d’introduire pour
une telle extension une notion de hauteur relative et de généraliser dans
ce cadre un certain nombre de notions classiques (nombres de Pisot et de
Salem, probleme de Lehmer).

L’article [7] est la rédaction d’un exposé d’Anne-Marie au Séminaire de
Théorie des Nombres de Paris, 1987 /1988, inspiré par ’article posthume [53]
de Remak. Eduardo Friedman, qui était dans ’assistance, est venu discuter
avec nous a la fin de 'exposé, et nous avons entretenu depuis des relations
étroites avec lui. Il a dans les années qui ont suivi publié avec A. Costa les
deux articles [36] et [37] en partie inspirés par I'exposé. A une constante
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multiplicative pres, qui est une sorte d’« indice de Hasse », notre régulateur
relatif est le quotient Ry /Ry. Nous avons émis l'opinion que Ry /Ry est
minoré par une constante absolue, comme c’est le cas lorsque K = Q, mais
cela indépendamment de k. Cette conjecture n’est toujours pas démontrée.
Les meilleures minorations sont celles de Friedman et Skoruppa ([43]). Elles
permettent de démontrer 1’existence d’une minoration absolue lorsque le
degré relatif est assez grand dans un sens que 'article précise. Les trois
articles cités ci-dessus utilisent des méthodes analytiques.

Quant aux notions relatives de hauteur, elles ont inspiré divers travaux,
notamment de Marie-José Bertin ([34]); Ana-Cecilia de la Maza ([51]);
Friedman, de la Maza ([52], dont le preprint nous a été envoyé par Friedman
avec la mention 17 ans aprés). Dans ce dernier article, notre notion de
hauteur relative, qui ne prenait en compte que les places infinies, a été
modifiée de facon a faire jouer un réle symétrique a toutes les places.

4. Théorie algébrique et algorithmique des nombres. Ce paragraphe
ne concerne que 'article [11], connu sous le nom musical de BEMOY, dans le-
quel, faute de pouvoir manipuler des bases relatives, nous avons programmeé
des calculs p-adiques pour classer jusqu’a une borne donnée de leurs dis-
criminants absolus les corps sextiques qui sont une extension cubique d’un
corps quadratique.

5. Théorie équivariante des réseaux euclidiens. Il s’agit des articles
[12] et [13]. On considere un sous-groupe fini G du groupe orthogonal, et
I’on s’intéresse a 1’ensemble L& supposé non vide des réseaux contenant
GG comme groupe d’automorphismes, dans le but de trouver le maximum
de l'invariant d’Hermite des réseaux de Lg, et d’obtenir éventuellement
des majorations de 'invariant d’Hermite meilleures que celles que donne la
constante d’Hermite. Pour ce faire, nous avons étudié dans [12] les maxima
locaux de v (réseaur G-extrémes) et les avons caractérisés a la fagon de
Voronol ([59]) comme réseaux G-parfaits et (G )-eutactiques. Nous avons
en outre classé les réseaux G-parfaits pour quelques groupes G en utilisant
seulement les bornes inférieures des kissing numbers, a la fagon de Korkine
et Zolotareff ([45]). Noter que les réseaux cyclotomiques (qui ont fait ’'objet
de nombreux travaux autour d’Eva Bayer; voir aussi [31]), rentrent dans
cette catégorie.

Dans [13], nous avons généralisé aux G-réseaux l’algorithme de contiguité
de Voronoi, ce qui fournit un procédé de classification beaucoup plus efficace
que le précédent. Cet algorithme a été ensuite utilisé par Frangois Sigrist
([56]), et plus récemment par Achill Schiirmann ([54]).

Signalons enfin le survol [17] Particle [20] dans lesquels sont considérées
certaines représentations des groupes symétriques.
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6. Perfection et eutaxie : théorie générale. Il s’agit des articles [14],
[17] et [15], auxquels ont peut aussi rattacher le survol [18].

Dans [14], Anne-Marie remédie & un défaut de [7] : la notion de duale-
perfection, suffisante pour démontrer une caractérisation « a la Voronoi »
des réseaux dual-extrémes, ne suffit pas a isoler les réseaux dual-parfaits.
Elle introduit une notion plus restrictive de dual-perfection, grace a la-
quelle elle peut démontrer d’'une part un théoréme de finitude (en dimen-
sion donnée) et d’autre part que les réseaux dual-parfaits a son sens sont
proportionnels a des réseaux algébriques. (Les énoncés analogues pour les réseaux
eutactiques, et aussi dual-eutactiques en supposant alors que leurs vecteurs minimaux
engendrent ’espace, sont également vrais ; voir [49], paragraphe 11.9.)

En appliquant les méthodes du paragraphe précédent a la représentation
réguliere d’'un groupe d’ordre 5, elle construit dans [19] un réseau dual-
extréme de dimension 5 qui n’est pas proportionnnel a un réseau entier. De
tels exemples n’existent pas en dimension inférieure.

Dans [15], nous établissons des résultats du type
« extréme » <= « parfait » + « eutactique »

pour des familles de réseaux qui constituent une orbite sous 'action d’un
sous-groupe G fermé et invariant par transposition du groupe linéaire de
I’espace euclidien ambiant E, utilisant la structure de groupe de Lie de G
pour travailler dans ’espace tangent a ’origine. Nous retrouvons ainsi la
théorie équivariante (en prenant pour G le commutant de la représentation
définie par G) ainsi que celle des réseaux dual-extrémes (en considérant des
sommes directes A @ A* dans E x E).

Par la suite, cette théorie a été considérablemant généralisée par
Christophe Bavard dans [33], qui la replace dans le cadre de la géomé-
trie Riemannienne (ou seulement dans celui de la géométrie différentielle
pour certains résultats).

7. Réseaux eutactiques. Il s’agit des articles [16] et [24].

Dans [16], on considere les classes minimales de réseaux de dimension n
fixée; dans ’aspect formes quadratiques, on considere le complexe cellu-
laire (infini) des formes définies positives de minimum donné, et les classes
minimales correspondent aux classes d’équivalence de cellules. Nous in-
troduisons la notion de réseau faiblement eutactique, ceux pour lesquels
I'identité est dans l’espace engendré (dans I’espace des endomorphismes sy-
métriques) par les projections orthogonales sur les vecteurs minimaux. (Un
réseau est eutactique si l'identité appartient a I'enveloppe convexe de ces
projections.) Nous montrons qu’il y a au plus une classe de similitude de
réseaux faiblement eutactiques dans une cellule donnée, et que la borne in-
férieure de I'invariant d’Hermite sur la cellule est atteinte sur un tel réseau
s’il existe, sur la frontiere de la cellule sinon. On en déduit tout de suite un
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théoreme de finitude pour les réseaux faiblement eutactiques, englobant les
théoremes de Voronol ([59]) sur les réseaux parfaits et d’Avner Ash (]27])
pour les réseaux eutactiques. Ici encore, le point de vue de Bavard (voir
le paragraphe précédent) a jeté un éclairage nouveau sur ces questions de
finitude.

Dans [28], Avner Ash démontre une « formule de masse & signes » pour les
réseaux eutactiques, et dans [32], Christophe Bavard démontre une formule
analogue portant sur toutes les classes minimales, ce qui signifie que la
somme sur les classes dépourvues de réseaux eutactiques doit étre nulle.
Dans [24], nous en avons donné une raison : nous avons décomposé la somme
en une double somme ) - . dans laquelle la somme extérieure porte
sur des cellules maximales parmi celles qui sont sans réseau eutactique,
et chacune des sommes intérieures est nulle. Faute de maitriser toutes les
subtilités de la théorie des ensembles convexes, nous avons eu beaucoup de
difficultés pour écrire cet article, et sans la ténacité d’Anne-Marie, je crois
que j’aurais abandonné.

Ces articles ont eu une importante postérité. La classification des classes
minimales et des réseaux faiblement eutactiques a été faite en dimension 5
par Batut dans [30], utilisant une idée d’Anne-Marie consistant & descendre
a partir des réseaux parfaits plutét qu’a monter a partir réseaux ayant
seulement n vecteurs minimaux, comme cela avait été fait pour n < 4 par
Stogrin dans [57], puis par nous méme dans [7]. Motivés par des calculs de
groupes K, (Z), Elbaz-Vincent, Gangl, et Soulé ont classé les classes mini-
males (mais non les réseaux faiblement eutactiques) pour n = 6 et 7 ([42]).

8. Sous-réseaux des réseaux parfaits. Il s’agit des articles [21], [22]
et [23].

La classification des réseaux parfaits jusqu’a la dimension 7 met en évi-
dence un réseau tres particulier de dimension 7 : il est le seul a étre de
minimum impair dans sa représentation par des matrices de Gram entiéres
et de contenu 1, et en outre ne possede aucune section parfaite de méme
minimum (en-dehors du cas trivial des sections de dimension 1). Ce réseau
est un réseau de Coxeter Cox,, (n impair, = Aq(@nﬂ)/ 2 dans la notation de
[49], § 5.3). Dans [21], Anne-Marie Bergé montre que pour tout n > 7
impair, les réseaux Cox, n’ont aucune section parfaite de méme minimum
(réseaux « creux »). L’étude des réseaux de Coxeter a été poursuivie dans
[23], ot nous avons étudié plus généralement les sous-réseaux d’indice fini
des sections.

L’article [22] considere la question de 'existence de réseaux parfaits creux
et qui peuvent en outre étre renormalisés en un réseau entier de minimum
impair. Nous avons démontré que des réseaux possédant ces deux proprié-
tés existent en toute dimension n > 10. Récemment, M. Dutour Sikirié¢,
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A. Schiirmann et F. Vallentin ([41]) ont montré que la liste des 10916 ré-
seaux parfaits construits a Bordeaux est en fait complete, ce qui permet de
vérifier qu’en dimension 8, les réseaux parfaits ont tous une section hexa-
gonale de méme minimum.

Seul le cas de la dimension 9 reste ouvert. Nous conjecturons que les
réseaux parfaits de dimension 9 ont tous une section hexagonale de méme
minimum, et qu’en particulier, ils ont un minimum pair dans toute nor-
malisation qui les rend entiers. Ce dernier point a été vérifié par Cordian
Riener pour les quelques 500 000 réseaux construits a Magdebourg en marge
de larticle [41].

9. Derniers articles. Nous avons déja parlé des projections orthogonales
sur les vecteurs minimaux d’un réseau. Leur rang r dans ’espace des en-
domorphismes symétriques de I'espace euclidien ambiant (son carré symé-
trique) est le rang de perfection du réseau ; il est majoré par la dimension
w du carré symétrique ainsi que par le (demi) kissing number s du
réseau. Pour certains réseaux remarquables, s — r est tres grand comparé
a n, par exemple (s,r) = (120,36) pour Eg, (s,7) = (98280,300) pour le
réseau de Leech Agy), ce qui impose l'existence de nombreuses relations de
perfection. L’article commun [25] est une tentative de classification de ces
relations dans le cas le plus simple, mettant en jeu une famille de 2n vec-
teurs de rang n. Méme dans ce cas, nos résultats restent tres partiels — seul
le cas ou interviennent des quotients 2-élémentaires présente une certaine
beauté, prouvant une fois de plus I'ubiquité des systémes de racines. Nous
I’avons soumis en 2008 apres avoir longtemps hésité; 'acceptation m’est
parvenue quelques jours apres le décés d’Anne-Marie.

Le dernier article, di & Anne-Marie Bergé seule, s’attaque a une conjec-
ture de mon livre a laquelle j’ai donné une forme précise dans [50]. (Si un
réseau parfait A de dimension n est engendré par ses vecteurs minimaux
et si ses sous-réseaux engendrés par des vecteurs minimaux ont un indice
au plus égal & 2 — maximum atteint, alors n ne dépasse pas 7); une forme
forte de la conjecture consiste a remplacer « parfait » par « s > @ ».
On écrit
ert-tep .

2

A= (e1,...,en,€) avec e = :
la plus petite valeur possible de ¢ s’appelle la longueur. On a 4 < ¢ < n.
(Dans [50]. j’aurais di en toute rigueur remplacer dans le cas de la longueur 4 « s >
n(n+1) (n+1)

2

» par « s > 20T 4+ 2 »; cet oubli est probablement sans importance).

Anne-Marie prouve dans [26] que si ¢ = n, 'inégalité stricte s < w
a lieu des la dimension 6.

Bien que n’étant d’habitude jamais pressée de publier ses résultats, elle
a brusquement déposé a la mi-juin son article sur arXiv. Elle savait qu’elle

n’avait pas le temps d’attendre ; les autres ne le savaient pas. Elle a ensuite



viii Jacques MARTINET

travaillé jusqu’a la mi-juillet pour essayer de raccourcir son manuscrit, mais
n’a pas eu le temps de faire des progres sensibles sur ce point

9. Autres travaux. Anne-Marie Bergé a dirigé les theses suivantes :
Mohamed LAIHEM, Construction algorthmique de réseauz parfaits, soute-
nue le 4 décembre 1992.

Renaud COULANGEON, Réseauzx quaternioniens et problémes de densité,
soutenue le 2 décembre 1994.

(Cette these est la réunion des articles [38] a [40].)

Jean-Luc BARIL, Autour de [l'algorithme de Voronoi : construction de
réseaux euclidiens, soutenue le 25 janvier 1996.

[Renaud Coulangeon est actuellement Maitre de Conférences en Mathématiques &
I"Université de Bordeaux et Jean-Luc Baril Maitre de Conférences en Informatique a
l'université de Dijon.]

En dehors de ces directions de theses, elle a toujours offert généreusement
son temps pour aider quiconque en avait besoin. Sa modestie excessive a fait
que cela ne se voit pas toujours. Mon livre [49] lui doit beaucoup, d’abord
parce que nos articles, communs ou non, y ont été beaucoup utilisés ; comme
il est commode de se référer a un livre plutét qu’a des articles originaux,
elle est relativement peu citée par les auteurs utilisant ses travaux.

Je voudrais signaler un autre exemple de son intervention : la démons-
tration ingénieuse que je donne dans mon livre (voir les paragraphes 6.1 et
6.6) du fait que Eg est 'unique réseau critique en dimension 8 lui est due.
Elle est fondée sur 'analyse des cas d’égalité dans 'inégalité de Mordell,
qu’elle exploite en repérant les réseaux de racines Eg et E7 & ’aide de leurs
diagrammes de Dynkin.

Anne-Marie Bergé laisse un vide considérable autour de ceux qui 'ont
cotoyée. Pour moi, c’est la fin brutale de quarante ans de collaboration
scientifique et de pres de trente ans d’activités musicales.
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