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Géométric réelle des dessins d’enfant :

une étude des composantes irréductibles

par LAYLA PHARAMOND DIT D’COSTA1

RÉSUMÉ. Dans cet article nous nous intéressons aux propriétés
des composantes irréductibles associées à la géométrie réelle d’un
dessin d’enfant. Plus précisément, nous étudions les composantes
irréductibles de la courbe 0393 dont l’ensemble des points réels est
l’image réciproque de P1(R) par une fonction de Belyi d’un dessin
d’enfant.

ABSTRACT. In this paper, are studied the properties of the irre-
ducibles components associated with the real geometry of a dessin
d’enfant. In other words, we give a description of the irreducible
components of the curve 0393, the real points of which correspond
to the preimage of the real projective line by a Belyi funcion of a
dessin d’enfant.

Dans tout ce texte, X d6signe une courbe alg6brique, projective et lisse
sur C, f un morphisme fini (de C-sch6mas) de X dans Pj, non ramifie
au-dessus de P~2013{0,1, oo}, et n le degr6 de f .
On note f I’application de X(C) dans Pl (C) qui se déduit de la prece-

dente par passage aux points complexes : c’est un rev6tement topologique
ramifi6 fini de non ramifi6 au dessus de P~(C) 2013 {0,1,00} ([2],
~B.4.1).
On associe a ce rev6tement un dessin d’enfant D ([2], §B.3.3) trace sur la

surface topologique X(C), qui poss6de une triangulation adaptee canonique
T ([2], 3B.5.1, exemple). La r6union des sommets et des ar6tes de la trian-
gulation T est l’image r6ciproque par f de c’est un sous-ensemble

alg6brique r6el de X(C).
On note r la courbe d6finie sur R, dont [-1(P6(R)) est 1’ensemble des

points r6els ( ~2~ , ~ 1.1 ) et g : F 2013~ PR le morphisme correspondant.
Au ~ 1, nous pr6cisons r et rappelons quelques unes de ses propri6t6s

generales. La geometrie r6elle du dessin d’enfant est 1’ensemble des pro-
pri6t6s de r.

Manuscrit requ le ler f6vrier 2004.
1. Cet article n’aurait pas vu le jour sans les multiples contributions de Joseph Oesterl6. Je

1’en remercie chaleureusement.
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Notons (E, 0"1) le dessin combinatoire associé à D ([2], §B.2.2) : E
est 1’ensemble des ar6tes de D, i. e. 1’ensemble des composantes connexes
de [-1 (]O, 1 [) ; si a est une telle arête, les ar6tes ayant même extremite de
type 0 (resp. de type 1) que a sont munies d’un ordre cyclique déduit de
l’orientation de la surface X(C) en ce point, et Qo(a) (resp. Ql(a)) est le
successeur de a pour cet ordre cyclique.

Par definition, 1’ensemble E param6tre 1’ensemble des ar6tes de de type
{0, 1} de la triangulation T. Nous indiquons au §2, de quelle manière on
peut 6aalement param6trer 1’ensemble des ar6tes de type (resp. de
type {I, oo}) de T par E.

Notons g l’application continue de r(C) dans P1(C) d6duite du mor-
phisme gc&#x3E; : - P1 . Nous d6crivons au §3 une paramétrisation par
E x E des composantes connexes de ~(]0,1[), g - 1 (11, oo() et 
Nous la comparons a celle du §2, pour les composantes contenues dans
T(R).
Au §4, nous indiquons comment cette paramétrisation permet de d6ter-

miner, a partir du dessin combinatoire (E, la liste des composantes
connexes de r(R) : il s’agit de d6crire la manière dont les ar6tes de T se
succedent sur une telle composante connexe, ce que nous faisons en utilisant
la subdivision barycentrique de T.

Ces r6sultats et ceux de [2], §2, nous permettent, au §5, de determiner le
nombre de composantes connexes de 1’ensemble des points r6els de chaque
composante irr6ductible de F ; ce nombre peut 2, comme le montre
un exemple donn6 au §6.

Enfin au §7, apr6s des rappels sur les diviseurs, le groupe de Picard et
ses propri6t6s de fonctorialit6, nous 6tudions les diviseurs de X x X* definis
par les composantes irréductibles de Nous notons [C] la classe d’une
telle composante dans le groupe de Picard Pic(X x X*). Nous consid6rons
plus particulièrement le cas ou la courbe X est connexe et de genre 0,
i.e. isomorphe a P . Dans ce cas Pic(X x X*) s’identifie a Z x Z et [C] a
un couple d’entiers appel6 le bidegr6 de C; nous 1’exprimons en termes de
l’orbite 0 de E1) dans E x E associ6e a C. Le choix d’un isomorphisme
X x5 P, permet de considérer la trace de C sur le plan affine A1 x A’. 

_

C’est une courbe affine dont nous calculons le degre ; il depend du point de
X qui correspond au point a l’infini de Pl par l’isomorphisme choisi. Nous
consid6rons ensuite le cas ou X est connexe de genre quelconque. Auquel
cas, la structure du groupe de Picard de X x X* est plus compliqu6e : on
dispose d’une suite exacte canonique

0 -~ Pic(X) x Pic(X*) -&#x3E; Pic(X x X*) -j Hom(Jac(X), Jac(X*)) - 0,
ou Jac(X) d6signe la variete Jacobienne de X; les fl6ches sont pr6cis6es au
§7.1.6. Nous montrons par un exemple que les images des classes [C] des
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composantes irréductibles C de dans Hom(Jac(X), Jac(X*)) peuvent
6tre non nulles bien que leur somme soit 0.

1. La courbe r associ6e a un dessin d’enfant

La courbe r (celle qui est telle que f-1(PC(R)) est 1’ensemble des points
r6els ([2], 31.1)) peut se définir comme le produit fibr6 I

oil 11 X, fl PI sont les restrictions de Weil à R de X et pb respec-
C/R C/R 

Cl 

tivement et
4

le morphisme de R-sch6mas déduit
. . _ -

de f par restriction de Weil. Le morphisme g : r ~ PR est d6fini par
restriction de fl f a T et correspond donc a la projection sur le premier

C/R
facteur de ] Notons X* la courbe alg6brique complexe

conjugu6e de X ([2], §A.1.3) et A : Pj - Pö x PC le morphisme diago-
nale. Le carr6 cartesien déduit du pr6c6dent par passage au complexifi6
s’identifie([2], §1.2) à

Notons r la normalis6e de r, et g le morphisme compose 
Nous noterons Fc&#x3E; et le rev6tement ramifi6 et le morphisme f(c) -

P’ d6duits respectivement de r et de 9 par passage au complexifie. Notons
(E, al) le dessin combinatoire associ6 a D ([2], §B.2.2) : E est 1’ensemble
des ar6tes de D, i. e. 1’ensemble des composantes connexes de _f -1 (~ 0,1 ~) ;
si a est une telle ar6te, les ar6tes ayant même extremite de type 0 (resp.
de type 1) que a sont munies d’un ordre cyclique déduit de l’orientation de
la surface X(C) en ce point, et ao(a) (resp. est le successeur de a

pour cet ordre cyclique. On associe de manière analogue un dessin d’enfant
et un dessin combinatoire au rev6tement ramifi6 ~((~ : - Pl. Ce
dernier est canoniquement isomorphe a (E x E, Eo, ou ~o = ~p x 0"01
et El = 1 x al 1 ([2], §1.5, prop. 1.2). Nous notons f(R) et r (R) les
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ensembles de points r6els de F et de r, munis de leurs topologies naturelles
d’espaces analytiques r6els. Rappelons que r(R) s’identifie canoniquement
a l’image r6ciproque de P1(R) par F application f : X(C) ~ P1(C), i.e. au
I-squelette de la triangulation canonique T de X(C) associ6e au rev6tement
ramifi6 (X, f ). Par ailleurs r(R) est une courbe analytique r6elle (lisse)
compacte; toutes ses composantes connexes sont donc isomorphes (en tant
que vari6t6s analytiques r6elles) a des cercles.

2. Parametrisation des arbtes de la triangulation canonique T
de X(C)

Comme (E, Qo, le dessin combinatoire associé au revêtement ramifié

(X, f), E est 1’ensemble des aretes de de type f 0, 11 de la triangulation T,
i. e. 1’ensemble des composantes connexes de /"~(]0~ 1[).
Chaque arête de T est arete de deux faces exactement, l’une positive et

1’autre negative; chaque face de T a trois ar6tes exactement, de types 
et respectivement. On peut param6trer 1’ensemble des faces

positives (resp. des faces n6gatives) de T par E en associant a chaque face
son unique arête de type {0, 1}.

Il y a plusieurs mani6res de param6trer les ar6tes de type f oc, 0} (resp. de
type de T par E. Nous en consid6rons deux, que nous appelons
respectivement la paramétrisation positive et la paramétrisation negative.
La paramétrisation positive associe a une arête b de type {oo,0} (resp. de
type {1, oo}) I’ar6te de type f 0, 11 de l’unique face positive dont b est aussi
une arête. La paramétrisation negative se d6finit de maniere analogue a
partir des faces n6gatives.
La figure ci-dessous montre comment les deux parametrisations s’articu-

lent autour d’une même arête a de type {0, 1 }.

Paramétrisation positive Paramétrisation n6gative

Figure 1



875

Il existe une paramétrisation canonique des sommets de T de type 0, 1

et (X) par et respectivement ([2], §1.6). Soient i, j
deux elements distincts de {0, 1, Lorsqu’on param6tre positivement les
aretes, F application qui a une arete de type de T associe son extremite

de type i s’interprète comme la surjection canonique E - (oi)BE. (Cela
n’est pas vrai pour la param[trisation negative, lorsque i 

Sauf mention du contraire, nous utiliserons d6sormais toujours la pa-
rametrisation positive des ar6tes de T.

3. Paramétrisation des ar6tes de F(C) ou T(C)
3.1. Les triangulations canoniques de F(C) et T(C).

Rappelons que g : P1(C) d6signe 1’application continue d6duite
du morphisme 9(c) : f(c) - P1(C). L’image reciproque par g de la triangu-
lation canonique de P  (R) ([2], B.3.3, remarque 2) d6finit une triangulation,
dite canonique, de T(C), a sommets tricolori6s. (La notion de triangulation
utilis6e ici est la même que dans [2], ~8.5.1, a ceci pr6s que r(C) n’est pas
une surface topologique au voisinage des points au-dessus de 0, 1 et oo).

Les sommets, ar6tes et faces de cette triangulation seront simplement
appel6s sommets, ar6tes et faces de T(C). Les sommets de type 0, 1, x
de r(c) sont donc les points de g-1(1), les ar6tes de

type (cxJ, 0) , {O, I}, {1, oo} sont les composantes connexes de ~(]oo,0[),
g-1 (~0; 1 [), oc[), et les faces positives et n6gatives les composantes
connexes de-fl-1 (SJ+) et g-1 ( ~ _ ~, avec 5)+ Ie demi-plan supérieur
(resp. inf6rieur) de Poincar6. 

--

On d6finit de manière analogue la triangulation canonique de r(C). Ce
n’est autre que la triangulation canonique associ6e au rev6tement ramifi6

9(c) ~ f (c) - P 1 ([2]. B.3.3). Les ar6tes de type f oo, 0}, {0. 1}, f 1, les

faces positives et les faces n6gatives de T(C) sont en bijection canonique
avec celles de r(C); il n’en est pas de même des sommets.

3.2. Paramétrisation des ar6tes de F(C) et T(C).
Si (E, ao, (1) est le dessin combinatoire associé au revêtement ramifié

(X, ,f ), celui associ6 au rev6tement ramifi6 conjugue (X*, f *) s’identifie a
(E, ao 1, al 1), et celui associe au revetement ramifie (T~c~, g~c~) a (E x
E, EO, Oil U0 x aü1 et a1 x all ([21, 91.5, prop. 1.2).

Soit T* la triangulation canonique de X*(C) associ6e au revêtement
(X*. f *). Soient i, j deux elements distincts de {0, 1, oc). Lorsqu’on plonge
r’(C) dans X(C) x X*(C), toute arête de F(C) de type {i. j} est le pro-
duit fibr6 (au-dessus de P1(C)) d’une arête de T et d’une arête de T*,
toutes deux de type Le choix des paramétrisations positives des
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ar6tes de type de T par E et de T* par E d6finit donc une pa-
ram6trisation des ar6tes de type f i, j I de r(C) par E x E, et par suite aussi
une paramétrisation des ar6tes de type de T(C) par E x E. Cette
derni6re n’est autre que la paramétrisation positive, au sens du §2, associée
au rev6tement ramifie (r (C), 9(C)).

Sauf mention du contraire, c’est toujours de cette manière que nous pa-
ram6trerons les ar6tes de de T(C) et de T(C) d6sormais.

3.3. Liens entre aretes et sommets de T(C) et de r(C).
Rappelons que les ensembles de sommets de type 0, 1, oo de F(C) sont

param6tr6s respectivement par x (0"01) BE, (ai))E x et

x (Q~)~E, ou = Q~ = aoul ((2~, §1.6); les ensembles
de sommets de type 0, 1, oo de T(C) sont parametres respectivement par
(Eo)B(E x E), x E) et x E), ou x Q~.

Soient i, j deux elements distincts de {0, 1, oo}. Il r6sulte du dernier alin6a
du §2 (applique au rev6tement ramifi6 (ÎBC),9(C))) que I’application qui a
une arête de type de T(C) associe son extremite de type i s’interprète,
via les parametrisations des sommets pr6c6dentes et des ar6tes d6finies en
3.2, comme la surjection canonique E x E 2013~ x E).
On en déduit que I’application qui a une arête de type fi,jl de F(C)

associe son extremite de type i s’interprète comme la surjection canonique
de E x E sur x (~i 1)~E si i = 0 ou 1, sur x (a£))E si i = 00.

3.4. Ar6tes de r(C) situ6es sur une composante irr6ductible don-
nee.

Chaque arête de r(C) est contenue dans 1’ensemble des points complexes
d’une unique composante irr6ductible de (et ne rencontre pas les autres
composantes irreductibles). Plus pr6cis6ment :

Proposition 3.1. L’ar6te de F(C) de type (resp. {0,1~ ; resp.

(I, oo)) pararn[tr[e par un couple (a, b) E E x E (cf. 3.2) est contenue

dans 1’ensemble des points complexes de la composante irréductible de 
param6tr6e par l’orbite ~1~(a, b) ([2], 92.1.1).

Les ar6tes de type (oo, 0), f 0, 11 et param6tr6es par un m6me
couple (a, b) sont contenues dans 1’ensemble des points complexes d’une
meme composante irr6ductible de F(c) : en effet leurs relèvements dans
r(C) sont les ar6tes d’une même face de la triangulation canonique de r(C),
donc sont contenues dans 1’ensemble des points complexes d’une m6me
composante connexe, i.e. irr6ductible, de f (C) -

Il suffit donc de démontrer la prop. 3.1 pour les ar6tes de type {0,1} ;
or, dans ce cas, elle r6sulte des d6finitions mêmes des parametrisations
consid6r6es.
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3.5. Action de la conjugaison complexe sur les aretes de F(C).
Comme r est une courbe alg6brique r6elle, la conjugaison complexe opère

sur T(C) ; lorsque l’on plonge r(C) dans X(C) x X*(C), cette operation
s’6crit (x, y*) - (y, x*) (où x H .x,* est I’application canonique de X(C)
dans X*(C) d6duite de la conjugaison complexe).

L’application ~* transforme la triangulation T de X(C) en la trian-
gulation T* de X*(C), mais applique les faces positives de T sur les faces
n6gatives de T*. Elle transforme une arête de T de type 0} (resp. f 0, 11;
resp. {I, oo}) paramétrée positivement par un element a de E en I’ar6te de
T* de même type paramétrée negativement par a, c’est-a-dire param6tr6e
positivement par (resp. a; resp. (voir 32, figure 1).

L’action de la conjugaison complexe sur les aretes de r (C) (ou de T(C))
s’interpr6te donc, via les paramétrisation de 3.2, comme suit :
- sur les aretes de type 0 1, par (a, b) ~--&#x3E; (aü1(b), ao(a)) ;
- sur les ar6tes de type {0; 1}, par (a, b) ~ (b, a);
- sur les ar6tes de type par (a, b) H (~l(b); Qi 1(a)).

3.6. Ar6tes r6elles de F(C). 
’

Pour qu’une arête de de type f oo, 0} (resp. {0,1}; resp. 
param6tr6e par un couple (a, b) E E x E soit r6elle, i. e. contenue dans

T(R), il faut et il suffit d’apr6s 3.5 que l’on ait b = (resp. b = a ; resp.

Comme F(R) s’identifie au 1-squelette de la triangulation canonique T
de X(C), les ar6tes r6elles de r(C) s’identifient aux ar6tes de T. Le lien
entre les parametrisations consid6r6es aux §2 et 3.2 est le suivant : a I’ar6te
de T de type 0} (resp. {0, 1} ; resp. ~l, oo}) paramétrée par un element
a E E correspond l’ar6te r6elle de F(C) de même type param6tr6e par
(a, ao (a)) (resp. (a, a) ; resp. (a, 

3.7. Interpr6tation en termes de dessins triangul6s.
Soit D un dessin d’enfant repr6sentant le rev6tement ramifi6 (X, f ) ; ses

ar6tes sont paramétrées par E. Pour representer la triangulation T, on
choisit une triangulation adaptee T de D ([2], §B.5-1). Les ar6tes de T
correspondent donc bijectivement aux ar6tes de T, i. e. aux ar6tes r6elles

de T(C) ; les parametrisations de 3.2 d6finissent un 6tiquetage de ces ar6tes
par des elements de E x E.

Cet 6tiquetage est caracterise par les trois propri6t6s suivantes :
--- une ar6te de T de type f 0, If, qui dans D est index6e par a, est

étiquetée (a, a) ;
- les trois ar6tes d’une même face positive sont etiquetees par des

elements de E x E de premieres projections égales 
- les trois ar6tes d’une même face negative sont etiquetees par des

elements de E x E de deuxi6mes projections 6gales.
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L’allure locale de la triangulation au voisinage d’une arête de type f 0, 11
est representee par la figure suivante :

Figure 2

3.8. Un exemple.
Consid6rons le rev6tement ramifie represente par le dessin d’enfant sui-

vant

La triangulation correspondante, avec 6tiquetage des ar6tes par des 616-
ments de E x E, ou E = ~a, b, c, d, e}, est representee par la figure ci-dessous
(dans laquelle nous avons 6crit xy 1’616ment (x, y) de E x E pour all6ger les
notations)

N /

Figure 3
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4. Composantes connexes de F(R)

4.1. Paramétrisation des composantes connexes de r(R).
La courbe alg6brique r est projective et lisse. L’ensemble T(R) de ses

points r6els est donc une courbe analytique r6elle (lisse) compacte, et ses
composantes connexes sont isomorphes (en tant que vari6t6s analytiques
r6elles) a des cercles. Les points de r (R) au-dessus de 0, 1, oo et les ar6tes
de r(R) forment une d6composition simpliciale de r(R) ; chaque arête a
deux extrémités distinctes et chaque sommet est extremite d’exactement
deux ar6tes.

Les ar6tes de r(R) s’identifient a celles de r(R), 2. e. de la triangula-
tion T de X(C). Celles d’un type donn6 sont parametrees par E (via la
paramétrisation positive, d6finie au §2). Appelons demi-arete de r(R) tout
couple (A, Q) forme d’une arête A et de l’une de ses deux extrémités Q
dans r(R); on dit que (A, Q) est la demi-ar6te d’extr6mit6 Ca de I’ar6te A.
On param6tre les demi-ar6tes de f (R) par 1’ensemble F = E x 

de la maniere suivante : a un element (a, s) de F correspond la demi-
aret e (A, Q), ou A est I’ar6te de paramet ree par a, et
Q rextremite de A de type s(o).
On munit 1’ensemble des demi-ar6tes de r(R) de deux involutions :

la premiere associe a une demi-ar6te l’unique autre demi-ar6te de meme
extremite ; la seconde associe a une demi-arete 1’autre demi-ar6te de la
même arête. Notons To et TIles involutions correspondantes de F. L’ensem-
ble des composantes connexes de r(R) est alors param6tr6 par To, T1) BF.
Nous explicitons les involutions To et T1 de F au §4.3.

4.2. Allure locale des aretes de r(R) d’extremite donn6e.
La définition des demi-ar6tes de T (R) (ou ce qui revient au meme de la

triangulation T de X(C)) est analogue a celle donn6e au ~ 3 .1 pour f (R).
Les demi-ar6tes de f (R) et de F(R) se correspondent bijectivement. Par
contre, il se peut que plus de deux demi-aretes de r(R) aient une meme
extremite dans T (R) .

Soit P un point de X(C) au-dessus de 0,1 ou oo, et soit e l’indice de
ramification de f en P. Il existe une uniformisante locale u de la surface de
Riemann X(C) au voisinage de P dans laquelle 1’6quation locale de f(R)
s’écrit ue = ue ([2], §2.3.1 et 2.3.3). Dans la carte locale correspondante,
les germes des demi-ar6tes d’extrémité P s’identifient aux germes des demi-
droites issues de l’origine engendr6es par les racines 2e-i6mes de l’unit6.
L’ensemble des demi-ar6tes d’extrémité P est donc de cardinal 2e, et est
muni d’un ordre cyclique; deux de ses elements cons6cutifs proviennent
d’arêtes de type different ( i. e. de type 10, 11 et f 0, si P est de type 0) .
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Tout ant6c6dent Q de P dans T(C) est r6el ([2], §1.6.7, th. 1), et 1’applica-
tion composée F(R) 2013~ X(C) est une immersion (analytique r6elle)
en Q ([2], §2.3.3). Il en r6sulte que deux demi-aretes de T(R) d’extremite
P se relèvent en des demi-ar6tes d’extrémité commune dans T(R) si et

seulement si leurs germes dans la carte locale pr6c6dente sont ceux de deux
demi-droites opposées.

4.3. Interpr6tation des involutions To et Tl en termes de la subdi-
vision barycentrique de 

Rappelons ((2~, B.5.4) que la subdivision barycentrique du dessin combi-
natoire (E, ao, Ql) est le dessin combinatoire (F, o’o, Qi), ou F = E x 
comme en 4.1, et ou

en posant en notant pouri, j E {O, 1, oo}, la transposi-
tion de {O, 1,00} qui 6change i et j.

Lorsque l’on parametre 1’ensemble des demi-ar6tes de T(R) par F, a’ 0 s’in-
terpr6te comme la permutation qui a une demi-ar6te associe la demi-ar6te
de même extremite qui lui succ6de immediatement dans l’ordre cyclique
considere en 4.2. Toute cycle de est donc de longueur paire et l’on a,
compte tenu de 4.2,

si le cycle de ab contenant (x, s) est de longueur 2e (ce qui 6quivaut a dire
que le cycle de contenant x est de longueur e) . Par ailleurs, il est clair
que l’on a

Ces formules permettent, compte tenu des numeros 4.1 et 4.2 de d6ter-
miner de manière algorithmique a partir du dessin combinatoire (E, go, ~1)
la liste des composantes connexes de T(R), ainsi que la manière dont les
demi-ar6tes se succèdent sur chacune d’elles.

Remarques. 1) Les ar6tes de la triangulation T (ou de T(R), ou de F(R),
cela revient au meme) correspondent bijectivement aux elements de 
a la classe s) d’un element (a, s) de F correspond I’ar6te de T de type
(s(0) , s (1) 1 paramétrée par a.
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2) Les sommets de la triangulation T (ou de r(R), cela revient au même)
correspondent bijectivement aux elements de (QO)~F : a la classe s)
d’un element (a,8) de F correspond le sommet de T de type f s(0) pa-
rametre par 1’616ment (o-s(O))a de 

3) Les sommets de T(R) correspondent bijectivement aux elements de
(TO~~F : a la classe (TO) (a, s) d’un 616ment (a, s) de F correspond le sommet
de r(R) de type (s(0) ) parametre par 1’616ment (E, (0)) (a, a) de (E, (0)) B (E x
E) si {s(0), s(1)~ _ (0, 1), par 1’element ao (a)) si {8(0),8(1)} ==
{0, oo} et par 1’616ment (So)(a, al 1 (a)) si {s(0), s (1) {1; cc 1. 4) Soit
(a, s) E F. Soit e la longueur du cycle de contenant a. La composante
connexe de T(R) qui contient la demi-ar6te param6tree par (a, s) se com-
pose des 2e demi-aretes param6tr6es par les elements de F obtenus a partir
de (a, 8) en appliquant alternativement les involutions To et Tl.

5. Composantes connexes de 1’ensemble des points r6els d’une
composante irreductible de r

Soit C une composante irr6ductible de r. Si C n’est pas géométriquement
irr6ductible, elle n’a pas de points r6els ([2], 82.5.3, prop. 7). Supposons C
géométriquement irr6ductible, et notons C sa normalis6e. C’est une compo-
sante (geometriquement) irr6ductible de C et aussi une composante connexe
de r. Il en r6sulte que 1’ensemble C(R) de ses points r6els est ouvert et
ferme dans F(R) ; il est donc r6union d’un certain nombre de composantes
connexes de r(R).

L’orbite (~ de (Eo, El) dans E x E associ6e à C ([2], 82.1.1) est stable
par l’involution (a, b) ~--&#x3E; (b, a) de E x E ([2], ~2.5.1). Notons Fo 1’ensemble
des elements (a, s) de F poss6dant 1 ’une des trois propri6t6s suivantes : soit
s (0), s(1)} _ {0, 11 et (a, a) appartient à 0 ; soit f s(0), s (1) {0, oo} et
(a, appartient à 0 ; soit {s(0), s (1) 1, oc I et (a, appar-
tient a O.

Il r6sulte de §3.4 et de §3.1 que Fo param6tre les demi-ar6tes de T(R)
contenues dans C(R) (ou ce qui revient au même les demi-ar6tes de r(R)
contenues dans C(R)). L’ensemble des composantes connexes de C(R)
est donc param6tr6 par (TO,T1)BFo. Nous savons déjà que cet ensemble
peut 6tre vide (cf. [2], §2.5.3). Nous montrerons au num6ro suivant par un
exemple qu’il peut 6tre de cardinal &#x3E; 2.

6. Un exemple ou 1’ensemble des points r6els d’une composante
irr6ductible de r n’est pas connexe

6.1. Description de 1’exemple, par un dessin combinatoire et le
dessin d’enfant associe.

Consid6rons le dessin combinatoire (E, co, ~rl), oll
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On a «m == (JÜ1(Jl1 = (ade) (bgj hf c).
Le dessin combinatoire (E, oo, est donc connexe, de genre 0, et peut

6tre represente par le dessin d’enfant suivant :

Figure 4

Pour 1’action du groupe E x E possede trois orbites 01, 02, 03,
sur lesquelles et Eo ’E 1 1 op6rent comme suit (en 6crivant xy
1’616ment (x, y) de E x E pour all6ger les notations)
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Ces orbites sont stables par l’involution xy H yx. Elles correspondent
donc a trois composantes irréductibles de r (C), toutes r6elles, i. e. a trois

composantes géométriquement irréductibles C1, C2, C3 de r. Celles-ci sont
de genres 0, 6 et 1 respectivement.
Une triangulation adaptee du dessin d’enfant de la figure 4 est representee

sur la figure 5 (qu’il convient de considérer comme compl6t6e par un point a
l’infini en lequel se rejoignent les branches infinies ; deux demi-ar6tes abou-
tissant en ce point sont oppos6es si les branches infinies correspondantes
ont des directions asymptotiques opposees) . L’examen de cette figure per-
met, compte tenu de 4.2, de conclure que F (R) poss6de quatre composantes
connexes, dont les images dans F(R) sont num6rot6es (1), (2), (3), (4) sur
la figure ci-dessous.

Figure 5
L’étiquetage des arêtes de cette triangulation par des 616ments de E x E,

suivant la m6thode d6crite au 33.7, est la suivante :
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Figure 6

Fignre 7
Il r6sulte du §5 que C1(R) est la composante connexe de T(R) numerotee

(1) sur la figure 1, que C2(R) est la composante connexe de T(R) num6rot6e
(2), et que C3(R) n’est pas connexe, mais est la r6union des deux compo-
santes connexes de r(R) numérotées (3) et (4).

6.2. Description de 1’exemple par une fonction de Belyi.
Consid6rons la fonction rationnelle f d6finie par

ou a est la plus petite des deux racines r6elles de 1’6quation 2cx4 - 4cx3 -
2a + 1 = 0, c’est-a-dire
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Le degr6 de f est 9 et 0, 1 et x ont respectivement 4, 5 et 2 ant6c6dents
par f dans Pl. Comme (4 + 5 + 2) - 9 = 2, f est une fonction de Belyi,
i.e. d6finit un rev6tement ramifi6 non ramifi6 au-dessus de Pl -
{0,1, oo}. Le dessin combinatoire qui lui est associ6 est isomorphe au dessin
combinatoire (E, ao, Ql) considéré au 36.1, (4) : cela se déduit du fait qu’il
est d6fini sur R, que les points au-dessus de 0, 1 et oo sont r6els, qu’ils ont
mêmes valences et se succ6dent sur la droite r6elle dans le même ordre que
ceux de la figure 6.

Les orbites de Qo dans E param6trent les points de f -1 (0) : aux orbites
a, b, c, d, fell ff,gl, h; j} correspondent respectivement les points 0,

1-0:23(1-0:)1 - I - a 2 , 1 - 2. a Les orbites de Ql dans E param6trent les points1-2a’ 1-2a
de .f -1 (1) : aux orbites et f g, hl correspondent respectivement

1 + a
les points 1 et aux orbites fcl fal, {j} les trois racines (toutes1- 2a

r6elles) rang6es par ordre
croissant. Les orbites de dans E param6trent les points de aux

orbites [a" d. e} et {b, g, j, h, f, c} correspondent respectivement les points
1+0:

et oo.
3 

.

Proposition 6.1. L’ouvert affine U canoni-
C/R C/R

quement d cen plan muni’ de coordonnées x, y. La trace de C3 sur U est la
courbes affine d’equation

On obtient une equation de la trace de r sur U en 6galisant le num6rateur
de + iy)) avec 0. Cette equation est polynomiale de degr6 12. Son
premier membre est produit de 3 facteurs irréductibles, de degr6s 1, 8 et 3,
qui sont les 6quations des traces sur U de C1, C2 et C3 respectivement. La
proposition peut alors se d6montrer en effectuant cette factorisation. C’est
a priori difficile sans ordinateur; c’est pourquoi nous allons presenter une
autre demonstration de la prop. 6.1 n6cessitant moins de calculs.
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On sait a priori que la courbe C3 est lisse ([2], §. 2.4.4, th. 2) et que
sa trace sur U est une cubique (§7.2.4, exemple 2) sym6trique par rapport
a 1’axe y = 0 . Son equation est donc de la forme P(x) + avec

deg(P)  3 et deg(Q) ~ 1; en la multipliant par une constante, on se
ram6ne au cas ou le polyn6me P est unitaire. Les racines de P sont les
abscisses des points d’intersection de C3 n U avec 1’axe g = 0; on a donc

1-a2P(x) = x( - 1) ( - 1 _ a2 ).1 - 2cx 
_

Les orbites de Eo dans 03 param6trent les points complexes de C3 = C3
au-dessus de 0. Consid6rons en particulier les deux points correspondant
aux orbites {ef, eg) et fdh, a j, bh, cj}. Ce sont les points ( 1-a, 1-2a )
et (o, 3(1-a) ) de Pl x P’ lorsque l’on plonge la complexifi6e de C3 dans1-2a

X x X* = P 1 x P 1. Ce plongement (ou plus exactement la restriction
de ce plongement a C3 n U) s’6crit (x, g) H (x + iy, x - iy). Les coor-
donnees (x, y) des deux points consideres sont donc (1-a)(2-a) 3a(1-a)ilonnees x, y es eux point s consI eres son onc 2(1-2a) I 2(1-2a) )

et 3(1-a) ’ 3(1-a)i . En 6crivant que ces points satisfont 1’equation de C3,( 2(1-2a) I 2(1-2a) ) -
on obtient les relations

d’ou il r6sulte que (

Remarque. Pour d6terminer Q, on peut aussi utiliser les arguments suivants.
Soit C I’adh6rence de C3 n U dans p2. C’est une cubique projective dont
la normalis6e est de genre 1; elle est donc lisse et isomorphe a C3 = C3.
On peut d6montrer directement qu’elle poss6de trois points a l’infini, qui
sont (o, l, 0), (1, i, 0) et (1, -i, 0) ; cela implique que la partie homog6ne de
degr6 3 de 1’6quation de C3 n U est x(x2 + y 2) , donc que le polyn6me Q est
unitaire. La racine /3 de Q est 1’abscisse de 1’asymptote verticale de C3 n U.
Lorsqu’un point (x, y) de C3 n U, avec r6els, se d6place sur la branche
asymptotique en tendant vers l’infini, x tend vers /3 et jyj vers +00; on a
donc

puisque + iy) est r6el.
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6.3. D6termination de la fonction de Belyi f via 1’etude de C3.
Au num6ro precedent, nous avions introduit ex abrupto une fonction ra-

tionnelle f et v6rifi6 qu’elle etait la fonction de Belyi de 1’exemple consid6r6
(normalisee de sorte que 0 soit le zero d’ordre 4 de f , 1 le zero d’ordre 4
de f - 1 et oo le pole d’ordre 6 de f ) , mais nous avions pas indiqu6 com-
ment nous 1’avions trouv6e. 11 existe des algorithmes pour ce faire, mais ils
conduisent a des calculs assez fastidieux, difficiles a mener sans 1’aide d’un
ordinateur.
Nous allons dans ce numero montrer comment 1’etude g6om6trique de la

seule composante irr6ductible C3 de F permet de d6terminer simplement
f . La fonction de Belyi recherch6e est de la forme

avec

les nombres a2, /3j, r et A 6tant r6els et tels que

D’apres la d6monstration de la prop. 2 et la remarque qui la suit, la trace
de C3 sur le plan affine U a pour equation

oii 6 = (0:0+20:1 +20:2-3¡)/6. L’adhérence de C3 n U dans le plan projectif
est un modele projectif plan de C3 ; son equation s ’écrit, en notant ;]2, y, t
les coordonn6es homogenes,

La restriction de g(c) a la complexifi6e de C3 est un rev6tement ramifie de
P’, non ramifi6 au-dessus de {0,1~ oo}. Le dessin combinatoire associe
s’identifie a ((~;j, ~~~C’73, E1~C~3). Vu les formules donnant ~o 103, ~ 11 03 et
~oo103 (cf. ~6.1), le dessin d’enfant associ6 peut se representer comme suit
(la surface de genre 1 sur laquelle il est trace 6tant obtenue en identifiant
les c6t6s oppos6s du carre).
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Figure 8

On constate qu’un groupe cyclique d’ordre 3 de translations verticales
opere sans points fixes sur ce dessin. Le groupe correspondant d’automor-
phismes du dessin combinatoire est engendre par la permutation

(15) T= (ac, ja, cj)(bb, hd, dh)(ca, jc, aj)(dd, hb, bh)(e f, ge, 9 f, eg)
de 03 (qui commute à et a Ei 03 et opere sans points fixes dans
l’ensemble des orbites de de ~1~3 et Notons G le groupe

correspondant d’automorphismes du revetement 9(c) ; il est stable par la

conjugaison complexe : le conjugue d’un element de G est égal à son inverse.
On peut donc definir la courbe algebrique reelle quotient C = GBC3 ; elle
est de genre 1. Le morphisme canonique 7r : C3 ~ C est non ramifié, et
le morphisme g : C3 - Pk, de degré 18, est le compose de 7r et d’un

revetement ramifié h : C PR, de degré 6, non ramifié au-dessus de
P~-{0,1, oo}.

Le dessin combinatoire associe au revêtement ramifié (C, h) est canoni-
quement isomorphe à (E’, cro, a[ ) , oi1 E’ est l’ensemble (7) BE des orbites de
7 dans E, et olt les permutations (7 de E’ sont déduites de 1 par

passage au quotient. Posons

On a alors

Puisque le revetement (C, h) est d6fini sur R, la conjugaison complexe
d6finit une involution de E’ : celle-ci est (a’c’~(b’)(d’)(e’,f’).

Le dessin d’enfant associ6 peut se representer comme suit (la surface de
genre 1 sur laquelle il est trace 6tant la encore obtenue en identifiant les
c6t6s oppos6s du carré).
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Figure 9
On constate qu’il possède un automorphisme d’ordre 2, déduit de l’involu-
tion

de E’ (qui commute a a§ et a Cette involution stabilise chacune des
deux orbites de a’ l’orbite a quatre elements de 7~ et l’unique orbite de
a elle 6change les deux orbites de cardinal 1 de ~i . L’automorphisme
d’ordre 2 correspondant de C est d6fini sur R. Soit C’ la courbe quotient
de C par cet automorphisme. Elle est de genre 0. La surjection canonique
7r’ : C - C’ est un rev6tement de degr6 2, ramifie en quatre points, et h est
le compose de 7r’ et d’un rev6tement ramifi6 k : C’ - pk, de degr6 3, non
ramifi6 au-dessus de Pl - {O, 1,00}.

Le dessin combinatoire associ6 au rev6tement ramifi6 (C’, I~) est canoni-
quement isomorphe a (Efl, o7/1, or’/), où E" est 1’ensemble BT’)BE’ des orbites
de T’ dans E’, et ou les permutations ~o , ~l de E" sont d6duites de a’, o-i
par passage au quotient. Posons

On a alors

et la conjugaison complexe opère sur E" suivant l’identit6.

Remarque 1. L’involution

de E commute a ao, ~l et a la conjugaison complexe, et est un rel6vement
de l’involution T’ de (E’, a’) - Il lui correspond donc un automorphisme
d’ordre 2 de ( C3 , g) . Celui-ci engendre avec G un groupe H d’ automor-
phismes de la complexifi6e de C3, stable par conjugaison complexe et iso-
morphe a 63. Le morphisme 1f’ o1f : C3 - C’ définit par passage au quotient
un isomorphisme de H B C3 sur C’.
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Le dessin d’enfant associé au revêtement ramifié (C’, I) peut se repré-
senter comme suit

11 _ ,..,

Figure 10

La courbe C’ poss6de au-dessus de chacun des points 0, 1 et oo un unique
point en lequel k est ramifi6. On identifiera d6sormais C’ a Pl par l’iso-
morphisme qui applique les trois points pr6c6dents de C’ sur 0, 1 et o0

respectivement. Le morphisme l~ n’est alors autre que la fonction de Belyi

et les quatre points de C’ représentés sur la figure 10 sont respectivement

2013. 0, , 1, . Le morphisme 7r’ : C 2013 C est ramifié au-dessus des points 0,
2 2

1, , 0o de C’ et non ramifié ailleurs.’ 2 ’

Le morphisme compose 7r’ o7r : C3 - C’ s’interpr8te, lorsque C’ est iden-
tifiee à comme une fonction rationnelle sur C3, que nous noterons X.
Son diviseur est

ou Ao, A 1, A2 sont les sommets de type 0 de C3 ( C ) param6tr6s par les or-
bites ~ac, bb, ca, ddl, ~hb, ja, hd, jcl, ldh, aj, bh, cjl de ~o dans 03 res-
pectivement et Do, D1, D2 les sommets de type oo parametres par les orbites
~ bh, gf , jc, hd, f g, c j ~, ~ac, dd, eg, aj, dh, e f ~, ~ bb, ge, ja, hb, f e, cal de

(cf. figure 11 ci-dessous). Les coordonn6es homogenes de ces points dans
le mod6le projectif plan de C3 introduit au d6but de ce num6ro sont
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Figure I I
O n a de m6me

ou Ao, A’, A~ sont les sommets de type 0 de C3 (C) param6tr6s par les
orbites ~ f g, g f ~, ~e f , eg~, ~ f e, gel de Eo dans 03 respectivement et Bo,
B1, B2 les sommets de type 1 param6tr6s par les orbites e f, dd, 

hb, g f, hdl, (eg, dh, f g, bh~ de Les coordonn6es homogenes de ces
points sont

La restriction a la courbe C3 du fibr6 sur le plan projectif est un
fibr6 inversible de degr6 3; les coordonn6es homogenes x, y, t peuvent 6tre
consid6r6es comme des sections de ce fibr6 dont les diviseurs sont

Par ailleurs, on a

Nous allons maintenant exprimer X en termes des fonctions rationnelles
x = xlt et y = y~t. Vu les relations pr6c6dentes, on a
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Il existe par suite une constante p telle que

r B n 
- 

/

On d[montre de par comparaison des diviseurs, que l’on a

La premi6re de ces 6galit6s se traduit par les relations

En substituant ces valeurs de p et J dans la seconde, on obtient
~ 13

Des deux premi6res 6galit6s de (33), on tire
c’est-a-dire

La derni6re relation de (33) peut alors se récrire Q1(Q2 - == (Q2 -
1)2, c’est-a-dire a2(2al - 3) - 2a2(2ai - 3) + (2ai - 3) = 0, ou encore, en
rempla~ant cx2 par son expression (34) en fonction de a1,

De (34) et (35), on déduit que l’on a

11 est commode pour comparer ces r6sultats a ceux de 5.2 d’exprimer
tous les nombres pr6c6dents en fonction de a = 2a2 3. On a

En rempla~ant ces expressions dans la seconde relation (33), on obtient
1’6quation alg6brique satisfaite par Of

Cette equation a deux racines r6elles dont l’une est  1 et 1’autre &#x3E; 1.
. 

Comme on sait que ao est positif, a est la plus petite de ces deux racines.
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De la relation 6 = (ao + 2ai + 2a2 - 3y) /6 6noiic6e au d6but de ce numéro,
on déduit la valeur de q :

Si un point complexe de C3n U a pour coordonn6es (x, y), on a /(.c+z?/) =

-X2 (2X-3) ol1 X == 2013. ~. ; lorsqu’un tel point tend vers Ie point h l’infini
de - coordonnées homogènes (l,2013z,0), tend vers l’infini, X est équivalent

Nous avons ainsi determine tous les coefficients de la fonction de Belyi f.

Remarque 2. Notons B’, Blf, B~, Bl, B/, B2, les sommets de type 1 de

C3(C) param6tr6s par les orbites ~ac~, ~ca~, ~ ja~, ~ jc~, ~cj ~, ~aj ~ de ~1
dans 03 respectivement (cf. figure 11 ) . Les coordonn6es homogenes de ces
points sont

On en déduit que l’on a

Si 1’on note R (x ) = polyn6me (
la relation (48) s’ecrit
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d’ou l’on déduit Sl = a2, s2 = 2p, S3 = 2p(a2 - 26), c’est-a-dire

On retrouve ainsi le facteur de degr6 3 de 1’expression (7) l.

Remarque 3. Le calcul de f presente dans ce numero explique la forme tr6s
simple que prennent les coefficients des différents facteurs de f et f - 1
dans les formules (6) et (7), lorsqu’on les exprime en fonction de a.

Remarque 4. Identifions comme-ci-dessus la courbe C’ a la droite projec-
tive. Les points oo, 0, 1 et 1 de C’ ont chacun un unique ant6c6dent par
h dans C. Notons 0 I’ant6c6dent de oo. La courbe C, munie du point ra-
tionnel 0 est une courbe elliptique; ses trois points d’ordre deux sont les
ant6c6dents de 0, 1 et 1 par h. Il existe une fonction rationnelle sur C,
unique a multiplication pr6s par une constante, ayant pour seul pole un
pole triple en l’origine et s’annulant en chacun des points d’ordre 2. Sa
compos6e avec le morphisme canonique 7r : C3 -~ C est une fonction ra-
tionnelle Y sur C3 dont le diviseur est Ao + Al + A2 + Ao + Al + A2 ~
Bo + Bi + B2 - 3Do - 3Di + D2 . Vu les relations (25) a (28), on peut la
normaliser en prenant

et l’on a alors

Cette equation fournit un mod6le de Weierstrass affine de C, les expressions
de X et Y en fonction de x d6crivant le morphisme 7r : C3 - C dans
ce mod6le.

Remarque 5. L’automorphisme d’ordre 2 de C3 considere dans la remar-
que 1 est (x, y) - (x, -y) .
Remczrque 6. L’automorphisme d’ordre 3 de la complexifiee de C3 associe
a la permutation T d6finie dans la formule (15) est

7. Composantes irréductibles de f(c) : degré en genre 0, classe
dans Pic (X x X*)

Apr6s un § 7.1 consacr6 a des rappels sur les diviseurs, le groupe de

Picard et ses propri6t6s de fonctorialit6, nous reprendrons les notations
des chapitres pr6c6dents. Toute composante irr6ductible C de est un

diviseur de X x X*. Nous notons [C] sa classe dans le groupe de Picard
Pic(X x X*)
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Au § 7.2, nous consid6rons le cas ou la courbe X est connexe et de genre
0, i. e. isomorphe a Pl. Dans ce cas Pic(X x X*) s’identifie a Z x Z et [C] a
un couple d’entiers appel6 le bidegr6 de C; nous 1’exprimons en termes de
l’orbite 0 de dans E x E associ6e a C. Le choix d’un isomorphisme
X x5 P 1 permet de considérer la trace de C sur le plan affine A 1 x A . C’est
une courbe affine dont nous calculons le degre ; il depend du point de X qui
correspond au point a l’infini de P 1 par l’isomorphisme choisi.

Au § 7.3, nous consid6rons le cas ou X est connexe de genre quelconque.
Dans ce cas, la structure du groupe de Picard de X x X* est plus compliquee :
on dispose d’une suite exacte canonique

ou Jac(X) d6signe la variete Jacobienne de X; les fi6ches sont pr6cis6es au
§ 7.1.6. Nous montrons par un exemple que les images des classes [C] des
composantes irréductibles C de dans Hom(Jac(X), Jac(X*)) peuvent
6tre non nulles bien que leur somme soit 0.

7.1. Rappels sur le groupe de Picard.
Dans ce paragraphe, S d6signe une variete alg6brique complexe irr6duc-

tible non singuli6re (i.e. un schema de type fini sur C, irr6ductible et lisse).

7.1.1. DiviseuTS (de Weil).
Un diviseur irréductible de S est par d6finition un sous-schéma int6gre

Z de codimension 1 de S. La donn6e d’un tel sous-sch6ma 6quivaut a celle
de son point g6n6rique, c’est-a-dire d’un point z de du schema S tel que
Os,z soit de dimension de Krull 1; 1’anneau Os,z est alors un anneau de
valuation discrete.
On appelle diviseur (ou plus pr6cis6ment diviseur de Weil) de S tout

element D = Ez du groupe abélien libre construit sur 1’enserrible des
diviseurs irréductibles de S. Le support de D est la r6union des Z tels que

0. On dit que le diviseur D est effectif si tous les entiers mz sont &#x3E; 0.
On dit que D est sup6rieur a un diviseur D’ si D - D’ est effectif.

Soit Z un diviseur irr6ductible de S et z son point g6n6rique. La valuation
de 1’anneau local se prolonge de manière unique en une valuation
discrete norm6e vz sur le corps des fonctions rationnelles sur S.

Si f est une fonction rationnelle non nulle sur S, 1’ensemble des diviseurs
irréductibles Z tels que 0 est fini. Le diviseur se note

div( f ) et s’appelle le diviseur de f . Les diviseurs de cette forme sont dits
princzpaux.

L’ensernble des diviseurs principaux est un sous-groupe du groupe des di-
viseurs de S. Le groupe quotient s’appelle le groupe des classes de diviseurs
de S.
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7.1.2. Diviseurs de Cartier.
Soit IC le faisceau constant sur S des fonctions rationnelles. Un diviseur

de Cartier de S est par definition un sous-Os-module localement libre de
rang 1 de 1C. Il est dit effectif s’il contient Os, principal s’il est libre.

L’ensemble des diviseurs de Cartier de S est muni d’une structure de

groupe abélien dont la loi de composition est (1, J) ~-4 Les diviseurs de
Cartier principaux en forment un sous-groupe; le groupe quotient s’appelle
le groupe des classes de diviseurs de Cartier de S.

Soit D = £z rnzZ un diviseur de Weil de S. Notons Os (D) le sous-Os-
module de K d6fini comme suit : ses sections sur un ouvert non vide U de
S sont les fonctions rationnelles f sur S dont le diviseur est sup6rieur a -D
sur U, i. e. telles que vz ( f ) + mz &#x3E; 0 pour tout diviseur irr6ductible Z qui
rencontre U. Le fait que S soit lisse implique que Os (D) est un Os-module
localement libre de rang 1, i. e. un diviseur de Cartier de S.

L’application D H Os (D) est un isomorphisme du groupe des diviseurs
de Weil de S sur celui des diviseurs de Cartier de S, par lequel les diviseurs
effectifs (resp. principaux) se correspondent. On en déduit par passage au
quotient un isomorphisme entre les groupes des classes de diviseurs de Weil
et de Cartier.

7.1.3. Le groupe de Picard.
On appelle module inversible sur S un Os-module localement libre de

rang 1. L’ensemble des classes d’isomorphisme de modules inversibles sur
S, muni de la loi de composition d6duite du produit tensoriel, est un groupe
abélien appel6 le groupe de Picard de S et not6 Pic(S).

L’application qui a un diviseur de Cartier I sur S associe la classe d’iso-
morphisme du Os-module I est un isomorphisme du groupe des classes de
diviseurs de Cartier de S sur Pic(S).

Il en résulte, d’après 7.1.2, que l’application qui a un diviseur de Weil D
sur S associe la classe d’isomorphisme du Os-module Os (D) , souvent not6e
[D], est un isomorphisme du groupe des classes de diviseurs de Weil de S
sur Pic(S).

7.1.4. Proprietes de fonctorialité du groupe de Picard.
Soient S et T deux vari6t6s alg6briques complexes irréductibles non sin-

guli6res et u un morphisme (de C-sch6mas) de S dans T.
On d6finit un homomorphisme de groupes u* : Pic(T) - Pic(S) en asso-

ciant a la classe d’un OT-module inversible celle du Os-module inversible
déduit de £ par le changement de base u.

7.1.5. Le groupe de Picard d’une courbe projective irréductible.
Soit S une courbe projective lisse et irr6ductible. Un diviseur de S n’est

alors autre qu’une combinaison lin6aire D = ¿s mss (a support fini et a
coefficients dans Z) des points fermes de S. L’entier ES ms s’appelle le degr6
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du diviseur D et se note deg(D). Tout diviseur principal est de degr6 0. Le
groupe des classes de diviseurs de degr6 0 de S s’identifie canoniquement
au groupe des points complexes de la jacobienne Jac(S) de S.

7.1.6. Le groupe de Picard du produit de deux courbes projectives irréduc-
tibles.

Soient S et T deux courbes projectives lisses et irréductibles sur C. No-
tons Jac(S) et Jac(T) leurs jacobiennes. Notons p et q les projections de
S x T sur S et T respectivement. Si s E S, notons as le morphisnle t - (s, t)
de T dans S x T.

D’apr6s [1], chap. 11, §5, th. 5.1, il existe une suite exacte

ou a(, ) = P*() + et /3 est caractérisé par la propriété suivante :
si ~ est un element de Pic(S x T) et u son image par {3, 1’application u :
Jac(S)(C) -+ Jac(T)(C) d6duite de u par passage aux points complexes
applique la classe d’un diviseur de degr6 0 sur S sur F_ (ç).
7.2. Degr6 des composantes irr6ductibles de r(C) lorsque X = P1.
Nous reprenons maintenant les notations du §1. Dans ce paragraphe,

nous supposons de plus que la courbe X est connexe et de genre 0. Les
groupes Pic(X) et Pic(X*) sont alors canoniquement isomorphes a Z et le
groupe Pic(X x X*) a Pic(X) x Pic(X*), donc a Z x Z. La classe d’un
diviseur D de X x X* peut ainsi 6tre representee par un couple (d’, d")
d’entiers relatifs, que l’on appelle le bidegr6 de D.

7.2.1. Bidegr6 d’une composante irréductible C de h(C) .
Soit C une composante irr6ductible de Notons 0 l’orbite de 

dans E x E qui lui est associ6e par la bijection (1) de [2] §2.1.1. Par le
plongement canonique de r (C) dans X x X*, C s’identifie a un diviseur
irr6ductible de X x X*.

Proposition 7.1. Le bidegre de C est dc = Card(O)/n.
Soit (d’, d") ce bidegr6. L’entier d" est le degr6 de a* (O(C)), oil x est un

point ferme quelconque de X et ax : X* - X x X* le morphisme y - (x, g) ;
c’est donc le degr6 dc du morphisme 7rc : C - X déduit par restriction
de la premi6re projection. Celui-ci a ete determine [2] §2.4.2 : il est 6gal a
Card() /n. De est le degr6 du morphisme 7r’ c : C - X* déduit
par restriction de la deuxi6me projection; il est aussi 6gal a dc ( loc. c2t.,
remarque 2).
7.2.2. Definition du degr6 d’une composante irréductible de r (C), lorsque
X=P1.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposons qu’un isomorphisme de
X avec la droite projective a ete choisi, et nous identifions X a Pl par cet
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isomorphisme. Le rev6tement ramifie f : X - P 1 est alors une fonction de
Belyi de la forme P /Q, ou P et Q sont des polyn6mes premiers entre eux,
avec Q unitaire; son degre n est 6gal a sup(deg(P) , deg(Q) ) .

Soit U l’ouvert TI A’ de H Pl. 11 s’identifie canoniquement a un plan
C/R C/R

affine d6fini sur R, muni de coordonn6es x, . Lorsqu’on identifie le com-
plexifi6 de fl P 1 a P 1 x P, le complexifi6 de U s’identifie a A 1 x AB qui

C/R
est un plan affine d6fini sur C, muni de coordonnees z, z’. On prendra garde
que ces coordonn6es ne coincident pas avec r, y, mais que l’on a z = x + iy,

La trace de F sur U est une courbe affine dont une equation, dans le
syst6me de coordonn6es (x, y), s’obtient en écrivant que le num6rateur de
la partie imaginaire de f (x + iy) est nul, c’est-h-dire

Une equation de la trace de sur A1 x A1, dans le syst6me
de coordonn6es (z, z’) est P(z)Q(z’) - = 0, ou P et (a sont les
conjugu6s des polyn6mes P et Q.

Les traces sur A1 x A1 des differentes composantes irréductibles de 
ont pour 6quations dans les syst6mes de coordonn6es (x, y) et (z, z’) les
facteurs irréductibles (sur C) des 6quations prec6dentes. Leurs adh6rences
dans P2 sont des courbes projectives planes irréductibles (en general sin-
gulieres), dont les 6quations, dans les systemes de coordonn6es homogenes
associ6s (x, y, t) et (z, z’, t), sont les homogeneisees des 6quations affines
pr6c6dentes.

Soit C une composante irr6ductible de Le degr6 de 1’6quation affine
de C n (A’ x A’) (dans le syst6me de coordonn6es (x, y) ou (z, z’), cela
revient au meme) sera appel6 par abus le degr6 de C : c’est le degr6 de la
courbe projective plane C, adh6rence de C n (A1 x dans P2.

7.2.3. Calcul du degr6 d’une composante irréductible de r(c), lorsque X =
pl,

Reprenons les notations du num6ro précédent. Soit C une composante
irr6ductible de r(C)’ Notons m(C) la multiplicite de C en le point (cc, oc)
de Pl x Pl (avec par convention m(C) = 0 si C ne passe pas par ce point,
ce qui est par exemple le cas lorsque C n’est pas reelle).

Proposition 7.2. Le degre de C est 2dc - m(C)
Pour le d6montrer, nous comparerons la classe [C] de C dans Pic(P1 x P  )

a la classe [C] de C dans Pic(P ) . Rappelons que l’on identifie Pic(P  x PI) a _ 
Z2 (les classes des diviseurs formes par des droites verticales et horizontales
s’identifiant respectivement a (l, 0) et (0, 1)) et Pic(P2) à Z (la classe du
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diviseur forme par une droite de p2 s’identifiant a 1). Ceci fait, [C] s’identifie
a (dc, dc) d’ après la prop. 7.1 et [ê] au degré 8 que nous cherchons à
determiner.

Soit u : S -~ P 1 x P 1 I’[clat[ de P 1 x P 1 en (cc, oc) ; soit D = ~c-1 (cxJ, cxJ)
son diviseur exceptionnel. Le groupe de Picard de S peut 6tre identifie a
Z3 de telle sorte que les classes du transforme strict D’ de {00} x du

transforme strict D" de Pl x fool et de D s’identifient respectivement a
(l, 0, 0), (o,1, 0) et (o, 0, 1). L’homomorphisme u* : Pic(P1 x P1) Pic(S)
s’identifie alors a (a, b) ~ (a, b, a + b) .
La restriction de u a u-1 (A1 x A’) se prolonge en un morphisme v :

S ~ p2. Ce morphisme applique D sur 1 a droite a l’infini de p2, et

D’ et D" sur sur les points de P~ de coordonn6es homogenes (1,0,0) et
(o,1, 0) respectivement (dans le syst6me de coordonn6es (z, t) ) . Le couple
(S, v) s’identifie a 1’eclate de p2 en ces deux points. L’homomorphisme
v* : Pic(P) - Pic(S) s’identifie £ a - (a, a, a).

Soit Z la transform6e stricte de la courbe C par u. C’est aussi la trans-

formee stricte de C par v. Notons rrz’ et m" les multiplicit6s de C en (1, 0, 0)
et (o, l, 0) respectivement. On a

d’oll (dc, dC, 2dC) - ~(C)(0,0,1) = (6, 6, 6) - m’(l, 0, 0) - m"(o, l, 0). il en

r6sulte que l’on a 6 = 2dc - m(C) et m’ = m" = dc - m(C).

Remarque. Lorsque C n’est pas r6elle, on a m(C) = 0. Lorsque C est r6elle,
m(C) est le nombre de points de C(R) dont l’image par I’application com-
posee 

--

est le point a l’infini de P (C) . C’est aussi le nombre de paires de branches
infinies de directions asymptotiques oppos6es de la courbe alg6brique r6elle
affine (CfIU)(R). On peut expliciter ce nombre suivant la position du point
a l’infini de P (C) par rapport a la triangulation canonique de T :

a) Le point a de Pl (C) est situ6 sur une face de la triangulation T
Cela 6quivaut a dire que f (x) n’appartient pas a la droite projective

réelle, i.e, que l’on a deg(P) = deg(Q) et que le coefficient dominant A de
P n’est pas r6el. Dans ce cas le point a l’infini de P1(C) n’appartient pas a
T(R) et l’on a m(C) = 0.

b) Le point a l’infini de est sur une arête de la triangula-
tion T

Cela 6quivaut a dire que f (oc) appartient a la droite projective r6elle et
est distinct de 0, 1 et x, i.e. que l’on a deg(P) = deg(Q) et A # 1. Dans
ce cas le point a l’infini de P1(C) appartient a une unique arête de T. On
a m(C) = 1 si cette arête est contenue dans C(R) et m(C) = 0 sinon.
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c) Le point a l’infini de est un sommets de type 0 (resp. 1 ; resp. oo)
de T

Cela 6quivaut a dire que f (oc) est 6gal a 0 (resp. 1 ; resp. oo) , i. e. que
l’on a deg(P)  deg(Q) (resp. deg(P) = deg(Q) et A = 1 ; resp. deg(P) &#x3E;

deg(Q)). Dans ce cas le point a l’infini de Pl(C) correspond a une or-
bite A de (resp. ~~1) ; resp. dans E, et m(C) est le cardinal de
(o)B((A x A) n o) (resp. A) n 0); ] 

7.2.4. Partie hornogLne de plus haut degr6 de l ’équation affine de C, lorsque
X = P .

Conservons les notations des num6ros 7.2.2 et 7.2.3. Il r6sulte de la

prop. 7.2 que 1’6quation de la courbe alg6brique affine C n (A 1 x Al)
(dans chacun des syst6mes de coordonn6es (x,y) et (z, z’)) est de degr6
2dc - m(C). Si C est r6elle, on choisit pour chaque paire de branches
infinies de (C n U)(R), de directions asymptotiques oppos6es, une forme
linéaire Rj en x, y qui est une equation de la droite vectorielle parall6le a
ces directions.

Proposition 7.3. La partie hornogLne de plus haut degr6 de l’équation de
x A1) dans le système de coordonnées (~, y) est un multiple .scadaire

de

Au cours de la demonstration de la prop. 7.2, nous avons vu que la courbe
C a pour multiplicite dc - m(C) en les points de coordonn6es homog8nes
(1, 0, 0) et (0, 1, 0) dans le syst6me de coordonn6es (1, underlinez’, t), i.e.

(1, i, 0) et (1, -i, 0) dans le syst6me de coordonn6es (x, y, t). Il en resulte

que la partie homogenes de plus haut degr6 de 1’6quation de C n (A’ x A’)
est multiple de (x2 + y2)dc-m(C). Elle est aussi multiple de chacune des
formes lin6aires ti. Comme son degr6 est 2dc - m(C), la prop. 7.3 s’en suit.

Remarque. Il r6sulte de la prop. 7.3 que, hormis en les deux points (1, i, 0)
et (1, - i, 0) (dans le syst6me de coordonn6es (x, y, t) ) ; la droite à l’infini
de p2 ne coupe C qu’en des points lisses et transversalement. Il en r6sulte
que chaque branche infinie de C(R) est asymptote a une droite (qui est la
meme pour des branches infinies de directions asymptotiques opposees).

Exemples. 1) Reprenons le dessin combinatoire du 8 3.8, d6fini par E =
~a, b, c, d, e} ; ao = (a) (bc) (de) et Q1 = (ab)(cd)(e).



901

L’ensemble E x E poss6de trois orbites sous 1’action de 

et

Les multiplicites de composantes irréductibles de r (C) en (oo, oo) d6pen-
dent du syst6me de coordonn6es choisi. Ce dessin est totalement ramifie
au-dessus de l’infini et on peut imposer a l’unique element de la fibre au-
dessus de l’infini d’être en l’infini. Auquel cas, compter les multiplicit6s en
(oo, oo) de chaque composante revient a compter le cardinal de 
( 1  i  3). Comme

on a m(Cl) = 1, ’M(C2) = 2, et m(C3) = 2. Par ailleurs dc, = 1, dC2 = 2,
dC3 = 2 (chacun 6tant 6gal au cardinal de Oi divise par 5). Il en r6sulte

que les degr6s de ces composantes sont respectivement 1, 2 et 2.
On retrouve ces r6sultats par un calcul direct. En effet, une fonction de

Belyi i associ6e a est le polynome f(z) = 8z5 - 1 .
2 2

On a

Cela signifie que P1(C) muni du graphe bicolori6 / ~([0,1]) est isomorphe
au dessin de depart. (La fonction de Belyi prec6dente a ete normalis6e de
telle sorte que le sommet gauche du dessin, le sommet droit du dessin et
le point a 1’infini correspondent respectivement aux points -1, 1 et oo de

p1(C).)
L’image réciproque de P1(R) par f est une courbe correspondant a la

figure 3 du §3.8. Elle a trois composantes irréductibles : une droite hori-
zontale et deux hyperboles. Cela se voit en d6composant Im f (x + iy) en
facteurs irréductibles : on trouve

- ’" - ’ - -

Les degr6s des facteurs irr6ductibles sont bien 6gaux a 1, 2 et 2.
Enfin, les parties homogenes de plus haut degr6 de ces composantes sont

respectivement
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2) Reprenons le dessin combinatoire et les notations du §6.1

On a respectivement dc, = 1, dC2 == 6, dC3 == 2. Les multiplicites en
(oo, oo) de chaque composante dependent du syst6me de coordonn6es choisi.
Si on d6cide que le point P au-dessus de l’infini d’indice de ramification 6
se trouve a l’infini, alors la multiplicite en (oo, oo) d’une composante Ci
est 6gale au nombre d’616ments de dont l’image dans x

(a£))E correspond au point P. Ainsi, on a = 1, m ( C2 ) - 4 et
m(C3) = 1. On en déduit que les degr6s des courbes repr6sent6es sont
respectivement 1, 8 et 3.
On en déduit entre autre que les parties homogenes de plus haut degr6

sont respectivement

7.3. Le cas ou X est connexe de genre quelconque.
Dans ce num6ro, nous supposons que X est connexe, de genre quelconque.

On note Jac(X) la jacobienne de X et Jac(X*) celle de X*. Rappelons
(cf. §7.1.6) que l’on dispose d’une suite exacte canonique

Toute composante irr6ductible C de est un diviseur de X x X*. Nous

notons [C] sa classe dans Pic(X x X*) et uc l’image de [C] dans le groupe
Hom(Jac(X), Jac(X*)).

7.3.1. La somme des uc est nulle.
Consid6rons sur X x X* la fonction rationnelle w = f o pl - f* op2, ou pi

et p2 sont les projections sur X et X*. Le diviseur de cp est

ou ez, j et d6signent les indices de ramification de f et f * en .c et y
respectivement. Il en r6sulte que 1’616ment Ec [C] de Pic(X x X*) appartient
a l’image de Pic(X) x Pic(X*) par la premi6re fl6che de (1), donc que l’on a
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7.3.2. Certains des uc peuvent non nuls.

Nous allons dans ce num6ro montrer par un exemple que, bien que la
somme des uc soit nulle, certains des uc peuvent 6tre non nuls.

Prenons pour X la courbe elliptique d’équation homogene y 2t = x3 + t3
dans p2 et pour f le morphisme (x, ~, t) H (y + t, 2t) de X dans Pl.
Alors (X, f ) est un rev6tement ramifi6 de degr6 3 de P , non ramifi6 au-
dessus de pI - {0, 1, oo}. L’ensemble f-1(0) (resp. f-1(1) ; resp. f-1(oc))
possede pour seul point (0, -1, 1) (resp. (0, l, 1) ; resp. (0, l, 0)), et l’indice
de ramification de f en ce point est 3.

Le dessin combinatoire associe a ce rev6tement est isomorphe a (E, go, ~1)
ou E = b, c} et go = Ql = (a b c). Le dessin d’enfant correspondant peut
6tre représenté comme suit :

(6tant entendu que la surface sur laquelle il est trace, qui est de genre 1,
est le tore obtenu en identifiant deux a deux les c6t6s oppos6s du losange
repr6sent6s en pointilles) . Le dessin d’enfant triangul6 correspondant peut
6tre represente avec les memes conventions comme suit :

00

Pour l’action du groupe E x E poss6de trois orbites 02, 03
sur lesquelles Eo et Elop6rent comme suit (en 6crivant x~ 1’616ment (x, y)
de E x E pour all6ger les notations)

Ces orbites sont stables par l’involution xy H yx. Elles correspondent
donc a trois composantes irréductibles C1, C2, C3 de f(c), toutes r6elles.
Comme la courbe X est d6finie sur R, elle est canoniquement isomorphe

a X* et IF(c) s’identifie alors a l’image r6ciproque de la diagonale de Pl x Pl
par le morphisme P . Ces identifications 6tant faites,
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Cl, C2, C3 s’identifient respectivement aux graphes de Idx, u et u2, oll u
est 1’automorphisme (x, y, t) - (jx, y, t) de X, avec j = 2 

’

Comme X est de genre 1, nous pouvons identifier la jacobienne Jac(X)
a X, 1’element neutre de Jac(X) correspondant au point a l’infini (o,1, 0)
de X. Identifions de même Jac(X*) a X*, donc a X. Il r6sulte alors de
I’alin6a pr6c6dent que les morphismes uCl, uC2, UC3 de Jac(X) dans Jac(X*)
s’identifient a ldx, u et u2. En particulier, ils sont tous trois non nuls.
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